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Introduction

Les problèmes mathématiques modélisant des phénomènes physiques sont, le plus sou-

vent, di�ciles sinon impossibles à résoudre directement. Mais il peut y avoir des simpli�ca-

tions dans le modèle mathématique lorsqu'il contient un ou plusieurs "petits" paramètres,

signi�ant que la contribution de certains facteurs peuvent être négligeables par rapport à

d'autres.

On s'intéresse dans ce travail à un modèle décrit par une équation aux dérivée partielle

de type hyperbolique

ε

(
∂2uε
∂t2
− c2∂

2uε
∂x2

)
+ a

∂uε
∂x

+ b
∂uε
∂t

+ d uε = f (x, t) t > 0, x ∈ R,

uε(x, 0) = g(x) x ∈ R,

∂uε
∂t

(x, 0) = h(x) x ∈ R.

(Pε)

Ce problème contiens un petit paramètre ε > 0, multiplié par les dérivée de deuxième

ordre. Pour des valeurs très petit de ε, on aimerait, au lieux de résoudre un problème de

deuxième ordre, se contenter de résoudre un problème réduit et plus simple de premier

ordre, c.-à-d. on prenant ε = 0,

a
∂w

∂x
+ b

∂w

∂t
+ d w = f (x, t) t > 0, x ∈ R,

Comme c'est un problème de premier ordre, ça solution w ne peut pas véri�er, en générale,

les deux condition initiales en même temps.

Pour résoudre cette question, on reprend en détail l'approche utilisé De Jager et al.

[1, 2]. On introduit une fonction de correction v au voisinage de t = 0, dans le but que

la somme w + v soit une bonne approximation de uε. Pour calculer w et v, on utiliser la

méthode des développements asymptotiques raccordés 1 En suite, en appliquant la méthode

1. Method of matched asymptotic expansions
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Introduction

des intégrales d'énergies, on donne une estimation du reste

Rε = uε − w + v

et une justi�cation de la méthode utilisé.

Ce mémoire est décomposé en trois chapitres. Le premier chapitre contient quelque

rappels et notions utilisé le long des chapitre suivants. En particulier, la méthode asymp-

totiques utilisé est illustré sur une équation di�érentielle ordinaire. Dans le deuxième cha-

pitre, on donne une condition nécessaire pour que w peut être une bonne approximation

de uε, ensuite on applique la méthode des développements asymptotiques raccordés sur

le problème (Pε). La justi�cation de la méthode et l'estimation du reste Rε sont donnés

au dernier chapitre. La conclusion est quelques références pour les lecteurs intéressés sont

donnés à la �n de ce travail.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Equations di�érentielles ordinaires

Soit l'équation di�érentielle du second ordre à coe�cients constants

ay
′′

+ by
′
+ cy = 0. (1.1)

On cherche à résoudre cet équation , où a, b et c sont des constantes réelles. On associe a

(1.1) l'équation caractéristique suivante, dite équation caractéristique.

ar2 + br + c = 0.

et on noté ∆ = b2 − ac son discriminant.

1. Si ∆ > 0 : L'équation caractéristique admet deux racines réelles distinctes

r1 =
−b−

√
∆

2a
etr2 =

−b+
√

∆

2a

et la solution générale de (1.1) est

y(x) = C1e
r1x + C2e

r2x, (C1, C2) ∈ R2.

2. Si ∆ = 0 : L'équation caractéristique admet une racine réelle double r = −b
2a

et la

solution générale de (1.1) est

y(x) = erx(C1x+ C2), (C1, C2) ∈ R2.

3



1.2. Equations aux dérivées partielles

3. Si ∆ < 0 : L'équation caractéristique admet deux racines complexes conjuguées. On

posant

α =
−b
2a

et β =
−
√

∆

2a

alors r1 = α + iβ, r2 = α− iβ et la solution générale de (1.1) est

y(x) = eαx (C1 cos βx+ C2 sin βx) , (C1, C2) ∈ R2.

1.2 Equations aux dérivées partielles

Une équations aux dérivées partielles est une équation dont les solutions sont des fonc-

tions inconnues (à plusieurs variables) véri�ant certaines conditions concernant leurs dé-

rivées partielles. Les modèles de la physique étant le plus souvent constitués d'EDP, nous

allons nous intéresser à celles qui sont hyperboliques. Nous rappelons ensuite la classi�-

cation adoptée aux EDP linéaires à deux variables qui peuvent être, selon le cas, deux

coordonnées d'espace ou une coordonnée d'espace et le temps.

1.2.1 Classi�cation des EDP du second ordre

Une EDP linéaire du 2ème ordre, qui décrit le comportement de la grandeur inconnue

u par rapport aux variables x et y :

a
∂2u

∂x2
+ 2b

∂2u

∂x∂y
+ c

∂2u

∂y2
+ d

∂u

∂x
+ e

∂u

∂y
+ fu = g.

où a, b, c, d, e, f et g sont des fonction de x et y. Si a, b, c, d, e et f sont des constants,

c.-à-d. ne dépend pas des variables x et y, l'EDP est dite à coe�cients constants ce qui

est le cas dans ce mémoire. Le caractère de ses solutions dépend fortement du signe de

∆ = b2 − 4ac. Selon que les racines sont réelles, complexes ou doubles, l'EDP est :

1. Hyperbolique, si ∆ > 0.

2. Parabolique, si ∆ = 0.

3. Elliptique, si ∆ < 0.

4



1.2. Equations aux dérivées partielles

1.2.2 Equation d'onde linéaire

On appelle équation des ondes (linéaire) l'équation aux dérivés partielles d'évolution

du second ordre en temps t et en espace x

∂2u

∂t2
− c2∂

2u

∂x2
= 0, x ∈ R, t > 0,

où c est un nombre réel positif donné, représentant la vitesse de propagation de l'onde.

Cette équation c'est le prototype des équations hyperbolique, linéaire et homogène.

Soit φ et ψ deux fonctions dé�nies sur R, avec φ ∈ C2 et ψ ∈ C1 . Alors le problème
∂2u

∂t2
− c2∂

2u

∂x2
= 0, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R,
∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x), x ∈ R.

(1.2)

admet une unique solution u de classe C2 sur R × [0,+∞[, qui peut être obtenu par la

méthode de d'Alembert.

La formule de D'Alembert

Théorème 1.1 La solution u du problème (1.2) est donnée par la formule de d'Alembert :

u(x, t) =
1

2
{φ(x+ ct) + φ(x− ct)}+

1

2c

∫ x+ct

x−ct
ψ(s)ds.

Démonstration. Nous utiliserons le changement de variable :

η = x− ct, ξ = x+ ct. (1.3)

Et introduisons la fonction :

U(ξ, η) = u(x, t).

Dont il est facile de véri�er qu'elle satisfait

∂2U

∂η∂ξ
= 0.

Nous en déduisons qu'il existe deux fonctions d'une variable f(.) et g(.) telles que :

U(ξ, η) = f(ξ) + g(η).

5



1.2. Equations aux dérivées partielles

En revenant à l'inconnue originale u, nous obtenons :

u(x, t) = f(x+ ct) + g(x− ct).

Pour obtenir f et g nous utilisons les conditions initiales : u(x, 0) = φ(x) =⇒ f(x) + g(x) = φ(x),
∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x) =⇒ c {f ′(x)− g′(x)} = ψ(x).

Nous en déduisons qu'il existe une constante A telle que : f(x)− g(x) = 1
c

∫ x
0
ψ(t)dt+ A,

f(x) + g(x) = φ(x).

D'ou nous tirons les identités :
f(x) =

1

2
φ(x) +

1

2c

∫ x

0

ψ(t)dt+
A

2
,

g(x) =
1

2
φ(x)− 1

2c

∫ x

0

ψ(t)dt− A

2
.

L'expressions dont le résultat annoncé se déduit aisément. Le lecteur notera que, contrai-

rement aux fonctions f et g, la quantité f(x − ct) + g(x + ct) est indépendante de A.

Remarque 1.2 Les droites x±ct = constante sont appelé les caractéristiques de l'équation

(1.2)

De la formule de d'Alembert il en résulte que la valeur de u au point (x, t)dépend seule-

ment des valeurs du φ sur les deux points x ± ct, et il dépend seulement des valeurs du

ψ dans l'intervalle [x − ct, x + ct]. Nous disons donc que l'intervalle (x − ct, x + ct) est

l'intervalle de la dépendance du point (x, t) sur t = 0. Parfois, nous appelons l'ensemble du

triangle ombragé le domaine de la dépendance du point (x, t). Le domaine de dépendance

est délimité par la paire de lignes caractéristiques qui passent par (x, t).
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(x,t)

x-ct xct

Figure 1.1 � Domaine de dépendence de (x, t)

1.3 Rappels d'analyse asymptotique

La théorie des perturbations est une méthode mathématique qui permet de trouver

une solution approchée d'une équation mathématique (Pε) dépendante d'un paramètre ε

lorsque la solution de l'équation (P0), correspondant à la valeur ε = 0, est connue exac-

tement où plus facile à résoudre. L'équation mathématique (Pε) peut être une équation

algébrique, une équation di�érentielle, une équation aux valeurs propres, ... La méthode

consiste à chercher la solution approchée de l'équation (Pε) sous la forme d'un développe-

ment en série des puissances du paramètre ε, cette solution approchée étant supposé être

une approximation d'autant meilleure de la solution exacte, mais inconnue, que la valeur

absolue du paramètre ε est plus � petite �.

Un problème de perturbation (Pε) est appelé régulière si sa solution uε dépend d'une

façon regulière du paramètre. Puisque ε représente généralement un paramètre physique

signi�cative, laissant ε ont tendance à 0 correspond à négliger l'e�et de petites perturba-

tions. Une perturbation est appelé singulière si elle est pas régulière. Cette situation est

fréquente lorsque le terme de perturbation ε est multiplié par le plus grand dérivée dans

un équation di�érentielle.

7



1.3. Rappels d'analyse asymptotique

1.3.1 Symboles d'ordre

Pour dé�nir une approximation asymptotique, nous devons d'abord présenter l'ordre,

ou le landau, symboles. La raison de ceci est que nous serons intéressés à la façon dont

les fonctions se comportent pendant qu'un paramètre, typiquement ε, devient petit. Par

exemple, la fonction φ(ε) = ε ne converge pas vers zéro plus vite que f(ε) = ε2 lorsque

ε −→ 0, et nous avons besoin d'une notation pour dénoter ce fait.

Dé�nition 1.3 1.f = O(φ) lorsque ε −→ ε0 signi�e qu'il y a les constantes k0 et ε1

(indépendant de ε) de sorte que

|f(ε)| ≤ k0 |φ(ε)| pour ε0 < ε < ε1,

nous disons que "f est grand O de φ" lorsque ε −→ ε0.

2.f = o(φ) lorsque ε −→ ε0 signi�e que pour chaque δ positif, il y a un ε2 (indépendant

de ε) de telle sorte que

|f(ε)| ≤ δ |φ(ε)| pour ε0 < ε < ε2,

nous disons que "f est petit O de φ" lorsque ε −→ ε0.

On a le résultat suivant.

Théorème 1.4 1.Si

lim
ε−→ε0

f(ε)

φ(ε)
= L où −∞ < L <∞.

Alors f = O(φ) lorsque ε −→ ε0.

2.Si

lim
ε−→ε0

f(ε)

φ(ε)
= 0.

Alors f = o(φ) lorsque ε −→ ε0.

pour plus de détaille. Voir [1, 3]

1.3.2 Méthode des développements asymptotiques raccordés

La meilleure façon d'expliquer la méthode des développements asymptotiques raccordés

est de l'utiliser pour résoudre un problème. Considérons l'équation di�érentiel suivant

εy
′′

+ 2y
′
+ 2y = 0, 0 < x < 1, (1.4)

8



1.3. Rappels d'analyse asymptotique

avec les conditions initiales suivantes

y(0) = 0, (1.5)

y(1) = 1, (1.6)

où ε est un petit paramètre, destiné à tendre vers 0. Notons que ε et multiplié par la plus

grand dérivée de y, et ont posons ε = 0, le problème devient du premier ordre avec deux

conditions c.-à-d. une condition de plus, en générale dans un tel cas le perturbation est

singulière.

Etape 1 : Solution extérieure

Nous allons supposer que la solution peut être étendue en puissances de ε. En d'autres

termes,

y(x) ∼ y0(x) + εy1(x) + ... (1.7)

en substituant ceci dans (1.4), nous obtenons

ε(y
′′

0 + εy
′′

1 + ...) + 2(y′0 + εy′1 + ...) + 2(y0 + εy1 + ...) = 0.

Nous prenons des termes avec des puissances égales de ε simultanément, donc l'équationO(1)

est donné par

y′0 + y0 = 0.

et sa solution générale

y0(x) = ae−x, (1.8)

où a est une constante arbitraire. Regardant la solution dans (1.8) nous avons un dilemme

parce qu'il y a seulement une constante arbitraire. mais on a deux conditions aux limites

(1.5)-(1.6). Ce qui veut dire que la solution en (1.8) et l'expansion de la (1.7) ne sont pas

capables de décrire la solution sur la totalité de l'intervalle de 0 ≤ x ≤ 1.

Etape 2 : La couche limite

On fait l'hypothèse que la couche limite en x = 0, justi�é par le comportement de la

solution au voisinage de 0, (voir la �gure 1.2), nous introduisons une nouvelle coordonnée

9



1.3. Rappels d'analyse asymptotique

près de la couche limite donnée par

x =
x

εα
, α > 0. (1.9)

Après le changement de variables (1.9), nous avons que

d

dx
=
dx

dx

d

dx
=

1

εα
d

dx
.

Notons Y (x) la solution du problème avec l'utilisation de la nouvelle coordonnée, le pro-

blème (1.4) se transforme à ε1−2α d2Y
dx2

+ 2ε−α dY
dx

+ 2Y = 0,

Y (0) = 0.
(1.10)

La condition aux limites en x = 0 a été inclus ici parce que la couche limite est à l'extrémité

gauche de l'intervalle.

L'expansion approprié pour la solution de la couche limite est maintenant

Y (x) ∼ Y0(x) + εβY1(x) + ..., β > 0. (1.11)

En substituant l'expansion (1.11) dans l'équation du problème (1.10), nous obtenons que

ε1−2α d
2

dx2 (Y0 + ...)︸ ︷︷ ︸
(1)

+ 2ε−α
d

dx
(Y0 + ...)︸ ︷︷ ︸

(2)

+ 2(Y0 + ...)︸ ︷︷ ︸
(3)

= 0. (1.12)

Il est nécessaire de déterminer le bon équilibre dans (1.12). L'équilibre entre les termes (2)

et (3) a été considéré à l'étape 1, et donc les possibilités suivantes restent :

(1) ∼ (3) et (2) est d'ordre supérieur La condition (1) ∼ (3) exige que 1 − 2α = 0,

et ainsi α = 1
2
, Avec ce que nous avons (1), (3) = O(1) et (2) = O(ε

−1
2 ). Cela viole notre

hypothèse que (2) est d'ordre supérieur (ce est à dire, (2)� (1)), ce cas ne pas possible.

(1) ∼ (2) et (3) est d'ordre supérieur La condition (1) ∼ (2) exige que 1 − 2α =

−α, et ainsi α = 1, avec ce que nous avons (1), (2) = O(ε−1) et (3) = O(1). Dans ce

cas, la conclusion est conforme aux hypothèses initiales, et donc ce l'équilibre que nous

recherchons.

10



1.3. Rappels d'analyse asymptotique

Avec cela, nous avons le problème suivant à résoudre :

O(ε−1) :

 Y
′′

0 + 2Y
′

0 = 0, 0 < x < +∞,

Y0(0) = 0.

La solution générale de ce problème est

Y0(x) = A(1− e−2x). (1.13)

où A est une constante arbitraire.

L'expansion de la couche limite dans (1.11) est censé décrire la solution dans le voisinage

immédiat du point d'extrémité x = 0. Il est raisonnable de se attendre à ce que la solution

externe (1.8) s'applique sur le reste de l'intervalle. Cela signi�e que la solution externe doit

satisfaire la condition aux limites en x = 1. A partir de (1.8) et (1.4), on trouve que

y0(x) = e1−x. (1.14)

Etape 3 : Raccordement des Solutions (Matching)

Il reste à déterminer la constanteA dans l'approximation du premier terme de la solution

de la couche limite (1.13). Le point important ici est que les deux expansions intérieures

et extérieures sont des approximations de la même fonction. Par conséquent, dans la zone

de transition entre les couches intérieure et extérieure nous devrions nous attendre à ce

que les deux expansions donneront le même résultat. Ceci est accompli en exigeant que la

valeur de Y0 comme une sort de la couche limite (par exemple, sous la forme x →∞) est

égale à la valeur de y0 comme on vient dans la couche limite (par exemple, sous la forme

x −→ 0). En d'autres termes, nous exigeons que

lim
x−→∞

Y0(x) = lim
x−→0

y0(x), (1.15)

donc A = e et

Y0(x) = e− e1−2x.

11
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Y0  e

y0  e y  y0

y  Y0

Figure 1.2 � La couche limite aux voisinage de 0.

Etape 4 : Développement composite

Notre description de la solution se compose de deux morceaux, qui applique une près

de x = 0, l'autre qui fonctionne partout ailleurs. Parce que ni peut être utilisé sur tout

l'intervalle, ils ne sont pas uniformément valable pour 0 ≤ x ≤ 1. La question que nous

considérons maintenant est de savoir si il est possible de les combiner pour produire une

approximation uniforme, qui est, celui qui fonctionne sur l'ensemble du intervalle, Ceci

résumé dans la �gure 1.2. Les solutions internes et externes sont constants en dehors de

leurs intervalles d'application, et la constante est la même pour les deux solutions. La valeur

de la constante peut être écrite comme y0(0) ou Y0(∞), et le fait qu'elles sont égale est

une conséquence de la condition assortie (1.15). Cette observation peut être utilisé pour

construire une approximation uniforme, à savoir, nous ajouter juste les approximations

ensemble et puis soustraire la partie qui est commun à la fois. Le résultat est

y ∼ y0(x) + Y0(x)− y0(0),

∼ y0(x) + Y0(
x

ε
)− y0(0),

∼ e1−x − e1−2x
ε .

12



1.3. Rappels d'analyse asymptotique

Comparaison avec la solution exacte

L'équation de (1.4) est linéaire du second ordre et l'équation caractéristique associée

donné par εr2 + 2r + 2 = 0. Alors ∆ = 4− 8ε avec 0 < ε� 1, on a

r1 =
−1−

√
1− 2ε

ε
, r2 =

−1 +
√

1− 2ε

ε
.

et la solution a la forme

y(x) = C1e
−1−

√
1−2ε

ε
x + C2e

−1+
√
1−2ε

ε
x.

En utilisant les conditions initiales y(0) = 0 et y(1) = 1 pour déterminer C1 et C2, on

obtient

yext(x) =
1

e
−1−

√
1−2ε

ε − e−1+
√
1−2ε

ε

[
e
−1−

√
1−2ε

ε
x − e

−1+
√
1−2ε

ε
x
]
.
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Figure 1.3 � Comparaison entre la solution exacte et la solution approché

13



1.4. Quelques inégalités et formules

1.4 Quelques inégalités et formules

Inégalité de Young.

ab ≤ a2

2
+
b2

2
, (a, b ∈ R).

Démonstration. 0 ≤ (a− b)2 = a2 − 2ab+ b2.

Inégalité de Young avec λ.

ab ≤ λa2 +
b2

4λ
, (a, b > 0, λ > 0).

Démonstration. On écrit

ab = ((2λ)
1
2a)

(
b

(2λ)
1
2

)
.

et on applique l'inégalité originale.

Inégalité de Schwarz.

Soit u ∈ L2(Ω), v ∈ L2(Ω), nous avons∫
Ω

|uv| dx ≤
(∫

Ω

u2dx

) 1
2
(∫

Ω

v2dx

) 1
2

.

Lemme de Gronwall.

Soient ϕ, ψ et y trois fonctions continues sur un segment [a; b], à valeurs positives et

véri�ant l'inégalité

∀t ∈ [a; b], y(t) ≤ ϕ(t) +

∫ t

a

ψ(s)y(s)ds

alors

∀t ∈ [a; b], y(t) ≤ ϕ(t) +

∫ t

a

ϕ(s)ψ(s) exp

[∫ t

s

ψ(u)du

]
ds.
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1.4. Quelques inégalités et formules

L'unité normale

i)Si ∂u est régulière, alors le long de ∂u est dé�ni le domaine pointant vers l'extérieur

de vecteur normal de l'unité.

ν =
(
ν1, ....., νn

)
.

L'unité normale en tout point x0 ∈ ∂u est ν (x0) = ν = (ν1, ....., νn) .

ii) Soit u ∈ C1
(
U
)
nous appelons

∂u

∂ν
= ν.Du

Le dérivé normale vers l'extérieur de u.

Formules de la divergence et de Green.

Soit Ω un domaine de R2 ou R3, et ν(x) sa normale extérieure. Soit u et v deux fonctions

régulières, w un champ de vecteurs dé�nis sur Ω. Alors∫
Ω

div wdx =

∫
∂Ω

w.νdσ (formule de la divergence).∫
Ω

(∆u)vdx = −
∫

Ω

5u.5 vdx+

∫
∂Ω

∂u

∂n
vdσ (formule de Green).
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Chapitre 2

Approximation formelle

Dans ce chapitre nous étudions le problème de perturbation singulière suivant

Lε [uε (x, t)] = εL2 [uε (x, t)] + L1 [uε (x, t)] = f (x, t) , t > 0, x ∈ R, (2.1)

avec des valeurs initiales

uε (x, 0) = g(x),
∂uε (x, 0)

∂t
= h(x), x ∈ R (2.2)

où ε est encore un petit paramètre positif. Les opérateurs di�érentiels L1 et L2 sont donnés

par les expressions

L1 = a
∂

∂x
·+b ∂

∂t
·+d·, (2.3)

L2 =
∂2

∂t2
· −c2 ∂

2

∂x2
· . (2.4)

Les coe�cients a, b, c sont des constantes, le terme de source f et les données initiales g

et h sont des fonctions su�samment régulier pour les variable de x et t.

Ce problème de valeur initiale peut être considéré comme perturbation du problème de

valeur initiale

L1 [w (x, t)] = f (x, t) , t > 0, x ∈ R, (2.5)

avec la condition initiale

w (x, 0) = g(x), x ∈ R. (2.6)
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2.1. Caractéristique et sous-caractéristiques

Nous étudions encore de si la solution (2.5)− (2.6) peut être considéré comme une bonne

approximation de (2.1)−(2.2), et ainsi nous étudions également l'ordre de l'approximation

w(x, t) en termes de ε.

2.1 Caractéristique et sous-caractéristiques

Pour comprendre de l'e�et les caractéristiques de L1 et ceux de L2 sur la validité de

l'approximation de uε par w, nous considérons le problème simpli�é suivant

Lε [uε] = ε

(
∂2uε
∂t2
− ∂2uε

∂x2

)
+ a

∂uε
∂x

+ b
∂uε
∂t

= 0, t > 0, x ∈ R. (2.7)

avec des conditions initiales

uε (x, 0) = g(x),
∂uε
∂t

(x, 0) = h(x), x ∈ R. (2.8)

Les coe�cients a et b sont des constantes avec b 6= 0 et g et h sont des fonctions arbitraires

de classe C1 (R) et C (R) respectivement .

Le problème de valeur initiale réduit est a
∂w

∂x
+ b

∂w

∂t
= 0, t > 0, x ∈ R

w (x, 0) = g(x), x ∈ R

qui a la solution suivant

w (x, t) = g(x− a

b
t).

Les sous-caracteristiques (c.-à-d. les caractéristiques de L1) sont les lignes de x =

a
b
t + constante. La solution w (x, t) a des valeurs constantes le long de ces lignes. Les

caractéristiques de l'opérateur hyperbolique εL2 +L1 sont des lignes x = ±t+ constante.

Nous distinguons maintenant deux cas.

i) Le sous-caracteristiques sont de type spacelike, c.-à-d.
∣∣a
b

∣∣ > 1 et la droite x =

a
b
t+ constante est plus proche de l'axe de la variable d'espace. Dans ce cas-ci nous avons

la situation comme indiqué dans la �gure 2.1.

Si w(x, t) est une bonne approximation de uε (x, t) c.-à-d. uε (P ) ≈ w(P ), alors

uε (P ) ≈ w(Q) = g (Q)
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2.1. Caractéristique et sous-caractéristiques       
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Figure 2.1 � Sous-characteristique spacelike.

puisque w est constante sur le segment PQ. Cependant, pour l'équation d'onde, la valeur

de uε (P ) est complètement déterminé par les valeurs de g(x) et de h(x) sur AB. Comme

la valeur de g(Q) est indépendant de ces derniers valeur, il est clair que w(P ) ne peut pas

être en général une bonne approximation de uε (P ). Par conséquent il suit que la solution

w(x, t) du problème ne peut pas être en général une bonne approximation de uε (x, t)

lorsque les sous-characteristiques sont spacelike.

ii) Le sous-caracteristics sont de type timelike, c.-à-d.
∣∣a
b

∣∣ < 1 et la droite x = a
b

+

constante est plus proche de l'axe de la variable de temps. Dans ce cas-ci nous avons la

situation comme indiqué dans la �gure 2.2.

Maintenant nous ne pouvons pas énoncer a priori que la solution w(x, t) du problème

réduit n'est pas une bonne approximation de uε (x, t) pour ε→ 0. Il s'avérera dans la suite

que la solution w (x, t) du problème réduit est en e�et une bonne approximation de uε (x, t)

pour ε → 0 avec l'hypothèse additionnelle b > 0. En fait, pour la régularité su�sante de

g(x) et h(x), on démontre que

uε (x, t) = w (x, t) +O(ε). (2.9)

uniformément dans tout domaine borné �xe dans R × [0,+∞[ . Pour plus de discussions

de cette argument voir [1, 2].
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2.2. Approximation formelle       
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Figure 2.2 � Sous-characterstique timelike.

2.2 Approximation formelle

Nous considérons le problème de valeur initiale (2.1)− (2.4)

Lε [uε (x, t)] = εL2 [uε (x, t)] + L1 [uε (x, t)] (2.10)

= ε

(
∂2uε
∂t2
− c2∂

2uε
∂x2

)
+ a

∂uε
∂x

+ b
∂uε
∂t

+ duε = f (x, t) ,

valide pour x ∈ R, t > 0, alors que les conditions initiales sont données par

uε (x, 0) = g(x),
∂uε
∂t

(x, 0) = h(x), x ∈ R. (2.11)

Nous faisons les hypothèses suivantes

1. g et h sont des fonctions de C∞ (R) .

2. Il existe un nombre positive α, tels que

1− a2

b2c2
≥ α > 0.

L'hypothèse 1 est été faite pour éviter des complication non nécessaire pour notre étude.

19



2.2. Approximation formelle

2.2.1 Première approximation

Vue l'argument ci-dessus, l'hypothèse 2 est nécessaire pour avoir une bonne approxi-

mation de uε par la solution du problème réduit a
∂w

∂x
+ b

∂w

∂t
+ dw = f (x, t) , t > 0, x ∈ R,

w (x, 0) = g(x), x ∈ R.
(2.12)

Ce problème de valeur initiale est un problème linéaire simple du premier ordre et à cause

de b 6= 0 il peut toujours être résolu uniquement par les méthodes des caractéristiques, donc

on peut supposer que la solution w (x, t) du problème réduit est connue. Cette fonction est

de la classe C∞ et elle satisfait l'équation (2.10) jusqu'à O (ε), uniformément dans tout

domaine borné, et il satisfait aussi la premier condition initiale (2.11), mais pas la seconde

condition initiale en général.

2.2.2 Fonction de correction

Nous introduisons un terme de correction v tels que la deuxième condition est satisfaite

par

w + v

mais "sans trop déranger" la première condition. D'ailleurs w + v devrait aussi satisfaire

approximativement l'équation au moins dans des domaines bornés dans t > 0. Cet e�et

nous étirons la variable de temps t par la transformation

t = ετ ,
∂

∂t
= ε

∂

∂τ
.

L'expression di�érentielle Lε [w + v] équivalent à :

ε

(
∂2w

∂t2
− c2∂

2w

∂x2

)
+ a

∂w

∂x
+ b

∂w

∂t
+ dw + ε

(
∂2v

∂t2
− c2 ∂

2v

∂x2

)
+ a

∂v

∂x
+ b

∂v

∂t
+ dv

= f (x, t) , x ∈ R, t > 0,

et puisque w satisfait (2.12), on obtient

ε

(
∂2v

∂t2
− c2 ∂

2v

∂x2

)
+ a

∂v

∂x
+ b

∂v

∂t
+ dv = 0, x ∈ R, t > 0,
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2.2. Approximation formelle

Substituant cette nouvelle variable τ dans Lε

ε

(
∂2v

ε2∂τ 2
− c2 ∂

2v

∂x2

)
+ a

∂v

∂x
+ b

∂v

ε∂τ
+ dv = 0, x ∈ R, t > 0.

c.-à-d.
∂2v

∂τ 2
+ b

∂v

∂τ
− ε

(
εc2 ∂

2v

∂x2
− a∂v

∂x
− dv

)
= 0, x ∈ R, t > 0.

et en conservant seulement la contribution principale de v (x, t) à l'expression di�érentielle

Lε [w + v], on va exiger que v satisfait

∂2v

∂τ 2
+ b

∂v

∂τ
= 0, 0 < τ < +∞, (2.13)

avec la condition initiale

∂w

∂t
(x, 0) +

∂v

∂t
(x, 0) = h (x) , x ∈ R.

alors
∂v

∂τ
(x, 0) = ε

(
h (x)− ∂w

∂t
(x, 0)

)
, x ∈ R. (2.14)

Puisque (2.13) est du deuxième ordre, nous avons besoin d'une deuxième condition, pour

v on exige que

lim
τ−→∞

v (x, τ) = 0. (2.15)

Cette condition garantit que le terme de correction v (x, t) à une valeur signi�cative seule-

ment dans un petit voisinage d'ordre ε de t = 0, c.-à-d. t = O (ε) .

L'équation caractéristique associe à l'équation (2.13) est donné par

r2 + br = 0⇒ r = 0 ou r = −b,

alors

v (x, τ) = c1 + c2e
−bτ

et comme b > 0 on a

lim
τ−→∞

v (x, τ) = c1 = 0.

En rapportant ceci dans (2.14), on obtient

∂v

∂τ
(x, 0) = −bc2 = ε

(
h (x)− ∂w

∂t
(x, 0)

)
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2.2. Approximation formelle

c.-à-d.

c2 = ε
∂w
∂t

(x, 0)− h(x)

b

la fonction de correction v est donné par

v (x, τ) = v

(
x,
t

ε

)
= ε

∂w
∂t

(x, 0)− h(x)

b
e−b

t
ε (2.16)

2.2.3 Estimation du reste

Finalement, on considérant le reste

Rε (x, t) = uε (x, t)−
[
w (x, t) + v

(
x,
t

ε

)]
, (2.17)

il satisfait l'équation di�érentielle suivante

Lε [Rε] = Lε [uε]− Lε [w]− Lε [v] (2.18)

= f −
[
f − ε

(
∂2w

∂t2
− c2∂

2w

∂x2

)]
−
[
0−

(
−εc2 ∂

2v

∂x2
+ a

∂v

∂x
+ dv

)]
= −ε

(
∂2w

∂t2
− c2∂

2w

∂x2

)
− εc2 ∂

2v

∂x2
+ a

∂v

∂x
+ dv t, x ∈ R, t > 0.

Notons que

v = v

(
x,
t

ε

)
= ε

∂w
∂t

(x, 0)− h(x)

b
e−b

t
ε = O (ε) , (2.19)

∂v

∂x
= ε

∂2w
∂x∂t

(x, 0)− ∂h
∂x

b
e−b

t
ε = O (ε) , (2.20)

pourt = O (ε) , et nous pouvons conclure que

Lε [Rε] = O (ε) .

uniformément dans tout domaine borné �xe G dans R × [0,+∞[ . Pour les conditions

initiales Rε (x, t) satisfait

uε (x, 0) = w (x, 0) + v (x, 0) +Rε (x, 0) ,

g(x) = g(x) + v (x, 0) +Rε (x, 0) .

Donc

Rε (x, 0) = −v (x, 0) ,

= −ε
∂w
∂t

(x, 0)− h(x)

b
,

= O (ε) , x ∈ R.
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2.2. Approximation formelle

Uniformément dans tout intervalle lié de l'axe des abscisses, et

∂uε
∂t

(x, 0) =
∂w

∂t
(x, 0) +

∂v

∂t
(x, 0) +

∂Rε

∂t
(x, 0) ,

c.-à-d.
∂Rε (x, 0)

∂t
= h(x)− h(x) = 0, x ∈ R. (2.21)

En résumé Rε (x, 0) satisfait le problème
Lε [Rε] = O (ε) . t > 0, x ∈ R,

Rε (x, 0) = O (ε) , x ∈ R,
∂Rε (x, 0)

∂t
= 0, x ∈ R.

(2.22)

Il suit que l'expression w (x, t)+v
(
x, t

ε

)
satisfait le problème de valeur initiale pour uε (x, t)

jusqu'à O(ε).

Resultat �nal

On a formellement

uε (x, t) ' w (x, t) + v

(
x,
t

ε

)
uniformément dans n'importe quel domaine G borné dans R× [0,+∞[, où w est solution

du problème  a∂w
∂x

+ b∂w
∂t

+ dw = f (x, t) t > 0, x ∈ R,

w(x, 0) = g(x) x ∈ R,

et v est dé�nie par

v

(
x,
t

ε

)
= ε

∂w
∂t

(x, 0)− h(x)

b
e−b

t
ε . t > 0, x ∈ R.

Remarque 2.1 Cette approximation formelle sera justi�er dans le chapitre suivant.
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Chapitre 3

Justi�cation de l'approximation

Pour nous montrer que w (x, t) + v
(
x, t

ε

)
est en e�et une bonne approximation de

uε (x, t) nous avons besoin d'une estimation de Rε (x, t) et cette estimation devrait être

petite pour de petites valeurs de ε. Cette évaluation est obtenue à l'aide de la méthode

des intégrales d'énergie.

3.1 Estimations à priori

Nous considérons la nouvelle problème de valeur initiale

ε

(
∂2z

∂t2
− c2 ∂

2z

∂x2

)
+ a

∂z

∂x
+ b

∂z

∂t
+ dz = f̃ (x, t) , t > 0, x ∈ R, (3.1)

avec les conditions initiales

z (x, 0) = g̃(x) et
∂z (x, 0)

∂t
= h̃(x), x ∈ R. (3.2)

Quant aux coe�cients, au côté droit et aux valeurs initiales, nous faisons la même hypo-

thèse de régularité 1 et 2 comme dans la chapitre précédent.

Multiplication de l'équation par des fonctions test.

� La multiplication de (3.1) par (2z) donne

2εz

(
∂2z

∂t2
− c2 ∂

2z

∂x2

)
+ 2za

∂z

∂x
+ 2zb

∂z

∂t
+ 2dz2 = 2zf̃ , x ∈ R, t > 0.
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3.1. Estimations à priori

En utilisant le fait que

∂

∂t

(
bz2 + 2εz

∂z

∂t

)
= 2bz

∂z

∂t
+ 2ε

∂2z

∂t2
+ 2εz

∂2z

∂t2
,

∂

∂x

(
az2 − 2εc2z

∂z

∂x

)
= 2az

∂z

∂x
− 2εc2 ∂

2z

∂x2
− 2εc2z

∂2z

∂x2
,

on a

∂

∂t

(
bz2 + 2εz

∂z

∂t

)
+

∂

∂x

(
az2 − 2εc2z

∂z

∂x

)
= −2dz2 + 2ε

(
∂z

∂t

)2

− 2εc2

(
∂z

∂x

)2

+ 2f̃ z.

� La multiplication de (3.1) avec 2b∂z
∂t

donne

2εb
∂z

∂t

(
∂2z

∂t2
− c2 ∂

2z

∂x2

)
+ 2ab

∂z

∂t

∂z

∂x
+ 2

(
b
∂z

∂t

)2

+ 2bd
∂z

∂t
z = 2bf̃

∂z

∂t
, x ∈ R, t > 0.

On a

∂

∂t

(
εb

(
∂z

∂t

)2

+ εbc2

(
∂z

∂x

)2
)

= 2εb
∂z

∂t

∂2z

∂t2
+ 2εbc2 ∂z

∂x

∂2z

∂t∂x
,

∂

∂x

(
2εbc2∂z

∂t

∂z

∂x

)
= −2εbc2 ∂z

∂x

∂2z

∂t∂x
− 2εbc2∂z

∂t

∂2z

∂x2
,

donc

∂

∂t

(
εb

(
∂z

∂t

)2

+ εbc2

(
∂z

∂x

)2
)

+
∂

∂x

(
2εbc2∂z

∂t

∂z

∂x

)
= −2

(
b
∂z

∂t

)2

− 2bd
∂z

∂t
z − 2ab

∂z

∂t

∂z

∂x
+ 2bf̃

∂z

∂t
.

� La multiplication de (3.1) avec 2a ∂z
∂x

on obtiens

2εa
∂z

∂x

(
∂2z

∂t2
− c2 ∂

2z

∂x2

)
+ 2

(
a
∂z

∂x

)2

+ 2ab
∂z

∂t

∂z

∂x
+ 2adu

∂z

∂x
= 2af̃

∂z

∂x
, x ∈ R, t > 0.

On a

∂

∂t

(
2εa

∂z

∂t

∂z

∂x

)
= 2εa

∂z

∂x

∂2z

∂t2
+ 2εa

∂z

∂t

∂2z

∂t∂x
,

∂

∂x

(
εa

(
∂z

∂t

)2

+ εac2

(
∂z

∂x

)2
)

= 2εa
∂z

∂t

∂2z

∂x∂t
+ 2εac2 ∂z

∂x

∂2z

∂x2
,
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3.1. Estimations à priori

alors

∂

∂t

(
2εa

∂z

∂t

∂z

∂x

)
− ∂

∂x

(
εa

(
∂z

∂t

)2

+ εac2

(
∂z

∂x

)2
)

= −2

(
a
∂z

∂x

)2

− 2ab
∂z

∂t

∂z

∂x
− 2adu

∂z

∂x
+ 2af̃

∂z

∂x
.

Ajoutant ces trois équations nous obtenons

∂

∂t
Q1 +

∂

∂x
Q2 = Q3,

telle que

Q1 = bz2 + 2εz
∂z

∂t
+ εb

(
∂z

∂t

)2

+ 2εa
∂z

∂t

∂z

∂x
+ εbc2

(
∂z

∂x

)2

, (3.3)

Q2 = az2 − 2εc2z
∂z

∂x
− εa

(
∂z

∂t

)2

− 2εbc2∂z

∂t

∂z

∂x
− εac2

(
∂z

∂x

)2

, (3.4)

et

Q3 = −2dz2 + 2f̃ z + 2ε

(
∂z

∂t

)2

− 2εc2

(
∂z

∂x

)2

− 2

(
b
∂z

∂t

)2

− 2bdz
∂z

∂t
− 4ab

∂z

∂t

∂z

∂x
+ 2af̃

∂z

∂x
+ 2bf̃

∂z

∂t
− 2

(
a
∂z

∂x

)2

− 2adz
∂z

∂x
,

et après un certain calcul

Q3 =− 2dz2 + 2f̃ z − 2

(
b
∂z

∂t
+ a

∂z

∂x

)2

− 2dz

(
b
∂z

∂t
+ a

∂z

∂x

)
+ 2f̃

(
b
∂z

∂t
+ a

∂z

∂x

)
+ ε

(
2

(
∂z

∂t

)2

− 2c2

(
∂z

∂x

)2
)

=− 2dz2 + 2f̃ z − 2

(
b
∂z

∂t
+ a

∂z

∂x

)2

− 2
(
f̃ − dz

)(
b
∂z

∂t
+ a

∂z

∂x

)
+ ε

(
2

(
∂z

∂t

)2

− 2c2

(
∂z

∂x

)2
)
.

En utilisant l'inégalité de Young (−2ab ≤ a2 + b2) , on a

−2
(
f̃ − dz

)(
b
∂z

∂t
+ a

∂z

∂x

)
≤
(
f̃ − dz

)2

+

(
b
∂z

∂t
+ a

∂z

∂x

)2

,

2f̃ z ≤ f̃ 2 + z2,

−2f̃dz ≤ f̃ 2 + (dz)2 ,
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3.1. Estimations à priori

ce qui nous donne

Q3 ≤− 2dz2 − 2

(
b
∂z

∂t
+ a

∂z

∂x

)2

+
(
f̃ − dz

)2

+

(
b
∂z

∂t
+ a

∂z

∂x

)2

+ f̃ 2 + z2 + ε

(
2

(
∂z

∂t

)2

− 2c2

(
∂z

∂x

)2
)

≤− 2dz2 −
(
b
∂z

∂t
+ a

∂z

∂x

)2

+ 2f̃ 2 + (dz)2 − 2f̃dz + z2 + ε

(
2

(
∂z

∂t

)2

− 2c2

(
∂z

∂x

)2
)

≤− 2dz2 −
(
b
∂z

∂t
+ a

∂z

∂x

)2

+ 3f̃ 2 + 2 (dz)2 + z2 + ε

(
2

(
∂z

∂t

)2

− 2c2

(
∂z

∂x

)2
)

≤
(
1− 2d+ 2d2

)
z2 + ε

(
2

(
∂z

∂t

)2

− 2c2

(
∂z

∂x

)2
)

+ 3f̃ 2.

Donc nous avons, pour ε < 1,

∂

∂t
Q1 +

∂

∂x
Q2 ≤ Q4 + 3f̃ 2. (3.5)

telle que Q1et Q2 sont indiqués par(3.3) et (3.4) et Q4 par

Q4 =
(
1− 2d+ 2d2

)
z2 + ε

(
2

(
∂z

∂t

)2

− 2c2

(
∂z

∂x

)2
)
. (3.6)

                 

 

                       

 

                   D                         T                       C   

                                                           

              Ω             G 

 

  A                                                                                                                          B                          x    

 

Figure 3.1 � Les domaines G et Ω.

Pour estimer de z dans n'importe quel sous-ensemble compact G dans R × [0,+∞[ ,

Nous pouvons inclure G dans un domaine de trapèze Ω, lié par l'axe des abscisses, un

segment parallèle à l'axe des abscisses avec le t = T et deux caractéristiques avec les

pentes c−1 et − c−1, (voir �gure .3.1).
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3.1. Estimations à priori

Nous intégrons l'inégalité (3.5) sur le trapèze Ω, on obtient∫
Ω

∂

∂t
Q1dtdx+

∫
Ω

∂

∂x
Q2dtdx ≤

∫
Ω

Q4dtdx+ 3

∫
Ω

f̃ 2dtdx

c.-à-d. ∫
Ω

div

 Q2

Q1

 dx ≤
∫

Ω

Q4dtdx+ 3

∫
Ω

f̃ 2dtdx (3.7)

et d'après le théorème de Green∫
Ω

div

 Q2

Q1

 dx =

∫
∂Ω

 Q2

Q1

 νds

où ν l'unité normale à ∂Ω, donné par

ν =



(0,−1)t sur [AB] ,

1√
1+c2

(1, c)t sur [BC] ,

(0, 1)t sur [CD] ,

1√
1+c2

(−1, c)t sur [DA] .

Alors∫
∂Ω

 Q2

Q1

 νds =

∫ B

A

 Q2

Q1

 ·
 0

−1

 ds+
1√

1 + c2

∫ C

B

 Q2

Q1

 ·
 1

c

 ds

+

∫ D

C

 Q2

Q1

 ·
 0

1

 ds+
1√

1 + c2

∫ A

D

 Q2

Q1

 ·
 −1

c

 ds

=−
∫ B

A

Q1ds+
1√

1 + c2

∫ C

B

(cQ1 +Q2) ds

+

∫ D

C

Q1ds+
1√

1 + c2

∫ A

D

(cQ1 −Q2) ds

et (3.7) devient

−
∫ B

A

Q1ds+

∫ C

B

(cQ1 +Q2)
ds√

1 + c2
+

∫ D

C

Q1ds+

∫ A

D

(cQ1 −Q2)
ds√

1 + c2

≤
∫

Ω

Q4dtdx+ 3

∫
Ω

f̃ 2dtdx

(ds est positif dans le sens antihoraire) ou encore∫ C

D

Q1dx+

∫ C

B

(cQ1 +Q2)
ds√

1 + c2
+

∫ A

D

(cQ1 −Q2)
ds√

1 + c2

≤
∫ B

A

Q1dx+

∫
Ω

Q4dtdx+ 3

∫
ABCD

f̃ 2dtdx. (3.8)
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3.1. Estimations à priori

Cette estimation et très utile parce que les intégrants dans le côté gauche sont toutes

dé�nies positif dans Ω.

Minoration du côté gauche.

� Pour le premier du coté gauche, on a

Q1 = bz2 + 2εz
∂z

∂t
+ εb

(
∂z

∂t

)2

+ 2εa
∂z

∂t

∂z

∂x
+ εbc2

(
∂z

∂x

)2

,

d'après l'inégalité de Young (2ab ≥ −a2 − b2) , on a

2εz
∂z

∂t
= 2(ε

1
4 z)

(
ε

3
4
∂z

∂t

)
≥ −
√
εz2 − ε

√
ε

(
∂z

∂t

)2

,

et

2εa
∂z

∂t

∂z

∂x
= 2

(√
εq
∂z

∂t

)(√
εaq−1 ∂z

∂x

)
≥ −ε

(
q
∂z

∂t

)2

− ε
(
aq−1 ∂z

∂x

)2

,

alors

Q1 ≥
(
b−
√
ε
)
z2 + ε

(
b−
√
ε
)(∂z

∂t

)2

+ εbc2

(
∂z

∂x

)2

+ 2εa
∂z

∂t
q
∂z

∂x
q−1

≥
(
b−
√
ε
)
z2 + ε

(
b−
√
ε− q2

)(∂z
∂t

)2

+ ε
(
bc2 − a2q−2

)(∂z
∂x

)2

.

Parce que nous avons fait l'hypothèse cruciale b > 0 et 1 − a2

b2c2
≥ α, ∀x et ∀t ≥ 0,

il existe une constante q positive avec a2

b2c2
< q2 < b, ∀(x, t) ∈ Ω, par exemple

q2 = b2c2+a2

2bc2
. Comme toutes les fonctions impliquées sont continues pour t ≥ 0, alors

pour ε assez petit, dire 0 < ε < ε0, on obtient

Q1 ≥ m

(
z2 + ε

(
∂z

∂t

)2

+ ε

(
∂z

∂x

)2
)
.∀x, t ∈ Ω. (3.9)

où m et ε sont des constantes positives génériques, dépendant des coe�cients a, b

et c, mais elles sont indépendantes de ε. Les constante ε0 et m sont des constantes

positives génériques qui signi�e qui, s'ils le faut, peuvent être abaissés sans résultats

violations des estimations précédentes, par exemple (3.9).
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3.1. Estimations à priori

� En outre, il résulte de (3.3)− (3.4),

cQ1 +Q2 =cbz2 + 2εcz
∂z

∂t
+ εcb

(
∂z

∂t

)2

+ 2εca
∂z

∂t

∂z

∂x
+ εc3b

(
∂z

∂x

)2

+ az2

− 2εc2z
∂z

∂x
− εa

(
∂z

∂t

)2

− 2εbc2∂z

∂t

∂z

∂x
− εac2

(
∂z

∂x

)2

= (bc+ a) z2 + 2εcz

(
∂z

∂t
− c∂z

∂x

)
+ ε (bc− a)

(
∂z

∂t
− c∂z

∂x

)2

,

d'après l'inégalité de Young (2ab ≥ −a2 − b2)

2εcz

(
∂z

∂t
− c∂z

∂x

)
= 2
√
εcz
√
ε

(
∂z

∂t
− c∂z

∂x

)
≥ −ε (cz)2 − ε

(
∂z

∂t
− c∂z

∂x

)2

,

alors

cQ1 +Q2 ≥ (bc+ a) z2 − ε (cu)2 − ε
(
∂z

∂t
− c∂z

∂x

)2

+ ε (bc− a)

(
∂z

∂t
− c∂z

∂x

)2

≥
(
bc+ a− εc2

)
z2 + ε (−1 + bc− a)

(
∂z

∂t
− c∂z

∂x

)2

.

et on a

cQ1 −Q2 = cbz2 + 2εcz
∂z

∂t
+ εcb

(
∂z

∂t

)2

+ 2εca
∂z

∂t

∂z

∂x
+ εc3b

(
∂z

∂x

)2

− az2

+ 2εc2z
∂z

∂x
+ εa

(
∂z

∂t

)2

+ 2εbc2∂z

∂t

∂z

∂x
+ εac2

(
∂z

∂x

)2

= (bc− a) z2 + 2εcz

(
∂z

∂t
+ c

∂z

∂x

)
+ ε (bc+ a)

(
∂z

∂t
+ c

∂z

∂x

)2

,

d'après l'inégalité de Young (2ab ≥ −a2 − b2)

2εcz

(
∂z

∂t
+ c

∂z

∂x

)
= 2
√
εcz
√
ε

(
∂z

∂t
+ c

∂z

∂x

)
≥ −ε (cz)2 − ε

(
∂z

∂t
+ c

∂z

∂x

)2

,

alors

cQ1 +Q2 ≥ (bc− a) z2 − ε (cz)2 − ε
(
∂z

∂t
− c∂z

∂x

)2

+ ε (bc− a)

(
∂z

∂t
− c∂z

∂x

)2

≥
(
bc− a− εc2

)
z2 + ε (−1 + bc+ a)

(
∂z

∂t
− c∂z

∂x

)2

.
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3.1. Estimations à priori

En utilisant encore la relation 1− a2

b2c2
= p2 > 0, nous obtenons pour ε su�samment

petit, 0 < ε < ε0

cQ1 ±Q2 ≥ m

{
z2 + ε

(
∂z

∂t
∓ c∂z

∂x

)2
}
, ∀(x, t) ∈ Ω.

Où m dépend encore de a, b, c et Ω.

Majoration du côté droit.

Pour le côté droit, on a

Q1 +Q4 = bz2 + 2εz
∂z

∂t
+ εb

(
∂z

∂t

)2

+ 2εa
∂z

∂t

∂z

∂x
+ εbc2

(
∂z

∂x

)2

+
(
1− 2d+ 2d2

)
z2

+ ε

(
2

(
∂z

∂t

)2

− 2c2

(
∂z

∂x

)2
)

et en appliquant l'inégalité triangulaire, on obtient

|Q1|+ |Q4| ≤
∣∣(b+ 1− 2d+ 2d2

)∣∣ z2 + ε

∣∣∣∣∣
(

2

(
∂z

∂t

)2

− 2c2

(
∂z

∂x

)2
)∣∣∣∣∣

+ 2

∣∣∣∣εu∂z∂t
∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣εa∂z∂t ∂z∂x
∣∣∣∣+ ε

∣∣∣∣∣b
(
∂z

∂t

)2
∣∣∣∣∣+ ε

∣∣∣∣∣bc2

(
∂z

∂x

)2
∣∣∣∣∣ .

D'après l'inégalité de Young (2ab ≤ a2 + b2)

2εa
∂z

∂t

∂z

∂x
= 2

√
εa
∂z

∂t

√
ε
∂z

∂x
≤ ε

(
a
∂z

∂t

)2

+ ε

(
∂z

∂x

)2

,

2εu
∂z

∂t
= 2(ε

1
4 z)

(
ε

3
4
∂z

∂t

)
≤
√
εz2 + ε

√
ε

(
∂z

∂t

)2

,

donc

|Q1|+ |Q4| ≤
∣∣(b+ 1− 2d+ 2d2 +

√
ε
)∣∣ z2 + ε

∣∣∣∣∣
(

2

(
∂z

∂t

)2

− 2c2

(
∂z

∂x

)2
)∣∣∣∣∣

+ εb

(
∂z

∂t

)2

+ εbc2

(
∂z

∂x

)2

+ ε

(
a
∂z

∂t

)2

+ ε

(
∂z

∂x

)2

+ ε
√
ε

(
∂z

∂t

)2

≤
∣∣(b+ 1− 2d+ 2d2 +

√
ε
)∣∣ z2 + ε

∣∣(3 + b+
√
ε
)∣∣ (∂z

∂t

)2

+ ε
∣∣(−2c2 + a2 + bc2

)∣∣ (∂z
∂x

)2

.
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3.1. Estimations à priori

D'autre part il vient de (3.3), (3.6) et la régularité des coe�cients a, b, c et d qu'il existe

un M constante, en fonction de ces coe�cients et sur Ω, mais indépendante de ε, tel que

|Q1|+ |Q4| ≤M

(
z2 + ε

(
∂z

∂t

)2

+ ε

(
∂z

∂x

)2
)
,∀(x, t) ∈ Ω et 0 < ε < ε0. (3.10)

Estimations dans L2 (Ω) .

Le remplacement des inégalités (3.9)− (3.10) dans (3.8) donne

m

∫ C

D

z2 + ε

(
∂z

∂t

)2

+ε

(
∂z

∂x

)2

dx+
m√

1 + c2

(∫ C

B

z2 + ε

(
∂z

∂t
− c∂z

∂x

)2
)
ds

+
m√

1 + c2

∫ A

D

z2+ε

(
∂z

∂t
+ c

∂z

∂x

)2

ds

≤ M

∫
Ω

(
z2 + ε

(
∂z

∂t

)2

+ ε

(
∂z

∂x

)2
)
dtdxx

+M

∫ B

A

(
z2 + ε

(
∂z

∂t

)2

+ ε

(
∂z

∂x

)2
)
dx+ 3

∫
Ω

f̃ 2dtdx

= M

∫
Ω

(
z2 + ε

(
∂z

∂t

)2

+ ε

(
∂z

∂x

)2
)
dtdx+K(Ω) (3.11)

où K est déterminé par les conditions initiales (3.2) le f̃ ,

K(Ω) = M

∫ B

A

(
z2 + ε

(
∂z

∂t

)2

+ ε

(
∂z

∂x

)2
)
dx+ 3

∫
Ω

f̃ 2dtdx

= M

∫ B

A

(
z2 (x, 0) + ε

(
∂z

∂t
(x, 0)

)2

+ ε

(
∂z

∂x
(x, 0)

)2
)
dx+ 3

∫
Ω

f̃ 2dtdx

= M

∫ B

A

(
g̃2 + εh̃2 + ε

dg̃

dx

2)
dx+ 3

∫
Ω

f̃ 2dtdx

c à d.

K(Ω) = M

(
‖g̃(x)‖2

[AB] + ε
∥∥∥h̃(x)

∥∥∥2

[AB]
+

∥∥∥∥dg̃dx
∥∥∥∥2

[AB]

)
+ 3

∥∥∥f̃∥∥∥2

ABCD
, (3.12)

avec ‖g̃(x)‖AB la norme dans L2 de la fonction g̃ par rapport à l'intervalle d'intégration

AB et de même pour les autres termes.

Comme les estimations de tous les intégrants sont valables dans le domaine toute Ω

l'inégalité (3.11) est également valable pour n'importe quel domaine ABC∗D∗ < ABCD

avec les mêmes valeurs de m, M et K(Ω), (voir �gure 3.2).
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Figure 3.2 � Les domaines ABCD,A
′
B
′
C
′
D
′
et ABC∗D∗.

Par conséquent, il résulte de (3.11)∫ γ2(t)

γ1(t)

z2 + ε

(
∂z

∂t

)2

+ ε

(
∂z

∂x

)2

dx ≤ 1

m
K(Ω)

+
M

m

∫ t

0

(∫ γ2(τ)

γ1(τ)

(
z2 + ε

(
∂z

∂t

)2

+ ε

(
∂z

∂x

)2
)
dx

)
dτ ,

valide pour 0 ≤ t ≤ T et 0 < ε < ε0. En utilisant maintenant le lemme de Gronwall nous

obtenons∫ γ2(t)

γ1(t)

(
z2 + ε

(
∂z

∂t

)2

+ ε

(
∂z

∂x

)2
)
dx ≤ 1

m
K(Ω)e

M
m
t

≤ 1

m
K(Ω)e

M
m
T = C(Ω)K(Ω), (3.13)

valide pour 0 ≤ t ≤ T et 0 < ε < ε0, et avec C(Ω) = 1
m
K(Ω)e

M
m
T . Cette constante C(Ω)

sera utilisé comme une constante générique, tandis que K(Ω) reste �xe et elle est dé�nie

par (3.12), alors C(Ω) peut être soulevée sans violer les résultats antérieurs.

Deux autres estimations de L2 pour z peuvent être obtenus en appliquant (3.11) à un

domaine A′B′C ′D′ (voir �gure 3.2) et en utilisant l'estimation (3.13). Nous obtenons les

inégalités ∫ C′

B′

(
z2 + ε

(
∂z

∂t
− c∂z

∂x

)2
)
ds ≤ C(Ω)K(Ω),

et ∫ A′

D′

(
z2 + ε

(
∂z

∂t
+ c

∂z

∂x

)2
)
ds ≤ C(Ω)K(Ω).
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3.1. Estimations à priori

valable pour tous les segments caractéristiques B′C ′ et D′ A′ à l'intérieur Ω et pour tout

ε su�samment petit 0 < ε < ε0.

Estimations ponctuelles

Nous avons trois estimations dans la norme L2 pour une combinaison de z et de ses

dérivées premières∫ γ2(t)

γ1(t)

z2dx ≤ C(Ω)K(Ω), ε

∫ γ2(t)

γ1(t)

(
∂z

∂t

)2

dx ≤ C(Ω)K(Ω), ε

∫ γ2(t)

γ1(t)

(
∂z

∂x

)2

dx ≤ C(Ω)K(Ω),

(3.14)

il n'est pas di�cile d'obtenir une estimation ponctuelle pour la fonction z(x, t), uniforme

valable pour ε su�samment petit dans Ω.

Avec l'aide de l'inégalité de Schwarz nous ont les estimations suivantes dans Ω , (voir

�gure 3.2) ∫ x

γ1(t)

z (ζ, t)
∂z

∂x
(ζ, t) dζ =

1

2

∂

∂ξ
|z (ζ, t)|2

∣∣∣∣x
γ1(t)

=
1

2
z2 (x, t)− 1

2
z2 (γ1 (t) , t) ,

donc ∣∣z2 (x, t)− z2 (γ1 (t) , t)
∣∣ =

∣∣∣∣2 ∫ x

γ1(t)

z (ζ, t)
∂z

∂x
(ζ, t) dζ

∣∣∣∣
≤ 2

∫ x

γ1(t)

|z (ζ, t)|
∣∣∣∣∂z∂x (ζ, t)

∣∣∣∣ dζ
≤ 2

(∫ γ2(t)

γ1(t)

z2 (ζ, t) dζ

) 1
2 (∫ γ2(t)

γ1(t)

(
∂z

∂x
(ζ, t)

)2

dζ

) 1
2

,

d'après l'inégalité de Young (2ab ≤ a2 + b2)

∣∣z2 (x, t)− z2 (γ1 (t) , t)
∣∣ ≤ ∫ γ2(t)

γ1(t)

z2 (ζ, t) dζ +

∫ γ2(t)

γ1(t)

(
∂z

∂x
(ζ, t)

)2

dζ,

et à partir de (3.13), on a aussi(∫ γ2(t)

γ1(t)

z2 (ζ, t) dζ

) 1
2

≤ (C(Ω)K(Ω))
1
2 ,

(∫ γ2(t)

γ1(t)

(
∂z

∂x
(ζ, t)

)2

dζ

) 1
2

≤ 1√
ε

(C(Ω)K(Ω))
1
2 .
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3.1. Estimations à priori

Ce qui donne ∣∣z2 (x, t)− z2 (γ1 (t) , t)
∣∣ ≤ 1√

ε
C(Ω)K(Ω).

D'un part

z2 (γ1 (t) , t)− z2 (x, t) ≤
∣∣z2 (x, t)− z2 (γ1 (t) , t)

∣∣ ≤ 1√
ε
C(Ω)K(Ω)

donc

z2 (γ1 (t) , t) ≤ z2 (x, t) +
1√
ε
C(Ω)K(Ω)

d'après l'intégration de ce résultat par rapport à x entre les limites γ1 (t) et γ2 (t) nous

avons ∫ γ2(t)

γ1(t)

z2 (γ1 (t) , t) dx ≤
∫ γ2(t)

γ1(t)

z2 (x, t) dx+
1√
ε

∫ γ2(t)

γ1(t)

C(Ω)K(Ω)dx

donc

(γ2 (t)− γ1 (t)) z2 (γ1 (t) , t) ≤
∫ γ2(t)

γ1(t)

z2 (x, t) dx+
1√
ε

(γ2 (t)− γ1 (t))C(Ω)K(Ω)

ou encore

θ1z
2 (γ1 (t) , t) ≤

∫ γ2(t)

γ1(t)

z2 (x, t) dx+
θ2√
ε
C(Ω)K(Ω)

où θ1 = min0≤t≤T (γ2 (t)− γ1 (t)) = CD et θ2 = max0≤t≤T (γ2 (t)− γ1 (t)) = AB. En

utilisant (3.14), il vient

θ1z
2 (γ1 (t) , t) ≤ C(Ω)K(Ω) +

θ2√
ε
C(Ω)K(Ω)

≤ C(Ω)K(Ω)

(
1 +

θ2√
ε

)
.

D'autre part

z2 (x, t)− z2 (γ1 (t) , t) ≤
∣∣z2 (x, t)− z2 (γ1 (t) , t)

∣∣ ≤ 1√
ε
C(Ω)K(Ω) (3.15)

c à d.

z2 (x, t) ≤ z2 (γ1 (t) , t) +
1√
ε
C(Ω)K(Ω)

L'intégration de ce résultat par rapport à x entre les limites γ1 (t) et γ2 (t) donne∫ γ2(t)

γ1(t)

z2 (x, t) dx ≤
∫ γ2(t)

γ1(t)

z2 (γ1 (t) , t) dx+
1√
ε

∫ γ2(t)

γ1(t)

C(Ω)K(Ω)dx
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3.1. Estimations à priori

on a

z2 (γ1 (t) , t) ≤ C(Ω)K(Ω)

(
θ−1

1 +
θ2θ
−1
1√
ε

)
.

Recueillons les deux équations précédentes, nous trouvons

z2 (x, t) + z2 (γ1 (t) , t) ≤ z2 (γ1 (t) , t) +
1√
ε
C(Ω)K(Ω) + C(Ω)K(Ω)

(
θ−1

1 +
θ2θ
−1
1√
ε

)
,

nous obtenons

z2 (x, t) ≤ C(Ω)K(Ω)

((
θ2θ
−1
1 + 1

)
√
ε

+ θ−1
1

)

≤
(
θ2θ
−1
1 + 1

)
C(Ω)K(Ω)

(
1 +

√
εθ−1

1(
θ2θ
−1
1 + 1

)) 1√
ε

≤
2
(
θ2θ
−1
1 + 1

)
√
ε

C(Ω)K(Ω),

pour ε su�samment petit. L'absorption de 2
(
θ2θ
−1
1 + 1

)
en C(Ω) et en prenant la racine,

donne

z (x, t) ≤ ε−
1
4

√
C(Ω)K(Ω).

Finalement, On a le théorème suivant

Théorème 3.1 La solution du problème de valeur initiale

ε

(
∂2z

∂t2
− c2 ∂

2z

∂x2

)
+ a

∂z

∂x
+ b

∂z

∂t
+ d(x, t)z = f̃ (x, t) ,

avec

z (x, 0) = g̃(x) et
∂z

∂t
(x, 0) = h̃(x), x ∈ R.

et hypothèses de régularité 1 et 2, satisfait pour ε su�samment petit l'estimation ponc-

tuelles suivant

z (x, t) ≤ ε−
1
4

√
C(Ω)K(Ω) (3.16)

uniformément valable dans n'importe quel domaine G compact dans R × [0,+∞[ . Les

constantes C(Ω) et K(Ω) dépendent des coe�cients a, b, c, d et le domaine Ω, tandis que

K(Ω) dépend de f̃ et les données initiales , celle-ci est donnée par la relation (3.12).
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3.2. Estimation du reste de l'approximation et taux de convergences

3.2 Estimation du reste de l'approximation et taux de

convergences

Considérons de nouvelle approximation formelle du problème de valeur initiale (2.1)−

(2.4). Le résultat se lit

uε (x, t) = w (x, t) + v

(
x,
t

ε

)
+Rε (x, t) , (3.17)

où w(x, t) est la solution du problème réduit a∂w
∂x

+ b∂w
∂t

+ dw = f̃ (x, t) t > 0, x ∈ R,

w (x, 0) = g̃(x) x ∈ R,

et la correction de la couche limite v
(
x, t

ε

)
est donnée par (2.16). Le terme de reste Rε (x, t)

satisfait selon les équations (2.18)− (2.21), le problème de valeur initiale

ε

(
∂2Rε

∂t2
− c2∂

2Rε

∂x2

)
+ a

∂Rε

∂x
+ b

∂Rε

∂t
+ dRε = O (ε) ,

uniformément dans n'importe quel domaine compact en t > 0, avec les conditions initiales

Rε(x, 0) = −v(x, 0) = −ε
∂w
∂t

(x, 0)− h(x)

b
= O (ε) ,

∂Rε

∂t
(x, 0) = 0,

aussi uniformément valable dans n'importe quel segment borné de l'axe des x.

Nous pouvons maintenant estimer le reste Rε(x, t) et de ses dérivés en appliquant le

résultat du théorème du section précédente. En (3.12), On a

f̃ = O (ε) ,

et

h̃(x) =
∂Rε

∂t
(x, 0) = 0,

et selon les conditions initiales

g̃(x) = Rε(x, 0) = O (ε) ,
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3.2. Estimation du reste de l'approximation et taux de convergences

et

∂Rε

∂x
(x, 0) =

dg̃

dx

= −ε
∂2w
∂x∂t

(x, 0)− ∂h
∂x

(x)

b

= O (ε) ,

en substituant ces expressions dans (3.12) on trouve

K(Ω) = M
(
‖O (ε)‖2

[AB] + ε ‖O (ε)‖2
[AB]

)
+ 3 ‖O (ε)‖2

ABCD = O
(
ε2
)
.

donc par (3.16)

Rε(x, t) ≤ ε−
1
4

√
C(Ω)K(Ω) = ε−

1
4

√
C(Ω)ε2 = ε

3
4

√
C(Ω).

alors

Rε(x, t) = O
(
ε

3
4

)
,

uniformément dans tout domaine compact avec t ≥ 0.

Employer �nalement (3.17)

v

(
x,
t

ε

)
= ε

∂w
∂t

(x, 0)

b
e−b

t
ε = O (ε) ,

donc

Rε(x, t) + v

(
x,
t

ε

)
= O

(
ε

3
4

)
+O (ε) = O

(
ε

3
4

)
,

et
∂v

∂x

(
x,
t

ε

)
= ε

∂2w
∂x∂t

(x, 0)

b
e−b

t
ε ,

pour t = O (ε) , et nous pouvons conclure que

∂v

∂x

(
x,
t

ε

)
= O (ε) .

Nous avons aussi
∂v

∂t

(
x,
t

ε

)
=
∂2w

∂t2
(x, 0) e−b

t
ε = O (1) .
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3.3. Résultats �nals

3.3 Résultats �nals

Finalement, nous avons démontré le théorème suivant.

Théorème 3.2 Soit uε (x, t) la solution du problème de valeur initiale
ε

(
∂2uε
∂t2
− c2∂

2uε
∂x2

)
+ a

∂uε
∂x

+ b
∂uε
∂t

+ duε = f (x, t) t > 0, x ∈ R,

uε(x, 0) = g(x) x ∈ R,
∂uε
∂t

(x, 0) = h(x) x ∈ R,

Supposons que toutes les données sont de classe C∞avec b > 0, c > 0, et que les sous-

caractéristiques sont de timelike dans la région t ≥ 0. Alors, pour ε > 0 su�samment

petit, on a l'approximation suivant de uε (x, t)

uε (x, t) = w(x, t) +O
(
ε

3
4

)
,

de manière uniforme valable dans n'importe quel domaine G compact dans R × [0,+∞[ .

Où w(x, t) est la solution du problème réduit a
∂w

∂x
+ b

∂w

∂t
+ dw = f (x, t) t > 0, x ∈ R,

w (x, 0) = g(x) x ∈ R,

Les résultat de ce théorème peut être amélioré.

Théorème 3.3 L'approximation de la solution uε (x, t) du problème de valeur initiale

(2.10)-(2.11) est donnée par

uε (x, t) = w0(x, t) +O (ε) ,

∂uε
∂x

(x, t) =
∂w0

∂x
(x, t) +O (ε) ,

∂uε
∂t

(x, t) =
∂w0

∂t
(x, t) +

(
h(x)− ∂w0

∂t
(x, 0)

)
e−b

t
ε +O (ε) .

de manière uniforme valable pour tous domaine compact G dans R× [0,+∞[.

Pour la démonstration, et pour plus de resultats, voir [1, 2].

39



Conclusion

Dans ce mémoire, on a utilise la méthode des développements asymptotiques raccordés

(Matched asymptotic expansions) pour approcher la solution du problème hyperbolique

perturbé suivante


ε

(
∂2uε
∂t2
− c2∂

2uε
∂x2

)
+ a

∂uε
∂x

+ b
∂uε
∂t

+ duε = f (x, t) t > 0, x ∈ R,

uε(x, 0) = g(x) x ∈ R,
∂uε
∂t

(x, 0) = h(x) x ∈ R,

par la solution du problème plus simple

 a
∂w

∂x
+ b

∂w

∂t
+ dw = f (x, t) t > 0, x ∈ R,

w (x, 0) = g(x) x ∈ R,

Sous certain hypothèse, on a démonter que cette approximation est de l'ordre de O
(
ε

3
4

)
.
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