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Introduction :

Les polynomes orthogonaux sont un sujet d’étude pour les mathématiens depuis
longtemps. A titre d’exemple, Adrien-Marie Legendre en était arrivé des le début
du XIXéme siecle a considérer la suite de polyndmes orthogonaux aux quels son
nom maintenant associé, les polynémes de Legendre, dans le cadre de ses calculs
concernant la mécanique céleste, depuis cette époque jusqu'a aujourd’hui, la
théorie concernant ces polyndmes n’a cessé de croitre en précision et aussi en
importance. Les polyndmes orthogonaux sont devenus des outils
d’approximation tres utiles, puisque d’autres application se sont développées.

Ce mémoire se veut une introduction a I’étude des polynémes orthogonaux, qui
soit accessible et rigoureuse.

Le premier chapitre consiste a représenter I'espace de Hilbert.

Le 2¢me chapitre traite le sujet de polyndmes orthogonaux, puis on cite les
propriétés qui caractérisent ces polynomes, et on le termine par I'étude des
classes des polyndmes orthogonaux (définition, formule de Rodriguez, ...).

L’objectif principale de dernier chapitre est d’utiliser les polynémes orthogonaux
dans la quadrature de Gauss (intégration numérique), puis on applique la
méthode de quadrature de Gauss- Legendre sur un exemple.



Chapitre 1
Espace de Hilbert

1.1 Espace vectoriel normé

produit scalaire :
Soit F un espace vectoriel, le produit scalaire est une opération algébrique

s’ajoutant aux lois s’appliquant aux vecteurs u, v. C’est une forme bilinéaire
symétrique et définie positive, définit par 'application :
© ExE — k.

(u,v) — <u,v>

qui vérifié les conditions suivantes :
Yu,v,w € K,V € k.

L. (u,u) > 0,(u,u) =0 < u=0.
2. (u+w,v) = (u,v) + (w,v)
3. (A\u,v) = A (u,v).

Définition 1 Soit H un espace de Hilbert sur le corps k et F' = (e;);er une
famille de vecteurs avec I = [a,b] . On dit que F est une base de Hilbert (ou

bien base Hilbertienne ) de H si :
1. F est une famille orthonormée de H, c’est-a-dire :
V(i,j) € I*, i #j = (ei,e;) =0.

Vi € I, <€i,€i> = H€Z||2 =1.
2. La famille F est de plus compléte ou total, c’est-a-dire :

3



4 CHAPITRE 1. ESPACE DE HILBERT

I’ensemble des combinaisons linéaires finies des éléments de F' est dense
dans H.

Proposition 2 Soit E un espace vectoriel de dimension fini ou infinie muni
d’un produit scalaire hermitien (.,.) alors lapplication :

u— /(u,u) = ||ul| .
définit une norme sur F.

Définition 3 Soit E un espace vectoriel sur le corps k =R ou C, E est dit
espace vectoriel normé lorsqu’il muni d’une norme ||.||

Il : E—-RF

. — |l

Satisfait les hypothéses suivantes :
Ve,ye B, Aek:

1. ||lz]| > 0 et [|z]| = 0 = = = 0.
2. [[Az][ = [A] [|]]-
3.l +yll < llzfl+ [lyll-

1.1.1 Suite convergente

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé, on dit qu'une suite (u,)nen €st

convergente si :
Ve >0,dN :Vn> N : |u, — | <e.

1.1.2 Suite de cauchy

Définition 4 Soit (E, N) un espace vectoriel normé. Une suite (Uy,)nen d’élé-
ment de E est dite de cauchy si, et seulement si :

Ve > 0,3p,q YN = p,q, |U,—U,| <e.
Proposition 5 Soit (E, N) un espace vectoriel normé, alors :

1. Toute suite convegente est de cauchy, mais l'inverse n’est pas vraie.
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2. Si toute suite de cauchy est convergente, alors (E,||.||) est complet.

Définition 6 Un espace vectoriel normé complet muni d’un produit scalaire
est un espace de Hilbert.

Dans toute la suite, on considére que I'espace L2([a, b],||.||2) avec :

(b)) = { £+ [a,b] — R,/ (@) Pz < oo ).

2

b
muni de la norme : |||, = /| f ()| dx

1.1.3 Orthogonalité

Définition 7 Soit (E,< .,. >) un espace préhilbertien. On dit que deux
vecteurs u,v sont orthogonaux si :

<u,v> =0, e¢eonnotex Ly

Une famille de vecteurs de F est dite orthogonale si tous les vecteurs de
cette famille sont deux a deux orthogonaux .



Chapitre 2

Les polynémes orthogonaux

Les polynémes orthogonaux jouent un roéle trés important dans les mé-
thodes spectrales, donc il est nécessaire d’avoir une étude approffondue de
leurs propriétés pertinentes. Notre point de départ est ’espace des polyndémes
et on étude leurs propriétés, puis on donne des exemples classiques.

2.1 Espace des polynémes

L’étude des polyndémes orthogonaux & une variable nécessite de travailler
dans I'espace vectoriel des polynomes & une variable réelle R[z] .

Une base de cet espace est constituée des monoémes z", n € N .Un poly-
nome P,(x) est de degré n §'il s’écrit de la fagon suivante :

P.(z) = Z apx®.
k=0

avec a, # 0, les constantes non nulles sont donc des polynémes de degrée

2.2 Définition de 'orthogonalité

Le produit scalaire entre deux fonction f(z) et g(x) définit par I'intégrale :

(f,9) = /w(x)f(x)g(x)d:c.

7



8 CHAPITRE 2. LES POLYNOMES ORTHOGONAUX

oulw(z) 2 0,et poura <z <b.

C’est la généralisation de I'idée d’un produit scalaire de deux vecteurs de
dimention fini a un dimention infinie .

Si le produit scalaire égale a 0, nous disons que les deux fonctions f(x)
et g(x) sont orthogonales .

2.3 Propriétés des polynémes orthogonaux

Tout les ensembles de polyndémes orthogonaux ont un certain nombre de
propriétés :
— Tout les polynomes f(x) de degrée n peut étre élargi en termes pg, p1...pn,
s’il existe les coéfficients a; tel que :

f(z) = Zaipi(x)'

— On donne 'ensemble du polynome {py(z), pi(x), ...} sont deux a deux
orthogonaux.

— Chaque polynome dans {po(z),p1(z),...} & n racines réelles, distincts
et strictement dans U'intervalle [a, b].

— Entre deux racines (zéros) de P,(z) il y’a au moins un zéro de P,,(x)
pour m > n. Voir [4].

2.4 Equation différentielle

Il est possible de définir certaines familles de polynémes orthogonaux par
une équation différentielle .

Théoréme 8 Soit { P,(x) }nen une suite de polynémes orthogonauz définie
Uaide d’une formule Rodriguez alors, P,(x) satisfait pour n = 0 une équation
différentielle de la forme :

A(z)y" + B(x)y + Ay = 0.

ou A(z) et B(z) sont des polynomes quadratiques, le premier a deux
racines réelles, et 'autre a une racine située entre les deux racines de B(x)
et ils ne dépand pas de n, et A\, ne dépand de z.
Preuve. Voir [4] p.31 =
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2.5 Polynémes classiques

Nous souhaitons rappeler dans ce chapitre les notions de base concernant
les polynomes orthogonaux & une variable ( définition, formule de Rodriguez,
équation différentielle, ...) :

2.5.1 Polynoémes de Jacobi

Les polyndémes de Jacobi est les plus général des polynémes orthogonaux
classiques dans le domaine [a, b] noté par J*(z), avec la fonction de poids

w(z) = (1 —2)*(1+2)?, avec a, f > —1.

Toutes les autres polynémes orthogonaux dans ce domaine sont des cas
paticuliers, parmi lesquels :

1. Polynomes de Legendre si :a = 5 = 0.

2. Polynomes Gegenbauer :av = f3.

-1
3. Polynomes de tchebychef de premiére espéce : a« = 3 = -5

1
4. Polyndémes de tchebychef de deuxiéme espéce : a = 3 = 7

Nous définissons les polynémes de Jacobi ( nommeés ainsi car c’est Jacobi
qui les a introduits en 1859 ) par 1’équation suivante :
(_1)11 dn

S (=) (L) (L= ) (L)),

— Equation différentielle
Les polynomes de Jacobi sont des solutions de I’équation différentielle :

1=y +(B—a—(a+B+2)z)y +n(n+a+p+1)y=0.

— Formule de Rodriguez
La formule de Rodriguez pour les polynomes de Jacobi est indiquée ci-
dessous :
(-1 a

(1—2)(1 4 2)’J*P(z) = S %[(1 — )" (1 4 )" .

Voir [1] p 72



10 CHAPITRE 2. LES POLYNOMES ORTHOGONAUX

2.5.2 Polynétme de Legendre

Les polynémes de Legendre définient sur le domaine [—1,+1], avec la
fonction de poids w(x) = 1.

Les polynomes de Legendre notés [,, ( n entier positif ) peuvent étre définis
de differentes maniéres :

1(2) = e [0 1))

b(e) = 5 Do = DM+ 10

= ﬁ
k=0

Les polynomes de Legendre sont des cas particuliers de Jacobi avec :
a=p=0.
L(z) = J%O) . n>1, ze[-1,1].

n

les premiers polynomes de Legendre:

=y
(53 — 3x)

lg(.f) =
l4($‘) =
l5($) =

(@) = 16
Le graphe de [,(z) de n =1,...,5.

— Equation différentielle

Les polynomes de Legendre sont des solutions de I’équation différentielle :

5 .
(352* — 3022 + 3)

8
(632° — 7023 + 15z)

2 :
(2312° — 3152* + 10522 — 5)

(1 —2)y" — 2zy' + Ay = 0.

— Formule de Rodriguez
1 d

() = Sl g [(2* = 1)"], n > 0.

— Orthogonalité
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Les polynomes de Legendre sont des polyndémes orthogonaux par rapport
au produit scalaire défini sur R[], relativement a la fonction de poids w(z) =
1 sur lintervalle [—1, +1].

+1

/ln(x)lm(x)dx = Y, 0mn-

-1

avec

2
T on 1
avec
{ 0sin#m
Omn = :
lsin=m
En particulier Le carré¢ de la norme, dans L*([—1, +1]) est :
+1 >
liall = | [i@de | =1/5.7
" 2n+1

S1
— Propriétés :
1. les I; sont définis dans [-1,+1].
2. toutes les racines de [; € [—1, +1].

3. toutes les racinrs sont réelles.

4. toutes les polynémes [/; sont orthogonaux deux a deux.

2.5.3 Polynémes de Laguerre

Les polyndmes de Laguerre notés par L, (x) qui sont orthogonaux par rap-
port a la fonction poids w,(x) = 2% exp(—x), sur le domaine R, = [0, +00].

“+o00

/ Lo () Lo () (2)d2 = ()6

avec
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avec
+oo
I(z)=x— /t‘”—l exp(—
0
ou
I'(n) = (n—1)!
ie:

Les premiers polyndémes de Laguerre sont :

Li(z)=1—u.
2
LQ(Q;)=1—29:+%.
32 s
Lg(x):1—3x+7—?
203 2t
La(z) =1 -4z +322— 22 4 2
() x+ 3 3+24
523 5zt 2P
Ls(z) =1—bz+522 - 22 420 &
+(7) T T S o T 10
1522 1023 5z2* x5
Lo(z)=1—6 - T
() T 5 T8 T

t)dt.

T

+ﬁ0'

Les graphes du premiers polynémes de Laguerre :
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7
polynomes de Laguerre. n=1.2.34

5_

3_

1 _\\ /ﬁ} /

‘::"""- - ___,_--'""
TR e— -
_1—
—
=3 T | ' T ' | T T ' T '
0 1 2 3 4 5 &

Figure (b )

— Equation différentielle
L’équation différentielle associé au polynome de Laguerre est :

zy" + (a+1—z)y + My =0.
— La formule de Rodriguez

_ x7%exp(x) d"
n! dx™

n+o

exp(—a)

(x

2.5.4 Polynéme de Hermite

Les polynomes d’Hermite sont définis de deux manieres différentes notés
H, (x) définis sur le domaine ouvert |—o0, +00], avec la fonction de poids :
2
—x

) = exp(—-)
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par :

Hy(w) = (=1)" exp(z*) —— exp(—a?)

400
/Hn(x)Hm(a:) exp(—z*)dr = 0

Les premiers polyndémes de Hermite sont :
Hy(z) = 1.

H(x) = 2x.

Hy(z) = 42? — 2.

Hs(z) = 82% — 12x.

Hy(z) = 162* — 4822 + 12.

Hs(z) = 322° — 1602% + 120z.

Hg(x) = 6425 — 480z* + 72022 — 120.

Les graphes du premiers polynémes d’Hermite :
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170

15

130+ polynomes de Hermite. n=1.2.3 4

Figure (¢ )

— Equation différentielle

L’équation différentielle associé au polynéome d’Hermite est :

y" —2zy' + My = 0.

— Formule de Rodriguez
La formule de Rodriguez s’écrit sous la forme :

dn
H,(z) = (=1)" exp(a?)5— exp(z?).
dx™
et nous avons ’expression éxplicite :
H(w) =3 A oy
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polynéme | Symbole | fonction du poids intervalle
Jacobi Jab (1—2)%(1+2)° [a, b]
Legendre | I, 1 [—1,+1]
Laguerre | L, z*exp(—z),a > —1| [0, +o0]
Hermite | H, exp(—x?) ]—00, +00]




Chapitre 3

Quadrature de Gauss

On a étudié dans les années passés des méthodes d’intégration numériques
Parmi ces méthodes on cite newton-cotes (rectangle, trapéze, et simpson, ...),
pour calculer I'intégrale du fonctions par la formule :

b N
/f(x)dx ~ szf(xz)

Avec les w; sont appelés poids d’intégration et les x; points (les noeuds)
d’intégration. Ces méthodes sont exactes pour les polynome de degrée N.
Mais, elles ont une précision faible et le choix de x; est arbitraire. Cherchons
maintenant & atteindre un degrée de précision supérieur avec une méthode
analogue qui est mieux que les autres. Ce sont les quadratures de Gauss, qui
sont des approximations d’une intégrale. En générale, on remplace 'intégrale
par une somme pondérée prise en un certaine nombre de points du domaine
d’intégration. Voir [6]

Nous discutons maintenant des relations entre les polynémes orthogonaux
et les quadrature de Gauss. Le mécanisme d’'une quadrature de Gauss est de
rechercher la meilleure approximation numérique, il appartient a la famille
des quadratures numeériques.

[ f@@)ts = 3" wip(a) + Exls)

Les méthodes de Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) utilisent une subdi-
vision particuliére ot les points x; sont les racines d’une famille de polynémes

17



18 CHAPITRE 3. QUADRATURE DE GAUSS

orthogonaux, qui ne sont pas réguliéerement espacés, contrairement aux mé-
thodes composées, w; sont les poids de la quadrature, et Ex|[f] est erreur
de la quadrature .

Si Ex[f] = 0, on dit que la formule de quadrature est exact pour f. Nous
supposons que les noeuds z; sont distincts si f(x) € CVa, b].

Ona:

=0

En[fl= ﬁ/fwﬂ)(f(x)) H(Jc — x;)dz.

voir [3]
Soit {z;}¥, Pensemble du zéros des polyndomes orthogonaux Py 1, alors
il exist un ensemble unique de poids de quadrature {w;}¥,, tel que :

b N
/p(x)w(x)dx = Zp(xi)wi , Vpe Py
i=0

a

ou les poids de quadrature sont tous positifs .
Preuve. voir [1] p: 58 m

3.1 Quadrature de (GGauss-Jacobi

Il est simple d’avoir la formule d’intégration de type de Jacobi des régles
générales. Dans le cas de Jacobi la formule générale de quadrature écrit
comme suit :

/p(:v)w(a’ﬁ) (x)dx = Z%‘P(%‘) + Ex|p].

el i=0

Rapelle que l'erreur de quadrature En[p] = 0, on dit que la formule est
exact pour p.

La formule quadrature de Gauss -Jacobi est exact pour tout p, avec x;, w;
sont respectivement les racines (zéros) et les poids du polynéme de Jacobi

Gy
TP @)a % (g

Wi
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ou :

20PN +a+ B+ 2)T(N + a+ )I'(N + 3+ 1)
(N+1DIIN(N+a+5+2)

B _
Gy =

pour plus de détails voir [1] p.81.
qu’on peut les calculer facilement par matlab.

3.2 Quadrature Gauss-legendre

La famille des polynémes de Legendre relatives a la fonction de poids
w(z) = 1 sur lintervalle [—1, +1].

Les formules de quadrature de Gauss-Legendre peuvent étre dérivées selon
Jacobi dans la section précédente .

Théoréme 9 Soit {z;,w;}Y, l'ensemble des noeuds et de fonction de poids
de quadrature de Gauss-Legendre.

{x;}X, sont les zéros de P,.1(z).

La formule de Gauss-Legendre indique de prendre pour z; la iéme racine (
classée dans l'ordre croissant ) du polynome de Legendre I, 1 (P,+1(x;) = 0)
et w; :

2

(1 = 23) [Py ()]

W; = ,0 S;is;]V.

avec :
1

N
/p(ﬂf)dﬂf = sz‘p(%) VP € Pania
=0

-1

Cette formule est de degrée de précision (2n + 1).
Preuve. voir [1] p.96 =

3.3 Quadrature Gauss- Laguerre

Les polynémes de Laguerre sont orthogonaux sur l'intervalle [0, +o0] re-
lativement a la fonction de poids w(x) = exp(—x).
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Soit {z;, w;}Y, Pensemble du zéros(noeuds) et des fonctions de poids du
qudratures de Gauss-Laguerre.

w__F(N—FO“Ll) 1
Z (N+1! Ly(xi)0:Ln41(i)
donc :
+oo n
/p(x) exp(—z)dr = ZMP(%‘)V p € Pania
0 =0
Voir [1] p 244.

3.4 Quadrature de GGauss-Hermite

Les polynomes d’Hermite forment une base orthogonale sur l'intervalle
] — 00, +00[ par rapport a la fonction de poids w(z) = exp(—z?).
soit {x;}} ., les zéros et {w;}}Y, les poids de Hyy donné par :

VT2V N

R 7 A
alors, nous avons :
+00 N
/p(:z:) exp(—a?)dr = Zwip(l“i), Vp € Panya.
- i=0

Preuve. voir [1] p258. =



Chapitre 4

Applications

Quadrature de Gauss-Legendre :
On veut maintenant approcher :

1(f) = / f(2)d.

La méthode de Gauss-Legendre est présentée sur un intervalle [—1, +1],
pour pouvoir utiliser les formules précédentes, il faut tout d’abord éffectuer
le changement de variable suivant :

(b—a)t+ (a+0) _b—a

= dr = dt.
x 5 = dx 5

en effet :

I(f>:/bf(x)dx:/lf((b—a)t;(a+b)) b;adt:b;a/g(t)dt'

-1

ou nous avons pOSé :

— Méthode a 2 point

21



22 CHAPITRE 4. APPLICATIONS

On applique la méthode de Gauss Legendre sur ’exemple suivant :

1 1
/ f(z)dz = / exp(—x?)dz : on ne peut pas le calculer.
-1 -1

on ecrit :
1 1 1
[ exp(-at)o = [wla)(ede =3 wif ).
-1 i=0
21
On a
1 W; €T;

0 | 1.0000 | —0.5773
1] 1.0000 | 0.5773

donc on écrit :

/ F@)dr = wof(zo) +wi f(a1) ~ F(—0.5773) + F(0.5773)

12

0.4332.

— Méthode a 3 points
w; Z;
0.8888 | 0.0000
0.5555 | —0.7745
0.5555 | 0.7745

| =] of =

1 1 1

/ f@)dr = / exp(—22)dz = /wif(xi)dx

-1 -1 -1

2
> " wif () = 0.8888£(0) + 0.5555 f (—0.7745) + 0.5555 £ (0.7745).
=0

~ 2.913.

12

l

— Méthode a 10 points
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1 1 1

/ f@)de = / exp(—22)dz ~ /w(x)f(xi)dx

-1 -1 -1
9

szf(l"z) = wof(l’o) + wlf(fL“1> + wwzf($2) + W3f(333) + W4f(x4)

—l—:w5f(x5) + we f(26) + wrf(w7) + ws f(xs) + wof(wo).
2.0832

12

12

Avec
Wwj xX;
0.2955 | —0.1488
0.2955 | 0.1488
0.2692 | —0.4333
0.2692 | 0.4333
0.2190 | —0.6794
0.2190 | 0.6794
0.1494 | —0.8650
0.1494 | 0.8650
0.0666 | —0.9739
0.0666 | 0.9739
Quadrature de Gauss Laguerre :

Pour n = 1, le polynome Ls(z) admet deux racines :

O 0| N[O T =W N O

m0:2—\/§etx1:2+\/§.

Les valeurs de w; sont :

wg=—"¢etw =

Alors on écrit :

+oo
/f(x)exp(—x) ~ %}C(2_\/§)+M.}C(2+\/§)

12

8.65093 % exp(107).
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CHAPITRE 4. APPLICATIONS

Quadrature de Gauss Hermite :
Pour n = 1 : Le polynoéme d’Hermite Hy(x) = 472 —2 admet deux racines :

Les valeursde w; sont :

Wy = W1 =

donc on écrit :
+o0o
[ @) expl-a?)ds

Généralisation :

-1
Tog=——=¢€et x1 =

V2

12

Sl

VT
=

VAol VT
SIS+

1.0750.

).

Sl

Ces méthodes peuvent étre appliquées a un nombre de points (n + 1)
quelconque. on peut alors montrer qu’une bonne approximation de 'intégrale

A calculer est :

1 1

/f(m)dm = /wif(x,-)da: = gwif(mi)-

-1 -1



Conclusion :

Rappelons que la motivation de ce mémoire était de donner une introduction
suffisamment exaustive a la théorie des polyndmes orthogonaux. Dans ce but,
nous avons introduit le sujet de quadrature de Gauss.

La méthode de quadrature de Gauss est plus précise dans le calcul des intégrales
numériques des fonctions difficile a expliquer que Newton-cétes.

Les polyndmes orthogonaux sont encore étudiés sous plusieurs angles. Il justifié
de croire que la théorie continuera encore de se développer et de donner des
applications intéressantes
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Abstract :

In this thesis, we have study the properties of orthogonal polynomials in the Hilbert
functional space. We apply the orthogonal polynomials for computing numerically

the integral of functions by Gaussian quadrature .Some examples are presented.
Keys words :

Orthogonal polynomials, Gauss quadrature, Hilbert, Jacobi , Legendre,Hermite,

Laguerre polynomials, weight functions .

Résumé :

Dans ce mémoire, on a étudié les propriétés des polynébmes orthogonaux dans
I’espace fonctionnel de Hilbert . On appliqué les polyndmes orthogonaux pour
calculer les intégrales des fonctions en utilisant les quadratures de Gauss. Quelques

exemples sont présentés.
Les mots clés :

Polyndbmes orthogonaux , quadrature de Gauss, Hilbert, polyndme de

Legendre ,Jacobi, Laguerre, Hermite, fonctions de poids.
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