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Notations

C™([a,b]) : L’ensemble des fonctions n fois continuement dérivables sur [a, b].
N :  Ensemble des nombres naturels.

R :  Ensemble des réels.

C :  Ensemble des nombres complexe.

r : La fonction Gamma.

A : L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a.

D~ : La dérivée fractionnaire d’ordre «.

¢pe . La dérivée fractionnaire d’ordre o au sans de Caputo.

An(x) : Les polynomes d’Adomian.

A : Opérateur différentiel contenant des termes linéaires et des termes non linéaires.
L Opérateur linéaire.

N Le terme non linéaire.

R Le reste.

~ Approximation.



Introduction

Le calcul fractionnaire est un concept mathématique trés ancien et impliquant I'intégra-
tion et la différenciation d’ordre arbitraire.

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul classique
tel que nous le connaissons aujoud’hui, ces origines remontent & la fin du 17°™¢ siécle,
I’époque ot Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul différentiel et intégral.

af

o+ bour désigne la n“"¢ dérivée d’une fonction

En particulier, Leibniz a présenté le symbole
f . Quand il a annoncé dans une lettre a I’'Hopital (apparemment avec I'hypothése implicite
que n € N), 'Hopital a répondu : Que signifie % sin = %?. Cette lettre de I’Hopital,
écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier incident de ce que nous appelons
la dérivation fractionnaire, et le fait que I’'Hopital a demandé spécifiquement pour n = %,
c’est a dire une fraction (nombre rationnel) a en fait donné lieu au nom de cette partie des
mathématiques.

L’étude des équations différentielles fractionnaires en calcul fractionnel a été ’objet prin-
cipal de nombreuses disciplines, elles sont apparues dans plusieurs domaines tels que la

physique, I'ingénierie, la biologie, I’hydrologie, la mécanique...etc

Ce mémoire est organisé comme suit :
Premier chapitre, Il est contient quelques notations et définitions des fonctions de
base (la fonction Gamma, la fonction Béta et la fonction Mittag-Leffter), et on définit la
dérivation et d’intégration fractionnaire au sens de Riemann Liouville, et Caputo, et leurs

propriétés.



Introduction

En fin nous rappelons les équations différentielle fractionnaires de type Riemann-Liouville

et Caputo .

Deuxiéme chapitre, on traité les méthodes analytiques et les méthodes numériques

pour la résolution des équations différentielles fractionnaires.



Chapitre 1

Calcul fractionnaire et Equations

Différentielles d’ordre fractionnaires

1.1 Calcul fractionnaire
Le concept du calcul fractionnaire est une généralisation de la dérivation et de I'intégra-
tion ordinaires & un ordre arbitraire.
Fonctions Spéciales

Dans cette partie, nous présentons les définitions de les fonctions : Gamma , Béta et
Mittag-Leffter, qui seront utilisées dans la suite de ce mémoire ces fonctions jouent un role

trés important dans la théorie du calcul fractionnaire et ces applications.

1.1.1 La fonction Gamma

En mathématiques, la fonction Gamma est une fonction complexe elle prolonge la fonc-

tion factorielle a ’ensemble des nombres complexe.
Définition 1.1.1 La fonction Gamma I'(z) est définie par :

I'(z) = /’+°0 =l et dt, (2 € C,RNe(z) > 0). (1.1.1)

0



1.1. Calcul fractionnaire

Exemple 1.1.1

1L T(1)= [, %etdt = 1.

2. D)= [ Cettzldt = [ et 2dt =2 [ C e dr = /T

(Posant le changement de variable t = 72).

Lemme 1.1.1 La fonction Gamma est une fonction de classe C* surR?* , (resp.holomorphe

sur le demi plan z € C , Re(z) >0 ) et
+o00
Vk € N, Vz € R* (resp.z € C,Re(2) > 0); TH(2) = / (Int)* ¢~ e~tdt. (1.1.2)
Jo
Lemme 1.1.2 Pour tout z € C, Re(z) >0, n €N, on a

1. T'(z+1) =2z I'(2).

2. T(n) =(n— 1) (1.1.3)
3. T(n+4) = S,

Preuve.

1. Représentons I'(z + 1) par l'intégrale d’Euler et intégrons par parties

+oo +oo
L(z+1) = / t* e7tdt = [—tPe )y + 2 / e tdt
0 0
= zI(2).

2.0npose z=n-—1

I'n) = (n—1)I(n-1)
= (n—1)(n—2)..I'(1)
= (n—1)L

2n)lV/7

4np!

3. Nous allons démontre la formule I'(n + %) = Par récurrence sur n € N.

-Pour n=0,0n a

o+ 1) - ONF

- Supposons que la formule est vérifiée pour (n — 1) et considérons n. c-a-d que supposons

que M((n—1)+3) = gfﬁ;—%, est vérifie. Alors




1.1. Calcul fractionnaire

I‘(n—i—%) = (n—%)I‘(n—%)
L (20— D)7
= )T o
om—1\ (2n— 2/~
- ( 2 )4<n—1>(n—1)!

2n (2n —1) (2n —2)\\/7

2n 2 4=D(n — 1)
(2n)\\/m

4np!

Donc la formule est vérifiée pour n € N.

Proposition 1.1.1 Pour tout p >0, on a :

. nIn?
1m .
n—+teop(p+1)(p+2)...(p +n)

I'(p) = (1.1.4)

Preuve.

Considérons la fonction

fonp) = [ 1=y,
0 n
On a
lim f(n,p) = lim / 1 - Dyt dy
n—---+o0o n—---+o00 0 n
+oo
= / 2P~ te dx
0
= I(p).
D’autre part, par 'intégration par parties on obtient :
" Lin, p-1
f(n,p) = (1——=)"a" " dx
0 n
pI" 1 [
= {(1 — z)”x—} —/ (1—=)""1 zPdx
n plg PJo
1 n
= —/ (1 E)”_1 xPdx
P Jo n



1.1. Calcul fractionnaire

encore fois, en intégant par parties :

1 n
fup) = 5 [ (1= 2y e
P Jo n
n p+1 _
R
D n p+1 np(p+1)
_ nn-1 ”(1_£)”‘2xp+1dx,
n’p(p + 1) n

Aprés intégration par parties n fois on obtient :

i ~ on(n-=1..[n-(n-1] [/ = " prnmD) g,
f(np) = n”p(p—l—1)...[10—|—(n—1)]/0 (1 n> dz,

n! ntp N
~ wpp+ 1) p+ (n - 1)] [nﬂ?]o ’
nlnP
plp+1)...(n+p)

1.1.2 La fonction Béta
Comme la fonction gamma, la fonction béta est elle aussi définie par une intégrale.
Définition 1.1.2 La fonction Béta est un type d’intégrale d’Fuler définie par :
B(p,q) = /1 Y1 — )T dt,  (p,q € C,Re(p) > 0,RNe(q) > 0). (1.1.5)
0
Remarque 1.1.1 La fonction Béta est symétrique 1i.e.,
B(p,q) = B(q, p)- (1.1.6)
Proposition 1.1.2 La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation suivant :
B(p,q) = %, Vp,q € C: Re(p) > 0; Ne(q) > 0. (1.1.7)

Preuve.

Soit D = (0, +00) x (0,+00), on a

+o0o +oo
L(p)L(q) = ( /0 able™® dw) ( /0 yi e dy)
= // rP1 yq—l e~ @tY) g dy,
D



1.1. Calcul fractionnaire

En effectuant le changement de variables

u=x+y T=uv
—

v= " y=u(1—v).

Tty

Alors
I'(p) T'(q) = // (w)?™ (u— wv)?T™t e u.du dv
+Doo -1
= / e “du (/ (wo)P™ (u — w) dv)
0 0
400 1
= / e “du (/ Pt P (1 - )7t dv>
0 0
400 1
= / uP et e du/ P (1 =) dv
0 0
= L(p+4q) B(p,q)
u

1.1.3 La fonction Mittag-Leffter

La fonction Mittag-Leffter est une généralisation directe de la fonction exponentielle e*
a deux parameétres pour différentes valeurs de « et 3, et il joue un réle majeur dans le calcul

fractionnaire.

Définition 1.1.3 La fonction de Mittag-Leffter est définie par

+o0 k
z
Eu(2) =) ——F—=, a>0, 1.1.8
(2) ;F(akﬂ—l)’ “ (1.18)
et la fonction de Mittag-Leffter généralisée est définie par
+o00 Zk
Eop(2) =Y =, a>0,3>0. 1.1.9

Exemple 1.1.2 La fonction Mittag-Leffler se réduit o des fonctions simple

B(z) = Bl = Zr(kﬂ Zk':

+oo k +o0o k+1 e — 1

z 1 z
Bralz) = %F(k—m:Z;(lz+1)!: P




1.2. L’intégrale fractionnaire

Théoréme 1.1.1 Poura=n €N, A€ R, on a
L (L)"E, (A z") =X E,(X z"),

2. (£)" 27 Bup(h 2") = X 2B, () 27,

(1.1.10)

1.2 L’intégrale fractionnaire

Dans cette section, on va définir 'intégrale d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville.

1.2.1 L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a, b]

Définition 1.2.1 Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a,b]. On considére l'inté-

grale

IO f(z) = / ()t (1.2.1)
19f@) = [ 9w du

a

_ /j(/;f(t)dt) du,
_ /I(/txdu> f(t) dt,

- /I(It) £(t) dt. (1.2.2)

itération de l'opération T peut s’écrire :

xl x2 Tn—1
1

- [ 123

ieme

En générale la n

Pour tout entier n.

1.2.2 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.2.2 L’intégrale fractionnaire de Riamann-Liouville & gauche d’ordre (a €

C,Re(a) > 0) est définie par :

@ iy — L [T _ e
701 = g [ =00 ) i (1.2.4)



1.2. L’intégrale fractionnaire

De méme maniére on définit l'intégrale fractionnaire de Riamann-Liouville & droite d’ordre
(a € C,Ne(ar) > 0) par :

1 10) = s [ o070 100 (125)
Proposition 1.2.1 Soit a >0, 3> 0, et f € L? ([a,b]). Alors

L2920 f@)| = 757 ().

2 Iy (o =) = (@ —a) (1.26)
3. 4 (Ton (@) = T f(2).

Preuve.

1. D’apres la définition, on a

7 [1f@] = g [ )

=t [ @m0 (5 [ w0 s
= —F(a)lF(,S) /j(x—y)a1dy/ay(y—t)51f(t)dt,

~ s [ T0d (@0t a)

On pose
y=t+(x—t)T7
dy = (z —t) dr.
Alors
7 2 1@] = mor / ) dt ( [ e=n-@-nat @0 @ (h) ,
— L ’ T — a+ﬁ—1 ' T a—1 Tﬁ—l T
- F(a)F(ﬁ)/ o dt/ G
_ i o T@IE)
N D /3)/ J@ydt, - Blew ) = 1275
_ z — t)atsl
- £(t) dt

= 707 f(@).

2.0n a
R e A el AR O



1.3. Dérivées fractionnaires

On pose
t=a+(r—a)y, yel0,1]
dt = (x — a)dy.

Alors

Tov(z —a) = %) /w(w —a+(z—a)y*(z—a)"y Tz — a)dy,

= a)/ —a)* P (1 = y) Ty dy,
(.’17 —a a+,3 1

= Ta)/o( — )y dy,

B (l’ _ a)a+371 o
= e B.s)
_ F(B) (.’L‘ . a)a+,8—1'

INa+p)
3.0n a

@@ = (5 [ e 0o),

1 d -
_ W/ (G =07 f(e)t,

. (0‘_1) xw_ a—2
- St [ oo

~ —(?);(;)_ ) / (0 ()

= I3 ().

1.3 Deérivées fractionnaires

Il existe plusieurs définitions pour la dérivée fractionnaire, nous allons citer les approches

qui sont plus utilisées dans les applications Riemann-Liouville et Caputo.

10



1.3. Dérivées fractionnaires

1.3.1 Dérivées fractionnaires de type Riemann-Liouville

Définition 1.3.1 Soitent « > 0 et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouwville a gauche d’ordre « est définie par :

10 = s (1) [ @0 g ar (13)

dx™

Oun=[a]+1 et[a] la partie entiere de c.

Définition 1.3.2 Soitent o > 0 et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouwville a droite d’ordre v est définie par :

Dy f(z) = FE;_)Q) ( dfﬂ) / (t— )™ £(1) dt. (13.2)

Remarque 1.3.1 Pour o = n, n € N [opérateur D donne le méme résultat que la

dérivée usuelles pour les ordres entieres, tel que :

LDy f(x) = f™ (2) .

(1.3.3)
2. Dy fx) = (=1)" f"(x) .

1.3.2 Dérivées fractionnaires de type Caputo

On se donne une définition et quelques propriétés de la dérivée fractionnaire de type

Caputo.

Définition 1.3.3 Soitent « > 0 et n = [o]+1. La dérivée fractionnaire de Caputo a gauche

d’ordre o est définie par :

e _ 1 ! (n—a—1) n
“pe, f(x) = T a) / (x—1) F™(t) dt. (1.3.4)

(n
Définition 1.3.4 Soitent a > 0 et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Caputo & droite

d’ordre o est définie par :

DY fx) = % / (t — )"0 () dr. (1.3.5)

Remarque 1.3.2 Par contre, de telles définitions ne se recollent pas correctement aux dé-

rivée classique Yn € N* :

cpr. fx) = f)(z) - F(a).

(1.3.6)
Dy f(x) = (=)"(f™(x) - f(D)).

11



1.4. Propriétés générales des dérivées fractionnaires

1.4 Propriétés générales des dérivées fractionnaires

1.4.1 Linéarité

La dérivation et I'intégration fractionnaire sont des opérateurs linéaires :

DA F(8) + p glt) = A D* F(t) + p D* g(t). (14.1)

1.4.2 La régle de Leibniz

Pour un entier n, on a

3

%(f (t) g(t)) = RGN 0] (1.4.2)
k

k=0

La généralisation de cette formule est donneé par

n

DY) g(1) = Z F®() DO g(t) + R (8), (1.4.3)

k=0
Oun>p+1et
BE(0) = i [ = ry gty ar [0 a (1.4.4)
" n'F(_p) a / T o o
Avec lim RP(t) = 0.

Si f et g sont continues dans [a, b] ainsi que toutes leurs dérivées, alors la formule devient :

n

D) g) = 3 Z

f® ) PR g(2). (1.4.5)
D% est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

1.4.3 Intégration par parties

La formule d’intégration par parties est une des propriétés extensibles aux opérateurs
fractionnaires mais la encore sous certaines restrictions. C’est ici qu’apparaissent inévitable-

ment les opérateurs a droite.

12



1.5. Equations diftérentielles fractionnaires

Corollaire 1.4.1 Soit & > 0 et n € N tels que n — 1 < a < n. Soit f(t) € C"([a,b]), et
g(t) € C"([a, b)), et Alors

/ F) D gty dt = | DL FE) o) dt. (1.4.6)

/ FO) D gty dt = | Do f(t) g(t) dt. (1.4.7)

1.5 Equations différentielles fractionnaires

Dans cet section on va discuter les propriétés d’existence et d’unicité des solutions des
équations différentielles d’ordre fractionnaire. On commence par donner une définition d’une

équation différentielle d’ordre fractionnaire (EDF) :
Définition 1.5.1 Soitent a >0, a ¢ N,n=[a]+1et f: AC R* =R, alors :

Dy(t) = f(t,y(1)), (1.5.1)

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville. o les conditions

iitiales pour ce type d’EDF est de la forme

DR y(0) =by, (E=0,1,2,....,n—1), lim I"“ y(t) = b,. (1.5.2)

t—0
De la méme maniére
“Dy(t) = f(t,y(t)), (1.5.3)

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Caputo et dans ce cas, les conditions

est de cette forme

y®0) =b, (k=0,1,2,....,n—1), (1.5.4)

L utilisation de conditions initiales de différents types pour les équations différentielles frac-

tionnaires (1.5.1) et (1.5.3) nous assure l'unicité des solutions de I’EDF correspondante,

qu’on va prouver dans les théorémes suivants.

13



1.5. Equations diftérentielles fractionnaires

1.5.1 Equation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville

On commence par I’équation homogéne de type Riemann-Liouville.

Lemme 1.5.1 Soit a > 0. Si nous suppossons que y € C(0,1) N L(0,1), alors I’équation

différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville :

e y(t) =0, 0<t<1, (1.5.5)
Admet une solution unique
y(t) = Crt 4+ Cot* 2 + .+ Cpt* ™ (1.5.6)
OuC,, € R, avec m=1,2,....n.
Preuve.
Soit @ > 0, on a :
0wt =0, avec m=1,2,...n (1.5.7)

Alors I’équation différentielle fractionnaire (1.5.5) admet une solution particuliére , comme
y(t) = Cpt™™, avec m=12..,n. (1.5.8)

Ou ¢, € R.
La solution générale de ’équation (1.5.5) est donnée comme une somme des solutions par-

ticulieres (1.5.8), C-a-d.
y(t) = Crt*t 4 Cot® > + ..+ Cpt* ™ (1.5.9)

Oudc,, e R,avecm=1,2,...n. m

Lemme 1.5.2 Supposons que

y € C(0,1)NL0,1), et Dy e C(0,1)N L(0,1). (1.5.10)

Alors :

14



1.5. Equations diftérentielles fractionnaires

o Dyy(t) = y(t) + it + Cot* 2+ o+ Cpt™ ™™ (1.5.11)

OucC, eR, avecm=1,2,...n.
Preuve.
Soit a > 0. Pour tout y € C'(0,1) N L(0,1) on a

~ (Zyy"P)(0)

T5 Dgvu(t) = y(t) = Mo —FF1)

(Zg= oy () (T2 Y™ 2)(0) ., (o) (0) .,
O e R CET Tk

= y(t) -

(fgruln=m) (0)

o) © R, pour chaque m = 1,2, ..., n, on trouve ’égalité (1.5.11).

On pose C,, = —

Lemme 1.5.3 Soit 1 < a < 2, et z € C([0,1]). Alors l'unique solution de probléme aux

limites
o y(t) + 2(t) (1.5.12)
y(0) =y(1) =0,
est donné par 1
o) = [ Glt.5) 2(5) ds. (15.13)
0
tel que :
a—1 a—
[t(1—s)] F(;)(t_s) 1, st 0<s<t<,
G(t,s) = el (1.5.14)
#, st 0<t<s<1
Preuve.

En appliquant Zg, , sur I’équation (1.5.12) on obtient :
o+ [Dor y(t) + 2(t)] = 0 <= I3\ Dgr y(t) + L5+ 2(t) = 0.
D’apres le lemme (1.5.2) pour l <a<2(n=[a]+1=2),0na:

(?+ (L))ZJr y<t) - y(t) + Clt&_l + 02.[.(1—2’ Cla CQ € R)

15



1.5. Equations diftérentielles fractionnaires

donc

y(t) + Crt* 't + Ot 2 + I3, 2(t) = 0,

ce qui implique

y(t) = =T 2(t) — Cit°™' — Cyt* 2,
Par conséquent, la solution générale de I’équation (1.5.12), donne par :

y(t) = —% (t— 5)° 2(s) ds — Cyt™=t — Cot2. (1.5.15)

Les conditions aux limites implique que

y(0)=0 = 0= —0-—0—lim, .oCyt* 2 — (O, =0,
y(1)=0 = 0= F(a)fO 1—3“1 2(s)ds —C; = Cl:—ﬁfol(l—s)a_1 2(s) ds

L’équation intégro-différentielle (1.5.15) , équivalente a :

y(t) = —gg o (=5 a(s) ds+ S fy (1= 5)7 2(s) ds
=~ o (=)t 2(s) ds+ B [y (1= 9)77" 2(s) ds+ B [ (1= 9)°7 2(s) ds
= %)fot [t (1= 8) 7" = (t = 9)771] 2(s) ds+ & [ (1= 5)7 2(s) ds
= fJH= S)Q 1_(t D0 o(s) ds—f—ft Tl 2(s) ds

a

= jo G(t, s) z(s) ds.

1.5.2 Equation différentielle fractionnaire de type Caputo

On commence par I’équation homogéne de type Caputo.

Lemme 1.5.4 Soit & > 0. Si nous supposons que y € C(0,1) N L(0,1), alors I’équation
différentielle fractionnaire de type Caputo :

“Dg. y(t) =0, (1.5.16)
Admet une solution unique
y(t) = Co + Cit + Cot?> + ...+ Crpt" . (1.5.17)

OuC,, € R, avece m=10,1,2,....,n — 1.
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1.5. Equations diftérentielles fractionnaires

Preuve.
Soit a > 0., on a :

“Dgt™ =0, pour m=0,1,2 ...,n—1

Alors I'équation différentielle fractionnaire (1.5.16), admet une solution particuliére, comme
y(t) = Cpt™,  pour m=0,1,2,...,n—1. (1.5.18)

ou C,, € R.
Donc la solution générale de (1.5.16), donné comme une somme des solutions particuliéres
(1.5.18), C-a-d.

y(t) = Co + Oyt 4+ Cot® + ...+ Cyyt™ L

Lemme 1.5.5 Supposons que y € C™([0,1]). Alors :
I8 CDsy y(t) = y(t) + Co + Ot + Cot? + ...+ Cp 11", (1.5.19)
OuC,, e R, avec m=0,1,2,....n — 1.

Preuve.

Soit a > 0. Pour tout y € C™([0,1]) on a

o DG y(t) = y(t) - Zy PO

2 0 (n—1) 0
= - Ly 4y o+ L0y O
2 (n—1)!
On pose C,, = —% € R, pour chaque m = 0, 1,2, ...,n— 1. ou trouve facilement 1’égalité

(1.5.19). m

Lemme 1.5.6 Soit 1 < o < 2, et z € C([0,1]). Alors l'unique solution de probléme aux

limites
DSy y(t)==2() 0<t<l,

(1.5.20)
y(0) +y'(0) =0, y(1)+y'(1)=0.
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1.5. Equations diftérentielles fractionnaires

est donné par :

-1
y(t) :/ G(t,s) z(s) ds, (1.5.21)
0
tel que
(1—t)(1—s)*— 1 (t—s)>— 1 (1—t)(1—s)*—2 .
, + - st 0<s<t<l1,
Gt3) = ot gt (1.5.22)
e + e st 0<t<s<l1
Preuve.
En appliquant Z§. , sur I’équation (1.5.20) on obtient :
o+ [Dor y(t) — 2(t)] = 0 <= Ig: Dg: y(t) — L5+ 2(t) = 0.
D’aprés le lemme (1.5.5), pour 1 <a <2 (n=[o]+1=2) ,0ona:
Ig+ g+ y(t) = y(t) + Cy + Cﬂf, Co, Cl, C, € R,
Donc
( ) C(] + Clt - 0+ Z(t) O,
Ce qui implique
y(t) = Igt 2(t) — Co — Cht,
Par conséquent, la solution générale de 1’équation (1.5.20) , donne par
(t — ds — Cy — Cht 1.5.23
= [ 2(s) ds — Co — ot (1529

Les conditions aux limites implique que :

)+ (0)=0 = Co+C,=0.
)+y(1)=0 = Co+2C = (Tz) (1) + (Tg.2) (1),

< <
—~
_ O

Donc
(

Co =~ (Tg.2) (1) + (Tgi2) (1)
= iy Jo (L= 9)°7" 2(s) ds — gy Jo (1 — )72 2(s) ds
Cy = (Ig. ) +( ) (1

( F(a) [o )7 2(s) ds + F(a D) fo (1= )72 2(s) ds

18



1.5. Equations diftérentielles fractionnaires

L’équation intégro-différentielle (1.5.20), équivalente a

y(t)

i o = )77 2(5) dis gy Jy (U= 8)°7F 2(s) ds + gy Jy (1= )77 2(s) ds
_ﬁ fol 1—8)271 2(s) ds — F(a;l fol 1—5)"2 2(s) ds

e Jot = )27t 2(s) ds + (11(;) [ = 8)* 2(s) ds + lat}) [ (1 = 5)"2 2(s) ds
e O

1—t)(1—s)>~ 1 1—t)(1—s)*—2
+ft {( )ﬁ(a)) 4 F)((a_l)) }z(s) ds

fol G(t,s) z(s) ds
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Chapitre 2

Résolution des équations

différentielles fractionnaires

Dans ce chapitre on va traiter quelques types d’équation EDF linéaire par les différents
méthodes, notamment les méthodes analytiques et numériques de raison illustré éficacité de

notre algorithmes choisis.

2.1 Meéthodes analytiques

2.1.1 La transformée de Laplace

La transformée de Laplace est méthode plus éfficaces pour résoudre certaines des équa-
tions differentielles .
La transformée de Laplace de la fonction f(t) définie pour tout nombre réel ¢ > 0

est la fonction F', définie par :

P = LU0 = [ e g0 d (21.1)

On dit qu'une fonction f d’ordre exponentiel d’ordre «, c-a-d qu’il existe deux canstante
M et T, telles que
|f(#)] < Me™, pour t>T. (2.1.2)
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2.1. Méthodes analytiques

L’inverse de la transformée de Laplace s’effectue par le moyen d’une intégrale dans
le plan complexe, pour ¢ positive,
1 [orico
f(t)=LA{F(s)} = Py /C_ioo e F(s)ds. (2.1.3)
Ou c est choisi pour que I'intégrale soit convergente, ce qui implique que ¢ soit supérieur a
la partie réelle de singularité de F'(s).
les propriétés de la transformée de Laplace :
Linéairité La transformée de Laplace est linéaire c’est-a-dire que quelles soient les

fonctions f, g et deux nombres complexes a, 3 :

LA{af+ Bg} =aLl{f}+ BL{g}. (2.1.4)

Dérivation

|
—

n

LMW} (5) = s"L{FD} () = Y "1 fP(0). (2.1.5)

0

T

Convolution On dit que le produit de convolution de f et g est défini par :

F0#9(0) = [ 1te=5) o) ds= [ 1(6) gle =) ds, (2.1.6)
est donné par :
LI+ g(t)} () = F(5).G(s), (2.1.7)

Ou F'(s) et G(s) sont les transformées de Laplace de f(t) et g(?).

Résolution des EDFs par la transformée de Laplace

La transformée de Laplace pour l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville
L’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre av € C(Re(a) > 0) est

définie par la convolution :

_
 T(a)

1

/0. (t—5)>7" f(s) ds = ——t"" % £(2). (2.1.8)

et la transformée de Laplace du fonction ¢! est donnée par :

£{t*7 '} (s) =D(a) s (2.1.9)
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2.1. Méthodes analytiques

d’apres la formule (2.1.8) et (2.1.9) la transformée de Laplace de I'intégrale fractionnaire

au sens Riemann-Liouville est

LATG f(D)} (s) =

! a1y s
mﬁ {t f(t)} (s),

= s LS} (s),

= sOF(s). (2.1.10)

La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

D’apres la formule (2.1.5) et (2.1.10), on a :

LADG: f(t)}(s)

L{DI T £(t)}(s), (2.1.11)

s LT p) } (s) - mZ $E DI (T f0) (0),
k=0

s SOTLLO} ) - Y DY (T 1) )

k=0

Ja

s LLfO}s) = Y s DY (DT £0) (0),

T
Ld

S DIV F(0), m— 1< @ < m. (2.1.12)
0

s* L{f(t)} (s) —

T

Le tableau suivant donne un résumé de certaines transformées de Laplace utiles. Notez

que la fonction de Mittag- Lefftr joue un réle trés importante pour la résolution des équations

différentielles fractionnaires

F(s) f(t) = L7H{F(s);t}
1 2!
5% ['(a)

1 -l _at
Gra® I ©
s“l—a ta_l Eﬂya(a ta)
s(sf“ia) Eﬂ(_a’ ta)
m 1-— E“(—a ta)
m t* E1n:1(at)
p— 77! Eap(a t®)

1 1 a b

G—a)(-b) (e —e")

Transformée de Laplace de quelques fonctions
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2.1. Méthodes analytiques

Exemple 2.1.1 Résolons
D3 y(t) = a y(t)

avec « une constante, On a o = % < 1,En prenant la transformée de laplace des deux cotés

de ’équation que nous avons

L{D5 y(t)} = a L{y(t)}.

Ce qui implique que

si F(s) — D073 y(0) = a F(s)

la. constante D~1=3) y(0) = D~3y(0) est la valeur de D~3y(t) en t = 0. Si nous supposons

que cette valeur existe, et noter ¢y, alors

si F(s)—c = a F(s)

— F(s) =

En utilisant finalement le tableau , on obtient

R e B T 0

s —q
calcul ¢;
C D%y@} = s F(s)
— F(s) = ;Tl
Alors »
c{pFyn} - 5—,
s —q
et .
DBMﬂ—ﬁ*{im }—Cﬁb&mﬂ
53 —a 8
Ent=0
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2.1. Méthodes analytiques

La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo

D’apres la formule (2.1.5) et (2.1.10), on a

LD f0} () = £{Z8 ) Dy F (s), (2.1.13)
= s L{DEL f(1)} (),

m—1
= s L{f}(s) - Y s IR(0)]
k=0
= " L{f(t)(s)} — Iy s* L B 0), om—1<a<m,
k=0

m—1
= " F(s)— Y s fB0),..m-1<a<m  (2114)
k=0

Exemple 2.1.2 Soit I’équation :
D2 y(t) +2 D% y(t) + 2 y(t) = 8 5
y(0) =0; ¥ (0)=0.
En apliquant la tansformée de Laplace sur les deux cotés de l’équation ci-dessus, nous avons
£{P?y+2 Pty +2 y(1)} = £ {317}

s? F(s)— s y(0) — y’(O)} 5!

+2 F(s) =8 —
$

£ F(s) 5 0) - /) +2 | :

Par conditions initiales,

S2

52 F(5)+2—82};(8)+2 F(s)=8 2

F(s) [s*+2 sg+2} =8 %
F(S): 8x5!

3 .
s6(s2+2 s2+42)

En appliquant la transformation inverse de Lapace de deux cotés de I'équation ci-dessus ;

£ {F(s)) = £t 8 x 5! _ 8 x 5!sf |
s9(s2 + 2 52 + 2) $6(s2 +2 52 +2)

2.1.2 La méthode ADM

La méthode décomposition d’Adomian (ADM) permet de résoudre des problémes fonc-
tionnels de différents types : équation algébriques, différentielles, intégrales, intégro-différentielles,
et aux dérivées partielles (EDP). La méthode s’adapte aussi bien aux problémes linéaires

qu’aux problémes non linéaires.
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2.1. Méthodes analytiques

Description de la méthode

Considérons 1’équation fonctionnelle :
AU = f. (2.1.15)
ol A est un opérateur différentiel contenant des termes linéaires et des termes non
linéaires et f est une fonction connue.
Le terme linéaire de 'opérateur A est décomposé en L + R ou L est inversible et R est
le reste de (2.1.15) . On note N le terme non linéaire de A et donc A = L + R+ N , alors
(2.1.15) s’écrit comme : LU + RU +NU = f ,

L étant inversible, si L~! est son inverse on a :

U=¢+ L 'f—L'RU - L"'NU, (2.1.16)

ol ¢ est la constante de 'intégration.

La méthode d’Adomian consiste a rechercher la solution sous la forme d’une série :
U= fun, (2.1.17)
n=0
et & décomposer le terme non linéaire NU sous forme d’une série :
NU=FU)= §An, (2.1.18)
n=0

Les A,, sont appellés polynomes d’Adomian et sont obtenues gréace a la relation suivante

1 d» +oo )
An(to, Uy ooy Up) = o lN (Z Au)] , (2.1.19)
- A=0

Ou A est un parameétre réel introduit par convenance.

En remplacant les relations (2.1.17) et (2.1.18) dans (2.1.16), on obtient :
+o00 +o00 +oo
Yun=¢+ L= LTRY up = L7V A (2.1.20)
n=0 n=0 n=0

Ce qui entreine par identification :

( u=¢+ L7 f

— L 7'Ruy— L A
I o 0 (2.1.21)

L Uni+1 = ~L'R Uy — L=t A,
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2.1. Méthodes analytiques

+00
Remarque 2.1.1 Tous les termes de la série E o U, ne peuvent étre calculés, en utilisant
n—=

Uapproximation

n—1
0, = Z ui, n>=1 avec lim ¢, ="U. (2.1.22)
0

n—oo

Le probléme qui se pose est comment déterminer les (.An)n>0 .

Les polynémes d’Adomian

Définition 2.1.1 Les polynomes d’Adomian sont définent par la formule :

Ao(uo) = N(uo) = F(uo)
An(uo, ur, ooy un) = 54 [N ( 0 Aiui)},\:o’

nld\” n=0

(2.1.23)

La formule proposée par G.Adomian pour calculer des polynomes d’Adomian (A,),-,

est la suivante :

AO(UO) = N(UO) = F(UO)

Al(UO, Ul) = Ulﬁ N(UO) = N(UO) Ui = FI(U()) Uy

Ao(ug, uy,ug) = UQ%N(UO) + uf%%N(uO) = uy F'(w) + 5ul F® (ug)
_ " (v) S

A, vao c(v,n)NW (up),n > 1.

Ou ¢(v,n) représente la somme de tous les produits ( f divisée par m! ) des v termes
u; dont la somme des indices 7 est égale & n, m étant le nombre de répétitions des mémes

termes dans le produit.

Reésolution des EDFs par la méthode d’Adomian

Considérons I’équation différentielle au sens de Caputo avec 0 < v < 1, si f est une
fonction continue alors notre probléme a valeur initiale est équivalent a I’équation intégrale
non linéaire de Volterra.

Dans ce sens, si u(x) € C[0,T] satisfait le probléme, alors elle satisfait aussi 1’équation
intégrale de Volterra.

L’équation non linéaire de Caputo peut s’écrit sous la forme :

“Du(z) = f(z,u(x)) = g(x) + h(x)u + N(z,u), (2.1.24)

26



2.1. Méthodes analytiques

ou g, h sont des fonctions continues et N est la partie non linéaire de f
Appliqons 'opérateur Z sur les deux cotés de I’équation précédente, on trouve I’équation

intégrale de Volterra
u(x) = u(0) + I%g](x) + Z%[M(x)u + N(z, u)|(x). (2.1.25)
ADM propose la relation de récurence suivante :
uo (t) = w(0) + Z%g](z),  un.1(t) = Z%[h(x)u + N(x,u)] (z), n >0. (2.1.26)

Tel que les A,, sont des polynémes d’Adomian.

Finalement, nous rapprochons la solution par la série suivante :

On = un(t) et lim ¢y = u(t). (2.1.27)

N—o0

Exemple 2.1.3 Résoudre le EDF

D2y(t) =2¢ev®,  0<a<l,
y(0) = y(0) = 0.

en utilisant la méthode de Adomian.

Solution Pour résoudre ce probléme, nous appliquons la Transformation de Laplace :

LDy()] = 2 £ [
Y =Ly®)], yo(t) = y(0) + #5535t =0,
L[D?*y(t)] = s**Y — s> 1y(0) = s°Y,

L]e®] = L3270 Adl

Alors -
y(t) =D yalt),
n=0
On obtient : - -
Y:ZYm yQZZAm
n=~0 n=0
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2.2. Méthodes numériques

Ou A, sont les polynomes d’Adomian :

AO = eyov ~’41 = yleyov

ZZO:[) Yn - ﬁ%ﬁ [Z:LO:O An] )
Yo=0= Ag = e =1,

V1= 5 L[A] = Y1 = 25, ZJl:Féthil)éAlzyleyo,
4o
Yy = Yy = L7HY] = F(faﬂ)’

y(t) = yo(t) + yu(t) + ya(t) + ...
o 2 2c 4 4o
y(t) =0+ F(2iy+1) + F(4fx+1) + ..

Pour le cas des équations différentielles fractionnaires, obtenir une solution analytique

exacte est trés compliqué, ainsi, il est nécessaire de se tourner vers les méthodes numériques.

2.2 Meéthodes numériques

2.2.1 Meéthode des trapézes

En analyse numérique, la méthode de Trapéze est une méthode pour le calcul numérique

d’une intégrale f; f(z) dz, Sappuyant sur l'interpolation linéaire sur des intervalles. Pour

évaluer numériqument fab f(x) dx , on divise I'intervalle [a, b] en n sous-intervalles [z, Tk 1]

de méme longeur h

Donc

= @ et on considere les noeuds z = a + kh pour k =0,1,...,n.
Tht Tyl + T
[ @) o= BB ) + ), (22.1)
Tk

/ff(x)dx - [ 1w dx+/$1 f(2) dm+...+/wnf(as) iz,
_ nz_l / + f(x) de,

= (f(zo) + f(21) + f(z2) +..0),

| S MID“

[fm) ) +2Y f(xk)] ,

| =

(Fleo) + Fa) + b ). (222)
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2.2. Méthodes numériques

Alors

3

T(Fh) = D0 (Fli) + o) (223
= L @)+ e+ hY S, (220

C’est une approximation de 'intégrale de f(z) sur [a,b], et on écrit

/ f(x)dz = T(f,h). (2.2.5)

Erreur En analyse numérique l’erreur est par convention la différence entre la valeur
exacte et son approximation par un nombre fini d’opérations.
L’analyse d’erreur, si f(x) € C?[a, b], alors il existe une valeur ¢, avec a < ¢ < b le terme

d’erreur E(f, h) est de la forme

—(b—a) F@(c) h?
E(f,h) = (b ag()hzom% (2.2.6)

O :
:/ F@) da — T(f,h). (2.2.7)

2.2.2 Approximations des intégrales fractionnaires

L’opérateur intégral fractionnaire joue un role important dans le calcul fractionnel, ce
qui est utile pour convertir les équations différentielles fractionnaires en équations intégrales.
Il faut donc étudier les méthodes numériques pour approximer des intégrales fractionnaires.
Cette section présente les approches numériques utilisé pour approcher les intégrales frac-
tionnaires basées sur 'interpolation polynémiale.

On suppose que f(t) € C?[0,T]. Soit h le pas avec h = T/n. et notons t;, = kh,
pour k = 0,1, ...,n. Ensuite, nous étudions comment calculer numériquement les valeurs de

Iintégral suivante

Dg, f )/ $)*! f(s) ds, a>0. (2.2.8)

Une fagon de calculer numériquement (2.2.8) consiste & approximer f(t) par une cer-

~ ~

taine fonction f(t) pour que Dg, f(t) peut facilement étre calculé exactement. Nous penson
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2.2. Méthodes numériques

naturellement & I’approximation polynomiale de f(t) sur l'intervalle [0, T|. Théoriquement
parlant Dg, f(t) peut étre calculé exactement si f(¢) est un polynéme. Pour ¢ =t,, n € N,

nous réécrivons [D{)’t f (t)} (., SOuS la forme suivante :
’ —ln

Do FOes = 7 | (=9 15 as. (229)
1 n—1 tha1 -
= m%/tk (tn — $)*7L f(s) ds. (2.2.10)

Ensuite, nous introduisons les méthodes numériques basées sur l'interpolation polyno-

miale calculer (2.2.10).

Méthodes numériques basées sur l’interpolation polynémiale

Cette sous-section étend les méthodes numériques pour les intégrales classiques aux
intégrales fractionnaires.
Sur chaque sous-intervalle [tg, tx11], f(¢) est 'interpolation linéaire par morceaux pour

f avec degré d’ordre 1.

~

lpr1 — 1 t—
f(t) |[tk7tk+1]% f(t) ‘[tkikﬂ]: — f(tk) + — f(tk‘H) (2'2'11)
tk+1 tk tk+1 tk

Méthode de trapéze modifiée

Dans cette partie, nous donnons une généralisation de la méthode de trapéze (2.2.3)
pour approcher 'intégrale fractionnaire Z% f(z) d’ordre o > 0.

on obtient la formule de trapéze modifiée comme suit :

Do f(D)e=t, =~ [Doy f()]e=t,

n—1 t
1 k+1 _ tk+1 — t t _ tk
) tn =)\ g S+ o —— dt
[(a) 0 /tk ( ) (tk+1 — f(te) ot — tr f(tri)
-2 S (2.2.12)
k=0
Ou
o (b — 1)o7t Bk, -
G =ty ST - 0 [ (- )0 el 1< k<1,
" a—1 t—t -
S = 1) = P

(2.2.13)
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2.2. Méthodes numériques

Par un calcul simple, on a

(n—1)"1—(n—-1-a)n, k=0,
A = % m—k+1D)*t+(n—1-k*t—2n—k°", 1<k<n-1,
1, k = n.

(2.2.14)

Théoréme 2.2.1 Supposons que l'intervalle [0, a] soit subdivisé enn sous-intervalles [ty, ty 1]

avec h = a/n en utilisant les neuds ty = kh , k =0,1,...,n, la méthode de trapéze modifiée

T(fha) = ((n—1" = (n—1-a)n®) g £(0) + s f(a)
+ T (= k1) (n— k= 1)t = 2(n — k)t AL
(2.2.15)
est une approximation de l'intégrale fractionnaire
(Zf(t)(a) =T(f,h,a) — E.(f,h,a), a>0,a>0. (2.2.16)

De plus, si f(x) € C2[0, a], alors il existe une constante C., ne dépend que de a, le terme

d’erreur E.(f, h,a) est de la forme
|Ex(f, h,o)| < C, || f7|, a®h? = O(h?). (2.2.17)
Preuve. Voir [10] . m

Exemple 2.2.1 Considérer la fonction f(x) = sinz , dans les tableaur 1,2 et 3, nous
utilisons la méthode de trapéze modifiée pour approzimer lintégrale fractionnaire pour dif-
férentes valeurs de «.

Table 1 : La méthode de trapéze modifiée pour (I°°sinz)(1)

n h T(f, h,0.5) Er(f,h,0.5)

10 |01 0.6691782509 | 5.060087 x 10~
20 | 0.05 0.6695538539 | 1.304057 x 10~
40 | 0.025 0.6696500827 | 3.327690 x 1077

80 0.0125 0.6696758223 8.437300 x 1076
160 0.00625 0.6696821295 2.130100 x 107°
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Table 2 : La méthode de trapéze modifiée pour (I'sinz)(1)

n h T(f,h,1) Er(f,h,1)

10 |01 04593145480 | 3.8314520 x 10~%
20 |0.05 0.4596019198 | 9.5774300 x 107
10 ] 0.025 04596737513 | 2.3942800 x 1077
80 | 0.0125  |0.4596917085 | 5.9856000 x 10~
160 | 0.00625 | 0.4596961977 | 1.4964000 x 10~°

Table 3 : La méthode de trapéze modifiée pour (I'?sinz)(1)

n h T(f, h,1.5) Er(f, h,1.5)

10 |01 0.2820860602 | 2.363202 x 10~
20 | 0.05 0.2822634794 | 5.890100 x 10~
40 | 0.025 0.2823076693 | 1.471110 x 107
80 | 0.0125 | 0.2823187037 | 3.676700 x 10~
160 | 0.00625 | 0.2823214613 | 9.191000 x 10~

2.2.3 Approximations des dérivées fractionnaires

Approximations des dérivées de Caputo

Puisque le dérivé de Riemann—Liouville et la dérivé de Caputo ont la relation , presque
toutes les méthodes numériques du dérivé de Riemann-Liouville peut étre théoriquement
étendu a la dérivée de Caputo si f(t) vérifie la souplesse appropriée conditions. Nous énumé-
rons d’abord des algorithmes souvent utilisés dans la simulation du dérivé de Caputo dans

les EDF.

Méthodes numériques basées sur l’interpolation polynomiale

D’apres la définition de la dérivée de Caputo, on peut constater que la dérivée de Caputo
delordre @ (m—1 < a < m) d’une fonction donnée f(¢) peut étre vue comme l'intégrale (m—
a) de la fonction f (m)(t).Par conséquent, nous pouvons étendre les méthodes numeériques
développées pour simuler les solutions numériques de la dérivée de Caputo. Nous donnons

ici les formules généralisées et certains de leurs cas particuliers et modifications.
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Méthode de trapéze modifiée

Dans cette partie, nous dérivons un algorithme pour approcher les dérivées fractionnaires
d’ordre arbitraire @ < 0 de Caputo pour une fonction donnée par une somme pondérée de
la fonction et ses valeurs de dérivées ordinaires & des points spécifiés.

La formule de trapéze modifiée pour CD(‘it f(t) est donnée par

D5, f(1)] =~ Zak,n S (), (2.2.18)
k=0
Ou
(n—1)m " —(n—1—m+a)n™e, k=0,
Ugp = % (n—k+1)m 4 (n—1-k)m et —2n—-km ot 1<k<n—1,
1, k=n.
(2.2.19)

Théoréme 2.2.2 Supposons que lintervalle [0, a] soit subdivisé en n sous-intervalles [ty, tx 1]
de méme longeur h = a/n en utilisant les neeuds t, = kh pour k = 0,1, ...,n, Alors la mé-

thode trapéze modifiée de Caputo
(n— 1™ — (n—m+a—1) n™ ) fM(0) + £ (a)
h’l?l—l)f

T(m+2—a) + ZZ;I ((n—k+1)"" = 2(n — k)m—et!
+(n — Kk — 1)ym=etty f0m)(g,).

C(f, h’? Oé) =

(2.2.20)

est une approximation de la dérivée fractionnaire de Caputo.
(Df(t))(a) = C(f, h,a) — Ec (f, h,a), >0, (2.2.21)

Pourm —1 < a <m. De plus, si f(t) € C™"2(0,a], alors il existe une constante C!,_,, qui

ne dépend que de o pour que le terme d’erreur Ec(f, h, ) est de la forme
|Ec(f, h,a)] < Chy || £ o a™ ™ h? = O(h?). (2.2.22)
Preuve. Voir [10] . =

Exemple 2.2.2 Considérer la fonction f(x) =sinx , dans les tableaux 1 et 2, nous uti-

lisons la méthode de trapéze modifiée de la dérivée de Caputo pour approximer la dérivée
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fractionnaire (D sinx)(1) pour différentes valeurs de .

Table 1 : Méthode de trapéze modifiée pour la dérivée fractionnaire de Caputo pour (D°® sin z)(1)

n h C(f, h,0.5) Ec(f, h,0.5)

10 |01 0.8453829878 | 6.737989 x 10~
20 | 0.05 0.8458861770 | 1.706097 x 10~
40 | 0.025 0.8460137323 | 4.305440 x 1072
80 | 0.0125 | 0.8460459502 | 1.083650 x 10~°
160 | 0.00625 | 0.8460540645 | 2.722200 x 10~°

n h Cf, h,1.5) Ec(f, h,1.5)

10 |01 0.6691782509 | 5.600870 x 10~*
20 | 0.05 0.6695538539 | 1.304057 x 10~
40 | 0.025 0.6696509827 | 3.327690 x 1075
80 | 0.0125 |0.6696758223 | 8.437300 x 10~°
160 | 0.00625 | 0.6696821295 | 2.130100 x 10~

Table 2 : Méthode de trapéze modifiée pour la dérivée fractionaaire de Caputo pour (D'® sinx)(1)

2.2.4 Approximations des EDFg
Implémentation

Dans cette partie on veut approximer des certains types des EDF linéaires, de la forme

Dy(t) = y(t) +g(t) (1)

premiérement on approxime le premier membre de cette équation Dy(t), qui est donné
sous la forme (2.2.15) ou la forme (2.2.20).
deuxiémement on approxime ’équation (1) suivant le schéma : a = 0, b = 1, n =

{10, 100, 1000, 10000} , & = (b — a)/n , les points tj, = kh.

y(t) = Dy(t) — g(t)
y(tk) = T(y7 hr Oc) - g(tk)

(2)
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Exemple 2.2.3 On considére ’équation différentielle fractionnaire linéaire suivante

t
D5y(t) = M5 y(t) + 4% — 132,
T
Avec la condition initiale suivante
y(0) = 0.

Ot la solution exact est y(t) = t2, et en prenant h = 0.1 .

Table 1 : Solution numérigue pour h = 0.1

T | sol.app sol.exact | erreur

0.1 | 0.00999999999999998 | 0.01 2.08167 x 10717
0.2 | 0.03999999999999981 | 0.04 2.01228 x 10716
0.3 | 0.08999999999999946 | 0.09 5.96745 x 10716
0.4 | 0.15999999999999906 | 0.16 9.99201 x 10716
0.5 | 0.24999999999999858 | 0.25 1.99840 x 1015
0.6 | 0.35999999999995790 | 0.36 2.99760 x 1071°
0.7 | 0.48999999999999705 | 0.49 2.99760 x 1071°
0.8 | 0.63999999999999600 | 0.64 3.99680 x 10715
0.9 | 0.80999999999999470 | 0.81 6.10623 x 10717
1.0 1 0.99999999999999000 | 1.00 6.99441 x 10715

Exemple 2.2.4 On considére ’équation différentielle fractionnaire linéaire suivante

‘ ‘ t
D?y(t) + Dy(t) + y(t) = t* + 2+ 4\/2

™

Avec la condition initiale suwivante
y(0) = 0.

Ou la solution exact est y(t) = t2, et en prenant h = 0.1 .
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Table 2 : Solution numérigue pour h = 0.1

T | sol.app sol.exact | erreur

0.1 | 0.01000000000000325 | 0.01 3.20056 x 1071
0.2 | 0.04000000000000937 | 0.04 9.29812 x 10715
0.3 | 0.09000000000001489 | 0.09 1.48076 x 10~
0.4 | 0.16000000000001902 | 0.16 1.89848 x 10714
0.5 | 0.25000000000002354 | 0.25 2.29816 x 10714
0.6 | 0.36000000000002824 | 0.36 2.80331 x 10711
0.7 | 0.49000000000003320 | 0.49 3.30291 x 1071
0.8 | 0.64000000000003820 | 0.64 3.79696 x 10714
0.9 | 0.81000000000004320 | 0.81 4.29656 x 10711
1.0 | 1.00000000000004860 | 1.00 3.99680 x 10714
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Conclusion

Dans ce mémoire on a traité certains types d’équations différentielles d’ordre fraction-
naire de raison a cherché la solution analytique et approchée par des méthodes (transformeés)
connues notamment la méthode de la transformeé de Laplace et la méthode décomposition-
nel de Adomian cette solution détermineé est appelée solution analytique, d’autre part on
essaye d’approximer la solution par des techniques numérique a ’aide d’un passage essentiel
qui donne I'approximation d’une dériveé ou l'intégrale fractionnaire basent sur I'interpola-
tion polynomiale et I'intégration numérique (Méthode de trapéze modifieé), Cette étude est

ilustré a la fin par des exemples .
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Abstract

In this memory, we try to find analytical and numerical
solutions for some fractional differential equations.

Keywords: Fractional differential equations, Riemann-
Liouville operator, Caputo operator, Trapeze method,
Adomian method.

Resume

Dans ce mémoire, on a essaye de cherché la solution
analytique et numérique de certaine classe des équations
différentielle d’ordre fractionnaires.

Mots clés: Equation différentielle d’ordre fractionnaire,

Opérateur de Riemann-Liouville, Opérateur Caputo,
M¢éthode de Trapeze, Méthode d’ Adomian.




