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Notations
. C = C(R™) : est I'espace des fonctions continues.

. Cy : est I’espace des fonctions continues et nulles au voisinage de [’infinie
.C"(R") ={f e C(R™); D*f € C(R™), pourtout|o|<7r}.

.C¥(R™) ={f € C(R™); D*f € C(R™),pour tout a € N"}.

. supp (f) est l’adhérence de {x € R™, f(x) # 0}, est appelé support compact.
.D(R™) = C5°(R™) est I'espace des fonctions C* a support compact.

. D'(R™) : est le dual de D(IR™), espace de distributions sur R™ .

. S(R™) : est I’espace de Schwartz et S'(R™) son dual, est ’espace de
distribution tempérées.

. L’espace de Lebesgue L,(R™) est définit par :

1= (S |f(x)|pdx)% <o, sip>1

I f o= supess |f(x)|oo

XERM

LY : est I’espace des suites (ay); telle que :

1

(@) Nl a= (Z Iaqu) < 0
k=0

. LZ(R™) est I’espace des fonctions f € L*(R) telles que f(*) € L?pour
| < | < [s].
. Soient A; et A,deux espaces, on dit que A; < A, S’il existe ¢ > 0, telle que :
I flla,<cll flla, (Vf €A
. Pour toute ,g € S(R™), la convolution f * g vérifie f*g € S(R"), telle
que :

VEER™ f xg(§) = [uTef(§). g®)dt = [ f(W). T.g(§) du , ou
T,g(§) =g —w)



.Si g € S(R™), on définit la transformation de Fourier et son inverse par :

Fg(&) = §(&) = f exp(—ix€) g(x)dx

RTI.

Fg(x) = §(x) = @)™ [, exp(ixé) g(&) d.



Introduction

En analyse fonctionnelle, [’espaces de Sobolev forment un outil moderne,

comme dans la théorie des équations aux drivée partielles... etc.

Les espaces de Besov B;’q (R™) généralisent les Sobolev W™ (IR™)car on

dispose de de [’inclusion
wym c B (p=2)

Par exemple. Ce qui montre que travailler dans les B,'? permet d’obtenir

systematiquement les résultats dans les espaces de Sobolev.
Revenons a ce mémoire, il est organisé en trois chapitres:

e Dans le premier chapitre on va rappeler les notions essentielles a savoir
les inégalités de Holder, Young et de Bernstein les suites de Littelwood-
Paley et une rappel sur les espaces de Sobolev

e Dans le deuxiéme chapitre on présente les espaces de Besov et leurs
propriétés avec la démonstration

e Le dernier chapitre contient des exemples de fonctions de [’espace de
Besov. Il contient aussi une partie intéressante sur la composition sur

[’espace de Besov.



Chapitre 1

RAPPEL DE CERTAINES PROPRIETES
CLASSIQUES

Dans ce chapitre nous allons rappeler quelques notions classiques du type, des
inégalités de sobolev, des espaces fonctionnels comme de besov et Lizorkin-
trieble et la decomposition de Littelwood-Paley.

1-1 Inegalités principales :
Théoréme 1 (théoréme de Riesz-thorin)

Soit(X, u) et (Y, v)deus espaces mesure et po, p1.q90,91 € [1, 0],
Avecp, # p1etqy #+ qq

On suppose que Test ['opérateur qui envoi LP° (X, u) dans L° (Y, v) et
LPY (X, w) et L9 (Y, v)tel que pour toute fonction simple f :

I Tf g, < Ci Il f Iy, (i=01)

Alors Tenvoie [LP?, LP1] = LP dans [L9°, [91] = L9

+2eti=0412%0<06<1)
p1 q q0 ql

1-6

tel que 2=
p po

deplus Il Tf ll, < ¢3=9cf I 71,
Théoréme 2 (inégalité de Holder)

Soit f; € LP*(R™") avec 1 <p; <oou (i =1,23..,1n)

Alors f1-f2---fn € LP (Rn) et ” fl-fl---fn "rS" fl ”pl ” fZ " AR ” fn ”pn

4



Preuve :

La démonstration est vraiment classique, elle est basée sur les fonctions
convexes.

Théoréme 3 (inégalité de Young)

Soientp,q,r € [1,] tel que 1 + % ==+

1
-

Q|-

Alors pour toute f € LP(R™") et g € LY(R™) ona:
f*g €Ll (R")
Et de plus
Il fxg <l fl,l gl
Preuve :
On fixe g € L1(R™) et on considere 'opérateur Tf = f xgona:
ITF <l f U, gl (D
Car

ITflg< | IfOINg(C. —y) g dy
]RTL

=llgly | IfOI dy
]RTL

Par conséquent

I Tf lo<Il g llgl f N4 (2)
Maintenant de (1) et (2) on peut appliquer le théoreme (1), car il est claire

T:L'— LlavecCy =gl



T: L7 - L” avec C; =l g llq

Il vient
T: LP(R") - L"(R™)
avec
1 1-0 1 6
—=0 + — ) -—= =, 96[0,1]
p q r o q
Ona:
1 1-0
—=0+—
p q
entraine
1 1 7]
—=0+1—-———0+-
p q q
1 1 6
=9+(1—9)(1——)=1——+—
q q q

Ce calcul facile donne la relation demandée, i.e.
1 1 1

—+1==+-
q P q

Théoreme 4 (Inégalité de Bernstein)

Soient 1 < p < q < oo,et a € N". Il existe une constante C, =
C(a,p,q,n) > 0 tel que pour toute f € LP(R™)

avec
supf c {§ ER™ : [§| < R}

Ona:

1

I F@ < R0 i (3)



Preuve :
Soit ¢ € S(R™) telle que p(¢) = 1 pour [¢] < 1.0n pose :

bre) = ¢(%)

Alors

f=¢Rf

Et par conséquent
f@=F"pp)*f
Par ’inégalite de Young en obtient :

I F@ N, <N F g -1 £ 1l

Avec

1 1 1
l+-==—+- .
q p T

D autre part, comme pour tout x € R* ona :

(F1¢pr)*(x) = R*(F'¢) Y (Rx),

Il vient ;

I (F~1¢pp)® Il,= R™ 9 | Fr1igp@ .

Ce qui donne le résultat. m
Théoréme 5 (Rieman-Lebesgue)
a) Soit f € LY(R™). Alors,
(i) Son image de Fourier f est une fonction continue bornée sur R™ et

I fllo <1l f Il



(i) f tend vers 0 quant || tend vers oo. C’est —a-diref € Co(R™).

b) soient f et g deux éléments de L'a valeur réelles. Alorson a :
f©gEde = | fEOF)dx.
R"™ R

¢) La transformation de Fourier échange la translation en multiplication

exponentielle

Taf = e%s

d)la transformation de Fourier échange la dérivation en multiplication
monomiale, la différentiabilite et la décroissance a l’infini, plus précisement.

(i)Sif € L' € (R") poura € N"et |a| < K ,alors f € C¥(R™);
de plus,ona:

D*(f) = (=2im)*f.

(ii) Si f € C*¥(R™), avec DB f € L*(R™) pour tout S € N™et|B| < K,
alors f € L(R") ; deplusona:
Qim)Pf = DFf
Preuve : voir [1]
1.2 Séries de Littelwood-Paley

1.2.1Décompostion de Littelwood-Paley

La décomposition de Littelwood-Paley est basée sur une C partition de I’unité
que nous allons rappeler.

Soit p € S(R™) vérifiant :



i) =0,supp ¢ c {&: [&] <2}
i) ¢(&) = 1pour|é| < 1et (&) = 0 pour [&] =2

on pose :
(&) = (&) — p(24)

Il vient alors que ¢ est supportée par la couronne% < |&] < 2, positive et paire.

On vérifiee facilement que :

M
Yeeio =1
j=N

M
=) 6@~
J=N

=p27M) — 27V

Pour N — —ooet M — 400, on obtient :

M

> e@* k=j-1

j=N-1

=

+ 0o

z @(277¢) = ¢(0), avec (§ € R™\ 0). (4)

j==co

On peut aussi veérifier (on poseM = 0)

0
> 0(27) = $(0) - p2 N9,

J=N
Ce qui donne :

0

6 = ) ¢(277¢) vEeR". (5)

j==co

On continue (4) et (5) on obtient notre partition

P +X2,0(2776) =1, VEER™.



On pose

6@ =1-) (27%¢) ()

j=1
On obtient une fonction ¢ € C*(R™) portée par la boule |&]| < 2.

Dans tout ce qui suite, on fixe la partition (6) [ 'unité qui résulte -
$(E) + X1 9(2778) = 1 pour tout & € R™.
A cette partition on associe une suite d’opérateurs des convolutions Notés Ay, :

Ap:S'(R") - C*(R"),
Définit par :

ANHME) = p(OF (©).

et

(Do) = d(OF ().

On définit de méme les opérateurs Q; par :

(0,1)"©) = ¢p(277€)f (&) pourj =0

Avec comme notation Ay= Q,.

Définition 6

Pour toute f € S'(R™), la décomposition de Littelwood-Paley de f, est alors
[’identite -

10



f=Qf+ ) of ™)

jzk+1

La série (7) converge au sens des distributions tempérées.

Remarque 7

La serie (7) peut s écrire aussi sous la forme

f=Qf+ ) of (8)

j=k+1
Valable pour toute f € S'(R") et k € N.

Par l'inégalité de Young les opérateursl, et ¢, sont bornés uniformément sur
LP(R™) pour tout p € [1,+].

1.3 Rappel sur les espaces de Sobolev

Les espaces de sobolev jouent un réle trés important dans la théorie des
équations aux dérivees partielles, pour cette raison nous trouvons utile pour la
suite de ce mémoire de faire un rappel sur ce espace

Définition 8

Soit s un réel positif. On définit I’espace de Sobolev HS(R™) par [’ensemble des
fonctions wu de L?(R™) vérifiant que la fonction :

£ - (1+[€1%)20(8)
appartient a L?(R™).
On munit HS(R™) par la norme
Il lgscm =1 (1 + €122 lzny -
Remarque 9
i) H®(IR™) muni de la norme |I. llzs €s un espace de Banach.
i) (HS(R™) = H™S(RM).

11



1.3.1 Propriétés élémentaires

Théoréme 10

(i) La transformation de Fourier envoie isométriqguement de HS(R™) sur
LZ(R™) .

(i) H°(R™) sont des espaces Hilbert isométriqguement isomorphes, plus
précisément, la convolution par F [(1 + |M |2)§] envoie isométriguement

l’espace H"*S(R™) sur H"(R™), pour tout s et r dans R.

(iii) Pour tout s réel, S(R™) s’injecte canoniquement dans [’espace H®(R™) ,

cette injection est continue et a image dense .
(iv) Pour tout s réel, I’espace HS(R™) s'injecte dans S'(R"™) .
Définition 11
Nous rappelons [’injection de Sobolev. On aura de la notion suivante :
Pour tout € N, on pose

CY(R™) = {u € C*¥(R™) a support compact }
et [’on munira par la norme

pr(w) = sup sup R™|D%u(x)|.

||k xe€

Théoreme 12

Soitk e Nets € Rtelsques > % + k.Alors ’espace H®(R™) s injecte

continument dans [’espace CF(R™) .
Preuve : voir [1].
Théoréeme 13 (Injection compact)

Soientset r € Rtel que r <s.Pour tout compact K € R™ on a

12



H5(R™) nS',(R™) dans H"(R™)est compact

Preuve : voir [1]

13



Chapitre 2

DEFINITION ET PROPRIETES

2.1 Définition des espaces de Besov

Soient s € R, petq € ]0,00], ['espace de de Besov noté B;‘q est [’ensemble
de toute les fonctions f € S'(R™)telle que :

( 1
q

ZZW I A;f 11} ] <o pourq# o

Il f ||B;,q =4 \J20

ksup(ZSj I4;f 1l,) <o <o pourq=oo
j20

Proposition 14

(i) B, "est un Banach pour p,q € [1, +oo].
(ii) B, = C*pour s € R* \ N.

(iii) Bj'z = H* espace de sobolev.

(iv) Bg'z espace de Bessel (potentiel de Bessel).
Proposition 15

(i)B, & By si (s = 0).

(i) Bg’q S B;l’ql si s —%z S; —;l—l et p < p;.

(iii) B;* & By9% si (g, < qy).

14



Preuve

Pour une lisibilité donnons la démonstration :

1

I f gea= O @7 18 1D’

720

1
= (Z(zf(t—s)_zjs I Ajf ||p)Q)E
j=0

On applique ['inégalité de Holder on obtient (i).

Pour démontrer (ii) et (iii) on applique /’inégalité de Bernstein, on a -

n

0 AF < 263 paf .

La suite par l'inégalité de Holder on obtient que B;'oo S B;'oo , Ce qui permet
de conclure m

Proposition 16
L opération de dérivationd® , envoie l’espace B;'q (R™) dans B,; ~lala (R™)
De plus :

| 0%f ”B;—Ial,q < ¢ I f lgsagm ,pour tout f € B,%2 (9)

Preuve
Par l'inégalité de Bernsteinon a :
I4;@%f) I, < c271e | Af L,

En passant a la norme dans Bg_'“"q (R™) ,on obtient

1

Z(ZI(S—IaI)) I Aj(aaf) "g < ¢ Z(Zsj I Af ”p)q

720 7=0

1
q

d’ou l'inégalité (9)

15



Définition 17

On dit qu 'un espace vectoriel Eest muni d’une structure d’algébre si -
Vf,g EE=>f.g€eE

et [’appel un espace d’algebre.

Si Eest un espace d’algebre, on a -

I fg llg<Il f llgll g llg (Vf,g € E)

Voici quelques exemples des espaces muni des structure d’algebre :
LOO(]Rn)I LZ (Rn)v

(I'inégalité de Cauchy-Schwartz), I’espace de Sobolev pour s > % :

Proposition 18

Soient s € R, p et q € [1, oo]. Alors les trois propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) B, estune algébre.
(i) BS o ¢,
1SpSO0,0<qSooets>§

(iii)

1Sp<00,q=1ets=§

Preuve voir [2].
Théoréeme 19

t,ql 5,92 .-
Bp (= Bp Sl t>s

Preuve

qz2 qz

. 2 . . 2
1 = D U8 1,)™ | = D (@602 1y 1,)™

j=z0 j=0

16



q2

<l f "B;,oo Z(Z(s—t)j)qz

=0
La norme Ly, (z) € Ly, (z), alors
1 1
qaz q1
Z 2G-tjaz | < Z 2(s-0)jq1
j=0 j=0
Maintenant ['hypothése s —t < 0, donne :
q1
z 2(s-t)jq1 < 400

j=0
Car c’est la norme d’une série géométrique de raison 0 < 2657041 < 1
D’ou

I fllsaz<cll fllgso<c" Il fll,sar.
f Bp f Bp f Bp

q1
\q1l
<I f ||B;,oo Z(Z(S_t)])q

720
<osSis—t<0 =>t>s

9 . s1,q1 s2,q2
L’inclusion  B,;"" < B

Y- s1,q1 52,q2
De quelle condition sur (s, s,, p1,p2,41,92) tel que B,y < By

17



q2

If Mpszae= | (25 1 8yf.1,)"

720

<c Zz s2457,) ||f||"2 . (p1 < o)

<c 2 52) ) I A;f I
- ]/ " ps

1

q1

2(25” I Ajf' ||p1)q1' Z 2(52+;_1_p_r;—51)q2 (91 < q2).

j=0 Jjz0

<o Si:

( +n n ><0=> n< n (; < <)
S ——— =5 S——< S, —— .; ,
2 . Dy 1 1 D 2 ~ P1<DP2,91 < q

L’inclusion B;'q N

Ona:

f= ZAkf

AVEC AO= QO

1 e < ) 18-l

=0

<> 2 (1ayfn, 27)2

JED

18



< z 26 (255 1 af.1)

720
1
1 q
< 2 (@) Y@ nar)
j=20 j=0

n n
<o ; ——s<0=s>-—
p p

Donc By & L®si s > g.

19



Chapitre 3

EXEMPLES ET APPLICATION

3.1 Exemples de fonctions dans Besov
Exemple (1)
f(x) = vpi (la valeur principal de i)

On a

Ff(§) = —in3gn& (10)
supp A f c {§ e R/ |¢| < 2741}

D’apres l'inégalité de Bernstein on obtient

IAf I, < 2G| Al (p=2) (11)

D’autre part on a

IAF I, = 2m)72 | A I, (Plancherel)
= 2z 192 f I,

=2 @mE le@ ) I,

1 1 1
— 22 || l,= c,22
o 81 }) 2

Car ¢ € D(R).

En remplacant dans (11) on obtient

20



. 1
I Aif 1, < 2’ C=cqCy Constante

D’ou
. 1
259 1 A f 11, < c2/(5%)

. 1
L - += . 1
La série X ;>0 2’(5 v)q, 1<g<o convergesi s<——,

pl
ce qui donne

1 .
vp= € B> U(R™) dans les deux cas suivantes :
x p

1.
1)s=—§,1Sps+oo,q=°°etllf" oo™ SUDjz0 2 P A

By

2)s<—pi 1<p,q <+ et || f llyso< +oo.

/ )

Preuve de (10)

Soient g € S'(R), ¢ € S(R),onaF(xg)(¢&) = id%}“g(f) et

<xf,p>=<fxp= = lim e™° @(x)dx
§70 Jixl2¢

= 2nF~1¢(0)
= 2@ (0)
=2n<6,p >

d’ou

F(xf) (&) = id%}"f(f) =218 (5 mesure de Dirac) ,
Ce qui donne

21



Ff(§) = —=2inH() +a , (Constante)
Ou H est la fonction de Hovisiede

Puisque 6 = H' en effet

+ 00
<H’,<p>=—<H,<p>=—J o' (x)dx = @(0) ,p € D(R)
0

f estimpaire donc f est impaire (Ff(§) = Ff(=§) ,E€R) ,
D’ou

a=im(HO +HEO) =in  avee HEO ={g 20

)

donc

Ff(€) =-2nH() =in
:{ —iT , E=>0
i , E< 0

= —insgné
Exemple (2)
f =6 (mesure de Dirac)

Soit € S(R™) on a

<8, 9p>=<6,p>= @(0)=f p(X)dx =<1,¢ >
RTL

d’ou
568 =)
Comme dans l’exemple (1) on obtient
299 | 46 ll,< 2’

22



. n
La série X x0 25457 convergesi s < ;77,1 ,1<g< 400
Ce qui donne
& € B,?(R™) Dans les cas suivants :

1) S=—§ ,1<p<+4+0,q =4

2) s<—§ , 1<p,q<+x

Exemple (3)
f =F 1gTelle que g(x) = |x|°
Onadf(§) = (2778)f (&) = IE177p(277§) .
supp (277.) c {§ e R*/2/71 < €| < 2/*1}  Alors on peut pose || = 2/
d’ou
Af=q@)H27°.

Comme dans l’exemple (1) on obtient

n

259 1 A f Iy < c2j(5) avec ¢ >0

Ce qui donne

f € ByY(R™)  Dans les cas suivants :
l)s=—§,1$p§+oo,q=oo
2) s<—-= ,1<p,q<+»

p

23



3.2 La composition en dimension 1
Théoréme 20

Soit 1Sp§q<+ooetm+(%)<s<m+1,pourmeNetm21

Si f et une fonction telle que £(0) = 0 et f' € By~ "(R) alors I'opérateur de

composition T envoie I'espace B, (R) dans lui-méme, de plus il existe une
constante c = c¢(s,p,q) > 0 telle que :

1

" fog ”B;'q(R)S c " f, ”B;_l’q(R) (1 +" g ||B;’q(R)) ? (12)

Pour tout g € B, "*(R)

3.3 Préparation :

3.3.1 Une version de norme maximale de Besov :

On pose

Wy ) = (JIf e+ ) = fPdx)?, Vhe R

et

1

2,0 = (Joad [+ B = fFIPdx)’, V>0

Définition 21

Pour s €]0,1[on ditque f € B,? si et seulement si, on a

o (Wp(f,1)\\? dh
I f Upsag=(Jy " () S+ f lp< 4o (13)

24



Remarque 22

Dans la formule (13) on peut remplacer f0+°° par rapporta h par fOR pour

tout R > 0, car la partie fR+°° sera majorée par c |l f I, .
Remarque 23

i 1 alor s, = M) s-m, nm=
St s> alors " f ”qu(R) ” f "Bp q(]R) onm [S]
Proposition 24
Soit p > 1,%<s< 1 et g€l +0]

Alors une fonction f € B,’?(R)si et seulement sif € LP(R™) et :

(7 (2% <

De plus, [’expression au dessus inferieur a c |l f |l BS(R)
D

Preuve voir [1]

Proposition 25 (proposition de Bourdaud)

Pour tout p > 1,%< s<1,q€]|[l,+o], ilexistec =c(s,p,q) > 0tel que

1
T \a
(f" (hs—<%>> 7) sclglgow (4

Pour tout g € B,'? (R)

Preuve

1

11
On a l'inclusion By < BV, (R), alors il existe ¢ = c(p) > 0

Tel que

25



g v, <cliglh 1,

BY  (R)
Alors
Wy(gh)<cliglls, Vh>0 (15)
By (R)
On aussi [’affirmation suivante
1-()
Wy(g,h) <h % Il g llyrogy (16)

En effet : pour tout g € WP(R)ona:

19(t0) — g(te_p)] < j 1g'(0)] dx

= fl[tk_l,tk]lg'(x)ldx
R

D’apres ['inégalité de Holder

p’ = l
b’/ p

th th
1900 =96 < || [ (Qese)® [ 15 ax
C-1 tk—1

1
p
1

tk
1-2 :
< (tert) 7 f 9GO dx
tk—1

D ou l'inégalité (16) est vraie.

On définit @ € 10,1[ par I’égalité - O(1 — G) =s—(5).
11
Nous rappelons que B, *(R) = (B;’ (R), Wl'p(]R{)>
0.q

On sait pour que B, (R) = (B;qu(]R), Bgz,qZ)g q

llfaut 1 < q,ql,q2 <ocoet s= 6y + (1 —0),,
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On’'a W'"P(R) = F}*(R) © By (R)

Sionpose sl=1et s2= % ontrouve s =6+ (1 — 9)(%) alors
o(1- ) =s-0)
—_ = =S —(—
p p

14
Donc B, *(R) = (B;’ (R),Wl’p(R)>
0.q

Par la définition d’interpolation, il existe deux familles (Uy)¢>o €t (Vi)e>o des
fonctions telles que :

B ®)

L1
Telle que k(t, g) est le k-fonction de g relative de couple (Bg (R), wtp (R))

Pour t > 0, d’apres théoreme 24 et 25 on obtient
1

1
h?™° W, (g, h) < ck(t, g) (hi‘s + hl—St—l) V ht>0

1 1

o q q 0 1-1 a
f(Wp(g,h)) dn\' _ f k(h'7,9)\ dh
: hS—% h o hS—E h

1

(=3[ (o)

0

D ’ou le résultat voulu, puisque déemontré que :

1

jo k(tg) th !
0

S" g "BZrQ(R)
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Démonstration du théoreme 20

Lecas m=1:

Comme

19'Cc+ Rf (e + ) = (g I <1 f' lloo|g' (x +h) — g’ ()]
+|f'(gx + ) = f'(gCNIlg' ()]

alors
W,((fog)',h) < Il f' lls W, (g', h) + u(h).

Avec

u(h) = (fIf (gtx + ) = £/ (gC))IPlg’' (x)[P)?

Alors compte tenu de la remarque (14 ) il suffit de prouver que

1

(o ()" &) < ¢ sty (11 9 psacny)

Nous examinons le cas ou h > 0, et nous faisons le méme travail pour h < 0
et sans oublier le cas général.

)

On suppose que g est une fonction réelle analytique et non nulle dans
B,?(R) , le cas général on le verra un peu plus tard.

On considere [’'ensemble discret
A={xeR / g'(x)=0}

Onpose {I,},cy lafamille des intervalles ouverts disjoints non vide dans R
définie par

I, = CrA
e = O

Ou CgrA est la complémentaire de A dans R .
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Pour chaque h > 0, 0onpose I, I’ensemble des x € I, dont la distance a
[’extrémité droite de 1, estsupérieur a et I, le complément de I, dans I, ,
c¢’est -a-dire :

= {x € I, ,dist (x,l'extrémité droite de I, > h}
et
I =1, \I, et a;,=supy, g X)I

Il est clair que g est un diffeomorphisme sur I, ¢ ‘est-a-dire admet une fonction
gy, réciproque notee :

g, =97

Doncsi x €1, (alors x+ h €I, ), etlethéoréeme des accroissements finis
donne

lg(x +h) —g()| = |g(g7' () —y)| < ha,  (17)
Avec
gx)=y etxel,
Estimation des termes deéfinis par I, :

Par 11-8 et par un changement de variable t = a,hona
f F'(gtx + 1) = F1(gQ)IP1g' ) |Pdx < aj " Q) (f',ach)  (18)

avec la condition q = p, on utilise ['inégalité de Minkowski ainsi on obtient

| (h(s‘op ', (f afh))

p
q

dh

<

Q3

f;@lm 0, (e
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(S

o0 , q
_ -1 (s Dp 'Qp(frt) qﬁ
B sl )t

0

£

<clf IPs Zsu ") |
f gs-ramy ( f (xeglg( )I))

Maintenant, avec les arguments du ( [7] preuve du thm .7) admettons pour
l’instant le lemme suivant

Lemme 26

Soit g : R — C une fonction entiere. Soit {I,} une famille d’intervalles ouverts
disjoints dans R , dont la réunion et la complémentaire des zéros de g’ (voir
(11-7)). Alors

1
(Zsupxer,lg' I <clglgppm (vr=1)
Ou c est une constante positive indépendante de g.

Par 11-9 est le lemme précedent avec r = sp — 1 on conclut que :

<fooo (h(sinp Lo fI; f'(gtx+n) = £ (g’ Ig'(X)Ip)E dx)q

spl

est estimé par ps
p WAl 1q(]R)" g || BUL '

Estimation des termes définit par I :

Puisque les intervalles non vide I,” sont de longueur égale & hon a

> [ 1r(a+ w) - FgenIPIg o

£ I{’)’

<RI [ )P Xpsupyepy I g'(0) IP (19)
Soit B, [’extrémité droite de 1, , alors g'(By) =0 .

D’autre part, si 1,/ borné, alors il existe & € I, tel que :
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19" (€| = supyepy 19" ()]

Si I, est non borné, alors on a au plus deux intervalles.

Donc :
Aup €1, suplg' ()| < |g'Ww)IP + £ ,(Ve > 0)
x€ly’
On a donc
zsyp lg'1P = z sup g + 2 sup 1g'l”
le o1y borné) ¢(1} non borné)

< D> gE-gBIP+ D 19w — g BIP +2

f(borné) ?(2termes)

< W)(g' h)+2¢ (ve>0)  (20)

Avec la proposition de Bourdaud et (19) on obtient

Q|

<f0 (h(s 1)p2{’ 1 |f' (g(x + h)) f (g(x)lplg (x)lpdx)EdT>

< 1 Neoll 9 s
p

D’apres tous ce qui précede

=)
1 £g gzaq= Il f' gz (Ilg s el 91 sq(R)> (21)

Et puisque on a les inclusions suivantes

1+ 1
B,“(R) & B, s (R) © BV (R) © BVg_1(R) (22)
On trouve l’inégalité (12)
Preuve du lemme (12)

Dans estimation (12) , il suffit de remplacer I, par I,
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Notons qu’on peut supprimer le terme  Y.p(;,non porns) SUP 1g'IP car
g € By '(R) > Cp(R)
Lecas m>1:

Par récurrence sur m , soit g € B;’q (R) . D’apres les suppositions
précédentes ona g'' € B;_Z’q (R) . En utilisant les hypotheses de récurrence

et 'inclusion
By(R) & By “(R) on obtient :

flog € B;_l'q(R) et

' ’ 5_1_(%)
Il flog ”BIS,_L‘I(R) <clf "B;_l'q(R) (1 +ll g ”B;"I(R)) :

Comme B;_l’q (R) est une algebre de Banach pour la multiplication
ponctuelle (voir [1]), alors on conclut que :

(flog)g' €& B;_l'q(R) , (fog) € ByY(R) et I'inégalité (12) tient car :
" fog "Bz'q(R):" fO,g ”p+ ” (flog)g, ”B;_l'q(R)

< f ol g llp 1 g Ngs-sagayl £0g Nps-1a gy
. s-1-()
< 0 +c ! s—-1, ! s-1, + s
I f ol g Iy € 19" Wgssagal £ sty (1 1 g"Bp_q(R))
1
A s=C)
< F leoll g Myt € W f sty (141 g lgsag)
=)
n ! 14
< ¢ Mggmraggy (1419 lpsa))

Notons que [’hypothese f(0) = 0, entraine que

Il fog ll,=Il fog — £(0) <l f' lleoll g I,
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