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Notations  

.    (  ) : est l’espace des fonctions continues. 

.    : est l’espace des fonctions continues et nulles au voisinage de l’infinie  

.   (  )  *   (  )        (  )                  + . 

.   (  )  *   (  )       (  )                +.  

. supp ( ) est l’adhérence de  *       ( )   +, est appelé support compact. 

.  (  )    
 (  )   est l’espace des fonctions      à support compact. 

.   (  ) : est le dual de  (  ), espace de distributions sur    . 

.  (  ) : est l’espace de Schwartz et   (  ) son dual, est l’espace de 

distribution tempérées. 

.   L’espace de Lebesgue    ( 
 ) est définit par : 

      (∫   ( )    
  )

 

    , si     

         
    

      ( )   

   : est l’espace des suites (  )  telle que : 

 ( )     (∑    
 

 

   

)

 

 

   

.   
 (  ) est l’espace des fonctions     ( ) telles que  ( )    pour    

                       , -. 

. Soient    et   deux espaces, on dit que        S’il  existe      , telle que : 

     
       

. (     ) 

. Pour toute     (  ) , la convolution     vérifie       (  ), telle 

que : 

      ;   ( )  ∫    ( )     ( )   ∫  ( )         ( )
      , ou          

   ( )   (   ) 
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. Si     (  ) , on définit la transformation de Fourier et son inverse par :  

  ( )   ̂( )  ∫    (    )  ( )  
  

 

    ( )   ̌( )  (  )  ∫    (   ) ( )  
   . 
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 Introduction  

En analyse fonctionnelle, l’espaces de Sobolev forment un outil moderne, 

comme dans la théorie des équations aux drivée  partielles… etc. 

Les espaces de Besov    
   (  ) généralisent les Sobolev    

 (  )car on 

dispose de de l’inclusion  

  
    

   
     (   ) 

Par exemple. Ce qui montre que travailler dans les     
   

 permet d’obtenir 

systématiquement les résultats dans les espaces de Sobolev. 

Revenons à ce mémoire, il est organisé en   trois chapitres:  

 Dans le premier chapitre on va rappeler les notions essentielles a savoir 

les inégalités de Hölder, Young et de Bernstein les suites de Littelwood-

Paley et une rappel sur les espaces de Sobolev  

 Dans le deuxième chapitre on présente les espaces de Besov et leurs 

propriétés avec la démonstration    

 Le dernier chapitre contient des exemples de fonctions de l’espace de 

Besov. Il contient aussi une partie intéressante sur la composition sur 

l’espace de Besov.  
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 Chapitre 1  

RAPPEL DE CERTAINES PROPRIETES 

CLASSIQUES 

Dans ce chapitre nous allons rappeler quelques notions classiques du type, des 

inégalités de sobolev, des espaces fonctionnels comme de besov et Lizorkin-

trieble et la décomposition de Littelwood-Paley. 

1-1 Inégalités principales : 

Théorème 1   (théorème de Riesz-thorin) 

Soit(   ) et (   )deus espaces mesuré et     ,    ,  ,    ,   -, 

Avec     et        

 

On suppose que  est l’opérateur qui envoi    (   ) dans     (   ) et 

    (   ) et     (   )tel que pour toute fonction simple   : 

 

      
         

                       (     ) 

 

Alors  envoie ,       -     dans ,        -     

 

tel que 
 

 
 

   

  
 

 

  
  et  

 

 
 

   

  
 

 

  
(     ) 

 

de plus           
     

      

 

Théorème  2  (inégalité de Hölder) 

 

Soit        (  ) avec        ou (          ) 

 

Alors                (  ) et                                        
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 .
 

  
 

 

  
     

 

  
 

 

 
  / 

 

Preuve : 

 La démonstration est vraiment classique, elle est basée sur les fonctions 

convexes. 

Théorème 3 (inégalité de Young)  

Soient         ,   - tel que   
 

 
 

 

 
 

 

 
 .  

Alors pour toute     (  ) et     (  )  on a : 

      (  ) 

Et de plus  

                

Preuve : 

On fixe     (  ) et on considère l’opérateur        on a : 

                                          ( ) 

Car  

        ∫   ( )   (       )     
  

 

      ∫   ( ) 
  

    

Par conséquent  

                                         ( ) 

Maintenant de (1) et (2) on peut appliquer le théorème (1), car il est claire   
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Il vient  

     (  )      (  ) 

avec 

 

 
   

   

  
                 

 

 
  

 

  
                  ,   - 

On a : 

 

 
   

   

  
 

entraine 

 

 
     

 

 
   

 

 
 

                                  (   ) (  
 

 
)    

 

 
 

 

 
 

Ce calcul facile donne la relation demandée, i.e. 

 

 
   

 

 
 

 

 
 

  

Théorème 4 (Inégalité de Bernstein) 

Soient                   . Il existe une constante     

 (       )    tel que pour toute       (  ) 

avec  

        *            + 

On a : 

                  ( )       
     .

 

 
 

 

 
/
                     (3) 
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Preuve : 

Soit    (  ) telle que  ( )                . On pose : 

  ( )   (
 

 
) 

Alors  

 ̂̂        

Et par conséquent  

 ( )  (     )    

Par l’inégalité de Young en obtient : 

  ( )                    

Avec  

  
 

 
 

 

 
 

 

 
     

D’autre part, comme pour tout      on a : 

 

(     )
 ( )     (    )( )(  )   

Il vient : 

 (     )
           

 

      ( )        

 

Ce qui donne le résultat.    

Théorème 5   (Rieman-Lebesgue) 

a) Soit     (  ). Alors, 

(i) Son image de Fourier     est une fonction continue bornée sur    et  
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(ii)  ̂ tend vers 0 quant     tend vers     . C’est –à-dire  ̂̂    ( 
 )   

b) soient        deux éléments de   à valeur réelles. Alors on a : 

 

∫  ̂( )
  

 ( )    ∫  ( ) ̂( )   
  

  

 

c) La transformation de Fourier échange la translation en multiplication  

exponentielle 

   ̂           

 

d)la transformation de Fourier échange la dérivation en multiplication 

monomiale, la différentiabilité et la décroissance a l’infini, plus précisément. 

(i) Si        (  )  pour       et         , alors     (  ) ; 

de plus, on a : 

  (   )   (    )    

 

(ii) Si     (  )            (  ) pour tout      et     , 

alors       (  ) ; de plus on a : 

(   )  ̂      

Preuve : voir [1] 

1.2 Séries de Littelwood-Paley 

1.2.1Décompostion de Littelwood-Paley 

La décomposition de Littelwood-Paley est basée sur une     partition de l’unité 

que nous allons rappeler. 

Soit      (  ) vérifiant : 
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i)     , supp   *        +. 

ii)  ( )    pour          ( )    pour       

on pose : 

 ( )   ( )   (  ) 

Il vient alors que   est supportée par la couronne 
 

 
       , positive et paire. 

On vérifiée facilement que :  

     ∑ (   

  

   

 )         

    ∑  (   

 

   

 )  ∑  (    )           

   

     

 

                                  (    )    (      )  

Pour     et      , on obtient : 

∑  (    )   ( )      (    

  

    

  )                             ( ) 

On peut aussi vérifier (on pose   ) 

∑  (    )   ( )   (      ) 

 

   

 

Ce qui donne : 

 ( )  ∑  (    )        

 

    

                                              ( ) 

On continue (4) et (5) on obtient notre partition  

 

 ( )  ∑  (    )                   
   . 
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On pose  

 ( )    ∑ (    )

   

                                                               ( ) 

On obtient une fonction     (  )  portée par la boule       .  

Dans tout ce qui suite, on fixe la partition (6) l’unité qui résulte : 

 

 ( )  ∑  (    )      pour tout      . 

 

A cette partition on associe une suite d’opérateurs des convolutions  notés    : 

 

     
 (  )     (  )   

Définit par : 

(   )
 ( )   ( ) ̂( )  

et 

(   )
   ( ) ̂( )  

On définit de même les opérateurs      par : 

 

(   )
 
( )   (    ) ̂( )             

 

Avec comme notation        . 

 

Définition 6  

Pour toute      (  ) , la décomposition de Littelwood-Paley de  , est alors 

l’identité : 
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      ∑    

     

                        ( ) 

La série (7) converge au sens des distributions tempérées.  

Remarque 7 

La série (7) peut s’écrire aussi sous la forme : 

      ∑    

     

                           ( ) 

Valable pour toute     (  )          

Par l’inégalité de Young les opérateurs   et    sont bornés uniformément sur  

  (  ) pour  tout       ,    -. 

 

1.3 Rappel sur les espaces de Sobolev 

Les espaces de sobolev jouent un rôle très important dans la théorie des 

équations aux dérivées partielles, pour cette raison nous trouvons utile pour la 

suite de ce mémoire de faire un rappel sur ce espace  

Définition 8 

Soit   un réel positif. On définit l’espace de Sobolev   (  ) par l’ensemble des 

fonctions     de   (  ) vérifiant que la fonction : 

  (      )
 

  ̂( ) 

appartient  a     (  )  

On munit    (  ) par la norme  

     (  )  (      )
 

   ̂    (  )    

Remarque 9  

i)   (  ) muni de la norme       es un espace de Banach. 

ii)(  (  ))
 
     (  )  
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1.3.1  Propriétés élémentaires  

Théorème 10  

(i) La transformation de Fourier envoie isométriquement de   (  ) sur 

    
 (  ) . 

(ii)    (  ) sont des espaces Hilbert isométriquement isomorphes, plus 

précisément, la convolution par      0(      )
 

 1      envoie isométriquement  

l’espace        (  )     sur     (  ) , pour tout   et   dans    

(iii) Pour tout   réel,  (  ) s’injecte canoniquement dans l’espace   (  ) , 

cette injection est continue et à image dense . 

(iv) Pour tout   réel, l’espace    (  ) s’injecte  dans        (  ) . 

Définition 11 

Nous rappelons l’injection de Sobolev. On aura de la notion suivante : 

Pour tout    , on pose  

  
 (  )   *    (  )                   + 

et l’on munira par la norme  

  ( )     
     

   
  

      ( )   

 

Théorème 12 

Soit     et     tels que   
 

 
  .Alors l’espace   (  ) s’injecte 

continument dans l’espace    
 (  ) . 

Preuve : voir , -  

Théorème 13 (Injection  compact) 

Soient           tel que      . Pour tout compact      on a  
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  (  )     
 ( 

 )   dans     (  )est compact  

Preuve : voir , - 
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Chapitre 2 
 

DEFINITION ET PROPRIETES  

2.1 Définition des espaces de Besov 

Soient      ,         -   -, l’espace de de Besov noté   
   

 est l’ensemble 

de toute les fonctions     (  )telle que : 

 

 

     
     

{
  
 

  
 

(∑          
 

   

)

 

 

                                          

 
 

   
   

(         )                                            

 

Proposition 14 

(i)   
   

est un Banach pour       ,    -  

(ii)   
   

    pour        . 

(iii)   
       espace de sobolev.  

(iv)   
   

 espace de Bessel (potentiel de Bessel). 

Proposition 15 

(i)  
   

   
   

 si (   )  

(ii)   
   

    
     

 si    
 

 
    

 

  
             

(iii)   
    

    
    

  si (     )  
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Preuve 

Pour une lisibilité donnons la démonstration : 

   
  

    (∑(        ) 
 
)

   

 

 
 

                                        (∑(  (   )          )
 

   

)
 

  

On applique l’inégalité de Hölder on obtient (i). 

Pour démontrer (ii) et (iii) on applique l’inégalité de Bernstein, on a : 

          
 .

 

 
   

 

  
/
         

La suite par l’inégalité de Hölder on obtient que    
      

   
 , ce qui permet 

de conclure   

Proposition 16 

L’opération de dérivation   , envoie l’espace   
   

(  ) dans   
       

(  ) 

De plus : 

     
  

                
   

(  )     pour  tout      
   

.²          (9)  

Preuve 

Par l’inégalité de Bernstein on a : 

   ( 
  )                 . 

En passant à la norme dans    
       (  ) ,on obtient  

(∑(  (     ))    ( 
  )   

 

   

)

 

 

    (∑(         )
 

   

)

 

 

 

d’où l’inégalité (9) 
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Définition 17 

On dit qu’un espace vectoriel  est muni d’une structure d’algèbre si : 

               

et l’appel un espace d’algèbre. 

Si  est un espace d’algèbre, on a : 

              (      ) 

Voici quelques exemples des espaces muni des  structure  d’algèbre  : 

  (  )   ( 
 ), 

(l’inégalité de Cauchy-Schwartz), l’espace de Sobolev pour    
 

 
 . 

Proposition 18   

Soient            ,   -  Alors les trois propriétés  suivantes sont 

équivalentes : 

(i)      
   

 est une algèbre. 

(ii)    
   

    

(iii)   {
                 

 

 

               
 

 

 

Preuve voir , -  

Théorème 19 

  
    

   
    

si       

Preuve 

   
  

       (∑(         )
  

   

)

 

  

  (∑( (   )          )
  

 

   

)
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   (∑( (   ) )

  

   

)

 

  

  

La norme    ( )     ( ), alors 

(∑ (   )   

   

)

 

  

  (∑ (   )   

   

)

 

  

 

Maintenant l’hypothèse        , donne : 

 

(∑ (   )   

   

)

 

  

    

Car c’est la norme d’une série géométrique de raison     (   )     

D’où  

   
  

           
         

  
     . 

                                                                               

      
   (∑( (   ) )

  

   

)

 

  

               

    si :            

L’inclusion          
     

    
     

 

De quelle condition sur (                 )  tel que    
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      (∑(            
)
  

   

)

 

  

  (∑ 
 .   

 

  
 

 

  
/
      

  

   

)

 

  

             (     )  

                              (∑ 
 .   

 

  
 

 

  
   /            

  

   

)

 

  

  

 

 (∑(            
)
  

   

 )

 

  

∑ 
.   

 

  
 

 

  
   /  

   

(     )  

 

                      si : 

(   
 

  
 

 

  
   )       

 

  
    

 

  
     (            ) 

L’inclusion      
   

    

                    On a : 

  ∑    

   

 

Avec          

 

        ∑        
   

   

 ∑ 
 
 

 

   

(          )     
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  ∑ 
 .

 

 
  /

   

(          ) 

                                 ∑( 
 .

 

 
  /  

)

 

  

   

(∑(          )
 

   

)

 

 

 

         
 

 
       

 

 
 

Donc     
   

    si    
 

 
. 
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Chapitre 3 

EXEMPLES ET APPLICATION  

3.1 Exemples de fonctions dans Besov 

Exemple  (1) 

 ( )    
 

 
  ( la valeur principal de  

 

 
 ) 

On a  

                         ( )                                                         (  ) 

 

       ̂  {            } 

 

D’après l’inégalité de Bernstein on obtient  

           
 .

 

 
 

 

 
/
      (   )                    (  ) 

D’autre part on a  

         (  ) 
 

                                                 (Plancherel) 

                              (  ) 
 

   (    )      

                              
 

 
(  ) 

 

   (    )    

                                              
 

 √  
 

 

         
 

  

Car    ( )  

En remplaçant dans (11) on obtient  
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 (  

 

 
)
  .                              Constante 

 

D’où  

            
 .  

 

 
/
 

La série    ∑  
 .  

 

 
/ 

   ,          converge si       
 

  
 ,  

ce qui donne  

  
 

 
   

   (  )  dans  les deux cas suivantes : 

1)    
 

  
              et    

  

 
 
    

        
 

 

  
 
       

2)   
 

  
             et       

       . 

Preuve de (10) 

Soient      ( )    ( ) , on a  (  )( )   
 

  
  ( )  et 

   ̂            ̂       
   

∫      
 

     

 ̂( )   

                                   ̂( ) 

                         ( ) 

                                       

d’où 

 

 (  )( )   
 

  
  ( )                 (  mesure de Dirac) , 

Ce qui donne  
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  ( )       ( )                         ,            (Constante) 

 

Ou    est la fonction de Hovisiede  

 

Puisque      en effet  

 

                   ∫   ( )    ( )          ( )
  

 

 

  est impaire donc  ̂ est impaire  (  ( )    (  )          )     

D’où 

    ( ( )   (  ))              avec   ( )  {
        
            

 

donc 

  ( )      ( )    

 {
                                  
                                 

                                  

 

Exemple (2) 

     ( mesure de Dirac) 

Soit    (  ) on a  

  ̂          ̂     ̂( )   ∫  ( )  
 

  

         

d’où 

  ̂   (    ) 

Comme dans l’exemple (1) on obtient  

                        
 (  

 

  ) 
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La série   ∑  
 .  

 

  / 
        converge si         

  

  
             , 

Ce qui donne  

    
   

(   ) Dans les cas suivants : 

1)      
 

 
                

2)      
 

 
             

 

Exemple (3) 

      Telle que  ( )       

On a   ̂ ( )   (    ) ̂( )        (    ) . 

      (    )  {        ⁄          }      Alors on peut pose        

d’où 

  ̂   (  )      . 

Comme dans l’exemple (1) on obtient  

             
 .

 

 
/
   avec        

Ce qui donne  

    
   (  )      Dans les cas suivants : 

1)     
 

  
               

2)     
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3.2 La composition en dimension 1 

Théorème 20 

Soit            et    .
 

 
/        , pour     et     

Si   et une fonction telle que  ( )    et       
      

( ) alors l’opérateur de 

composition     envoie l’espace   
    

( ) dans lui-même, de plus il existe une 

constante    (       )    telle que : 

       
    

( )       
  

      
( ) .       

   
( )/

  (
 

 
)
       (12) 

Pour tout     
    

( )  

3.3 Préparation :  

3.3.1 Une version de norme maximale de Besov : 

On pose  

  (   )   (∫   (   )   ( )  
 

  )
 

  ,         

et 

  (   )   .∫   (   )   ( )  
      

  /

 

 
 ,            

 

Définition 21 

Pour     -   ,on dit que     
   

  si et seulement si, on a  

 

     
   

( ) .∫ .
  (   )

  /
  

 
/
   

 
             ( 13) 
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Remarque 22 

Dans la formule (13)  on peut remplacer ∫  
  

 
  par rapport à    par ∫  

 

 
pour 

tout      , car la partie ∫  
  

 
 sera majorée par           . 

Remarque 23 

Si         alors      
   

( )     ( )    
      

( )    on   , - 

Proposition 24 

Soit        
 

 
      et     ,    - 

Alors une fonction       
   

( )si et seulement si    (  ) et :  

                           .∫ .
  (   )

  
/
   

 

 

 
/

 

 
         

De plus, l’expression au dessus inferieur à         
    

( ) 

Preuve voir [1]  

Proposition 25 (proposition de Bourdaud) 

Pour tout       
 

 
         ,    -, il existe    (       )    tel que  

                          (∫ (
  (   )

 
  (

 
 
)
)

 
  

 

 

 
)

 

 

        
    

( )             (14) 

Pour tout      
    

( ) 

 

Preuve  

On a l’inclusion      

 

 
   

     ( ) , alors il existe    ( )    

Tel que  
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      ( )      
  

 
     

( )

 

Alors  

                          (   )      
  

 
    

( )

                    ( 15) 

On aussi l’affirmation suivante : 

                             (   )   
  (

 

 
)
       ( )                     (16) 

En effet : pour tout        ( ) on a : 

  (  )   (    )   ∫    ( )    

  

    

 

  ∫ ,       -
   ( )    

 

 

 

D’après l’inégalité de Hölder : 

  (  )   (    )   (( ∫( ,       -)( )

  

    

)

  

)

 

  

( ∫    ( )  

  

    

  )

 

 

 

 (       ) 
   

 

  ( ∫    ( )  

  

    

  )

 

 

 

D’où l’inégalité (16) est vraie. 

On définit    -   ,  par l’égalité :   (  .
 

 
/    .

 

 
/ . 

Nous rappelons que   
   ( )  (  

 

 
   
( )     ( ))

   

 

On sait pour que   
   ( )  (  

     ( )   
     

)
   

 

Il faut              et         (   )   
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On ’a      ( )    
   ( )    

     (   )
( ) 

Si on pose         et       
 

 
   on trouve      (   )(

 

 
) alors  

 (  (
 

 
))    (

 

 
) 

Donc   
   ( )   (  

 

 
  
( )     ( ))

   

  

Par la définition d’interpolation, il existe deux familles (  )    et (  )     des 

fonctions telles que : 

        et      
  

 
   

( )

          ( )   (   ) 

Telle que  (   ) est le k-fonction de   relative de couple (  

 

 
  
( )     ( )) 

Pour       , d’après théorème  24 et 25 on obtient 

 
 

 
  

   (   )    (   ) ( 
 

 
  

        )         

(∫ (
  (   )

 
  

 

 

)

 
  

 

 

 

)

 

 

  (∫ (
 ( 

  
 

   )

 
  

 

 

)

 

  

 

 

 

)

 

 

 

  (  
 

 
)(∫ (

 (   )

  
)
   

 

 

 

)

 

 

 

D’où le résultat voulu, puisque démontré que : 

(∫ (
 (   )

  
)
   

 

 

 

)

 

 

      
   

( ) 
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Démonstration du théorème 20    

Le cas      : 

Comme  

|  (   )  ((   ))    ( ( )  ( )        |  (   )    ( ) 

 |  (    ))    ( ( ))    ( )  

alors 

  ((   )
   )          ( 

   )   ( ). 

Avec 

  ( )  (∫    ( (   ))    ( ( ))     ( )  
 

)
 

  

Alors compte tenu de la remarque  (14 ) il suffit de prouver que  

.∫ .
 ( )

    /
   

 

 

 
/

 

 
      

  
     

( ) .       
   

( )/
  (

 

 
)
. 

Nous examinons le cas où       , et nous faisons le même travail pour       

et sans oublier le cas général. 

On suppose que     est une fonction réelle analytique et non nulle dans   

  
   ( ) , le cas général on le verra un peu plus tard. 

On considère l’ensemble discret  

  *             ( )   +    

On pose    *  +     la famille des intervalles ouverts disjoints non vide dans   

définie par  

 
   

       

  

Où      est la complémentaire de   dans    . 
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Pour chaque      , on pose    
   l’ensemble des      dont la distance à 

l’extrémité droite de      est supérieur a   et    
   le complément de    

  dans     , 

c’est -à-dire : 

  
  *           (   

                         + 

 et  

  
          

       et                     ( ) . 

Il est clair que   est un difféomorphisme sur    c’est-à-dire  admet une fonction 

      réciproque notée : 

    
     

   

Donc si       
    (alors             ), et le théorème des accroissements finis 

donne  

                   (   )   ( )  | (  
  ( )   )|            (17) 

Avec  

 ( )       et        

Estimation des termes définis par   
  : 

Par 11-8 et par un changement de variable         on a  

     ∫    ( (   ))    ( ( ))     ( )        
   

   
 
 (   

  
    )      (18) 

avec la condition       , on utilise l’inégalité de Minkowski ainsi on obtient  

(∫ (
 

 (   ) 
∑  

   
    

 

(      ))

 

 

 
  

 

 

 

)

 

 

 

 ∑(∫ (
 

 (   ) 
  
   

  ( 
     ))

 

 

 
  

 

 

 

)
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 ∑  
   

 

  
(   ) 

(∫ (
  ( 

   )

    
)

  

 

  

 
)

 

 

 

      
  

     
( )

 
(∑(   

    

   ( ) )

 

)  

Maintenant, avec les arguments du ( [7] preuve du thm  .7) admettons pour 

l’instant le lemme suivant : 

Lemme 26  

Soit        une fonction entière. Soit *  +  une famille d’intervalles ouverts 

disjoints dans     , dont la réunion et la complémentaire des zéros de       (voir 

(11-7)). Alors  

(∑       
   ( )  )

 

         
 ( )       (    ) 

Où   est une constante positive indépendante de  . 

Par 11-9 est le lemme précédent avec         on conclut que : 

(∫ .
 

 (   ) 
 ∑ ∫    ( (   ))    ( ( )) 

 

  
 

 
   ( )   

 /

 

  

 
  )

 

 

  

est estimé par       
  

     
( )

 
   

      ( )
 

    
.  

Estimation des termes définit par   
   : 

Puisque les intervalles non vide     
    sont de longueur égale à   on a  

∑ ∫   ( (   ))    ( ( ))     ( )  
 

  
  

 

 

 

                                  (      ) ∑        
     ( )    

             (19) 

Soit    l’extrémité droite de    
  , alors    (  )    . 

D’autre part, si     
    borné, alors il existe       

   tel que : 
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   (  )          
     ( )    

Si   
   est non borné, alors on a au plus deux intervalles. 

Donc : 

       
      

    
  
   ( )      (  ) 

       (    ) 

On a donc  

∑   
  
  

      
 

 

  ∑    
 

       

 

 (  
        )

∑    
 

      
 

 (  
             )

 

 ∑      (  )    (  ) 
  

 

 (      )

∑  
 
 

 

 (        )

    (  )    (  ) 
     

 

                             
 (    )          (    )        ( 20) 

Avec la proposition de  Bourdaud  et (19) on obtient 

(∫ .
 

 (   ) 
∑ ∫    ( (   ))    ( ( )     ( )    

 

  
   

 
 /

 

  

 

  

 
)

 

 

   

                                   
    

  ( )
   

 . 

D’après tous ce qui précède : 

          
   

( )        
   

( ) (   
      

 ( )

  .
 

 
/

     
   

( ))      ( 21) 

Et puisque on a les inclusions suivantes  

                   
   ( )    

  .
 

 
/  

( )     
 ( )        

 ( )  (22) 

On trouve l’inégalité (12) 

Preuve du lemme (12) 

Dans l’estimation (12) , il suffit de remplacer    
   par     
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Notons qu’on peut supprimer le terme    ∑        
    

 (  
           )   car 

     
   ( )      ( ) 

Le cas      :  

Par récurrence sur     , soit      
   ( )  . D’après les suppositions 

précédentes  on a         
     ( )  . En utilisant les hypothèses de récurrence 

et l’inclusion  

  
   ( )     

     ( )     on obtient : 

       
     ( )  et  

      
  

     
( )       

  
     

( ) .       
   

( )/
    (

 

 
)
  . 

Comme     
     ( ) est une algèbre  de Banach pour la multiplication 

ponctuelle (voir [1]),  alors on conclut que : 

(    )       
     ( ) , (   )    

   ( )  et l’inégalité (12) tient car : 

            
   

( )          (    )   
  

     
( )  

              
  

     
( )      

  
     

( ) 

                            

                 
  

     
( )    

  
     

( )   (  
    

    
  

   
( )

)
    (

 

 
)

 

                                               
  

     
( ) .       

   
( )/

  (
 

 
)
 

       
  

     
( ) .       

   
( )/

  (
 

 
)
 

Notons que l’hypothèse    ( )    , entraine que  

 

             ( )               . 
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