UNIVERSITE MOHAMED BOUDIAF-M’SILA
FACULTE DES MATHEMATIQUES ET DE L’INFORMATIQUE
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES
MEMUOIRE de fin d’étude
Présenté pour ’obtention du dipléme de MASTER
Domaine : Mathématiques et Informatiques
Filiére : Mathématiques

Option : Mathématiques Appliquées et discrétes
Par
-Messeguem Leyla -Bettache Amina

THEME

Etude sur les automorphismes de groupe : Applications sur les codes

Soutenu publiquement le : 04/06/ 2017
Devant le jury composé de :

1)Mr. Douadi Mihoubi Prof. Univ de M’sila Président
2)Mr. Nacer Ghadbane Prof. Univ de M’sila Encadreur
3)Mr. Lakhdar Heboub MA /A. Univ de M’sila Examinateur

Dirigé par :
Mpr. Nacer Ghadbane

Année: 2016/2017



Remerciements

Avant tout nous remercions Allah, le tout puissant d’avoir, éclairé notre vie, renforcé notre
courage et notre volanté pour finir ce travail.

nous tenons a remercier particuliérement notre encadreur Dr. Nacer Ghadbane, pour
toute 'aide qu’il nous a apporté et sa patience ses conseils et pour avoir guidé ce travail
avec beaucoup d’intéret.

nous tenons a remercier aussi Pr. Douadi Mihoubi, d’avoir accepté de présider le jury
de ce mémoire.

nous tenons & remercier Dr Lakhdar Heboub, pour avoir accepté d’examiner notre
mémoire.

nos remerciements s’adressent également a tout les enseignants du département de math-
ématiques pour leurs dévouement et leurs générosité.

nous tenons ici & exprimer nos sentiments respectueux a nos chers parents a qui nous
dédions ce travail pour leur grand soutien.

Un grand merci & nos familles, & nos proches et & nos collégues pour leurs encouragements

et pour leurs amitiés.



Dédicace

Messeguem Leyla
Au nom de Allah chément et le miséricordieux.
-Je dédie ce modeste travail.
- A Mon pére
Tes sacrifices et tes Priéres m’ont permis de vivre ce jour. Rien ne saurait exprimer la
fierté, la reconnaissance et I’amour que
je te porte. que Dieu le tout puissant te procure, santé et
longue vie.
A Ma Mére
Avec tout mon amour pour ton soutien et tes encouragements. j’espére rester a la hauteur
de tes espoirs que Dieu te protége et t’accorde santé et longue vie
-A la famille Messegueme.
-A toute nos amies.
- Je tiens a remercier ’ensemble de tous les étudiants et étudiantes de ma promotion.

En fin je dédie ce mémoire a mes collégues et tous ceux qui me sont cher

i



Dédicace

Bettache Amina
Au nom de Allah chément et le miséricordieux.
-Je dédie ce modeste travail.
- A Mon pére
Tes sacrifices et tes Priéres m’ont permis de vivre ce jour. Rien ne saurait exprimer la
fierté, la reconnaissance et I’amour que
je te porte. que Dieu le tout puissant te procure, santé et
longue vie.
A Ma Mére
Avec tout mon amour pour ton soutien et tes encouragements. j’espére rester a la hauteur
de tes espoirs que Dieu te protége et t’accorde santé et longue vie
-A la famille Bettache.
-A toute nos amies.
- Je tiens a remercier ’ensemble de tous les étudiants et étudiantes de ma promotion.

En fin je dédie ce mémoire a mes collégues et tous ceux qui me sont cher

iii



V4 /
Résumé.
Ce mémoire de master mathématiques appliquées et discrétes s’inscrit dans le cadre de

la théorie des groupes et leurs applications sur les codes.

Dans ce travail, nous suivrons les étapes suivantes :

° Généralités sur les groupes.

° Etude sur les automorphismes de groupes.
° Quelques applications sur les codes.
Mots clés :

Groupe , sous-groupe , groupe quotient, ,groupe symétrique , groupe monogen ,groupe
cyclique, groupe diédrale, Morphisme de

Summary:

This memory of master degree mathematics applied and discrete lies within the scope
of the theory of the groups and their applications on the codes.

In this work, we will follow the following stages:

e General information on the groups.

e Study on the automorphisms of groups.

e Some applications on the codes.

Keywords:

Group, sub-group, quotient group, group symmetrical, monogeén group, cyclic group,
group diadréle Homomorphism of group, the Core and the Image of a homomorphism of
group, automorphism of group, monoid, Code.
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Notations

A : Alphabet fini.

A*: L’ensemble des mots sur A.

At s A —{e}

I : L’ensemble d’indice.

|lw| : lalongeur du mot w.

|w|,, : le nombre d’occurence de la lettre o dans le mot w.
=~ : isomorphe.

H <G : H est un sous groupe normal du groupeG.

Z(G) : le centre de groupe G.

Aut(QG) : le groupe des automorphismes de groupe G.

Int(G) : le groupe des automorphismes intérieurs de groupe G.
Hom(G,G") : I'ensemble des morphismes de groupes de G dans G'.
End(G) : 'ensemble des morphismes de groupes de G dans lui-méme.
P, : polygone régulier de n sommets.

D,, : groupe diédral.

S, 1 groupe symétrique.

GL,, : groupe général linéaire de degré n.

X (G,H)g : code a groupe.
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Introduction

La notion de groupe a été introduite pour la premiére fois au début du dix-neuviéme sié-
cle. A cette époque elle intervient dans les travaux d’Evariste Galois sur les équation al-
gébriques sous forme de groupes de permutation des racines de ces équations. Presque
au méme moment les groupes commencent & jouer un role en géométrie notamment des
groupes symétriques de polygone régulier. C’est & partir de cette double origine algébrique
et géométrique qu’a été concgue vers la fin du dix-neuviéme siécle la notion abstraite de
groupe et que petit a petit a été construite la théorie de groupes.

Dans ce mémoire, on s’intéresse a 1’étude des automorphismes d'un groupe. Deux
groupes G et G’ sont dits isomorphes et on note cette relation par G ~ G’, §'il existe
un isomorphisme de groupes de G dans G’. Dans ce cas G et G’ sont dans la méme classe de
la relation ~ définie sur I’ensemble des groupes. Cette notion est d’une extréme importance
pour la classification des groupes. Si deux groupes G et GG’ sont isomorphes alors ils ont la
méme structure algébrique ou bien les mémes propriétés algébriques, en d’autres mots G’

représente G.

Ce travail est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre consiste & un rappel des notions élémentaires sur les groupes.

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse aux trois théoréemes d’isomorphismes, les au-
tomorphismes d'un groupe cyclique.

Enfin, on donne dans le troisiéme chapitre la construction de certains codes & groupes



Chapitre 1

Généralité sur les groupes

1.1 Notion de groupe

Définition 1.1.1

Un groupe (G ; *) est un ensemble G muni d’une loi interne (ou loi de composition interne),

c’est -a-dire une application

GxG— G
(T;y) = xxy

Possédant les propriétés suivantes :
(1) La loi est associative : Vx,y,z € G (xxy)*z=x* (y*2)

(ii) 1l existe un élément e € G, appelé élément neutre de G, tel que :

Vge G,gxe=exg=g.

(iii) pour tout élément g € G, il existe g’ € G, appelé symétrique de g, tel que :

g*xgl=gqglxg=e.



1.1. Notion de groupe

Exemples 1.1.1

1. (Z,+) est un groupe.
2. (Q*, x) est un groupe.
3. (R, +) est un groupe.

4. (N,+) n’est pas groupe car par exemple ’élément 1 n’admet pas un symétrique dans

(N, +).

5. Soit E un ensemble. On note Sg le groupe des applications bijectives de & dans F
(ou permutations de E) pour la loi de composition interne définie par la composition

des applications.

Si E = {1,2,3} les éléments de Sg sont

1 2 3 1 2 3 1 2 3
e = o1 = O9 =
1 2 3 2 31 31 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3
T1 = To = T3 =
1 3 2 3 2 1 21 3

On notera ce groupe Sz, et de facon générale on notera S, le groupe Sg pour E =
{1,...,n}. Le groupe S est appelé groupe des permutations de ’ensemble E, ou groupe

symétrique.



1.1. Notion de groupe

Remarque 1.1.1

Si (E, x )posséde un élément neutre e, alors

1. I’élément neutre e est unique : en effet, soit ¢’ un élément neutre alors

e=exe = xe=~¢.

2. Si A C F est stable pour #, (A ,*) posséde un élément neutre si et seulement si

e € A. De plus, dans ce cas, e est ’élément neutre de (A ,*).

Remarque 1.1.2
Si (G, *) est un groupe tel que la loi x vérifier & la propriété :Vr,y € G , xxy =y=*ux, le

groupe (G, x) est dit commutatif ou encore abélien.
Exemples 1.1.2

1. Les groupes (Z ,+), (Q* ,x), (M, (C),+) sont abéliens.
2. Le groupe (GL, (C) ,x) n’est pas abélien.
3. Sicard E > 3, le groupe Sg n’est pas abélien.

Remarque 1.1.3
En général, dans un goupe non abélien, (xy)" # z"y ", n € N. Mais si vy = yx, alors

(xy)” =a"y", n € N.

Ordre d’un groupe

Définition 1.1.2
Un groupe G est dit fini s’il n’a qu’un nombre fini d’éléments. Dans ce cas, le cardinal de

G s’appelle lordre du groupe G et est noté |G)|.



1.1. Notion de groupe

Soient G un groupe et x un élément de G. On appelle ordre de x, qu’on note o(x), le

cardinal de (x). Si ce cardinal est infini, on dit que x est d’ordre infini.
Remarque 1.1.4
1. Soient G un groupe fini et x un élément de G, alors o{(x) < |G|.
2. Dans tout groupe G, l’élément neutre est le seul élément d’ordre 1.
3. Dans (Z,+), tous les éléments non nuls sont d’ordre infini.
Proposition 1.1.1

Soient G un groupe et x un élément d’ordre fini de G. Alors o(x) est le plus petit entier

positif s tel que x° = 1g.
Démonstration.

Si pour tout i et j dans Z, i # j onax ® # x 7, alors 'ordre de z est infini, ce qui
est contraire & ’hypothése. Donc il existe p > ¢ tel que 27 = 2z ¢ ie. 2P77 = 14, avec
p—q>0.

L’ensemble {s € N*,2° = 15} est un ensemble non vide d’entiers positif s, il admet donc

un plus petit élément n. Alors x = {lg,...,2" '}, et o(z) = n. =
Exemples 1.1.3
1. Une rotation d’angle 27’7 est un élément d’order n du groupe des rotation du plan.

2. Dans le groupe Ss, les éléments 71,79, T3 sont d’ordre 2, les éléments o1 et oo d’ordre
3. Le groupe Ss est d’ordre 6 plus généralement , pour tout n > 2 , le groupe S,, est

d’ordre n!.

3. Dans (Z,+) tous les éléments non nuls sont d’ordre infini et ord (0) = 1! En effet si

n # 0, alors nZ = (n) est en bijection avec Z et est donc, de ce fait, infini.



1.1. Notion de groupe

Les sous groupes

Définition 1.1.3

Un ensemble H C G est un sous-groupe de G si il vérifie les conditions suivantes :
1. H est non vide.
2. H est un sous-ensemble stable de (G, x).

3. x=t € H pour tout v € H.

Notation 1.1.1 St H est un sous-groupe de G, on écrit H < G. Un sous-groupe différent

de G et de {e} est dit sous-groupe propre.

Proposition 1.1.2

Un sous-ensemble non vide H d’un groupe G est un sous-groupe de G si et seulement si
1. ¥(x,y) € HxH, vy € H.

2.Vre H,z'eH.

Remarque 1.1.5

1. Les deux assertions 1 et 2 de la proposition sont équivalentes a

V(z,y) € Hx Hyay ' € Heteg € H.
2. Un groupe G ayant au moins deux éléments admet au moins deux sous-groupes : G et
le sous-groupe réduit o [’élément neutre.

3. 1l est clair que si H est un sous-groupe d’un groupe G et si K est un sous-groupe de

H, alors K est un sous-groupe de G.



1.1. Notion de groupe

Exemples 1.1.4
1. (Z,+) < (@Q,+) < (R, +) < (C,+).
2. (Q%, x) < (R, x) < (C*, x).
3. Les sous-groupes de (Z,+) sont les nZ = {nx,x € Z}, pour n parcourant N .
4. {e} et G sont les sous-groupes triviaux du groupe G.

Proposition 1.1.3
Soient G un groupe, I un ensemble non vide et {H;},.; une famille de sous-groupes de G.

Alors ﬂH ; est un sous-groupe de G.
i€l

Remarque 1.1.6

Une réunion de sous-groupes d’un groupe G n’est pas en général un sous-groupe de GG. Par
exemple, on sait que 3Z et 57, sont des sous-groupes de (Z,+). Montrons que 37 UbZ n’est
pas un sous groupe de (Z,+). On a 3 € 3ZUSZ et b € 3ZU5Z, mais 3+ 5 =8 ¢ 3ZUb5Z.

Donc” 4+ 7 n’est pas interne sur 37 U 5Z.

Sous-groupes engendrés

Définition 1.1.4
soit G un groupe et S une partie de G, on appelle Sous-groupe engendré par S, et On note

< S > le plus petit (pour la relation d’inclusion) Sous-groupe de G contenant S.

Proposition 1.1.4

C’est 'intersection de tous les sous-groupes de G qui contiennent S.

Proposition 1.1.5

Soient G un groupe et S une partie non vide de G on a

<S>={r1..7y,n €N ;€ Soii v;' € S,Vi 1 <i<n}.



1.1. Notion de groupe

Démonstration.
Notons

H:{Hxi,neN*,xiESoﬂx;1GS,W,lSiSn}

i=1
On remarque que S est contenu dans H. Soient x = z;....x,, et y = y;....4y, des éléments de
H, alors zy~ ! = Ty Tply, L..y; ! appartient & H, ce qui preve que H est un sous-groupe

de G, D’ou < S > est contenu dans H, Il est claire que tout sous-groupe de G contenant

S contient H, D’ou < S >. m

Remarque 1.1.7
Si la loi de G est notée additivement, on a

<S>={x1+ ... +xp,,n € N* +2, € S, Vil <i<n} Dou<zxz>={nz,nécl}

Exemples 1.1.5

Soit le groupe (Z,+)
1. Le sous-groupe engendré par Fy = {2} est Hy = 27.
2. Le sous-groupe engendré par Ey = {8,12} est Hy = 47.

3. Le sous-groupe engendré par E = {a,b} est H = nZ ou n = pgcd(a,b).

Sous-groupes normaux

Définition 1.1.5
On dit qu’un sous-groupe H d’un groupe G est normal (ou distingué) dans G s’il est stable

par conjugaison, c’est-a-dire si : Vh € H,Vx € G, zha=' € H .

Notation 1.1.2

St H est un sous-groupe normal de G, on note H <1 G.



1.1. Notion de groupe

Proposition 1.1.6
Un sous-groupe H d’un groupe G est normal dans G si et seulement s’il vérifie les conditions

équivalentes :

1.Vxe G, zH C Hx
2.Vre G, xH = Hx

3. Vred, zHx ' Cc H

4. Ve eG, zHx ' =H

5.Vhe HVr € G zha™' ¢ H

6. 1l existe un groupe G' et un morphisme de groupes [ : G — G’ tel que

H = Ker(f).

Exemples 1.1.6

1. Le centre du groupe Z(G) est normal dans G. En effet, si x € G, alors vg = gx pour

tout g € Z(G). Donc zZ(G) = Z(G)z.
2. Int(G) < Aut(G).
3. 8t G est un groupe abélien, tout sous-groupe est normal dans G.

4. L’intersection de sous-groupes normaux dans G est un sous-groupe normal dans G.

Remarque 1.1.8
Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. Si H est normal dans G, alors

HK est un sous-groupe de G et H est un sous-groupe normal de HK .



1.1. Notion de groupe

Groupe quotients

On considére un groupe G, H un sous-groupe de G, et on définit sur G la relation :
(rRy) < (27 'y € H).

Proposition 1.1.7

1. La relation R est une relation d’équivalence.

2. Soit x un élément de G, sa classe d’équivalence pour la relation R est l’ensemble

xH = {xh, h € H}.

Définition 1.1.6

La relation R est appelée relation d’équivalence a gauche modulo H et xH la classe a gauche

de x modulo H.

Notation 1.1.3
On note (G/H)g (resp.(G/H)d) l’ensemble des classes d’équivalence des éléments de G pour
la relation o gauche(resp.a droite) modulo H. Ces ensembles sont aussi appelés ensembles

quotients & gauche(resp.a droite ) moduloH.

Proposition 1.1.8

Soient G un groupe et H un sous-groupe de G.

1. Toute classe o gauche xH ( resp.a droite Hx) est équipotente & H.

2. Les ensembles (G/H)g et (G/H)d sont équipotents.

10



1.1. Notion de groupe

Définition 1.1.7
Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne (notée multiplicativement) sur

lequel est définie une relation d’équivalence R.
Notation 1.1.4
1. R est compatible o droite (resp. a gauche) avec la loi si, quels que soient x,y a dans
E, on a (xRy) = (zaRya)(resp. (rRy) = (axRay)).
2. R est compatible avec la lov si elle est compatible a droite et a gauche.
Définition 1.1.8

Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. On appelle indice de H dans G, qu’on note

|G : H], le cardinal de l'ensemble (G/H)g (ou (G/H)d).
Théoréme 1.1.1 (de Lagrange)

Si G est un groupe fini, pour tout sous-groupe H de G on a |G| = |H|[G : H]. En particulier,
| H | divise | G |.

Théoréme 1.1.2 (formule de | tindice )

Si H est un sous-groupe d’indice fini d’un groupe G et si K est un sous-groupe de G

contenant H (H C K C (), alors K est d’indice fini dans G et [G: H] =[G : K][K : H].

Remarque 1.1.9

Si la relationn R est compatible avec la loi de G, la loi induite sur G/R par celle de G est
définie par Ty = TY.

Il est clair que si la loi de G est associative (resp.commutative , resp admet un élément
neutre e , resp.tout élément x admet un élément symétrique x~ 1), il en est de méme pour la

loi induite sur G/ R, e est l’élément neutre, I’élément symétrique de x est x 1.

11



1.1. Notion de groupe

Théoréme 1.1.3

Soit G un groupe et H un sous-groupe normal de G, alors la fonction

G/HxG/H — G/H

(zH , yH) — xHyH = xyH

munit G/H d’une structure de groupe. On l'appelle le groupe quotient de G par H. De plus

1. eqy=Het (zH)™' =z 'H.

2. la fonction m : G — G/H définie par w(x) = xH est un morphisme de groupe

surjectif appelé épimorphisme canonique.
3. ker(m) = H.
Notation 1.1.5
En notation additive, on obtient commme loi de composition interne :

(x+H)+(y+H)=(x+y)+H

Groupe Symétrique

Considerons plus en detail le groupe symetrique Sg des permutation d’un ensemble E de

cardinal n commencons par calculer son ordre.

Proposition 1.1.9
Soit n € N*, alors |S,,| = n! plus generalement si E et F' deuzx ensemble de cardinal n alors

lensemble B(E, F) des bijection de E dans F est de cardinal n!

12



1.2. Morphismes de groupes

Remarque 1.1.10

Si E = {1,...,n} on note traditionnellement S par S,, ses élément sont réprésentés par des

matrice 2 X n

Sio € S, onnoteo = ou plus simplement o(1) 0(2).....0(n).

1.2 Morphismes de groupes

Définition 1.2.1

Soient (G, ) et (G', %) deux groupes. Un morphisme (ou homomorphisme) de groupes de

G dans G' est une application [ :G — G’ wvérifiant :

V(z,y) € G x G, f(vxy)= f(x)+ f(y).

Remarque 1.2.1

1. Un morphisme de groupes bijectif est dit isomorphisme(de groupes) . Deux groupes sont

dits isomorphes s’il existe — un isomorphisme de G sur G’ .
2. Si f est un isomorphisme, lapplication réciproque f~' est un isomorphisme.
3. Un morphisme d’un groupe G dans lui-méme est appelé endomorphisme .

4. Un isomorphisme d’un groupe G dans lui-méme est appelé automorphisme de G.

Notation 1.2.1
On note Hom(G, G') l’ensemble des morphismes de groupes de G dans G'. On note End(G)

I’ensemble des morphismes de groupes de G dans lui-méme, qu’on appelle endomorphismes

de G.

Proposition 1.2.1

Tout élément f de Hom(G,G") vérifie les propriétés suivantes :

13



1.2. Morphismes de groupes

3. H<G= f(H)<G.
4. H <G = fY(H)<Gavec f[TYH)={xe€ G, f(x) e H'}.

Notation 1.2.2
Si deux groupes G et G' sont isomorphes, on note G ~ G'. Les éléments de End(G) qui
sont des isomorphismes sont appelés automorphismes de G. Ils forment un groupe pour la

composition des applications, noté Aut(G).

Théoréme 1.2.1 (de Cayley)

Tout groupe G est isomorphe & un sous-groupe du groupe S de ses permutations.

Définition 1.2.2

Soit G un groupe opérant sur un ensemble F.

1. Pour tout g dans G, l'application

Yo B — F

r— g.x
est une permutation de FE.

2. Soit Sg le groupe des permutations de E, application

v :G— Sg

g —= 4

est un morphisme de groupes.

14



1.2. Morphismes de groupes

Exemples 1.2.1

1. Soient G,G" deux groupes et €' ’élément neutre de G'. L’application

f:G—G

x— €

est un homomorphisme de groupes.
2. Soit G un groupe noté multiplicativement et a € G. L’application

b7 —G

n— a"

est un homomorphisme de groupes.

1.2.1 Le noyau et I'image d’un morphisme de groupe

Définition 1.2.3
Le noyeau d’un morphisme 0 : G — G’ noté Ker(0), est le sous-groupe de G formé de

I’image inverse de el par 0 c-a-d :

Ker(0) =0""()={g € G:0(g) =¢'}

D’autre part On considére aussi ['image d’un morphisme 0

[a—
B
—~
>
~—
I
>
—~
9]
~—
I

{0(z) : 2z € G}

Im(0) est aussi un sous-groupe de G'.

Proposition 1.2.2

15



1.2. Morphismes de groupes

Si0: G — G est un morphisme de groupe, alors
1. Le noyau Ker(0) est un sous-groupe de G.
2. 0 est injective ssi Ker(0) = {e}.
3. 0 est surjective ssi Im(6) = G'.

Proposition 1.2.3

Soit f: (G,*,eq) — (H,- ,eg) un morphisme de groupes
1. Kerf est un sous-groupe normal de G.
2. Imf est un sous-groupe de H.
3. f est un monomorphisme si et seulement si Kerf = {eg} .
4. f est un epimorphisme si et seulement si Imf = H.

Exemple 1.2.2
Soit n € N*. On considérons ’application f : Z — C* définie par f(K) = €™k " (C’est

un morphisme du groupe (Z,+) dans le groupe (C*,.) car pour tous k,l € Z,

f(k’—f— l) _ 627ri(k+l)/n _ 627rz'k/n€27ril/n _ f(k?)f(l)

- L’image de f est Im(f) = {e*™™* " | ke Z} = {e>* " | k=0,1,...n—1} = U,.
- Le noyau de f est Ker(f) ={ke€Z| f(k)=1}={k € Z| ™" =1} =nZ .
1.2.2 Automorphismes intérieurs

Soit G un groupe et g € G. La fonction

0, G—G

€T +—— gxg_l

16



1.2. Morphismes de groupes

est un automorphisme de groupe appelé automorphisme intérieur de GG. En effet,

1. ¢, est un endomorphisme : soit z,y € G alors

1 1

¢ (zy) = gryg " = greyg =gz (97'9) yg " = (9z97") (gyg™") .

2. ¢, est inversible d’inverse (gog)fl =@, pour x € G ona

P10 9, () = @y (grg™) = g7 (gug ) (g7 =

g(g7'eg) g7 =, 00,1 (2)
donc

g1 0Py = P00, =ldg

On note Int(G) le groupe des automorphismes intérieurs de G.

Proposition 1.2.4

Soit G un groupe. Alors Int(G) < Aut(G).

Proposition 1.2.5

Soit G et G' deux groupes.

1. §i0: G — G’ est un morphisme de groupes bijectif, alors 0 : G' — G est aussi

un morphisme de groupes bijectif.

2. Aut (G) est l'ensemble des endomorphismes de G bijectifs.

17



1.2. Morphismes de groupes

3. Aut (G) est un sous-groupe de Sg.

Exemple 1.2.3

Soit G un groupe, a € G. Alors l'application

7,:G— G

r — axa~!

est un automorphisme de G appelé automorphisme intérieur. On a 17, = Idc et si G est

commutatif, T, = Idg Ya € G.

Centre d’un groupe

Définition 1.2.4
St G un groupe, On appelle Centre du groupe l’ensemble des éléments qui commutent avec

tous les autre : Z(G) = {x € G ; pour tout g de G, xg = gx} .

1.2.3 Groupe Diédrale D,

Définition 1.2.5

Le groupe diédral D,, est le groupe des isométries d’un plan qui preserve P, .

Exemple 1.2.4

D3 est le groupe des isométries du Triangle.

Dy est le groupe des isométries du Carré.

Dy est le groupe des isométries du pentagone.

Dg est le groupe des isométries du [’hexagone.

e Si f € Dy alors f doit étre une permutation des sommets Ag = Ay, A1, As, A3 Donc les

seuls éléments de D4 sont :Id ,la rotation r de centre O qui envoie Ay sur Ai, la rotation

18



1.2. Morphismes de groupes

r? de centre O qui envoie Ay sur As, la rotation 13 de centre O qui envoie Ay sur As On
remarque que r*(Ag) = Ay = Ag Donc r* = Id mais aussi

S la symétré orthogonale d’axe OAy.

t la symétré orthogonale d’axe la médiatrice a [Ag, Ay].

S’ la symétré orthogonale d’axe OAj.

t' la symétré orthogonale d’axe la médiatrice a [Aq, As).

2

On observe que t = rs , st = r%s , t1 = r3>s Donc Dy = {Id , rr? 13 s,rs,r’s,m3s} est

d’ordre 2.4 = 8.

Générateurs et Ordre de D,,

Soit S la Symétrique orthogonal d’axe OAq et r la rotation de centre O et d’ongle 27 ,/n
Donc S(0) = 0 et S(A;)) = Ap—i , pour tout 1 < i <n—1 r(A;) = A1, pour tout

1<i<n-—1,etr(A,—;) = Ao. Donc s et r préservent P,, d’ou on a le.

Théoréme 1.2.2

Soitn € N, n> 3, alors

1. s,r € D, de plus ordre(s) =2, ordre(r) =n, et srs = r!

2. Dy= (r,s) = {rk LsrF 0<k<n-— 1} est un groupe d’ordre 2n

Démonstration.

1. La premier partie de la proposition est une conséquence de ce qui précéde. Pour
ce qui est de la deuxiéme partie : par définition, une symétrie vérifie s> = Id et
s # Id Donc ordre(s) = 2 de plus puisque r"(4;) = A;r™ (n > 3) fixe au moins
trois points du plan, donc r* = Id et r,r?, 73, ....,r" ! # Id. Donc ordre(r) = n

( le fait quunne rotation d’angle 27 n est d’ordre m est un resultat bien connu et
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1.2. Morphismes de groupes

que Ponvient de rédémontrer ). Maintenant : en posant A, = Ay on a rsrs(4;) =
rsr(A;) = rs(An—it1) =1(A;-1) = A; Ainsi rsrs fixe plus de trois points du plan,

Donc rsrs = Id. D’ou la relation srsr = Id.
2. Les seules isométries qui préservent p,, sont :

(i) Les rotation d’angle 27 ,/n, c’est -a-dire, les r*(Id = r°)

(ii) Les symétries d’axe O Ay et celles passant par les médiatrices des segments
[A;, Ai1] ( qui peuvent étre les mémes, selon que si n est pair ou impair ) : c’est

a dire les sr™ % D’ou le resultat.

1.2.4 Groupes monogeénes et cycliques

Définition 1.2.6
Un groupe G est dit monogéne s’il est engendré par l'un de ses éléments Autrement dit ,

da € G tel que : G = (a).

Définition 1.2.7

Un groupe G est dit cyclique s’il est monogéne et fini .
Proposition 1.2.6

» Tout groupe monogéne est abélien .

» Toutl sous groupe d’un groupe cyclique est cyclique .
Exemples 1.2.5

1. Soient n € Z et S = {n} un singleton de Z. Alors (n) = nZ, donc n engendre nZ, et

nZ est un groupe monogéne engendre par n. En particulier, 7 = (1).
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1.2. Morphismes de groupes

2. Soit n € N*, Alors U, = {e¥*/™ [k = 0,...n — 1} est un groupe cyclique (car

2mik/n 2mik/n

e = (e?™/M)k) engendre par e

3. Soitn € N*, Z/nZ = {0,1,...,n — 1} est un groupe cyclique d’ordre n engendré par

T:0=07, T=1T,3=T47T=2T,..,n—T=(m-1T.

Théoréme 1.2.3

Soit G = (x) un groupe monogéne, alors

1. Si G est infini alors G ~ (Z,+).

2. Si G est d’ordre fini, alors G ~ (Z,/nZ,+).
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Chapitre 2

Etude sur les automorphismes de

groupe

2.1 Les trois théorémes d’isomorphismes

Les < théorémes drisomorphisme > ont pour but de décrire la structure et les propriétés
générales des morphismes de groupes. Ils en donnent des décompositions canoniques.
Dans une terminologie moderne, on dit de I’énoncé suivant qui est la propriété universelle

du quotient de groupes.

Théoréme 2.1.1 (Premier théoréme d’isomorphisme)
Soit G un groupe, N < G et m : G — G/N la surjection canonique. Si 0 : G — G’ est
un morphisme de groupes tel que N C ker (), alors il existe un unique morphisme

¢:G/N — &
tel que 0 = pom. De plus

1. st N = ker (0) alors ¢ est un monomorphisme.
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2.1. Les trois théorémes d’isomorphismes

2. si 0 est un épimorphisme, alors ¢ [’est aussi.

Plus spécifiquement, si 6 est un épimorphisme, et N = ker (), alors ¢ est un isomorphisme.

On peut formuler ce résultat en terme du diagramme commutatif suivant :

0
G — G’
] e

G/N

On déduit immédiatement le résultat suivant.

Corollaire 2.1.1

Si 6 : G — G’ est un morphisme de groupes, alors

G/ker( 0)~Im( 0)

En particulier, si G est fini on a: |G| = |ker ( 0)|-|Im( 0)].

Démonstration. (demonstration de Premier théoreme dlisomorphisme)
e Pour l'existence, on débute en montrant que la fonction ¢ : G/N — G, définie par
@ (xN) = 6(x), est bien définie. Autrement dit, si =N = yN alors on veut vérifier que
0(x) =0 (y) Or, 'hypotheése implique que 2 'y N =N et doncx™ 'y € N C ker ().
Il s’ensuit que 6 (x71y) = e.
Puisque # est un morphisme, il en découle que 6~ (x) 0 (y) = e, et donc que 0 (z) = 0 (y).
La fonction ¢ est donc bien définie.
Pour le reste de I’énoncé du théoréme, on montre d’abord que ¢ est un morphisme de
groupes.
En effet, pourzN , 2/N € G /N on constate que
p(@Na'N) = p(xa’N) = porm(za') = 0(xa!) = 0(x)0(2') = porm(z)pom(a) =

@ (zN) @ (z'N).
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2.1. Les trois théorémes d’isomorphismes

Maintenant, si pour tout y € G’ ona x € G tel que 6 (x) = y ( est un épimorphisme), alors
p(xN)=¢pon(z)=0(x) et donc ¢ est un épimorphisme.

D’autre part, lorsque N = ker (0), on a ker (p) = N .

En effet, si o (zN) =e alors 0(z) = eet donc = € N, mais alorsz € N et N = N.
On en conclut que ¢ est bien un monomorphisme.

e L’unicité de ¢ se vérifie comme suit. Soit ¢ et ¢, tels que : 0 = ponm = ¢ oxw. Pour
r€ Gona :0(x)=por(x)=¢ on(x) donc p(r(z)) =¢ (7 (x)).

Donc pour N € G/N ona p(xN)= ¢ (zN) et donc p = ¢ =

Exemples 2.1.1

1. On a (C/R,+) ~ (R,+) En effet, on observe d’abord que R < C, car (R,+) est

abélien.

De plus, on a un épimorphisme de groupes

f:C—R

défini par 0 (a + ib) = b. Son noyau est ker (§) = R

En vertu du théoréme d’isomorphisme, il existe donc un unique isomorphisme

¢:C/R—R

tel que 6 = pom, comme annoncé.

2. L’application
fi (R, x) — (R*,+)

r — |7
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2.1. Les trois théorémes d’isomorphismes

est un homomorphisme des groupes. Alors, puisque kerf = {—=1,1} et Imf = R%,

R*/{-1,1} ~ R%.

3. Onpose G =(Z,+) et G =0)={1, —1,4 ,—i}, x)<(C", x) alors

défini par :

0 est surjectif et ker (0) = 4Z

alors en applice le premier théoréme d’isomorphisme

Glker( 0)~Im( 0) <— Z/AZ={1,-1,1i ,—i}

Lemme 2.1.1

Soit H un sous-groupe de G et N un sous-groupe normal d’un groupe G .Alors ,

(HUN)=HN = NH.

Théoréme 2.1.2 (Deuxieme théoréme d’isomorphisme).

Soient H un sous-groupe et N un sous-groupe normal d’un groupe G. Alors ,
1. N est un sous-groupe normal de HN.
2. HN N est un sous-groupe normal de H.
3. H/(NNH)= HN/N.

4. si G est en outre fini, alors |[HN| = “ﬁ,’!!%'r

25



2.1. Les trois théorémes d’isomorphismes

Démonstration.

(1.) Grace au Lemme précédent on sait que HN = (H U N) est un sous-groupe de
G qui contient N.Comme N est un sous-groupe normal de G, N est clairement un

sous-groupe normal de HN.

(2.) On considére 'application

f:H — HN/N, f(h) = hN (2.1.1)

Vérifions que f est un homomorphisme de groupes .Pour

huhe € H, f(h1)f(hs) = (i N)(haN) = (hiha)N = f(hihs)

En outre ,h € Kerf ssi hN = N, c’est-a-dire h € N.
Donc Kerf = N N H et en particulier, N N H est sous-groupe normale de H.

(3.) Considérons de nouveau le morphisme (2.1.1) Comme pour tous h € H et n € N,

hnN = hN

il suit que f est surjective.
Le premier théoréme d’isomorphisme nous dit alors que H/(N N H) = HN/N.

(4.) Du point (3.) on déduit que

[H:(HNN)| = [HN : N]
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2.1. Les trois théorémes d’isomorphismes

Alors
|H| _|HN|
| HON | | N|
et dés lors
| H[| N |
HN |= ————.
| | | HNO N |

Exemple 2.1.2
Considérons le groupe additif G = Z, H =97 et K =127. Alors, H+ K =3Z, HN K =
367 et ainsi (92)/(362) ~ (32)/(12%).

Théoréme 2.1.3 (Troisieme théoréme d’isomorphisme).

Soient H et N des sous groupes normauz d’un groupe G avec N < H, alors

1. H/N est un sous-groupe normal de G/N

2. (G/N)/(H/N) = G/H

Démonstration.

(a) Définissons une application

v:G/N — G/H ¢(gN)=gH

On peut facilement vérifier que est bien défini et est un épimorphisme de groupes.

En outre, gN € Kery ssi (gN) = gH = H Cclest- a-dire ¢ € H. Donc
Kerp = {gN /g€ H} = H/N et en particulier H/N est un sous-groupe
normal de G/N.
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2.2. les automorphismes d’un groupe cyclique

(b) Si on applique le premier théoréme d’isomorphisme au morphisme on obtient

immeédiament (G/N)/(H/N) = G/H.

Exemple 2.1.3
27. <1 7

Soient H =27, N =47 , on a 47, 4 7,
47, < 27
27./A7 Q Z]AZ
(Z/AZ)](2Z/A7) ~ 7Z./27Z

2.2 les automorphismes d’un groupe cyclique

Cette section sera consacrée a du résultat suivant :

Etant donné un groupe cyclique G, le groupe des automorphismes de G est isomorphe au
groupe G* des éléments générateurs de G ou G* = { g* :pged (k,n) = 1}. En d’autres
mots Aut (G) ~ G*

Un automorphisme d’une groupe G est un morphisme bijectif de G vers G. L’ensemble des

automorphismes d’un groupe G, note Aut (G), muni de la composition des applications, i.e
(Aut (G) , 0) est un groupe.

La proposition suivante montre que les automorphismes de Z/nZ sont de la forme

fm(f) = mz

avecm € (Z/nZ )" et T € Z/nZ.
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2.2. les automorphismes d’un groupe cyclique

Proposition 2.2.1

Soit n € N*,
1. Pour tout m € (Z/nZ )", Uapplication fm : Z/nZ — Z/nZ definie par : T — MZT
est un automorphisme de Z/nZ.

2. L’application W : Aut (Z/nZ) — (Z/nZ )* definie par : f — U (f) = f (1) est

un isomorphisme de groupes.

Démonstration.

1. L’application fz est un homomorphise. En effet, pour 7,57 € Z/nZ on a:

fﬁ(f+y):m (54‘@: mr+my = fm(@‘i‘ fm@)

Montrons que fr est sujectif, soit y € Z/nZ, 'equation § = fm (T) est équivalente

ay = Tz, comme m € (Z/nZ )*, il existe donc () " € (Z/nZ )*, dit 'inverse
de m, et on a (m)*l = (m)*lm et par suite T = (m)*l 7, ce qui montre que  fm
est bien surjective. Comme fm :  Z/nZ — 7Z/nZ est surjectif et Z/nZ et de
cardinal fini, alors f; est bien injectif, et par conséquent fm est un élément du

groupe (Aut (Z/nZ ),o).

2. Il est clair que si f € Aut(Z/nZ.), alors f (1) est un élément générateur de Z/nZ.
En effet, comme f est surjectif et Z/nZ = (1) alors f (1) € (Z/nZ )™ .Vérifions
tout d’abord que ¥ est un morphisme de groupe. Soit f ,g € Aut (Z/nZ), on montre

quon a ¥ (f og) =V (f) ¥ (g) ce qui équivalent a dire (f og) (1) = f (I)-g(1).

Ona (f og) (T) = f (g(l)) ,a,vecg(T) € (Z/nZ )", alors 31 < k < n — 1 tel que:
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2.2. les automorphismes d’un groupe cyclique

pged (k,n) =1et g (1) =k. Donc

Par conséquent, I'application W est un morphisme de groupe.

Montrons que ker¥V = {idZ /nZ} ce qui permet d’assurer que W est injectif.

Ona :kerV ={f € Aut(Z/nZ):V(f) =1} ={f € Aut(Z/nZ.): [ (1) =1},

comme [ € Aut(Z/nZ) et f (1) =1, alors pour tout ¢ € Z/nZ, on a :

F@O =5 (Tt +T) =tf () =t-1=T

t fois

Donc f (T) = 1= f = idz/nz. Et par suite, ker ¥ = {idz/nz}.

Enfin, Papplication ¥ est surjectif car pour tout m € (Z/nZ )*, 3f m € Aut (Z/nZ),

avec U (frr) = fm(l) =m -I=m.

Finalement , on a bien (Z/nZ )* ~ Aut (Z/nZ.).

Exemple 2.2.1

Pourn =6, ona(Z/nZ )" = {_, 5} , dont la table de Cayley du groupe est décrite ci-contre:

=
oy

i
=
oy

o
o
—_

On a dans ce cas Aut (Z/6Z) = {f7, [z}, avec f;= (9 1234 5)

01 2 3 45
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2.2. les automorphismes d’un groupe cyclique

o |fr| fz
| 5
51 5|t

est idetique a celle & du groupe ((Z/ nZ )~ ,-) ce qui montre que ces deux groupes sont
bien isomorphes.

A présent, on montre que si G = (g) est un groupe cyclique d’ordre n, alors I’ensemble G*

des éléments générateurs de G muni de l'opération * définie ci-dessous dans la proposition

suivant a une structure de groupe commutatif d’élément neutre le générateur g.

Proposition 2.2.2
Soient G un groupe cyclique d’ordre n, d’élément neutre noté 1, et g un générateur de G,

l’ensemble G* des éléments générateurs de G muni de l’opération x définie par :

vgk:7gk' c G* :gk *gk’ :gkk/

avec k, k' € {1,....n — 1}, pgcd(k,n) = 1, pged(k’',n) =1, est un groupe commutatif.

Exemple 2.2.2
Soit G un groupe cyclique d’ordre 6, donc G = {1g,9,9% ¢°,9*,°} et G* = {g,¢°}, dont
la table de cayley du groupe (G*, %) est décrite ci-contre :

lo |9
919 |9
79y

On a par exemple ¢° * g° = g?° = g = (¢®).¢' = 159" = ¢g.
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2.2. les automorphismes d’un groupe cyclique

Proposition 2.2.3

Soit G un groupe cyclique d’ordre n € N* de générateur g.

1. Pour tout g% € G*, Uapplication fy. : G — G, définie par : g' — ¢, avec
0<t<n-—1 est un automorphisme de G.

2. L’application ¥ : Aut(G) — (G)*, définie par f — Y(f) = f(g), est un isomor-

phisme de groupes.
Démonstration.

1. L’application fyx est un homomorphisme. En effet, pour g¢', g" €Gona:

fr(g'g") = fr(gh) = gFH) = gkt = ght gt — £ (g"). fr (g").

Montrons que f,x est injectif : soit (¢*, g"') € G2, alors

frld) = fuldt) = ¢ =g = ¢ =15 < n divise k(t — 1),
n divise K(t —t')
Ona d’aprés le lemme de Gausse, alors n divise t — t/, donc
pgcd(k,n) =1
dqeZ t—t =qgn.

Et commel <t<n-1lel<t <n-—1,alorst—1t =0, donct = t'.Comme
fgo 1+ G — G est injectif et G est de cardinal fini, alors f» est surjectif, et par

conséquent f . est un élément du groupe (Aut(G), o).

2. L’application ¥ est bien définie car si f € Aut(G), alors f(g) est un élément de G*

de sorte que f(g) est un générateur de (G, .).

De plus si f, h € Aut(G) avec f = g, on adonc f(g") = h(g") pour tout ¢t € {0,1,...,n—

1} en particulier f(g) = h(g) ce qui montre qu’on bien ¥(f) = W(h).
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2.2. les automorphismes d’un groupe cyclique

L’application ¥ est un morphisme, en effet, soit f,h € Aut(G), avec f(g) = ¢~
h(g) = ¢* et g¥, g* appartient & G*.

On a (foh)(g) = f(h(g)) = f(g*) = (f(9)* = (¢")" = g" = g" x g* = f(g) x h(g)
ce qui montre W(foh) = U(f)*U(h).

Montrons que Ker¥ = {idg} ce qui permet d’assurer que ¥ est injectif.

On a KerV = {f € Aut(G) : ¥(f) = g} = {f € Aut(G) : f(9) = g}, comme f €
Aut(G) et f(g) = g, alors pour tout 1 <t <n-—1, f(¢') = f(g9.9.....9) = (f(9))" = ¢".
Donc f(g9) =g <= [ ='idg. Et KerV = {idg}, par conséquent ¥ est injectif.

L’application W est surjectif, car pour tout g* € (G)*,3fr € Aut(G)

Avec U(fr) = fx(g) = ¢".

Finalement (G)* ~ Aut(G).

Exemple 2.2.3
Soit G un groupe cyclique d’ordre 5, donc G = {1, 9, 9%, ¢>,g*} et G* = {g,9% 93, g*}. Le

groupe (G, x) dont la

*lg |d|d ¢
9l9g g d|d
table est| @ | @ | ¢ | g | &
Fldlg g7
9199 dy

Dans ce cas Aut(G) = {fg, fo2, [g3, f2}, avec

; le 9 ¢* ¢ ¢ f le g ¢* ¢* ¢*
g: 5 92: }]
le 9 ¢ ¢ ¢* le ¢ ¢* g ¢

33



2.2. les automorphismes d’un groupe cyclique

fg fg fg2 fg3 fg4
Le groupe (Aut(G), o) dont la table est T\ fe | fulfo | foo
fg3 fg3 fg fg4 ng
fg4 fg4 fg3 ng fg
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Chapitre 3

codes a groupe

Monoide

Définition 3.0.1
Un monoide est un ensemble M muni d’une loi interne, i.e. d’une application

T:MxM-—M
qui satisfait aux conditions suivantes :
e L'opération T' est associative : Vx,y,z € M : (¢Ty)Tz = 2T (yT'z).
o Il existe un neutre (unique) e € M tel que Vx € M : xTe = eTx = x.

Remarque 3.0.1

Un monoide (M, T, e) qui est tel que tout élément de M posséde un inverse est un groupe.

Exemple 3.0.4

Tout groupe est un monoide ; (N,+,0) est un monoide qui n'est pas un groupe.

Définition 3.0.2
Soit un monoide M = (M ,., e ) . Un sous-monoide de M est un triplet M ' = (M’ ., €)

tel que :
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3. codes a groupe

3 VNmm eM’':m.m'e M’

» Soit I est ensemble d’indices et si Vi€ I , M; = (M;,.,e) estun sous-monoide

de M, alors ( Nier M;,.,e) est un sous-monoide de M.

» Soit Y wune partie d’un monoide M . On appelle sous-monoide engendré par'Y
le plus petit sous-monoide de M contenant Y , on le note Y* D’aprés ce qui précéde

, Y* est ['intersection de tous les sous-monoides de M qui contiennent Y .

Exemple 3.0.5
Soit N = (N, +,0) Soit A I’ensemble des nombres pairs et B l’ensemble des nombres impairs.
(A,+,0) est le sous-monoide de N engendré par {2} tandis que (B,+, 0) n’est pas un

sous-monoide de N

Définition 3.0.3

Soit M et N deux monoides, un morphisme de M dans N est une application

w:M— N

qui vérifie :

> U (1M) = 1N-

> 1 (xy) = p (x)p(y) , pour tous éléments x ety de M.
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Exemple 3.0.6
L’application

n+— 2"
est un homomorphisme de (N ;4,0) dans (N, x,1) .
Définition 3.0.4

1. Soit M un sous monoide de A*
» M est libérable ssi
VmeM Vmye M, Vwe A" : (mweM etwmye M = we M))
» M est unitaire a droite ssi

VmeM YweA :mweM = we M)
» M est unitaire a gauche ssi

VmeM VYVweA" :ume M = we M)
» M est biunitaire si il est unitaire a droite et a gauche.
2. Soit M une partie de A*
» Un mot w € A* est complétable dans M s’il existe u,v € A* tel que uwv € M.

» On dit que w est incomplétable dans M s’il n’est pas complétable.

» On dit que M est complet si tout mot de A* est complétable dans M ; sinon on

dit que M est coupant.

» Les notions de copmlétude a droite ou & gauche sont évidents.
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3. codes a groupe

Mots et Langages

Définition 3.0.5

Un alphabet est un ensemble fini. Un alphabet sera en général désigné par une lettre grecque
majuscule.

Ainsi A ={a,b,c,d}, N\ ={%,0,90,£},Q ={0,1} sont des alpha-bets.

Les éléments d’un alphabet sont appelés lettres ou symboles.

Exemple 3.0.7
Le biologiste intéressé par l'étude de I’ADN utilisera un alphabet a quatre lettres {A,C, G, T}

pour les quatre constituants des génes : Adénine, Cytosine, Guanine et Thy-mine.

Définition 3.0.6

Soit A un alphabet. Un mot sur A est une suite finie de symbole. Par exemple, abcabb
et aabc sont deux mots sur lalphabet {a,b,c}. La longueur d’un mot w est le nombre de
symboles constituant ce mot, on la not | w |.

Ainsi, | abcabb |= 6 et | aabe |= 4 . L’unique mot de longueur 0 est le mot correspondant
a la suite vide. Ce mot s’appelle le mot vide et on la note 1, ou bien €.

L’ensemble des mots sur A est noté A*. par exemple,

{0,1,2}* = {¢,0,1,2,00,01, 02, 10, 11, 12, 20, 21, 22, 000, 001, ........... }( € est le mot vide).

Définition 3.0.7
Si a est une lettre de lalphabet A, pour tout mot w = ayas...ax € A*; on note par :| w |,=

card{i € {1,2,....k} : a; = a}. Par exemple | abcabb |,= 2 et | aabc |.= 1.

e Fonction de parikh : Soit un alphabet A de cardinaln > 1, et ordonné (A = {aq,as, ..., a,},

avec a1 < ag < ... < ay).

On définit alors la fonction de parikh ¥ : A* — N" par
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3. codes a groupe

Le n-uple ¥(w) est appelé vécteur de parikh de w, il est claire que si n > 2, alors W

n’est pas injectif.

On appelle image miroir d’un mot w = aias...ay le mot w = ay...a;.

Définition 3.0.8
Soit w = aqas...ar un mot sur A, les mots :

1,a1,a1a9,...,a109...a5_1, G103...a) = W

sont les préfixes de w. Un préfive de w différent de 1 et w est dit propre.
De fagon semblable

1, ar,a_1a, ..., as...a1, G1G3...a; = W,

sont les suffixes de w. Un suffize de w qualifié de propre s’il différe de 1 et de w. Soient
1 << j <k, le mota,..a; est un facteur du mot w, on parle de facteur propre lorsque ce

dernier différe de w et de 1, l’ensemble des préfizes (resp. suffizes, facteurs ) de w est noté

Pref(w)( resp. Suff(w), Fac(w)).

Définition 3.0.9
Un langage sur A est simplement un ensemble ( fini ou infini ) de mots sur A. En d’autres
termes, un langage est une partie deA*. On distingue en particulier le langage vide () ; qui

ne contient aucun mot.

Exemple 3.0.8
Considérons l'alphabet A = {a,b,c} ['ensemble {b; ab; aa;babba} est un langage fini.
L’ensemble Lo, des mots sur A comprenant un nombre paire de a est aussi un langage

(infini ), Lyy = { 1,b, ¢, aa,bb, bc, cb, cc, aab, aac, aba, aca, ..., abaacaaa, ...} .

39



3.1. Code a longueurs variables

Définition 3.0.10

Soient L, M C A*, deux langages. La concaténation des langages L et M est le langage,

LM ={uv:ueLve M}

En particulier, on peut définir la puissance n-iéme d’un langage L, n > 0, par :

L" ={wy..w, :Vie{l,...,n},w € L}

Et on pose L° = {1}.

3.1 Code a longueurs variables

Les codes sont les bases des sous-monoides libres, ce sont les ensembles de mots qui con-

duisent a un décodage unique.

Définition 3.1.1

On dit qu'un mot uw € A* est facteur de w € A* s’il existe deux mots f,g € A* tel que
w= fug . St f=1(resp.g =1) on dit que u est facteur gauche ( préfixe ) (resp .droite
(suffixe ) ) de w.

e Le mot u est un facteur ( resp . facteur gauche | facteur droite ) propre si u # w .

Exemple 3.1.1
Soit lalphbet A = {a,b,c} et le mot w = aabe , alors ab est un facteur de w , mais ac

ne l’est pas ; le mot aa est un préfive de w et abc est un suffixe de w.

Définition 3.1.2
Une partie X de A* est préfive ( resp . suf fize ) si aucun facteur gauche ( resp.droite )

propre d’un mot de X n’est dans X , en symboles :
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3.1. Code a longueurs variables

XATNX =0 ou X'X ={1} resp(ATXNX=0 ou XX 1={1}):

o X est bipréfive s’il est a la fois préfizve et suffize.

Définition 3.1.3
Une partie X de A* est un code ssi tout mot de X+ admet une unique factorisation en
mots de X. Autrement dit, toute relation :

/AN / /
T1T9T3...Ty = T TyT3...2,, (CUZ , T € X)

entraine n=m et x; =z, pour tout i=1;2,...,n
On dit qu’un code X sur A est maximal dans A* ( au sens de llinclusion ) si pour tout
code X' C A*,

XCX —= X=X

Exemple 3.1.2
Soit Ualphbet A = {a,b}; l'ensemble X = {a,ab,ba} n’est pas un code puisque :
aba € XT et aba = a(ba) = (ab)a ( le mot aba admet donc deuzx factorisations

dif férentes en mots de X ).

Proposition 3.1.1
Toute partie préfive (resp . suf fixze | bipréfize ) X # {1} est un code, on appelle code

préfize ( resp code suf five , code bipréfize ).

Exemple 3.1.3
Soient lalphbet A = {a, b} et l'ensemble X = {a"b" :n > 1}
Montrons que X est préfize, i.e X 'X = {1}
we XX < Jag, € X, uc A 139=11u
Donc 3 (m;r) € (N*)2: a™b™ = a"b"u
= m=retu=1

Done X7'X = {1}
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3.2. Codes a groupe

Alors X est un code préfize.

Proposition 3.1.2
Soit X  wune partie de A*

X est un code <= (Vw € A*: (X*'wnNX*= Q) et (wX*NX*= 0) = weX.

Proposition 3.1.3
Un sous monoide M de A*est unitaire a droite (resp. a gauche, biunitaire) ssi son ensemble

de générateur minimal est un code préfive (resp. suffize, bipréfize).

3.2 Codes a groupe

Proposition 3.2.1
Soient G un groupe, H un sous-groupe de G, ® : A* — G un morphisme.

Posons X* = ®71(H) avec X l’ensemble minimal générateur de X*. Alors :

1. X est un code bipréfixe.

2. Si @ est surjectif, X est un code mazximal bipréfize.
Démonstration.

1. Nous allons démontrer que X* est sous-monoide biunitaire de A*, en effet, soit p, pg €
X *alors ®(p) et ®(pq) sont dans H d’ou ®(q) = (®(p)) '®(pq) , est dans H et donc

q € X*, ainsi X* est unitaire & droite.
De la méme facon, on démontre que X* est unitaire a gauche.

Donc X est un code bipréfixe.

2. Supposons maintenant que ® est surjectif. Si X* = A*, alors X = A; et par suite

(2) est prouvé. Sinon soit w un mot quelconque de A*, w ¢ X*. Comme P est
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3.2. Codes a groupe

surjectif (P(A*) = G), ®(w) € G; et G est un groupe donc il existe v € A* tel que
®(v) = [®(w)]™!. Les mots vw et wv sont dans X* puisque ®(vw) = ®(wv) =1€ H
et naturallement wow € (X U {w})*, mais wow admet deux factorisations distinctes

en mots de X U {w} :

wvw = w(vw) = (wv)w et donc X U{w} ne peut pas étre un code, pour tout w € X.

Donc X est un code maximal. m
Remarque 3.2.1

e Dans le cas ou le morphisme ® est surjectif, la base X de X* (qui est donc toujours
un code bi-préfive mazimal) est nommée code & groupe. Nous dirons que c’est le code

a groupe défini a partir de G, H et ® , nous le noterons

X(G,H)e ou X (G, H)

ou tout simplement X selons le contexte.

e Soit X = X(G, H)g un code a groupe. Nous dirons que X est de degré d si |G : H] = d.
Nous dirons que X est régulier si H = {1}. Les codes a groupes réguliers sont donc

les bases des noyaux de morphismes surjectifs de A* sur un groupe quelconque .

Proposition 3.2.2

Sotent G un groupe, H un sous-groupe de G:

oA — (G

un morphisme surjectif, et L = ® 1(H) .

L est un monoide complet.
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3.2. Codes a groupe

Démonstration.
L est complet <= Yw € A*, Ju,v € A* : uwv € L
= Yw € A*, Ju,v € A* : ®(uwv) € H

donc Yw € A*, Ju,v € A*: O(u)®(w)P(v) € H
Soit w € A*, [®(w)] @ (w)][®(1)]=1€ H

On pose : ®(u) = [®(w)] ™!, ®(v) = &(1)

donc L est complet. m

Théoréme 3.2.1

Soit X C A* : Alors X est un code & groupe si et seulement si M(X™*) est un groupe.

3.2.1 Codes a groupe avec G =(Z; +)

Proposition 3.2.3
Soit

AT —Z

un morphisme, H un sous-groupe de 7.

Posons

X =o' (H)
avec X [l’ensemble minimal générateur de X*. Alors :

1. X est un code bipréfize .

2. Si ® est surjectif, X est un code maximal bipréfixe.

Exemples 3.2.1
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3.2. Codes a groupe

1. Soit U :{a,b}" — Z définit par :

U est un morphisme surjectif puisque :
Vz€e€Z, 3w e{a,b} :V(w) =2z
Ona,si z=0bw=1,s 2>0w=a*,s z2<0,w=>b"7%.

UH({0}) ={w €{a,b}" :|w|, = |w|,} et [Z:{0}] est infinie.

2. Soit V:{a}" — Z définit par :

U(a)=k, keZ U(l)=0

Montrons que ¥ est un homomorphisme de monoides.

i- U(1)=0 par défnition.

ii- Soit w,w € {a}": U (ww) =k|ww| =k (Jw]+ |

) =k |wl+k|w'| =
U (w) + ¥ (w)

donc ¥V est un homomorphisme
Soit H =nZ, n € N, un sous-groupe de Z
Ut (nZ) = {we{a}": ¥ (w)€nZ}

= {we{a}": k |w| €nZ}
= {wei{a}": k|lw| = 0(modn)}
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3.2. Codes a groupe

weVt(nZ) <= klw = 0(modn)

<~ klw/=0

— k-w| =0

par exemple : sin=>5 et k=2

|w| 0|1(2]34
2-|w||0]2/4|1|3
we PV (5Z) <= 2|w|=0(modbH)
— ﬁ:5-fy,7€N
Done X*={w=(a")=(a*)",y €N} et X ={d"}
> sin=06 et k=4
|w| 0[1|2(3|4]|5
4-|lw| |0]4|2]0|4|2
we X — weV(6Z)
< 4|w| = 0(mod6)
<~ |w| =0(mod6) ou |w| = 3(mod6)
Donc :

X' = {w = (aGV) = (aG)’Y,’y € N} U {w = g%t = g3 (aﬁ)a, a € N}

Alors :

X = {a*}
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Proposition 3.2.4

soit X un code a groupe. Alors X est fini si et seulement si X = A™.

3.2.2 Codes a groupe avec G =(Z/nZ; +)

Proposition 3.2.5
Soit

b A" — Z/nZ

un morphisme, H un sous-groupe de Z /nZ,
definit par ®(a) =1 pour tout a € A et ®(1) =0
Posons

X* =907 (H)
avec X l’ensemble minimal générateur de X*. Alors :
1. X est un code bipréfize.
2. Si ® est surjectif, X est un code mazimal bipréfize.
Exemples 3.2.2
1. Soit Z/nZ le groupe cyclique d’ordre n et ® : A* — Z/nZ le morphisme défini

par : ®(a) =1,Va € A, &(e) =0

X* =2 ({0}) ={w € A*: |w| =0(modn)}

et X (Z/nZ, {6})<1> est le code uniforme de longueur n donc X = A".

2. Soit

®:{a, b} — Z/2Z

47



3.2. Codes a groupe

défini par :

P(a)=0et ®(b)=1et ®(1)=0

&1 ({0}) ={w € {a,b}" : |w|, =0 (mod2)}.

Sa base X =ba*bU{a} est donc un code & groupe régulier de degré 2.

Théoréme 3.2.2

Soit X C A* un code a groupe. Alors X est rationnel si et seulement si il est de degré

fini

Exemple 3.2.3
Soit

P :{a, b} — Z/2Z

défini par :
Pa)=0et ®(b)=1 et ®(1)=0
o' ({0}) ={w €{a,b}" : |w|,=0(mod2)} .

Sa base X = ba*bU{a} est donc un code a groupe réqulier de degré 2, donc X est rationnel.

Théoréme 3.2.3
Soit X C A* un code fini. M(X*) est un groupe si et seulement si X = A™. Et dans ce cas

M(X™*) est cyclique d’ordre n.
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3.2.3 Codes a groupe avec G =(S,, , o)

Proposition 3.2.6
Soit

o AT — 5,

un morphisme, H un sous-groupe de S, .
Posons

X*= o '(H)
avec X [’ensemble minimal générateur de X*. Alors :

1. X est un code bipréfize.

2. Si ® est surjectif, X est un code maximal bipréfize.
Exemples 3.2.4

» Soit A= {ay,as,...a,_1}
et
U: A" — (Sy,0)
définie par :
U(a)=T i41,1<i<n-1 et¥(l)=idp, FE=N,={1,2,..,n} ou

Iy it1 est la permutation qui échange i et i + 1. W est un homomorphisme de

monoides.

» Soit H un sous-groupe de S,,, H le groupe Alterné c’est-a-dire H = {0 € S,, : € (0) = 1},
(o) est la signature de o, définie par e (o) = (—=1)" tel que T est le nombre de

transpositions qui composent o.
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X* = UV H)={we A U(w) € H}
Ona :
= {we A* : |w| paire}

o si A= {a1}, on a donc ¥ : A* — (Sy,0) définie par :

et
E =N, ={1,2}
X* = U Y(H) = {we A*: U (w) € H}

= {we A* : |w| paire}
= {1»@16L17a1a1a1a1,a1a1a1a1a1a17--}

Et donc X = {aja,} = A2,

o Si A= {ay,az}, ¥: A* — (S5,0) définie par :
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3.2. Codes a groupe

E =N;={1,2,3}

Et par conséquent
= {we A*:V(w) e H}

= {weA*: |w|l paire}

EFt X = {(1,1@1, 10209207, CLQ(IQ} = A2

e Si A=/{aj,az,a3},V:A* — (Sy4,0) est donc définie par :

E =N, ={1,2,3,4}

{we A*: ¥ (w) € H}

= {we A*:|w| paire}
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A2
X = {a1a1, a1a9, a1a3, asay, azas, asas, azay, agas, azaz} = A
e Si A={aj,as,...,an 1}

X* = UYH) = {we A : ¥ (w) € H}
= {we A*:|w| paire}
Et X ={a1a1,a10q,...,a10,_1, G201, A2G9, ..., Q20 1, ey Qp 1071, Ay 1G9 <y Ay 1Qpy1 } =

AQ
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Conclusion générale

Nous avons présenté dans ce travail la notion de groupe et les applications sur les codes

et on a construit des codes & groupes dans les cas particuliers suivants :

e codes a groupes dans le cas ou G = (Z,+) et H =nZ ,n € N.
e codes a groupes dans le cas ou G = (Z/nZ,+).

e codes a groupes dans le cas ou G = (S5,,,0) et H = A,,.
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