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Introduction

Dans notre expérience quotidienne on trouve plusieurs types des ondes (sonores, élec-
tromagnétiques comme les ondes du radio ou ondes lumineuses, ondes d’eau, ondes élas-
tiques...etc.). Bien que les phénoménes ci-dessus montrent plusieurs différences, ils partagent
également de nombreuses similitudes. Le modéle mathématique le plus simple qui modélise

de tels phénoménes dans la dimension un est I’équation suivante (dite d’onde)
ug = (Cug) , = €[0,L],t>0.

La solution u(z,t) peut décrire le déplacement d’une corde élastique étirée a la coordonnée
x et linstant ¢, L est la longueur de la corde et ¢ indique la vitesse de propagation d’onde.
Lorsque la corde est homogéne, c’est a dire les propriétés physiques de la corde ne dépend
pas de z, la vitesse de propagation ¢ > 0 est constante.

Dans ce travail, on s’intéresse au cas ou la vitesse de propagation est variable. Plus pré-

cisément, on considére que

=2x% pour z €[0,L]et0<a<?2,

et dans ce cas, on a I’équation d’onde suivante
uy = (x%uy), x €[0,L], t > 0.

Comme la vitesse de propagation s’annule au voisinage de 0, I’équation est dite dégénérée.
L’étude de tels types de problémes est bien plus compliquée que les problémes non-dégénérés.

Malgré cette dégénérescence, on peut démontrer que cette équation a une solution unique
dans certain espaces de Sobolev avec poids. Ce résultat, démontré dans les travaux [4, 10] a
été détailler ici ainsi que quelque résultats de stabilité et de régularité pour la solution. De
plus, nous avons fait une étude numérique pour le cas 0 < a < 1 qui n’a pas été abordée

dans les travaux précédents.



Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques définitions sur les espaces de Lebesgue
et de Sobolev. On présentera ensuite des résultats classiques sur I'existence et I'unicité des
solutions pour I’équation d’onde non-dégénérée.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude de I'équation d’onde dégénérée. Pour démon-
tré l'existence, nous avons utilisé la méthode des perturbations pour obtenir un probléme
approché non-dégénéré et dont l'existence est déja assurée. En passant la limite dans le
paramétre de perturbation on établie I’existence de la solution pour le probléme dégénéré.

Dans le troisiéme chapitre, une étude numérique du probléme est réalisée. On a appliqué
un schéma numeérique aux différences finies pour ce probléme et on a présenté la solution

numérique pour différentes valeur de «.



Chapitre 1
Préliminaires

L’objectif de ce chapitre est de rappeler 'essentiel des notions et résultats classiques qui

seront utilisés tout au long de ce mémoire, pour les démonstrations complétes, voir [1, 4, §].

1.1 Espaces LF(0, L), L*(0,T; X)

1.1.1 Espace LP(0, L)

— Soit L > 0. Pour 1 < p < oo, on appelle LP(0, L) I'espace des fonctions suivant :

L
LP(0,L) = {u : (0, L) — R; w mesurable et / lul” do < oo} :
0

. :
u sl o) = ( [t dx) |
0

LP(0, L) est un espace de Banach séparable, qui est réflexive pour 1 < p < 4o0.

Muni de la norme

— Pour p = 2, on définit L*(0, L) comme suit
L
L*(0,L) = {u : (0, L) — R; u mesurable et / u|® dz < oo} :
0

Muni de produit scalaire

L
(u,v), = / wvdz,
0
L?(0, L) est un espace de Hilbert.

— Pour p = oo, on appelle L>(0, L) I'espace des fonctions qui ont un sup essentiel fini,

et on note

L*(0,L) = {u: (0,L) — R; u mesurable et 3¢ > 0 telle que |u(x)| < ¢ p.p. sur (0,L)}.



Muni de la norme
us [l gy = inf {e > 05 [u(@)] < ¢ pp.sur (0, L)},

L>(0, L) est un espace de Banach.

1.1.2 Espace LP(0,T; X)
Définition 1.1 Soit X un espace de Banach.

i) Pour 1 < p < 400, on définit LP(0,T; X) comme ’espace des fonctions mesurables

définies sur (0,T) a valeurs dans X, telles que fOT |lu(t)]|% dt < +o0, et on note

T
LP(0,T; X) = {u : (0,T) — X mesurable telle que / lu(t)|% dt < +oo} .
0

T D
u sl = ( | o dt) 7
0

LP(0,T; X) est un espace de Banach.

Muni de la norme

Jun

it) Pour p =2,
T
L*(0,T;X) = {u : (0, T) — X mesurable telle que / Ju(t)||% dt < —1—00} :
0

Si X est un espace de Hilbert, de produit scalaire (.,.)x, alors L*(0,T; X) est aussi un

espace de Hilbert muni du produit scalaire,

T
(U’U)LQ(O,T;X) = / (U7U)X dt
0

i1i) Pour p = oo, on définit L>°(0,T; X) comme l’espace des fonctions sur (0,T) & valeurs

dans X, qui ont un sup essentiel fini, et on note
L0, 7;X) ={u:(0,T) = X mesurable | 3C >0, [|u(t)||y < C p.p. sur (0,T)}.
Muni de la norme

wis [ull o) = inf {0 2 0 u(®)ll < ¢ pp. sur (0,7)}.



1.2 Espaces de Sobolev

1.2.1 Espaces H', H? H} H™!

On rappel que 'espace de Sobolev classique H'(0, L) est définie comme 1’espace des fonc-
tions dans L?(0, L), dont les premiéres dérivées au sens des distributions sont des fonctions
dans L?(0, L)

HY(0,L) = {u € L*(0,L) | % C LQ(O,L)}.

H*(0,L) = {u € L*(0,L) | g—z € Hl(o,L)}.

Le produit scalaire et la norme dans H'(0, L) sont donnés, respectivement par

L L
(u,v), = / uvdx —|—/ Vu - Voudz,
0 0
et

L L
el o) = / Wdi + / Vul? d.

On note par H;(0, L) 'espace des fonctions de H'(0, L) qui s’annule sur les frontiéres
HY(0,L) = D0, L) " est la fermeture de D(0, L) dans H(0, L).
On peut démontrer que
H(0,L) c C([0, L]) et H*(0,L) c C*([0, L)).
On note par H~1(0, L) l'espace dual de H}(0, L), i.e.,

H7(0.1) = (H(0. 1))

1.2.2 Espaces H} H} H?

Pour le probléme considéré dans les chapitres suivants on a besoin d’introduire quelques

espaces de Sobolev avec poids.

Fonction absolument continue dans [0, L]

Définition 1.2 Une fonction & valeur réelle u sur un intervalle compact [0, L] est dite ab-
solument continue si u a une dérivée u' presque partout, la dérivée est Lebesque intégrable,
et

u(z) = u(0) + /Ox o' (t)dt,

pour tout x sur [0, L].



Fonction localement absolument continue dans (0, L]

Une fonction a valeurs réelles sur (0, L] est dite localement absolument continue sur (0, L]
si xg.u est absolument continue sur [0, L], pour tous compact K C (0, L.
Espace H}

1. Pour 0 < a < 1, on définit 'espace de Hilbert H}(0, L) comme suit

u est absolument continue dans [0, L],

HY(0,L) = ue L*0,L) )
r2u, € L?(0,L) et u(0) = u(L) =0
2. Pour 1 < a <2, H(0, L) est définit par

u est localement absolument continue dans (0, L],

H,y(0,L)=quelL?0,L) |
r2u, € L*(0,L) et u(L) =0

De plus H}(0, L) (a > 0) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(4, V) 10,y = /L (uv + 2%uyv,) dx, Yu,v € HL(0, L),
0
et la norme associé
by 0.y = (NelFocoy + 25l ) (1.1)

Remarque 1.3 1l est claire que HY(0, L) C HL(0, L), pour o € (0,2).

Espace H

On définit I'espace H*(0, L) comme P'espace dual de H(0, L), que 'on muni de la norme

[u] Hx(0,L) — sup  (u, U>H§(0,L)xH;(o,L) :

lull g7 0,2, =1
Espace H?
1. Pour 0 < a < 1, l'espace H2(0, L) est définit par
H:={ue HY0,L) | **u, € H'(0,L)}.
2. Pour 1 < a < 2, on définit H2(0, L) par

HX(0,L) = {ue HY)0,L) | z"u, € H'(0,L), }
u est localement absolument continue dans (0, L],

= QuelL*0,L)
z*u € Hy(0,L), 2*u, € H (0, L), et (z*u,)(0) =0



Remarque 1.4 Notons que si u € H2(0, L), alors
— u satisfait uw(0) = u(L) =0, si 0 < a < 1.
— u satisfait (x%u,) (0) =0 et u(L) =0, si 1 <a < 2.

1.3 Equation d’onde sur l’'intervalle (0, L)
On appelle équation des ondes (linéaire) 'EDP d’évolution,
Uy — Uy = 0,

t est le variable de temps, x est le variable de 'espace et ¢ est un nombre réel positif donné,

qui représente la vitesse de propagation de I'onde.

1.3.1 Equations hyperboliques
Nous étudierons le probléme avec conditions initiales et aux limites suivant :

uy + Au = f, (z,t) € Qr,
u(0,t) = u(L,t) =0, te (0,7), (1.2)
u(z,0) = ug, ug(x,0) = uy, x€(0,L).

Le symbole A désigne un opérateur différentiel de second ordre, ayant soit la forme
Au = —(a(x)uy)., (1.3)

oll a est une fonction de classe C*(0, L).
2

L’opérateur différentiel partiel — + A est dit (uniformément) hyperbolique, si on suppose

ot?

qu’il existe une constante 6 > 0, telle que

a(r) >0, (1.4)

pour tout z € (0, L).

1.3.2 Solutions faibles

Supposons que A a la forme (1.3) et satisfait (1.4). Cherchons une notion appropriée de

solution faible pour le probléme (1.2).



Définition 1.5 (Voir [8]) Soient f € L?(0,T; L*(0, L)), uo € H}(0,L), et soit u; € L*(0, L).

On dit que v € L*(0,T; H3(0, L)) est une solution faible du probléeme (1.2) si
uy € L*(0,T; L*(0, L)) et uy € L*(0,T; H (0, L)),

et

1. Pour toute v € L*(0,T; Hy (0, L)),

/OT (u(t),v(t)), dt + /OT /OL a(x)uzv dedt = /OT /OL fodzdt.

2. u(0) = ug, u(0) = uy.

Remarque 1.6 La condition 1 peut étre énoncée dans la forme équivalente

1. Pour toute v € H}(0,L) et p.p. t € (0,T),

<utt(t)7 U>* + (a($)ux<t)7 Ux)o = (f(t)v U)O .

1.3.3 Existence et unicité

(1.5)

(1.6)

Théoréme 1.7 (Existence et unicité) Supposons que ug € Hi(0,L), uy € L*(0,L) et

€ s , , alors il existe une solution faible unique u du probleme (1.2) satisfai-
L?(0,T; L*0, L [ il ext luti bl ) d ble 1.2 sfai

sant

u € C([0,T); H3(0, L)), u; € C([0,T); L*(0, L)) et uy € L*(0,T; H (0, L)).

Démonstration. (Voir [7]) m

Théoréme 1.8 (Régularité) Supposons que ug € H*(0,L) N H(0,L), uy € HY(0,L) et

€ L*(0,T; L*(0, L)), alors il existe une solution faible unique u de probleme (1.2) satisfai-

sant

u € C([0,T); H*(0, L)NHy (0, L)), u, € C([0,T); H3(0, L)) et uy € L*(0,T; L*(0,L)). (1.7)

Démonstration. (Voir [7]). m



1.4 Quelques inégalités utiles

Inégalité de Young

1 1
Supposons que 1 < p < oo, on désigne par p’ I'exposant conjugué de p. i.e., — + — = 1.
p p
Rappelons l'inégalité de Young
1 1.
ab < —a’ + =¥ Ya >0, Vb>0. (1.8)
p p
Sip=p' =2
1
ab < 5 (a* +0%), (1.9)
qu’on utilisera aussi sous la forme
1 1
—a)(2V2b) < ~a® + 4b%. 1.10
(J50)(2v2) < Ja + (1.10)
Inégalité de Holder
Soient u € LP(0,L), v € L (0,L) avec 1 < p < oco. Alors uv € L'(0, L) et
L
|t de <l ol (111)
0
Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soient u € L*(0, L), v € L*(0,L). Alors uwv € L*(0, L) et
[(u, )| < flul 2 f[vll 2 - (1.12)
C’est-a-dire ) .
L L 2 L 2
/ u(z)v(z)ds| < (/ |u(x)|2ds) </ |v(m)|2ds) :
0 0 0
Inégalité de Gronwall
Lemme 1.9 (Voir [8]) Soient U(t) est une fonction continue sur [0,T] qui satisfait
t
U(t) < cl/ W(s)ds + C,
0
pour des constantes Cy,Cy > 0. Alors
W(t) < Oy(1+ Cyte™) pp. 0 <t < T, (1.13)

En particulier, si
t
V) <G [ ws
0

pour p.p. 0 <t < T, alors U(t) = 0.



Inégalité de Hardy-Poincaré

Hardy-Poincaré est une inégalité importante qui joue un role similaire & celui des inégalités

de Poincaré. On démontre que ([1])
L L
Yue HL(0,L), / widr < C/ ruider,
0 0

pour un certains C' > 0. Ceci implique que

Vu e H014(07L)7 HUHLQ(O,L) <C Hx%uﬂfHLZ((LL) : (114)
D’aprés (1.1) et (1.14), on voit que
L 2
Ve B0, Julgon = ( [ nade) (L15)
0

e L, . 4 . N
avec u — ||z 2u, ) définit une norme équivalente & la norme u — ||ul| 1 g 1)-
« ?

HL2(0,L

Formule de divergence

Théoréme 1.10 Supposons que §2 est un domaine régulier de R avec T est le vecteur dunité
normal o 0S) orienté vers ['extérieur. Pour tout champ de vecteurs régulier W dans Q, nous

avons

/diva?d:cz W - Wdo(x), (1.16)
Q o0

ot do(z) est la mesure de Lebesgue sur OS).

10



Chapitre 2
Equation d’onde dégénérée

Dans ce chapitre on va faire une étude théorique (existence et unicité) du probléme consi-

déré dans ce mémoire.

2.1 Position du probléme

Soient T'> 0, L > 0, a € (0,2) et I'ensemble @ = (0, L) x (0,7). On considére I’équation
d’onde dégénérée linéaire suivante :

(

Yt — (T%Ye)e = f, (z,1) € Q,

y(0,t) =0, 0<a<l) fe (0.7).
2%y;(0,¢) =0, (1<a<2) (2.1)

y(L,t) =0, te (0,7),

L y(lE, O) = y()(w)’ yt(x,()) = yl(x)a T e (O7L)>

ol

f € L0, T; L*(0, L)) et (yo,y1) € H:(0, L) x L*(0, L). (2.2)

C’est un probléme dégénéré, parce que a(xr) = z® ne satisfait pas I'hypothése (1.4). La

condition x%y,(0,t) = 0, pour 1 < a < 2, veut dire que lir% x%y,.(0,t) = 0.
z—

2.2 Existence et unicité des solutions

Dans la suite, nous démontrons que le probléme (2.1) est bien posé, et qu’il admet une

solution faible unique.

11



2.2.1 Formulation faible
Nous multiplions I"équation de (2.1) par une fonction test ¢ satisfaisant
¢ € L*(0,T; H:(0, L)) tel que o, € L*(Q) et (., T) = 0.

11 vient

/ Yupdrdt — / Y, )ppdadt = / fodxdt.
Q

On l'intégrant par partie, on obtient
T

L T
/ Yppdx| — / yrpdrdt — / Y pdt
0 0 0

En tenant compte du faite que

—l—/a:o‘yxgozdxdt:/f(pdxdt.
Q Q

fOL yi(z, T)p(x, T)dz = 0,
T (2) (0, 8)0(0, £)dt = 0,
S (@) (L, (L, t)dt = 0,

on obtient

L
/(—ytgot—i-xayzgox)d:cdt—/ ylw(x,O)dx:/fgod:cdt. (2.3)
Q 0 Q

Précisons maintenant le sens de la solution faible du probléme (2.1).

Définition 2.1 Une fonction y € C([0,T); H:(0,L)) N CY([0,T); L*(0, L)) est une solution
faible du systéeme (2.1), si y(z,0) = yo(z) et dans (0,L) et elle satisfait (2.3) pour toute
o € L*0,T; HL(0,L)) tel que p, € L*(Q) et p(.,T) = 0.

On ne peut pas obtenir 'existence d’une solution pour le probléme (2.1) a partir du

théoréme 1.7, parce que nous perdons la coercivité dans le terme (2%y, )., i.e.,
36 > 0 telle que 2* > 6, pour x € (0, L).
On utilisant une méthode de perturbation, on veut démontrer le théoréme suivant
Théoréme 2.2 Sous ’hypothése (2.2), le systéeme (2.1) a une solution faible unique
y € C([0,T]; H,(0, L)) N C*([0,T]; L*(0, L))
De plus, il existe une constante C = C(T, L, «) tel que

2 2 a 2
||y||Loo(0,T;L2(0,L)) + ||yt||Loo(0,T;L2(o,L)) + H"EQ ym”Loo(O,T;H(O,L))

2 2 2
< CUf e omz20,0) + 1Wollmo,n) + 11llz200,0))- (24)

12



Pour démontrer ce théoréme, on divise la démonstration a plusieurs étapes

— On considére le méme probléme mais avec des données réguliéres.

— On introduit un petit paramétre de perturbation £ pour que le probléme devient non
dégénéré et dont l'existence et 'unicité qui sont assuré par le théoréme 1.8.

— En passe a la limite dans ¢.

— Enfin, en passe a la limite dans les données réguliéres du probléme et déduit le théoréme

2.2.
probléme dégénéré probléme perturbé
régularisation perturbation
probléme dégénéré = avec des données = avec des données
n—+o0 e—0
réguliéres réguliéres

2.2.2 Equation d’onde perturbée
Supposons que f et (yo,y1) satisfait
fe LY0,T; L*(0, L)), yo € H*(0, L) N H(0, L) et y; € Hy(0,L). (2.5)
Soit € > 0 et considérons le probléme suivant

i — ((z° +€)yx)m f; (z,1) € Q,
y°(0,t) =

(0, ye(L,t) = t€(0,T), (2.6)
Y= (2,0) = yo(2),y; (x, O) =y (x), z€(0,L).

C’est un probléme non dégénéré puisque
) =¢,2%+e>¢e Vre (0,L).

D’aprés le théoréme 1.8, le systéme (2.6) admet une solution unique y° satisfaisant (1.7).

Dans toutes les démonstrations suivantes, la constante C' peut varier d’une ligne a I'autre.

2.2.3 Estimations & priori pour le probléme perturbé avec des don-
nées réguliéres

Lemme 2.3 Sous U’hypothése (2.5), il existe une constante C = C(T, L, ) tel que

2 2 o 2
”yanLO"(O,T;L?(O,L)) + Hyt€||L°°(O,T;L2(O,L)) + H Vo + € |y;] HLOO(O,T;L2(0,L))

2 2 2
< CUf e omz20,0) + 1ol o,n) + 11llz200,0))- (2.7)
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Démonstration. Comme y° satisfait (1.7), on peut multiplier les deux cotés de la pre-

miére équation dans (2.6) par y5 € L*(0,T; H}(0, L)) et en intégre sur Q, = (0, L) x (0, s)

/ Vi, dadt — / (™ + e)yS)yidrdt = | fydadt.
S S QS

On intégrant par partie dans le deuxiéme intégrale, on obtient

/ 2dt/ \t\ dxdt—/(:c + &)y y;dt

Comme y; € Hj(0,L), alors [ (z* + €)ySy; dt’o =0, il vient

/ 2dt/ (15 " + (2 + ) [y ") dedt
— 2/ |y (, 8)‘ + (2% + ) |ys(z, 3)\ dg;_%/ |yf($70)!2—(:€a+5) ’yi(x,())\2dx

fy;dxdt.
QS

L
+ / (x* + e)ysypdedt = [ fyjdadt.
0 s Qs

Appliquons 'inégalité de Cauchy-Schwarz sur le deuxiéme terme, on obtient

/0 (19 (2, 9) 2 + (° + €) [, 9)[2) da

L s
€ 2 @ € 2 €
S/O (ly; (2, 0)" + (2 + €) |y; (, 0)) )d$+2/0 11 220,00 192 | 220, @t
L ) ) T
< [ it 00 + 0 + ) i OF) o+ 2ma Dl | 151 .

Ceci implique que

L
was [ (459 + (04 2) (o, 5)) do
0

s€[0,T
T

L
€ 2 e € 2 €
< [T OF + @+ ) OP) o+ 2 (50 [ 15T

Par I'inégalité de Young (1.10), on obtient

mae [ (1(es) 4 (07 + )l (o, o) ) d

SG[O,T] 0

L T 2
£ « 15 1
< /0 (’yt ($a0)|2 + (2% + ) [yz (2, 0)] ) dr + — As max ||y; HL?(O,L) +4 (/0 Hf”L?(o,L) dt)

€[0,7]

< [ (0P + @+ ) i 0P do+ pmax [ (i) + @7 ) o)) do

4 s€[0,T)
T
4 ( [ 15l dt)

2
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1 L
On fait la soustraction de (Z H}(?)T(} / (Jy5 (=, S|P + (% + ) |y (x, 3)\2) dgc) de les deux co-
se|0, 0

tés d’inégalité, on obtient

3

L
e [ (o0 + 6 42 i )

T

L 2
S/O (ny($70)|2+($“+6)|y§($,0)|2)d93+4(/0 ||f||L2(O,L)dt) :

Donc

L
mae [ (i s)f + (0 4 2) (o o)) da
SG[O,T} 0

T

< C/O (1 (2, 0)]* + (2 + &) [y (2, 0)|*) dz + C (/0 11 2200 dt) . (2.8)

D’autre part, on note que
o) = @0+ [ o)
0
s 2
€ 2 € €
N (U T
0
Comme (a + b)* < 2a® + 202, il vient
S 2
o) <2070 +2 ([ viteoras)
0
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

s <200 +2 ([ o) ([ oo

et en l'intégrant sur (0, L), il vient

L L s L
/ (e, )P de < 2 / 1y (2, )2 da + 25 / / i (2, o) dedo. (2.9)
0 0 0 0

Par I'addition de (2.8), (2.9) et de [ fOL (ly°]* + (x° + ) |y5|?) dzdo, a le deuxiéme terme,

on obtient

L
max / (I (2, 9) + 1 (@, $)F + (2 + <) [, 9)) d
s€[0,T] Jo

<[ [ (0 @OR + b0 + (@ +2) bt 0F) da

g L 2 2 2 g ’
+/0 /0 (17 + Iy + (& + ) 2] )dxda+</0 ||f||L2(07L)dt) ]
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En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient

2 o2 — 2
9% 2o 0.7:0200,2y) + 192 2o 0722 00,0)) T [V + e \3/5|HL00(07T;L2(07L))

2 2 2
< CUIf e or20,0)) + W1Wollao.z) + 191llz2,ry)- (2:10)

2.2.4 Existence de solutions pour le probléme dégénéré avec des

données réguliéres

Maintenant, on va passer a la limite dans ¢, i.e., € — 0.

Lemme 2.4 Sous U’hypothése (2.5), le systéme (2.1) a une solution faible
y € C([0,T]; Ha(0,L)) N CY([0,T]; Hy(0, L)),

de plus

2 2
lllcormory + 1Wlloorzo.0)
< C(||f||2Ll(o,T;L2(o,L)) + ||?/0||§{(1¥(07L) + ||yl||i2(o,L))- (2.11)
Démonstration. Par (2.10) on trouve
(v°). est borné dans  L>(0,T; L*(0, L)),
(y5). est borné dans  L*°(0,T; L*(0, L)),
(Vaz®+eys)_ est borné dans L>(0,T;L*(0, L)).
Dong, il existe une fonction y € L>(0,T; L*(0, L)) satisfait y, € L>(0,T; L*(0,L)), et on
peut extraire des sous-suites notée (y), (y;”) et (v + ey’ ) qui convergent faiblement,
tel que lorsque j — +o0,
Yy =y dans L*(Q),
T dans L*(Q), (2.12)
VIo ey — Va%y, dans L2(Q).

Rappelons que (y%) est la solution faible du probléme suivant

i — (@ + &)y’ )e = f, (z,1) € Q,
yei(0,t) = y5i (L, t) = 0, t e (0,7), (2.13)
yej(x70) :yO(x)7y§j(x70) :yl(x>7 LS (07L)
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Soit ¢ € C™(Q), avec ¢ = 0 au voisinage de {0} x (0,7),{L} x (0,T) et (0,L) x {T'}. On

multiplie équation de (2.13) par ¢ et en l'intégrant sur @

/yfggodsndt—/((:va—i—e) ;'Zj)xgocmdt:/fgadxdt.
Q Q Q

11 vient
T

T
—/yfjcptdxdt—/ (% + &)y edt
0 Q

0
= / fodxdt.
Q

L
Comme (fOT(:cO‘ + €)y§jg0dt’ = O> et ( OL v, (x, T)o(z, T)dr = O) , alors
0

L
+/(ma+€) “ip drdt
0 Q

L
/ Y, pdx
0

L
[ et @ v o] dode— [ (@yplw0)de = [ fodsar
Q 0 Q
D’aprés (2.12), lorsque € — 0, on trouve
L
/ [—yip; + 2%Yup,] dudt — / yi(x)e(x,0)dr = / fodadt.
Q 0 Q

On obtient que y satisfait (2.3) pour tout ¢ € L*(0,T; HX(0, L)) avec ¢, € L*(Q) et ¢(.,T) =
0. D’aprés [10] on a de plus y € C([0,T); HL(0,L)) N C*([0,T]; L*(0,L)). Donc y est une
solution faible du systéme (2.1) associé avec les fonctions réguliéres (yo,y1) et f.

En utilisant la semi-continuité inférieur des normes, i.e.,
liran_gonf |ufl| > ||ull, si v’ — w, (2.14)
et en passant a la limite inférieure dans (2.10), on obtient
9170 75220.00 + el 02000y 195 18l 012200
< lim inf Hyuiw(o,T;LZ(o,L)) + lim inf Hyt”im(O,T;LQ(O,L)) + lim inf [V + ¢ [ya Him(O,T;Lz(M))
< C(Hf”il(O,T;LQ(O,L)) + ||?J0||§{g(o,L) + HylH%ﬂ(O,L))'
D’ou
1917 0ziz200.) + 198w 0 25220, + 9% 19l 0712020
< C(”f”il(O,T;L?(O,L)) + “yOH?{é(O,L) + ||111H?:2(0,L))7
qui peut étre aussi écrit comme

2 2 2 2 2
lWllcrmory + 1Villcorrzon) < CUNL 01200 T 1Wollmo.r) + 191ll720.0))s

ou y est la solution du probléme (2.1) avec des données réguliéres. m
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2.2.5 Existence de solutions pour le probléme dégénéré

Maintenant, on démontre I'existence du solution faible de (2.1) pour tout
(o, 1) € HA(0,L) x L*(0, L) et f € L'(0,T; L*(0,L)).
Lemme 2.5 Sous 'hypothése (2.2), le systeme (2.1) a une solution faible
y € C([0,T]; Hy(0, L)) N C*([0,T]; L*(0, L)).

Démonstration. Soient (y), (y7) et (f™) des suites des fonctions satisfaisants (2.5), tel

que lorsque n — +o0,

Yo — yo dans HL(0, L),
yr — vy dans L*(0, L), (2.15)
f*— f dans LY(0,T;L*0,L)).

En particulier ces suites sont nécessairement des suites de Cauchy. On note par 4, y? deux
solutions de (2.1) associée aux données (yi,vi), f* et (ya,vi), f? (respectivement), donc

(y? — y9) est une solution du probléme suivant

(WP =y — (2 + ) (WP — y9)2)e = [P = f4, (z,t) € Q,
(¥" —y9)(0,t) = (y* —y*)(L,t) =0, t e (0,7),
(" —y)(2,0) =y — 5, (¥" — y")e(2,0) =y —yf, 2€(0,L).

D’aprés le lemme 2.4 (y? — y?) satisfait aussi

2 2
19" — v llcqorm 0.0y T 19 — ¥ leqorsrzo.)

2 2 2
< CUL = Flzrorreo.ny) T 1Wo = Yollmon + 197 — ¥illz20.0))- (2-16)

Par les convergences (2.15), lorsque ¢, p — +00 le second membre de (2.16) tends vers zéro,

ce qui donne
{H?/p - qué([O,T];HClY(O,L)) — 0,
lyt — ngQC([o,T];L?(o,L)) — 0.
D’ou, y™ et y sont des suites de Cauchy dans les espaces complets C([0,T]; HL(0, L)),

C([0,T); L*(0, L)) (respectivement), donc elles sont converges vers des limites y et y;

y" —y dans C([0,T]; H:(0, L)),
yr — vy, dans C([0,T]; L*(0, L)).
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D’autre part, on a y" solution de (2.1), satisfait
L
/ [—vier + 2%y e, ] dodt — / yr (x)e(z, 0)dz = / feddt.
Q 0 Q
Lorsque n — 400, la limite y satisfait
L
/ [y + 2%Ysip,| dadt —/ y1(x)p(x,0)dr = / fodxdt.
Q 0 Q
On voit que y est une solution faible de (2.1) pour (yo,%1) € HL(0,L) x L?(0,L) et f €
LY(0,T; L*(0, L)). De plus si on prend yi = y? = f? = 0, ce qui implique que y? = 0, et on
remplagons dans (2.16), on obtient
2 2 a 2
||y||Loo(0,T;L2(0,L)) + ||yt||Loo(0,T;L2(o,L)) + sz yac”Loo(O,T;Lg(O’L))

2 2 2
< CUf Nz om2c0,0)) + 190l m 0,0y + 191 llz20,0))-

» ’

2.3 L’unicité de la solution du probléme dégénéré

Lemme 2.6 Sous U'hypothése (2.2), la solution du probléeme (2.1) est unique.

Démonstration. Soient y, 7 deux solutions faibles du systéme (2.1), et soit w =y — 7.

Alors w € C([0,T]; HL(0, L)) N C*([0,T]; L*(0, L)) et satisfait

(

wy — (x%wy), =0, (x,t) € Q,

w(0,t) =0, 0<a<l fe (0.7).
r%w,(0,t) =0, (1 <a<?2) (2.17)

w(L,t) =0, te(0,7),

| w(z,0) =0, wy(z,0) =0, z € (0,L).

On multiplie Péquation de (2.17) par ¢ € L*(0,T; H:(0,L)) avec p, € L*(Q) et ¢(.,T)=0,

et en l'intégrant sur ). On obtient

/ [—w;p, + 2% wap,] drdt = 0, Vo € L*(0,T; HL(0, L)). (2.18)
Q
Pour tout ¢ € D(Q), considérons le probléme de ’équation d’onde dégénérée suivant :
wtt - (xawm)m = f, (Z', t) € Qa
0,t) =0, 0<a<l
v(0.1) ( ) eom,
7,(0,t) =0, (1<a<?2) (2.19)
W(L,t) =0, t e (0,7),
\ ¥(x,0) =0, 1, (z,0) =0, x € (0,L),
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alors ¢ € C([0,T]; HL(0,L)) n C*([0,T); L*(0, L)) est une solution faible de (2.19). Ceci

implique que

/ [~V + 2,00, ] drdt = / Codudt.
Q@ Q

D’un part , on peut prendre ¢ = 1) et en le remplacant dans (2.18)

/ (ot + 2w, dudt = 0,
Q

D’autre part, si ¢ = w et en le remplagons dans (2.20), on obtient

/ [—Ywy + %P w,] dedt = / ltwdzdt, Yl e D(Q).
Q Q

De (2.21) et (2.22), on déduit que
/ (wdxdt =0, VIl e D(Q),
Q
donc w(x,t) = 0 p.p. dans Q. Ceci implique que

y(]}, t) = y(ZL‘, t)'

D’ou 'unicité de la solution. m

2.4 Un résultat de régularité

(2.20)

(2.21)

(2.22)

Pour a € (0,1) et pour des données initiales réguliéres on a une solution plus réguliére

Théoréme 2.7 Soit 0 < a < 1 supposons que

(y07y1) € Hi(O?L) X H(i(()?L) et f € L1(07Ta H;(O,L)),

alors il existe une solution unique pour (2.1) qui satisfait
y € C([0, T H3(0,L)) N C([0, T); Hy(0, L)),

de plus

(2.23)

2 2 2 2 2
HZJHLOO(O,T;H};(O,L)) + H%HLOO(O,T;H&(O,L)) < C(Hf”L%O,T;Hé(O,L)) + HZ/(JHHg(o,L) + ‘|3/1|’H(g(0,L))-

Démonstration. Ce résultat est démontré dans [4, Proposition 4.2] en utilisant la théorie

des semi-groupes. m
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2.5 Une estimation d’énergie

Dans la suite on établie une estimation de I’énergie du solutions de I'équation d’onde

dégénérée
Y — (xayx):p = f7 (.Z',t) € Qa
0,t) =0, I<ax<l
S0.0=0 O<a<n o
2%y, (0,t) =0, (1<a<?2)
y(L,t) =0, te (0,7),
L y('ru 0) = yO('r)J yt(x70) = yl(x>7 HANS (07L)7
avec

f € L0, T5 12(0, 1)) et (yo, 1) € HA(0, ) x L2(0, L),
On définit la fonctionnelle d’énergie comme suit

1

B = | D)+t do

On démontre le résultat suivant.

Lemme 2.8 Sous I’hypothése (2.25), il existe une constante C > 0 tel que

E<t>s0<E<o>+(/o Hf||Lz<o,L)dt))7 vt € (0,7

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

Démonstration. Pour toute f € L'(0,7; L*(0, L)), on multiplie (formellement) la pre-

miére équation de (2.24) par y; et en l'intégrant sur (0, L), on obtient

L I L L
/ Yuyrdr — sypyey + / T YpYpdr = / fuypda.
0 0 0

Comme xayxyt|§ = 0, on obtient

1d [

L
Sdi ; (|yt|2+$a ’yx|2) dx:/o Jyde.

Puis, en l'intégrant sur (0, ¢)

2

Donc

E(t) = E(0) + 2/0t /OL fyidads.
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En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz (1.12), on obtient

' L 3 L 3
E(t) < E(0) + 2/ (/ f2d:z:> </ yfdx) ds
0 0 0
t
< E(0) +2 / 11200y el 220z

On prend le max de [|y:(s)]| ;2(o 1) sur [0, 7]

t
B() < BO)+2max il | 1510
T

< B0)+ 2max Il / T~
0

te[0,T

1 o .
Par I'inégalité de Young (1.10), et par I’addition de (Ztrerfg% HInyHiQ(QL)) au 2'"¢ cote, il

vient

2
1 2 o 2 T
max B(t) < B(0) + ; max (Hyt\|L2<o,L> + wa}lm(o,m) +4 (/0 11 z20,1 dt)

1 T ?
< 50)+ g O+ 4 ([ W)
Alors
1 T ?
s 20 < E0) +4( [ 1l t)
0

2te0,T)

Ce qui veut dire

E(t) <O (E(O) + (/0 T dt) ) e[0T,

2.6 Une inégalité directe au point = = L

La proposition suivante donne un résultat de régularité pour la trace de la solution y de

(2.24) sur la frontiére {L} x (0,7).

Proposition 2.9 Pour tout 0 < a < 1, toute solution faible y de (2.24) satisfait y,(L,.) €
L*(0, L). De plus,

T T 2

0 0
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Démonstration. Il suffit de montrer (2.28) pour les solutions réguliéres de (2.24). Suppo-
sons que f et (yo,y1) satisfait (2.23). Alors d’aprés le théoréme 2.7, le systéme (2.24) admet
une solution unique y € C([0,T]; H2(0,L)) N C*([0,T]; H:(0, L)). On pose

x, ze[0,%),
q(z) = 3 ;
—2(E—|—§L, €T € (5,[/] ,

et multiplions les deux cotés de la premiére équation de (2.24) par qy,, on obtient

YuqYe — (°Y2)2q¥s = [qYa- (2.29)
Comme
0
5 (Y£qVYz) = YurqYe + Y1QYat,
a « 2 8 o « «
%(w qy,) = %(x Y2 QYz) = (2°Y2)2qYz + Y2 (qY )
alors
0
Yy = (Ye9Ye) — YeQYar, (2.30)
(07 a (07 (07
(2°Ya)eaye = S-(@ qy2) — 2°Ys(qys)e- (2.31)

En remplagons (2.30) et (2.31) dans (2.29), on obtient

0 0, ., N
57 (WaYs) =Ygy — 7 (@ qy2) + 2°Yu(qye)e = QU

ot

Notons que

o, 9 [ —*qy:

55 ("o ayz) + = (nay.)) = div ,

YeqYa
alors (2.29) s’écrit
N T o
div — Y@t + Yo (0Ya)e = QY- (2.32)
YtqYz

En lintégrant (2.32) sur @, on a

—™ 2
/ div We ) ddt + / — Y qYmdadt + / Yo (qYa)odrdt = / fayzdzdt. (2.33)
Q Y1 qYe Q e @

TV TV
I
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FIGURE 2.1 — Domaine Qr

On applique la formule de divergence (1.16), pour calculer I'intégrale I, i.e.,

_:L*a 2 _l.a 2
L= / div We ) dwdt = / We o, (2.34)
Q YtqYz I\ Yqys

ol v la normale vers I'extérieur et I' =Ty Uy, UT'3 U Ty, avec

r, = {@x0 : 0<z<L}; vy = (0,—1);
Iy = {(0,t) : 0<t<T}; vy = (=1,0);
Ly = {(=T) : 0<e<L}; vz = (0,41);
Iy, = {(L,t) : 0<t<T}; vy = (+1,0).

Donc (2.34) s’écrit

«@ 2 @ 2
I —/ Y -uldx+/ Y - vadt
T\ %qYs P2\ Y1qYq

o 2 — ¥ 2
+ / 1Y : ngx + / 1Y : I/4dt,
I's T4

YtqYq YtqYx
et il vient
L Q2 70 0 T 02 O’t -1
O e L N P e LA N R

o\ (yqys) (2,0) ~1 0\ (vequx) (0,1) 0

L (—a%qy?) (x,T 0 T (—x%qy?) (L.t 1
+/ (—%qy;) (x,T) | dx+/ (—z%y;) (L,t) | "

o\ (yaqy.) (z,T) 1 0\ (Weqys) (L, 1) 0
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Ceci implique que

[1 = _/O (ytqy:v) (xv O)dl‘—l—/o (xaqyazc) (07 t)dt—i_/o‘ (ytqy:v) (LE, T)dl‘—/(; (:anyg) <L’t)dt’

d’ou
T

T
—/ T qyidt
0 0

9 (aw) = (), v+
o Yeqyt) = \Ytq), Yt T YtqYat,

L L
IIZ/ qQYYzdx
0

D’autre part, pour calculer /5, nous avons

0

alors

0
YtqQYzt = % (qyf) - (th)x Yt

Ce qui donne

L, = — / Y qymdrdt = / / q; dxdt + / (419)aypddt
Q

= —/ qy?dt
= —/ qyt

/ Yorq + o) Yedadt
Q

/ YeqYzedadt + / qutdxdt
Q

Q
En transférant le terme A vers 'autre part, il vient
T L
20, = — / quidt| + / quy7 drdt
0 0

b
+_/Qxyz€2dxdt'
0 2 Q

1 /7
122——/ qy; dt
2 Jo

Reste a calculer I3, on a

I; = /xayz(qyz)zdmdt
Q

T L
= / rqyide —/ (x%Yy), qyzdzdt
0 0 Q
T
= / rqyide
0

L
On a besoin de calculer fQ Y2 qyzdadt, on a

xayx<qyx)x = xayx (qa:ya: + qyoca:) = xQwai + xaywqyacw

Yo @Yee = T Yu(qYn)s — QY2

25
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Ceci donne que

/ LYo QYo drdt = / TYs (qYa ) o ddt — / 2% quyadadt. (2.36)
Q Q Q

Remplacant (2.36) dans (2.35), il vient

T
13:/ o qyidx
0

En transférant le terme B vers I’autre part, on obtient

L

—/a:v Lqy2dadt — /xo‘yx(qym)mdxdt—l—/x Gy dadt.
o JQ Ja Q

v

B=I3

L

—/Ozx qyxda:dt—l—/:c qyodrdt,
0 Q Q

T
2[3:/ e qyid
0

d’ou
L

17 1 1
I3 = —/ v qyidr| — —/ az®qyidedt + /$ quy dadt.
2 Jo 2 /o 2 /o

On remplacons [y, I et I3 dans (2.33), il vient

L
/ qYydx
0

0

T

T
—/ rqyidt
0 0

Bogogr 17
—5/ qyfdt + = /qutdxdt—l—2/ e qyide
0 0 0 0
1
2

1
— / az® tqyidrdt + = / rquyidrdt = / faqy.dxdt.
Q 2Jq

L

D’ou

—1/ th
xq
2 0 Ya

T

L L 1
0 0 0 Q

1 I
——/a:ca1qy§dmdt—/quxdxdt——/ quidt
2 Q Q 2 0

T

. (2.37)

0

il vient
1
+ = /qz(yt + 2%y )dxdt

1 [T L 1 [T L
— | LY —= ) idt— = atly2) (0, t)d _/ »d
2/0 < 2)% 2/0 (z**y2) (0,t)da | avede) 45

1 I
— —/ ar® tqyPdrdt — / qfy.dxdt — — / quidt
2 Q Q 2 0

L

0

Ceci implique que

T
La+1 T

T L
o | s [ @) o.0d =2 [ s
0 0
0

T
—l—/ozxo‘1qy§dxdt+2/quxdxdt+/ quidt
Q Q 0

—/qx(yt +x yx)dxdt
0

L

(2.38)

0
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L
On veut démontrer que fOT (xty2) (0,t)dx = 0 et fUT qyfdt‘ = 0.
0
Comme 0 < a < 1, 0n a 2y, € H'(0,L) C C([0, L]), d’ont 2%y, est borné et en particulier

(x%y,)? aussi. Comme z'~“ tend vers 0, on obtient
(zTy2) (0,t) = 2"~ (z%y,)?(0, 1) = 0,
donc
T
/ (°*y2) (0, t)dz = 0.
0
On a aussi fOT qu2dt|l =0, car

T T T
L
/ wid|F = / o(L)y2 (L. t)dt — / (242)(0, £)dt.
0 0 o Jo |

C D

C' =0, car la condition au limite x = L dans le probléme (2.24) donne
y(L,t) =0 = y,(L,t) =0= y(L,t) =0, ¥t €[0,T).
D =0, car pour 0 < o < 1, la condition au limite = 0 dans le probléme (2.24) donne
y(0,t) = 0= (2y7)(0,) = 0.

Donc (2.38) devient

La+1 T L T
5 / ya(L, t)dt = —2/ QY da
0 _Jo 0
I,
—/qm(yf—l—xayi)d:cdt—l—/ a:co‘lqyid:cdt—i—Q/ qfy.drdt. (2.39)
Ja Ja Ja )
1o I I
On a
L T . T
Iy = =2 / qQYiYodr| —2 / qYryzdx
s I

L L
En remplacant g par ses valeurs sur (O7 —) et <§, L), on obtient

2
Ig = —2/ x1’5yt(x5y1)d:c = —2/ xl2yt(:c2yx)(a:,T)daj+2/x12yt(:c2yx)(a:,0)d:c.
0 0 0 J
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o ) ) L
Comme x'~2 prend son valeur maximale sur I'intervalle {O, 51 dans 7 alors

N2 7 . AN
0

En appliquant U'inégalité de Young (1.9), on trouve

N2 L N2 L2
ne(3) [ etreena () [T ) o
0 0

(=1
2

L
/ Sy (2, 0)d.
0

2

D’autre part on a

L 3
Iy = —2/ Yt (—23; + —L) Yz dx
L/2 2
L

L
3 3
= —2/ y(x, T) | =2z + =L | yu(z,T)dx + 2/ yi(z,0) (—QI + —L) Yz (x,0)dx.
L2 2 L2 2

T

0

IN
8
N

&~

MV !
w
2o |

Ceci implique que
(2.41)

comme « > 0, alors

<x2.

VRS
2 N[t
N————
[Nl

[N]])

2

A
En multiplie les deux termes par (§> , on obtient

Alors

wR
[N]1)

N2 f . L\
Iy <2 <—) / ‘ytx5yz‘ (x,T)dzx + 2 (—)
2 L 2

Par l'inégalité de Young (1.9), on obtient

L
/L |yt:p%y$‘ (x,0)dx.
3

N1l
N]l)

Iy < @)1 /; (2 + 2°y?) (x, T)dz + (g)l /LL (42 + 2%92) (2, 0)dz.  (2.42)

/2
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Par I’addition de (2.40) et (2.42), on obtient

L 1_% L L 1—% L
I, < (5) / (th + xo‘yi) (,T)dx + (§> / (yt2 + xayg) (z,0)dx
0 0

< (g) (B(T) + E(0)).

D’aprés le lemme 2.8, on a

I< <§) (0 <E<O> ([ 1o dt>2> +E<0>>
<C (E(O) + </0T 11220, dt)2> . (243)

—/qx(yt2+xay§)dxdt+/ ozxa_lqyfcdxdthQ/ qfy.dxdt
Q Q Q

<C (E(O) + (/OT 11l 20,1 dt)Q) :

wlQ

De méme maniére, on montre que

On a

alors |g.| <2, on prend

T
I = —/ ¢ (y7 + 2%y2)dwdt < 2/ |y + 2%y2| dadt < C/ E(t)dt < CTE(T).
Q@ Q 0

ho<C (E(O) T ( /0 Nl dt)2> . (2.44)

Iy = /Ozxalqyﬁdl’dt
Q

T L/2 T (L 3
= / / ar® ey drdt +/ / o™ (—Qx + —L) y2dxdt
0o Jo 0o JL/2 2
T L/2 T (L 3
< / / az®y>drdt —i—/ / azr ! (—Qx + —L) y2dadt.
0o Jo 0 JL/2 2
. L 12 C
D’aprés (2.41), et lorsque 3 <z < Lalorsz™ < T Ceci implique que
T L/2 I 9 T L
/ / az®ydrdt + (—) (—) / / |ozmayi{ dzdt
o Jo 2 L) Jo Jrp
TorL2 o T oL
04/ / ‘xfyx‘ dxdt+oz/ / |$5yx| dxdt.
0o Jo 0 JL/2
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D’aprés le lemme 2.8

Notons que
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En ajoutant fQ y2dxdt ale 2°™¢ coté, on obtient

]11<C'/ / x yx—kyt dxdt.

Par (2.26), il vient

I, < c/OT E(t)dt < C (E(O) + (/OT T dt) 2) |

Posons

T L T /L
I; = 2/ / qfy.dxdt + 2/ / qfyzdxdt.
_Jo Jo L Jo Jip )

1—%+%7

Dans I35 on remplacons ¢ = = par x on obtient

L2
Iy = 2/ / 2173 (22 y,) fdadt.

o i ) L
Comme 2! 2 est prend son valeur maximale sur l'intervalle [O, 5] dans 2 alors

1-3 L/2

]12<2( ) / / |x2yxf‘dxdt
T L 3
0 JL/2 2

. 3 LNY® .
De méme maniére précédente —2x + EL < (5) x2 et il vient

]13<2() // |x2y$f‘dxdt
L/2

Par I'addition de (2.46) et (2.47), on obtient

17<2() //‘x?ym f| dzdt.

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

INCE
B2 (5) Il 1l @
0

et on prend le max de x2y, sur [0,7], on a

D’autre part, on a

L\': . !
Ee(5) T (m het el ) [ I
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En appliquant I'inégalité de Young, on a
L 1_% T a 2 T 2
I; < (5) 3 (tfggf};} Hx2y$HL2(0,L) + (/0 11l 20,1y dt :
Par 'addition de H%aX] ||yt||i2(o 1) & le deuxiéme terme, on obtient
tel0,T ’

o 2
Vell oy < 2o %+ 0l 1ao0y-

max
te[0,T]

D’apres le lemme 2.8, on a

T 2
< <
ma 50 Qth};]E(t)_C(E(O)Jr( / r|f||L2<0,L>dt)>,

et on déduit

2

¢ <E<o> ([ 1o dt)2> ¢ ([ 1oy )
< c <E<o> +(/ Wl dt)2> .

On remplagons (2.43), (2.44), (2.45) et (2.48) dans (2.39) on trouve

/OTyi(L,t)dt <C (E(O) + (/OT Hf||L2(07L) dt)Z) )

I

IN
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Chapitre 3

Résolution numérique

Le but de ce chapitre est de trouver une solution numeérique approchée pour I’équation

d’onde dégénérée pour 0 < o < 1.

3.1 Meéthode des différences finies

3.1.1 Discrétisation du domaine

Soit le probléme suivant, pour 0 < a < 1,
uy — (2%uy), =0, (x,t) € Q,
u(0,t) = u(L,t) =0, te(0,T), (3.1)
w(z,0) = f(x), w(x,0)=g(x), z€(0,L).

Le domaine temporel [0, 7] est représenté par un nombre fini des points de maillage
O=to<ti<ty<--- <ty <ty =T.
De méme, le domaine spatial [0, L] est remplacé par un ensemble des points de maillage
O=20<x1 <2<+ <aN_1<2N, =L.

On peut voir le maillage est bidimensionnel dans le plans z, ¢, constitué de points (z;,t;),
avec 1 =0,..., Nyet 7 =0,..., V.
Maillages uniformes Pour des points de mailles distribués uniformément, nous pouvons

introduire un pas de Discrétisation en espace Ax = h = N et un pas de Discrétisation en
x

T
temps At =k = N nous avons que
t

2= iAx,i=0,... Ny, t; = jAt, j=0,..., Ny
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Nous avons aussi que
Ar=x;—x;q, 1=1,...,N,.

At=t;—t;4, j=1,...,N.

3.1.2 La solution discréte

La solution u(z,t) est recherché aux points de maillage. Nous introduisons la maillage
uf, qui est une approximation de la solution exacte aux points (z;,t;) pour i =0,..., N, et
7 =20,..., N;. En utilisant la méthode des différences finies, nous développerons des équations

algébriques pour calculer la fonction de maillage.

3.1.3 Remplacement des dérivés par des différences finies

Les dérivées de second ordre peuvent étre remplacées par des différences centrales. L’ap-
proximation de différence fini de la dérivée du second ordre dans la direction ¢ le plus utilisée
est . ‘ ‘

W oud !
(i, ) o (32)

Une approximation similaire de la dérivée du second ordre dans la direction x est

J J J
Uiy — 2u; + Uy

En utilisant pour la dérivée u, 'approximation centré suivante
J J
o Wipr — Uiy

Nous choisissons évidement

u) = f(z;) pouri=1,... N,.

7

Afin d’obtenir des approximations u} et en utilisant pour u(z, k) nous utilisons une expansion

de Taylor par rapport au temps pour obtenir

u(z, k) = u(x,0)+ ku(x,0) + %QUtt(a:, 0) + O(k*)

= @)+ hg(a) + @), () + O) (35

D’aprés la premiére équation et la derniére égalité du probléme (3.1), alors

U (2,0) = (2%uy).(x,0) = (2°f"), (x) = az® ' f' + 2 f". (3.6)
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On remplagons les approximations (3.3), (3.4) dans (3.6), on obtient

u; = uj +kg(x;) + (1 + %) i = 28507 + (1 a %) Ui (3.7)

2

72 —(ih)®.

avec (3, =

3.2 Schéma des différences finies pour 0 < a < 1

3.2.1 Systéme algébrique

On remplace (3.2), (3.3) et (3.4) dans (3.1), et en prend

On obtient
( J+l -9 J J—1 u] —2uj.'—|—uj.' u] —uj
Uz kfuéz + uz . (Zh)a +1 h2z 1—1 . O{(ih)a_l i+1 2h i—1 _ 07
) up =, =0, (3.8)
up = X[3/8,5/8 sin(8mz;),
uf =) =) + kg(x;) + (1+ &) Budyy — 28;uf + (1 — &) By

\

On connait les u?, et en déduit les u; et ainsi des suites jusqu’aux uj Ce schéma est dit

Jr

explicite car les u/™' se déduisant directement des u/ et u) . Ou encore

i o k2 . . . L2

u; - 2u5 _uii (Zh) h2 ( g—&-l - 2“5 + u§—1> 2 (Zh> h2 ( g—l—l - ug—l) ’ ] = 17 27 s 7Nt'
Supposons que uf et ug_l sont disponibles pour ¢ = 0,..., N,. Donc le seul inconnu dans

j+1 . . .
(3.8) est uf , qui nous pouvons maintenant résoudre pour

wl "= (L4 el 4+ 21— eul + (1- el —ul (3.9)
k? k?
avec ¢; = 1 e 1“\, avec A = e

3.2.2 Systéme matricielle

Nous changeons le ¢ de 1 jusqu’a N, dans (3.9), alors on peut écrire le systéme des
équations comme suit

Uttt = AU - U/
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Avec

ujl—i-l ujl ugl 1
1 1 -1
ujj\;r—l U§V—1 U?\/—1
wt Wy !
et
«
2(1 — Cl) (1 + E)Cl 0

(1-Dex 2l-c) (1+ Do
A= 0 ' 0
o

(1 + §)CN_1
0 0 (1- %)CN 2(1 — ex)

3.2.3 Stabilité
Condition de stabilité CFL

Pour I’équation d’onde avec une vitesse constante c, les schémas explicites sont stables

sous la condition CFL. Ceci revient & supposer que
cAt < Azx.

Ce type de condition, majorant le pas de temps en fonction du pas d’espace, est appelé
condition de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL en abrégé). Par extension, le nombre ‘A est
souvent appelé nombre CFL.

Si la vitesse est variable, i.e., ¢ = c(x), le critére de stabilité dépendra de la variable
spatiale. Nous devons donc choisir un At assez petit pour qu’aucune cellule de maillage n’ait
At > Ax/c(x). Autrement dit, nous devons utiliser la plus grande valeur de ¢ dans le critére

Azx

B

At < p
Le paramétre [ est inclus comme facteur de sécurité : dans certains problémes avec un

variant ¢ il s’avére que 'on doit choisir § < 1 pour avoir des solutions stables (5 = 0.9 peut

agir comme une valeur globale), voir [5].
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ALGORITHME

Initialisation :

— N;: (nombre de Discrétisation de temps).
— N,: (nombre de Discrétisation d’espace).
— L: (longueur).

— T': (temps final).

— Epsilon.

— dt: (pas de temps).

— dz: (pas d’espace).

— Alpha: (entre 0 et 1).

— f: (condition initiale).

— ¢: (vitesse initiale).

Résolution :

Pour j=1,2,...,V;

Pour 1 =1,2,..., N,

U = (Ut el +2(1 = e)U7 + (1= 2)eUL, - Uf
1 1

Ecrire et dessiner

Uitt,

Stop
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0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
t=08 t=11 t=14
1 1 1
RV AV B e Vs B Vi Vi
1 1 1
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0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

FIGURE 3.1 — Solution numérique pour a = 0.1.

Le comportement de 'onde pour a = 0.1 est trés proche du comportement de ’onde pour
une vitesse constante ¢ = 1, mais les vibrations arrive a la frontiére x = 1 un peut plus vite

que la frontiére x = 0.
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t=00 1=03 t=05

! 1 !
0 02 04 06 0B L 0 02 04 05 08 1 0 02 04 05 08 1
t=17 t=20 t=23

! ! 1
0\/\—\/\’- OH OM
! 1 s

T T T T Ve S T

t=26 t=29 t=32

1 1 1
0—\/\/\\ ! 0‘\ﬁ—\/
! 1 s

0 02 04 06 0B L 0 02 04 05 08 1 0 02 04 05 08 1

FIGURE 3.2 — Solution numérique pour a = 0.5.

La vitesse de propagation de 'onde est plus faible au voisinage de x = 0 pour a = 0.5,

les vibration arrive a la frontiére x = 1 plus vite que la frontiére x = 0.
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t=00 1=03 t=05

1 RN 1 | |
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0 02 04 06 08 1 002 04 06 08 1 0 02 04 06 08 I
t=17 =20 =23
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1 1 1
0 0I2 0I4 0I6 0I8 1 002 0?4 05 0I8 1 0 0I2 0I4 0I6 0I8 1
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0 02 04 06 08 1 002 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

FIGURE 3.3 — Solution numérique pour a = 0.9.

Pour a = 0.9, la vitesse de propagation de I'onde devient trés faible au voisinage de x = 0.
Par conséquence, les vibrations de la corde s’accumulent dans ce voisinage et 'amplitude de

I'onde augmente dans cette région.
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. Nous considérons dans ce travail une équation d'onde linéaire
1

' dégeénérée dans lintervalle (0, L), L>0. En utilisant des estimations a priori
i combinées avec une méthode de perturbation, nous montrons I'existence
. et I'unicité de la solution. De plus, quelques exemples numériques sont
1 g ’ . ya . .
' donnés en utilisant la méthode des differences finies.
|
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Mots clés:

Equation d’onde dégénérée, estimation a priori, méthode de perturbation,
différences finies.

Abstract:

We consider in this work a linear degenerate wave equation in the interval
(0, L), L>0. Using a priori estimates combined with a perturbation method,
we show the existence and the uniqueness of the solution. Moreover, some
numerical example are given using the finite differences method
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Degenerate wave equation, a priori estimates, perturbation method, finite
differences.
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