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Notations générale

e Ny = NU {0} : est 'ensemble des nombre natureles.
e =" x;-& : est le produit usuel sur R™.

e Si f:R"+— C, "supp f" est le support de f,

supp f = {z € R": f () # 0}.

o fxg(- fRn (y)dy : est la convolution des fonctions f et g.
o C'(K ) : est lespace des fonctions continues sur un compact K a valeurs réelles.
e Noté que £*P0) ou H;“(.) est 'espace de potentiel de Bessel dans LP0), o € R.

o WP() . est I’espace de Sobolev avec exposant variable, ot

[ llwrwer = [1f ey + 1V Fllpe < oo

e Soient f, : R” — R, v > 0, on définit

1
q(z)
1 foll o = (Z!fu \q(x> :

e Soient 0 < p < 00, 0 < ¢ < oo, alors (9(LP) est I'espace des suites {f,}, C S’ (R") telle

que
1

||{fy}y||@(m)=(2||fy uq) < oo.

v



Introduction

Les espaces de Besov avec des exposants variables, BZ‘(,'))q(,), sont apparu initialement au

début dans Darticle de A. Alemeid et P. Hésto [1]. Plusieures propriétés de base ont été
établies telle que la caractérisation analytique de Fourier. Quand p, ¢, & sont des constantes,
ces espaces coincident avec les espaces fonctionnels usuels de Besov By .

L’objectif principal de ce mémoire est de présenter quelques résultats pour ces espaces
ou en généralisant les résultats classiques sur les espace de Besov.

Dans ce mémoire, on fait une analyse de quelques inégalités et inclusions et la caractéri-
sation de ces espaces.

Plan. Cette thése de mémoire est organisée en trois chapitres et annexe:

e Dans le premier chapitre, on rappelle quelques propriétés des espaces LP() et ’espace
¢at) (L”(')) et quelques résultats qu’on utilisera par la suite.

Plus précisément, on donne la définition de ’espace modulaire, ’espace de Schwartz et
I’espaces des distributions tempérées.

e Dans le deuxiéme chapitre, on donne la définition de ’espace B;‘((.'){q(.) et d’autres espaces
et on étudie quelques inclusions de ces espaces.

Plus précisément, on donne une définition de ’espace de Besov avec des exposants vari-
ables et quelques inégalités classiques et leurs généralisations dans ’espaces B;(-.)),q(d et on
étudie I'espaces de Holder-Zygmund avec des exposants variables.

e Dans le troisiéme chapitre, on étudie la caractérisation de ces espaces par la fonction
maximale de Peetre.

Plus précisément, on donne quelques lemmes techniques et des quasi-normes équiva-

lentes.



Chapitre 1

Les espaces €q<'>(Lp('))

L’objet de ce chapitre est de rappeler quelques propriétés fondamentaux et les notations

essentielles qui seront utilisées dans la suite de cette mémoire.

Nous définirons quelques notions de ’espace modulaire et semi-modulaire pour définir

le variable exposant de Lebesgue et 1’espace £40)(LP()).

1.1 L’espace de Lebesgue p0)

Nous donnons ici la définition et les propriétés de I'espace de Lebesgue LPO).

1.1.1 L’espace modulaire

Définition 1.1.1 Soit X un espace vectoriel surk (k =C ouR ). Une fonction o: X —

0, 00

| est dite semi-modulaire sur X si les propriétés suivantes soient vérifiées
a) 0(0) =
b) o(A\z) = ()pourtouthX,)\Ekavec|/\|:1.

)

c) o est quasi-conveze. i.e. Vr,y € X
o(fr+(1-0)y) <k(@o(z)+(1—0)o(y)), 0€[0,1] etk e [1,00).

d) o est continue & gauche.
e) o (Ax) =0 pour tout A > 0 implique x = 0.

Une semi-modulaire ¢ est dit modulaire si



1.1. L’espace de Lebesgue LP')

f)o(z)=0=2=0.
Une semi-modulaire o est dit continue si

g) La application A — o (Az) est continue sur [0, 00), pour tout x € X.

Exemple 1.1.1 571 < p < oo alors

0, () = /Q f @) dz,

définie un modulaire continue sur L°(Q), Q@ C R". Ou L°(Q) est l'espace de fonctions

mésurables.
Définition 1.1.2 Si o un semi-modulaire ou modulaire sur X, alors
X, ={r e X:3Xx>0,0(\r) < o0},

est dit espace semi-modulaire ou espace modulaire.

(1.1.1)

Théoréme 1.1.1 Soit o un semi-modulaire sur X. Alors X, est un espace vectoriel quasi-

normé sur k, muni de la quasi-norme
|| 'f{)\>0 (x)<1}
=in o~ .
Preuve. (Voir [10. Théoréme 2.1.7, p.24]). m
Définition 1.1.3 Soit
Po (R™) = {p mésurable: p(-) : R" — [¢,00),c > 0}.

P (R™) = {p mésurable: p(-): R" — [1,00)}.

On pose
p~ = inf ess p(y) et p':= sup ess p(y).
yER™ yEeRn
Sip € P (R™) alors on définit p € P (R"), conjugué de p, par ﬁ + @ =1.

(1.1.2)



1.1. L’espace de Lebesgue LP')

Définition 1.1.4 Soit p € P (R"). Alors on obtient un semi-modulaire,
iy ()= [ 1f 2P da
R’ﬂ

On définit Uespace de Lebesgue avec exposant variable LPC) (R™) par
PO (R") = {f mésurable : )\liino Op(y (Af) = 0} , (1.1.3)

ou

PO (R™) = {f mésurable : IX > 0; op(y (Af) < o},

muni de la norme

: f
£l ey =t 2> 0: 3, () <1 (1.1.4)
Lemme 1.1.1 Sip € P(R") alors
£l S 14= g,y (f) <1, Vf € PV (RY). (1.1.5)

On a
(a) St ||f||p(.) < 17 alors Qp(-) (f) < ||f||p(~)'
(8) Si 1< [ £l alors 1], < o) ()

Preuve. * "<=" Si g, (f) < 1 alors par définition on a || f[,, < 1.

KN G ||f||p(,) < 1, alors g, ({) < 1, pour tout A > 1 comme g, est continue a

gauche on a g, (f) < 1.

e Pour (a) , on suppose que 0 < Hpr(_) <1= g, (I\f\{p(.) < 1, alors d’aprés convexité
de o, 0(0)=0¢et p(.) >0.On a
1 f
——0,00 () < ooy | m— | <1, If1l,., #0.
110" PO\l 7o)
Done o,y (f) < [[fll, - Le cas || f[l,., = 0 est évidente.
e Pour (b), on suppose que 1 < Hpr(.) alors 1 < g, ({) pour tout 1 < \ < Hpr(.)

d’apres la définition 1.1.1 on a 1 < %Qp(,) (f)-

Comme A est arbitraire, nous conclusions que || f{,y < 0,¢) (f). =



1.1. L’espace de Lebesgue LP')

Lemme 1.1.2 Soit p € P (R") et s > 0 telle que sp~ > 1. Alors

171 gy = 171, - (1.L6)

Preuve. En utilisant la formule ¢*? = (¢%)"et

= (inf{)\>019p(.) <‘§L ) < >S
- (inf{ti >0 0, (@) < 1})

= AN -

Ce qui termine la preuve. m
Théoréme 1.1.2 Sip € Py (R"), alors LPY) (R™) est un espace de quasi-Banach.
Preuve. (Voir [10. Théoréme 3.2.13, p.78]). =

Lemme 1.1.3 ( Inégalité de Holder ) Soient p,q,s € P (R™) telle que % 0]
Alors

I
|H
+
2l
[~
N

1Fgllscy < 20 f1p0y Nglly (1.1.7)

pour tout f € LPO) (R™) et g € LI0) (R™).
Preuve. (Voir [10. Lemme 3.2.20, p.81]). m

Définition 1.1.5 Soit g € C (R™). On dit que g est localement log-Hdldérienne continue
noté g € C\°8 (R™), s7il existe ciog > 0 telle que

loc

< Clog
~ log(e+1/ ]z —vyl)

9 () =g (¥)| , pour tout T,y € R*, z # y.

On dit que g est globalement log-Hdldérienne continue noté g € C'°¢ (R"), si elle est locale-

ment log-Héldérienne continue et il existe g, € R, telle que

Clog

————— pour tout x € R".
log (e +a]) ¥

9 (%) = goo| <



1.2. Les espaces (1) (L))

Exemple 1.1.2 On pose
p(x) = max(1 — €371l min(6/5, max(1/2,3/2 — 2%))), z € R,
alors p € C'°% (R™),

Remarque 1.1.1 La notation P'°8 (R") est utilisée pour les variables exposants p € P (R™)
avec % € C"%(R"). La classe Py® (R") est défini de fagon analogue. Si p € P8 (R"), la

convolution de fonction ¢ € L* (R™) et f € LPO) (R") est définie comme suivant

lp* Fllpey < cllelly [1flle) - (1.1.8)

Pour la preuve, voir [10. Corollaire 3.6.4, p.96].

1.2 Les espaces (1) (L")

Définition 1.2.1 Soient p,q € Py (R"). On définit I'espace (1) (Lp(')) par le modulaire

sutvant
00 () (F),) :=§;inf{Ay>o:@p( (2) <1} v, c o0 a2

On définit la norme usuel sous la forme suivante

D ooy = {05 oy (20 ) <1 (122)

Si gt < 0o, alors

inf {\ >0+ g,0) (£/077) <1} =117

N

p(-

-

Q
—~

D’ou
ng()(Lp() ZHVv\q(

Proposition 1.2.1 Si g € (0, 00] telle que q constante, alors

L
a(-)

1oy = || (1l |

(1.2.3)



1.2. Les espaces (1) (L))

Preuve. On suppose que ¢ € (0,00), on a

12 = £l

Et ainsi on a .
q
00y (£2).) = D2 IFallsey = [ 18l |-
v=0

Dans le cas ¢ = oo, on trouve

o0

Opme (1p00) ((£2)) = D _inf {A > 0 0,0 (£u/ X)) < 1}

v=0
Ici Iinferieur est zéro, si au moins un ensemble n’est pas vide, dans ce cas inferieur est infini.

Par conséquent, dans la définition de la norme on a
()] inf 3 1> 0 “(,) <1
=in : —
v)ulleee (LrO)) 2 ngo(LpC)) 1 vy | = )

si et seulement si g, (J;—”> < 1, pour tout v. Ainsi

inf 1 = sup {“fUHp(')} - H Hf”Hp(')Hﬁoo '

Ce qui termine la preuve. m

Exemple 1.2.1 Soit (f,) = (f,0,0,...). On a le modulaire

1 .
Q4q<->(Lp(->) (; (fv)v) = inf {)\ >0: Op(-) (ﬁ) < 1} )
(o)l pac y=infdpu>0:inf¢A>0:p L <1%¥ <15,
vllga )(LP( ) p(+) H})\ﬁ) >~ ~

On sait que l'inégalité finale indique que X < 1, pour A =1 on trouve

Donc

1
1D oy =0t {1 > 03 gy (1) < 1] =l

Proposition 1.2.2 Sip,q € Py (R"), alors Qpat) (L)) est un semi-modulaire. De plus
(a) Sipt < oo, alors Opato (Lr)) est un modulaire.

(b) Sipt,q" < o0, alors 04at) (120 est continue.



1.2. Les espaces (1) (L))

Preuve. (Voir [1. Proposition 3.5]). =

Théoréme 1.2.1 Soient p,q € P (R"). Si }% + q% < 1, ou q est une constante, alors

||'H£q(.)(Lp(.)) est une norme.
Preuve. (Voir [1. Théoréme 3.6]). =
Théoréme 1.2.2 Sip,q € Py (R"), alors H-”eqm(Lp(.)) est une quasi-norme sur (40) (LP0)) .

Preuve. Soit r € (O,%min {p‘,q_,Z}] , on définit p = 2 et ¢ = %, alors on a 115 + % <1.

Ainsi d’apres le théoréme 1.1.1 on trouve

1(f), + (gv>v||gq(-)([,p(-)> = inf {M >0: Opat) (130)) <M) < 1}
<

— inf {N> 0: QE@(L@) (|(fv)v :T(gv)ur) 1}

o {Mi 0 g (|<fv>v - <gv>v|r) ) 1}

- (inf {/L > 0% Qs (£50) (|(fv)v j;(gv)w) ) 1})}.

= D+ @ W

< IR0, + Qs g0

1
T

< (ML) Mo gy + 10g0l s (250))

1

= (UDa ey + Ushlfren) (o IT Uy = Wy )
%—1 (H(fv)v”éqc)(Lp(-)) + ||(g”)v||€‘I(')(LP(-))) R (Car: 1 Z 1>

r

IN

Ceci qui termine la preuve. m

Lemme 1.2.1 ( Inégalité de Young )

Soient p,q, s € [1,00] avec % = é + %. Alors pour tout a,b > 0

(ab)® < a? + b7, (1.2.4)



1.2. Les espaces (1) (L))

Preuve. (Voir [10. Lemme 3.2.15, p.80]). m

Le condition p,q > 1 n’est pas suffisant pour garantir que le modulaire Opat (130 est
convexe. Bien qu’il ne soit pas vrai que le modulaire g, (£r)» n’est jamais convexe quand
q est non constante, I’exemple suivante prouve que ¢a peut étre seulement quasi-convexe

pour des oscillations arbitrairement petites q et pour d’arbitrairement grand p—.

Exemple 1.2.2 On considére (f,), = (f,0,0,...) et (g,), = (9,0,0,...). Soit p € [1,00).
On fize deux cubes unitaire disjoint Q1 et Q3. Soient a,b € (0,00) et q1,q2 € [1,00), suppose
que & =q et é = a9, et on définit f = aiXQl et g = béxQQ.

Puisque q est une constante avec f est non nulle, d’aprés le proposition 1.2.1, on conclue
que

q1
= Q.

1
"X

0 1) () = Gen riuy (fi)y) = |

p

De méme 04ty 1y ((90),) = b. Alors on considére le modulaire de § (f + g):

Opa()(Lp) <% (fo + gv)v) = inf {)\ >0: g, <% (f+9) /)\q(l>) < 1} :

En effet,

F+9\ gy = 1L (a>q’1 b 1(a>;1 1 (b)®
1> _ 1 a b _Laya 1y
_/R" (gmén =g A Xt (y) Xe ] =50 T

Puisque le coté droit continué et décroissante sur X, on remarque qu’il existe une unique

Ao > 0 pour cette nombre est la valeur de le modulaire de %(f +g). Alors linégalité de

convexité pour le modulaire

(Qeq<~>(Lp) ((fv)v) + 0paC)(Lp) ((gv>'u)) .

N | —

1
Opa(-) (Lp) (5 (fo+ gv)v) <

On peut écrire
p p

a-+b a '\ a b\ a2
A < —— d | — — = 2P
0S5 quan <A0> + ()\0>
On note x :=a/\g et y :=b/XNg. Alors le condition de convezité devient

p

2<x+y quand (x)ﬁ + (y)= = 2P,

Par monotonies, on a

(aj)ﬁ + (y)é <2 quand 2 =x+y. (1.2.5)



1.2. Les espaces (1) (L))

On va voir pour le maximum de (x)ﬁ +(2— x)é sur [0, 2].

Supposons que p =1, quand (1.2.5) vérifie l'inégalité dans x =y = 1, mais elle n’est pas
un maximum si q1 7 qa. On remarque que cette égalité (x)l/q1 + (y)l/q2 < 2 n’est pas vérifie
dans ce cas, c-a-d le modulaire n’est pas conveze pour le petit arbitraire |q1 — ga|.

D’autre part, on fire p > 1 et choisit ¢ = 1, on va choisir x € (0,2) est plus grand
que 2P — (x)p/q1 =1/2, puisque y = 2 —x > 0, on choisit gy plus grand lors yP/% > % On

remarque qu’il existe q; et qa pour tout p telle que l'inégalité (1.2.5) n’est pas vérifie.

Rappeler que 7, ,,, (r) = 2™ (1 + 2" |z[)™™, pour tout » € R", v € Ny et m > 0. On a

Nym € L' quand m > n et an,mH1 = ¢, est indépendent de v.

Lemme 1.2.2 Si o € C)°% (R") , alors il existe d € (n,00) avec m > d, telle que

loc
2va($)77v’2m (z—y) < CQW(y)m,m (x —y), (1.2.6)

avec ¢ > 0 indépendant de x,y € R™ et v € Nj.

Dans ce cas on obtient
27 o * | (2)] < ey + (20| £]) ().
En effet,

2" o ¥ | [l (1) = 27O 5, % | f] (2)
(1.2.6)

B / 2O o (=) [f(W)]dy < ¢ / Mo (2 =) 29 | f ()] dy
Rn R
= Ny * (27O f]) (2).

Preuve. (Voir [9. Lemme 6.1]). =

Lemme 1.2.3 Soient r > 0, v € Ny et m > n, alors il existe c = c¢(r,m,n) > 0 telle que
1
19(2)] < ¢ (Mo * |9]" (2)) 7, = €R™. (1.2.7)
Pour tout g € 8" (R™) avec supp § C {& : [¢] < 2°+1) .

Preuve. (Voir [9. Lemme A.7]). =



1.2. Les espaces (1) (L))

1.2.1 Rappel sur les distributions tempérées

Définition 1.2.2 Une fonction f : R" — C est dite a décroissante rapide si

VkeN: lim |z|" f(z) =0. (1.2.8)

|Z|—+o0

Définition 1.2.3 Une fonction f € C* (R") est appartient a l'espace S (R™) de Schwartz

st Va € N*, 90%f est a décroissante rapide. Donc

S(R") = {f € C®(R") : Yk € N,Va € N*, poi (f) = sup (1 + |z)*|0°f (z)| < oo} :
rcR?
(1.2.9)

Exemple 1.2.3 f(z) =e* € S(R").
Théoréme 1.2.3 (1) Si f € S(R"), alors
1f ()] <c(+|z))V,VN >0,Vz € R".

(2)
D([R") C SR, et S(RY) C LP(R"), 1<p < +oo.

(3) Une suite ((pj)j C S (R™) est converge dans S (R"™) vers ¢ € S (R") si

Pak (0; — ) — 0, Vk € N,Va € N".

j—rtoo
(4) L’espace D (R™) est dense dans S (R") .
(5) Si f € S(R™), alors 0°f € S(R™), Va € N™.

Définition 1.2.4 Soit f € S (R™). On note F [ la fonction

Ff)= f(f) = /e_mgf (x)dzx, Y& € R™.

Et on a
FfelL®(R") sifeSR").

Cette application est appelé transformation de Fourier. Et sa transformée de Fourier inverse

est

FE) = f©) = (2" / ¢ f(2)dr, VE € R".

10



1.2. Les espaces (1) (L))

Définition 1.2.5 On dite que T est une distributions tempérées s’il existe ¢ > 0 et m € N

telle que

(Tl <c > su%\xaa%(x)
18, al<m z€R

, Vo e S(R™). (1.2.10)

Définition 1.2.6 Soit (T}); une suite distribution tempérée. On dite que (1}); converge

vers T dans S’ (R™) si ({1}, ¢)); converge vers (T, p) , pour tout fonction ¢ € S (R").
Définition 1.2.7 Soit T € S’ (R"). On note FT la distribution tempérée définie par
(FT, ) == (T, Fep), et (F'T,¢):=(T,F '), Vo € SR").
Lemme 1.2.4 5% vg,v; > 0 et m > n, alors
Moo * Moym A Miminfvo,vm} (1.2.11)

avec la constante dépendant de m et n.

Preuve. (Voir [9. Lemme A.3]). =
Théoréme 1.2.4 Soient p,q € P% (R"). Si m > n, alors il existe c > 0 telle que

H (m,zm * fv)v”gq(-)(Lz’(J) <c H(fv)y”@(')(Lp(-)) : (1‘2‘12)

Preuve. 1l suffit de considere le cas ||(f,),l (a0 (L)) = 1 et on montre que

Z |y om * fo , <2 quand Z H|fv]q(')
v=0

r()
v=0 F10)

|q(-)

o =L
D)

'S

—~

q

Donc il est claire que de démontrer I'inégalité suivante

q(*) . v
H|C771),2m*f’v| o) < H‘fv’q() ) +27" =:0.
a(-) q(-)

Ce implique que

- )

H(S ' ‘Cnv,2m * fv‘q »() < 1.
a()

C’est-a-dire

Hd_ﬁcnv%n*fv S 1.

’ ()

11



1.2. Les espaces (1) (L))

Puisque é € C/% et § €[27,14 2], on utilise le lemme 1.2.2 on trouve

1 1
5@ §7 a0 f,

7]’[172771 * f’U‘ (I’) S Cnv7m * (CC) y VY € R"™.

Car la convolution est borné dans LP() (R") quand p € P'°8 (R"), on obtient

Hfﬁ)cm om * Jol| < Hcmm w070 g < Hé_ﬁfv
’ p() ’ p()

()’

avec ¢ > 0. Alors
q()
<1

Y

s

§1<:>H 6‘ﬁfv

p(+)

'S
I~
h—

Q

donc immédiatement d’apres la définition de §. m
Dans le lemme précédent nous avons eu besoin de que p,q > 1. Cette restriction peut
souvent étre évitée par le lemme 1.2.3 combiné avec I'identité suivante, qui suit directement

de la définition

=

0 (14)

Définition 1.2.8 A toute fonction localement intégrable f sur R™ (f € L} (R™)). On as-

loc

1D lr 10y = 151D,

[3 N

socie sa fonction mazximale de Littlewood-Hardy M f (x) telle que

1
M () = sup e / )l dy,
B(z,r)

ou B(x,r)={yeR": |ly—z| <r}.
On pose M f = M t|" pour tout 0 < t < 1.
Remarque 1.2.1 Si f,g € L}, (R™) et A > 0, alors

M(f+9) S M(f) + M(g), M(Af) = [AM(f).

Remarque 1.2.2 On pose

Mf(z) = sup S“’)mB(/ | (o)) d

r>0 z€B(y,r

1
= sup — z)| dz.
xeg‘B’B/If( )

Donc on a Mf(x) = Mf (x).

12



1.2. Les espaces (1) (L))

Théoréme 1.2.5 La fonction maximale M en voie LP dans LP, pour 1 < p < oo,
IMFN, < cllfll,, VfeLP(R) etl<p< oo

Remarque 1.2.3 On a M : L") — LP0O) sip € P8 et p~ > 1. Pour la preuve voir [10.
Théoréme 4.3.8, p.113], et aussi [6] et [8].

Exemple 1.2.4 En générale M n'est pas borné sur £40) (Lp(')). Contre exemple, l’espace
090) (L?). Soient q,q1, g2, Q1 et Qo pour étre comme dans lexemple 1.2.2. Soit f, := avXo,

pour constante a,, > 0, alors

Qpal)( Z H|fv|Q(

Za

L
q(+)

et
o (V1)) 2 Y en

= i Aa,)®
v=0

(La constante ¢ dépendant de la distance entre Q1 et Qg, mais est toujours positive). Si

¢ > Go, alors (a,), € (\(%2. Mais on a

00 (r2) ((fo),) < 00 €t gpey g2y (A (M fy),) = 00, pour tout A > 0.

Donc

M 090 (L%) - 090 (L)

13



Chapitre 2

9 al-)
L’espace de Besov Bp<‘))q(.>

Le but de ce chapitre est donner ’espace de Besov B;((-S)q(-) et quelques espaces, et la relation

entre ’espace de Holder-Zygmund.

a()
2.1 L’espace Bp(‘)’q(‘)

Définition 2.1.1 Soit ¢ est une fonction de S (R") satisfait

1 pour |z| <1,
¥(x) = (2.1.1)
0 pour |z|>2.

On pose Fopy (x) = (z), Foy (x) = (x) — 1 (27) et
Fo, (x) =Fep (27”36) pour v =23, ...

Alors {Fg, (x)} est une partition de l'unité, telle que

vE€Np
2.7:90,, () =1, pour tout x € R". (2.1.2)
v=0

On obtient la décomposition de Littlewood-Paley

F=> ¢.xf (2.1.3)
v=0

pour tout f € S" (R") ( convergence dans S’ (R™) ).

14



()
2.1. LespaceB() o)

Exemple 2.1.1 Un exemple de ce type de suite est donné par

o () = (2),
o1 (2) =9 (5) =¥ (2),
e, (2) =@, (2742), v > 2.

Ou0 < (z)<1,9(z) =1 pour|z| <1 et (x) =0 pour |z| > 3.
I est facile de voir que suppp, C {z € R™:2"7t <|z| <3.2"7'}, o, () = 1 pour
3272 < x| <2v ety ol e, (x) =1, Vo € R™

En effet,
k k k
Z% )= (0 (27e) —v (27w) =) v (27a) = ) v (2a)
v=2 v=2 v=2
et on a
k k—1
Zw@l_”): ¢(2 x) v—1=1
v=2 =2
Donc

ce qui implique

v=0
= ¢ (27%z), Vk € N
Donc
[e's) k
Do) = Jim S ()= Jim v (2t
= (klim 2”%) , (car i est continue)
= ¢ (0) = 1.
Alors -~
o (x)=1
v=0

15



’ o)
2.1. L’espace Bp(~),q(~)

Remarque 2.1.1 e En utilisant le partition de l'unité (y,), , pour définir les normes suiv-

ante
1 Uy, = 127700 5 A1l et Uy, = 1220, 5 Flall (2.1.4)

avec les constantes o € R, et p,q € (0,00] ( excluant p = oo pour le cas scalaire ).

/a4

e L’espace de Besov By, et 'espace F 7, de Lizorkin-Triebel est constitué par toutes les

distributions tempérées f € S’ (R™) pour 1fll gy, < oo et [[fllp, < oo

Définition 2.1.2 Soit (p,), comme la définition précédente. Pour a : R" — R et p,q €
Po, lespace de Besov B;‘((f))q(,) est l'ensemble des distributions tempérées f € S (R™) telle

que
— va(:)
”fHBg((_'){q(_) = |27V, * f>yng<‘)(Lp<->) < . (2.1.5)
Pour l’espace de Besov on peut aussi associé le modulaire
Opa() (f) = ng<->(Lp<»>) ((21/&(')% * f),,) . (2-1-6)
p()a()
Corollaire 2.1.1 Si g est une constante, alors
oty = ||[[279Cp,, * : 2.1.7
£l = |12°O % £l (2.1.7)
St a, p,q sont constantes alors By, est l'espace de Besov usuel.
Soit Fpoz.j)q(,) espace des distributions tempérées f € S’ (R™) telle que
_ va(-)
||f||F;((f))74(A) || H2 Py * f||gq(-) Hp() < 00. (218)
Cette espace est appelé Lizorkin-Triebel avec des exposants variables.
Proposition 2.1.1 Sip € Py et o« € L™, alors
a() o)
Boywty = Fotraty (2.1.9)

Preuve. On a

(f) = i H |2ya(')90y * f‘p(.)Hl = i/ ‘2”O‘(x)<py * f ($)|p($) dx
v=0

O pa()
Bytyw() —~
~og,

o0

= /Z ‘2”0‘(:”)901, x f (x)|p(x) dx

rn v=0

= [z, D o = oy ().
R’ﬂ

p(),p()

16



()
2.1. LespaceB() o)

oc

Théoréme 2.1.1 Sip,q € Plog et a € Cllog N L, alors l’espace Bg((f))q(.) ne dépend pas des
partitions de l'unité (p,),, .

Preuve. Soit (¢,), et (¢,), deux partitions de I'unité. Par la symeétrie, il suffit de

prouvé que

HfHZac) <c ”fH o)

p(-),q(") P( )a(-)

On définit K := {—1,0, 1}, et on utilise que gb,,{b“ =0 quand |g—v| > 1, on a
o, xf =D 0,5t xf
keK

On fix¢ r € (0, min {1,p~}) et m > n, puisque |¢,| < ¢n,, 5/, avec ¢ > 0 indépendante de

v, on obtient

1
p

|S01/ * wy-i-k * f‘ < Cnu,Qm/r * |1/}V+k * f| < Cny,Qm/r (771/+k 2m ‘wv—i-k * f| )
donc d’apres l'inégalité de Minkowski ( avec un exposant % > 1) et le lemme 1.2.4, on a
}()01/ * wu—i—k * f‘r S c |:T]V,2m/r * nifkﬂm] * |wlj+k * f}r ~ T]V—Hc,Qm * ‘wu-‘f-k * f‘r :

Alors d’aprés le lemme 1.2.2 et le théoréme 1.2.4, on a

1/r

H(zm(')%*f)y||gq<->(Lp<-)) = H(2m "o, x I ) H q<>(Ly>

< CZ H 21/04 Tny—l—kZm ka *f‘ HI/T (L&)
keK

< ZH Dyt * (2727 [0, % £]7)) ||1{1€>( )
keK

< X @O x| (LP%)
keK

< CZ 12720, % ), Heqo J720)
keK

donc la derniere somme égales 3 || f]| e - Ce qui termine la preuve. m

Bp(yat)
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2.2. Inclusions

2.2 Inclusions
Le théoreme suivante donne quelques inclusions élementaires.

Théoréme 2.2.1 Soient o, ag, 1 € L, et p,qo, q1 € Po.

(i) Siqo < q1, alors

a() a()
Bty at) = Botranty:

(17) Si (ap —aq)” >0, alors

ap(+) a1(-)
By0yat) = Bty

(1ii) St pt,qT <0, alors
Q)

5ot —, o0

p(-),min{p(-),q(-)} p(a() Bp(~),maX{p(~)7Q(~)}'

(2.2.1)

(2.2.2)

(2.2.3)

1 1
Preuve. (i) Supposons que ¢y < g1, alors A0@ < Aa@ quand A < 1. Donc d’apres la

définition on a

Opat) (f/p) < Opa() (f/u), Yp>0.
p(-),a1(+) p(-),a0(")

Ce qui implique

1O, 1), gy < D000 % 1), oy

c-a-d

o <c al-
||f||Bp<(~>),ql(-> - HfHBp((o),qo(o

(77) D’apres (i), on a

ao(+) ao(+) a1(-) ai(+)
p(),q0(") - Bp(-),qa' et Bp(~),q1_ - BP(')#]l(')'

Donc il suffit de prouvé que g et g;, ce quindique encore par qo,q; € (0,00] pour le

simplifie. En effet,

HHQWI(')% Iy

< HHT%(')‘PV * f||p(.)HZOO <

a1

ce qui implique

(2710, D llas (2o < €l (2720, Pl (o0

18
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2.2. Inclusions

avec ¢t =) 2700 < oo,
(iii) « On montre que la premiére inclusion, soit 7 := min {p, ¢} et f, (z) := 2@ | * f (x)|.
On suppose que o) (f) < 1, et il suffit de démontrer que 0 ¢y (f) < e
()7 ()

p(-),a()
f;(~)> )

Puisque ¢7®) — ¢4 on obtient

p(z)

(@)
Op(") ([ follgar) < (HfVHzr(z —/ (Z f””) dx = Q% (
Rn

M]3

Il
o

1%

Il vient

r() p(-).r()

Z Hf;"(')HM =000 (f) <L
V=0

p()

i A
v=0 pL)
r()

e Pour démontrer la deuxiéme inclusion, on utilise la méme méthode avec s = max {p, ¢} .
On suppose que g,«» (f) < 1, et on utilise I'estimation de modulaire dans I'espace de
p(-),q(*)

Besov, et puisque p/s <1 on a

0 o) ZHfS)||p()<

p(-): ()

Zfs

Le coté a droit est borné si et seulement si le modulaire correspondant est borné. En fait

sy (100) = [ 15
2

Ce qui termine la preuve. m

= anynes()

(7
s()

o) dr = Opecr (f) =1

Remarque 2.2.1 On considére l’inclusion de type Sobolev, pour des exposants constantes

il bien connu que

B < B™ (2.2.4)

Po.q P14
Sz’ozo—pﬁozal—pﬂl, ot 0 <py<pp <00, 0<qg< oo, —00<a; <ay < oo pour la preuve
voir [19. Théoréme 2.7.1, p.129]. Cette inclusion base sur l'inégalité de Plancherel-Polya-
Nikolskij (Bernstien).

Le but de cette partie est de généraliser I'inclusion de Sobolev dans les espaces B (())q()

Lemme 2.2.1 Soient po,p1,q € Py avec a — n/py et 1/q € C\%. Sipy > po, alors il existe

loc *

c > 0 telle que

H |20 g o, (2.2.5)
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2.2. Inclusions

pour tout v € Ny et g € L) NS (R™) avec supp § C {€ : |¢] < 21} telle que la norme de

coté droit au plus un.

Preuve. On pose §:= a —n/p; et

q()

A= 2V(ﬁ(.)+%)g +277,

11 est clair que A € [27%,1 4+ 277], on utilise le lemme 1.2.3 et le lemme 1.2.2, on obtient
A\~ a0 9vrB(@) lg (2)|" < e\ @@ QvrB@) (771/,2m * |g|r) (z) < Ny * </\_ﬁ2"5(') |g|> (x),

avec m > n. Fixer € (O, Do ) donc s = po/r € Py. On applique l'inégalité de Holder avec

exposant s, on trouve que
1/r

-
S()

A2 |g ()] < |27 Fm, ,, (2 - )

po(°)

La deuxiéme norme de c6té droite est borne par 1 avec le choix A. Pour la premiére norme,

on sait que

Qsl(,) (27%7]%7” (I — )) — /21/n (1 + 21/ |I . y|)—ms (v) dy

Rn
< /(1 + (272 — z|)_m(s> dz < 00,

Rn

car m (s/)_ > n. Maintenant on choisit ¢ € (0, 1], on trouve que
. p1(x) zyﬁ(:c) p1(z)—po(z) B Y )t po(x)

(cor 2@ g (@))" = [M] (A oy (@) | (:c)I)

A a@

" po(z)
< ()\(1(11)21/(,8(@“0(1)) g (:c)|) _

On passe 'intégrale sur R” et on utilise la définition de A, on obtient la résulta. =

Théoréme 2.2.2 ( Inclusion de Sobolev )
Soient po, p1,q € Py et ag,aq € L™ avec ag > 1. Sil/q et

po (7)

est localement log-Hoéldérienne continue, alors

ap (x) —

ap(+) ai(+)
BPO(')J](-) - Bpl(-),q(-)' (2.2.6)
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2.2. Inclusions

Preuve. Supposons que [|g]| < 1, c-&-d ggae)  (9) < 1. On pose a(z) = o (7) et
po(-):a()

g =, x f, et il suffit de démontrer que g 0,y (g9) < c.

p1(-),q()
D’apres le lemme précédent on a

a(-)
vaq (- ) « =L~ . —v
[le200g”0) ., < |12 (0457 g 27", v € No.
a0 po (")
q(-)
Ce qui implique
00 fe'e) " ‘I() 0
Z }Czuoq Z V a1( po() Pl('))g —+ Z 27 < 0
o q V=0 Po((')) v=0
aC

avec q (a:) - n/po (x) = (1‘) - n/p1 ( ) Cllgf u

Corollaire 2.2.1 Soient pg, p1,qo, g1 € Po et ag, aq € L avec ag > aq. St

n n

g () — =ay (x) — +e(x),
po () ()
est localement log-Héldérienne continue et e~ > 0, alors
ao(") O
BPOO('),qu) - Bp11(~),q1(-)' (2.2.7)

Preuve. D’apres le théoréme 2.2.1 (i) et le théoréme 2.2.2, on a

Bl o), gea()+e)

P0(+),q0(+) po(+),00 p1(+),00

Mais B;“ll((f)):(') — B;‘ll((_5)7ql(.) par le théoréme 2.2.1 (ii). Ce qui termine la preuve. =

Soit C', 'espace de tous les fonctions borné uniformément continue de R™ muni de la

norme sup. Concerne l'inclusion en C,, on a le résultat suivant.
Corollaire 2.2.2 Soient a € C)°%¢ p € P et q € Py. Si

1
S > 5max{1 — —70},
p(z) q (x)
avec fizer 6 > 0 et tout v € R", alors

a()
B . = Cu. (2.2.8)
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2.2. Inclusions

Preuve. Soit v (z) := o (x) — n/p (). D’aprés le théoréme 2.2.1 (i), on remplace ¢ par
le plus grand exposant max {1,5/5 — v} € P'°g.

Donc d’apres l'inclusion de Sobolev on a

a() v
Bpyat) = Booat):

Puisque Bgo,l — (, pour la preuve de cet résultat classique voir [19. Proposition 2.5.7,

p-89], donc il suffit de démontrer que

() 0
Boo,q(_) — Boo,1-

C-a-d,

- - @) o 120
1follg,, =D _suplful S cllfull o =D sup 2701
’ v=0 z oot v=0 x

On pose f, = ¢, * f, on utilise I'’homogénétié comme la maniere usuel, on a

Zsup|fu| <c¢ quand Zsup }QVV(x)fy‘q(x) <1.
v=0 " v=0 7

On choisit x, telle que

sup |f| < 21f, (x,)|, Vv > 0.

Alors d’apres I'inégalité de young, on obtient
Z sup | f,| ~ Z If, (z,)] < Z |2u7(xu)fy (xl/)‘Q(J?u) 4 2—V’Y(Cﬁu)q,(mu) <1+ Z 97V < ¢
v=0 = v=0 v=0 v=0
Ce qui implique
B’Y( )

;q(') - Bgovl — Cu.

Ce qui termine la preuve. ®

Définition 2.2.1 Soit L4P0) Iespace de potentiel de Bessel dans L), ac € R. Si1 < p~ <
pt < o0, et p € P8, alors
Fiy o= LY Yo > 0. (2.2.9)

La démonstration de cet résulat dans [9, théoréme 4.5].

Dans les mémes suppositions sur p, d’aprés le théoréme 2.2.1. On obtient l’inclusion
a(t) o,p() _
Bp(,)’q(,) — L7PY Vo~ >0 > 0. (2.2.10)
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2.2. Inclusions

En particulier, on a B;‘((f))yq(.) — LPY) sia” > 0. Cf [2. Corollaire 6.2] ou [12. Théoréme
6.1].
Soit la définition
1 = n
op(z):=n {1y (0)] 1) etp(z):=max{l,p(z)}, z € R" (2.2.11)

Sioz—n/p:a—ap—n/ﬁeqlgcg,

et p,q € Py, « € L™ et (a —0,)” >0, alors d’apreés le
corollaire 2.2.1. On obtient

() 0
Byyaty = Baeyae (2.2.12)

On déduite que

p(:),1

11l < ZO llew * Fllaey = Il < lfll prorope, -

Proposition 2.2.1 Supposons que p,q € Py et o € L® avec o — nfp € C\5. Soit o, et p
trouvé dans (2.2.11), si (o — o)~ > 0, alors
alt) 70
B e DO, (2.2.13)

Soient p,q € Py et a € L>®. On définit o := (a — %) , alors a > ay +% = € L™ 1

est clair que oy — % =g € C’ll(o)f. Par conséquent, d’aprés le théoréeme 2.2.2, on obtient
. . a1()=35 o I n
Bl ) = Bat\) > Baowo "V =BX — S (R"). (2.2.14)
Théoréme 2.2.3 Sip,q € Py et « € L™, alors
S(R") = By, — S (R"). (2.2.15)

Remarque 2.2.2 Comme dans le cas classique voir [19. Théoréme 2.3.3, p.48], on utilise

le théoréme précédent, on peut prouver la complémentaire de [’espace de Besov BI?(('))(I' Par

conséquent c’est l'espace est (quasi) Banach.
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2.3. L’espace de Holder-Zygmund

2.3 L’espace de Hdolder-Zygmund

Définition 2.3.1 Soit a : R® — (0,1]. On dite que C*") l'espace de Zygmund pour tout
f e Oy telle que

[ flleacy < o0,
ol

AQ
o = 1l - sup  (B6S @I (2.3.1)

z€R" heR™\ {0} |h|“(”)

L’espace de Holder C*0) est définie de la méme fagcon analogue mais avec la norme suivante

A f (o
e = Ml + sup 2L g oy (2.3.2)
zcR" heR™M\{0} | A

On définit

ALf(2)=f(x+h)—f(2), ALf = AL (AL) 1oy AL = AL (ALS), VheR", kEN,

telle que
k . k!
AR kJCJ :U—l—h”,Cj:—'-
On peut facilment trouver linégalité suivante
—afx 1 —afx n
sup 1|~ |ALf (2)] < g—ger sup [ AL (2)], Vo R,
h — h
Donc on trouve
CcV) e 00 Vot < 1. (2.3.3)
En fait, les deux espaces coincider pour c.
Théoréme 2.3.1 Pour o € C’llgcg avec = > 0,
B =c*0 (a<1) et BY) =C0 (ot <1). (2.3.4)

Combinant ce résultat avec l’espace de Sobolev telle que

1,p() _ pl 1 ()_ 1--75
Wp()_Fp(-),QcﬁBp(-),oo B O — o7

24



2.3. L’espace de Holder-Zygmund

Corollaire 2.3.1 Sip € P qvecn < p~ < pt < 0o, alors
WwhrO) — o1 (2.3.5)

Et on a

Oé(')'f'ﬁ o)
Bp(l)’q(l) — C* (2.3.6)

dans le cas o= > 0 pour p,q € PY® et o € C)%

loc *

Preuve de Théoréme (2.3.1). La preuve sur les deux parties.

Parté 1. On considére que

0 — B (a<1l)etC*— BN (at<1).

00,00

Alors
£l gacy. = supsup [22@ g, « f ()] < c||flleac -
’ v x
La limite v = 0, est facilement estimé en terme de || f||_ , ainsi on considére v > 0.

Puisque I’espace de Besov est indépendant de choix les partitions de 'unité (¢,) , on suppose

Py (_y) =¥y (y)7 alors

1 1

pox 8@ =5 [e W)+ £ o= mdh =3 [0, (1) AL o~ by dn

Rn Rn
On utilise comme [ ¢, (y) dy = ¢, (0) = 0 dans deuxiéme étape, par la définition on a

A% F (= )| < | fllgacs P17

Pour le petite h, log-Holdérienne continue est implique que |h|a($_h) <c |h\o‘(””) , on obtient

o xf (@) < e / oy ()] B dh + ¢ / oy ()] B dh

|h|<1 |n|>1
ax _yq ot
= o [ il ante [ o 12n an
|h|<2¥ |R|>2¥

< c2—”a<x>/ygp,, (h)| [|h|0“+ + |h|‘“] dh < 0.
Rn

25



2.3. L’espace de Holder-Zygmund

Parté 2. On considére que
B ) (a<1) et BY)L — 00 (af<1).

Alors

M
|A3f @)] <2 sup sup sup|2"WANf (x)].

sup sup <
[ k20 [p<2—k @

0<|h|<1 =
Pour a > 0 et M > 1, il existe ¢ > 0 telle que

|AY (¢, * [) (2)] < emin {1,207} (o5 f), (@)

pour tout v, et tout k € Ny et |h| < 27% ou

" oy * [ (x — y)|
o), (x) :=sup s
est une fonction maximale de Peetre. Cf. [19, (2.5.12/8), p.111]. Puisque
F=Y e,
v=0

est la convergence dans L*°, on obtient I'estimation suivante

sup [2EIAN ()] < 030 2NN (g1 f) (w)e 3 2@ (g1 f) ()

|h|<27k v<k v>k+1
(2.3.7)
Par conséquent, pour l'estimation 2v*®) (¢* f) (x). On note K := sup, 2"*@ |p, * f (z)],
alors (az)—o(z—y))
_ ov(a(z)—alz—y
270) (% ). () = sup 27 lp, * f (x ay)| < Ksup )
y 1+ [27y| y 1+ [27y|

* Quand |y| <277, et a € )% on a v(a(z) —a(z —y)) <ec

* Quand |y| > 272, le coté droit est borné par K2”(a+_°‘7_2), et le reste est borné pour

choisir a > 2 (o™ — ™). Alors

2 (3£, (2) < esup 2@ |, x f ()] < e f]] pacy.

On utilisé I'inégalité (2.3.7). On trouve que

sup |25°@ANf(2)] < e |3 20D =at) N glemeT ] llgat, -

|h|<2=F v<k v>k+1

Si M =1, alors on pose at < 1. Pour M =2, M —a™ > 1.
s POANF @) < el (e W S €y Yo > 0)
h|<2- : :

Ce qui termine la preuve. m
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Chapitre 3

Caractérisation par la fonction

maximale de Peetre

Le but de ce chapitre ’espace Bg(.'))q(.) est de donner quelques résultats principaux de cette

espace.

3.1 Quelques lemmes techniques

Lemme 3.1.1 Soit 0 < a <1 et 0 < ¢ < 0. Soit {ex},cy, une suite des nombres réelle

positives, telle que
{eetnem llew = 1 < 00

Alors la suite {(5k = Z;io a‘k_ﬂej} est dans ¢4, avec
keNp

H{ék}keNoHM < CI?

c dépend a et q.

Les lemmes suivants sont de [16. Lemme 1. Lemme 3].

Lemme 3.1.2 Soientw, € S (R") et M > —1, un nombre entier telle que 5, x®u (x) dr =

0 pour tout |o| < M. Alors pour tout N > 0, il y a un constant cy > 0 de sorte

sup [t (071) xw (2)] (1 + |2])Y < ent™ (3.1.1)
z€R®
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3.2. Quasi-normes équivalentes

Lemme 3.1.3 Soit 0 < r <1, et soient {b;} .y, :{dj};cy, deur suites a des valeurs dans

(0, +00) . Supposons que pour certains Ny > 0
dj =0 (2™°), j — oo, (3.1.2)

et que pour tout N > 0
d; < Cy Y 207PNpdi", j e N,

k=j
Alors pour tout N > 0
d; < Ox Y 207Ny, j e Ny,

k=j

avec les mémes constantes.

3.2 Quasi-normes équivalentes

Dans cette section nous caractérisons les espaces Bg((_'))q(_) par la fonction maximale de Peetre.
Nous suivons de prés la méthode présentée par V.S.Rychkov [16]. Par conséquent, on définit
pour a > 0,a:R" — Ret f € S’ (R"), la fonction maximale de Peetre.

2vW) o, f (y)|
yern (1+2v ]z —y)*’

VGN().

On présenté maintenant une caractérisation fondamentale des espaces B;‘((,'))q(,). Les théoremes

suivants sont de [7. Théoreme 1. Théoréme 2].
Théoréme 3.2.1 Sia € C)%8, p,q € Py® eta > o=, alors

1270 ), s sy 32
est une quasi-norme équivalente dans B;“((_'))yq(_).

Preuve. La preuve sur les deux étapes.

Etape 1. Il est facile de voir que pour tout f € S" (R") et tout = € R”, on a

2@ |, x f (2)| < ;2720 f (x).
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3.2. Quasi-normes équivalentes

Donc
1005 1), o aooy = M@0 2), [ ey

Etape 2. On démontre dans cette étape qu’il y a un constant ¢ > 0 telle que pour

feS (R"), ona

H (‘P;’aya(-)f)ung(~>(Lp(~)) <c H (2ya(.)% * f)u||gq(«)(Lp<~>) :

Donc il suffit de considérer le cas

” (21/&(')% * f)y”gqc)(Lp(-)) =1,

et on montre que

5 lepmeare _1
v=0

p()

(-

p()

(.
q(-)

Q
~

< C' quand Z H‘T’a(')(py * f}q(.)
v=0

Donc il est claire que de démontre 'inégalité suivante

()

Jlessaos

< H|2ya(-)% N f‘q()

a(-) q

o T2 =0, 0>0.
)

'S

—~

Ce qui implique

<1

o7t eppez= s,

qui est équivalent a

< 1.
p(*)

On choisit ¢ > 0 telle que a > % > pﬂ_. D’apés le lemme 1.2.3 et le lemme 1.2.2, on a

__1
o520 1

I'estimation suivante

ro ra l/t rvol - t 1/t
220 o, x f (y)] < C2°W) (n, 5 * 0, * f|' (¥)) SC(m,m*(2 D, * f]) (y)) :

(3.2.2)
pour y € R, v € Ny et tout m > d (avec d € (n,00)). On diviser les deux cotés de (3.2.2)

sur (1+2" |z —y|)*, et on a

42"z —y) " <(1+2|z—2)) "(1+2"|y - 2])", z,y,2 € R",
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3.2. Quasi-normes équivalentes

alors on obtient pour tout f € S’ (R"), tout 2 € R™, m > max (d, at) et tout v € Ny

272 o, + f (2)|
sagra() £ () < C’le/ ; dz
(QDV f( )) — (1+2V‘$—Z’)at

Rn
= C / dz+CY / dz
B(m72_u/2) izo3(1-72—”/2‘“""‘1)\B(CB,Q_V/Q'H)
= L@+ T,

i>0
d’out C' > 0 est indépendent de z, v et f. On choisit o > 0 telle que
a—nft
1 1)
)

Puisque 1/qg € C)% et § € [27°7,1 4 2777], on trouve que

loc

O<o<

5(%—%) < (20u5)\ﬁ—ﬁ| 2ua\ﬁ—ﬁ| < 22og(@)ov/log(et1/le—2]) < (3.2.3)

pour tout z € B (z,27"/?) . Donc

e 5 q(tz)an(z)t t
§ i JH () < 02””/ [y * fagz” dz.
(1+2"|z—z|)

Maintenant la fonction z —— = € L' (puisque a > ). Alors on utilise la propriété de

1
(1+]2)
lopérateur maximale de Littlewood-Hardy pour majorant M, voir E.M. Stein et G. Weiss

[18, chapitre 2, (3.9)],
N A

67T I} (2) < M, (577020, 5 ) (2), Vo € R,

M. (9) (x),

1

il en suit que

v/2H ot 1o coté

avec la constante C' > 0 est indépendant de x et v. Puisque |z — z| > 2~
droit de (3.2.3) est estimé par cQQW(l/‘f—l/‘ﬁ), alors pour tout x € R” et tout v € Ny,

5" i@ J? . (x) est borné par

Coertie syt [ st () i
B(w2-v/2tin)

C2yt(20(1/q—_1/q+)_a/2+n/2t)2i(nfat)Mt (§*ﬁ2lla(')¢y * f) (3;)

IA

IN

Ozi(n—at)Mt (5_ﬁ2”a(')g01, * f) (z),
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3.2. Quasi-normes équivalentes

en raison de notre choix de ¢. Donc,

S0 () £ €Y 20, (5720, k) (1) < M, (5720, x £) (2),
i=0 i=0

depuis encore a > n/t. En conséquence nous avons prouvé que

(yﬁgp;ﬂzvm f (ac))t < OM, (yﬁzvaw% R f) (x), Yz € R™.

N

p(:

- ‘

Prise la norme de L% et en utilisant le fait qui M : L% 5 L% est borné, on obtient

1 t
c6~ a1 g2veC) f

) t
b7t 0 f
()

()
t

< |5 720 |, % £

p()
t

= ||o7 @220, « f

t
()’

avec ¢ > 0. Alors

|s7362200, « ¢

<1
p()

F10)

)

1 q()
=t H)‘S_“‘)?m(')% ]

t
p()
Donc immédiatement d’apres la définition de §. Ce qui termine la preuve. m

Dans cette section, considérons kg, k € S (R™) et un nombre entier S > —1 telle que

pour € > 0 on a

|Fko (§)] >0 pour [¢] < 2¢, (3.2.4)
Ik (€)] >0 pour g < €] < 2, (3.2.5)

et
/a:o‘k (z) dz = 0 pour tout |a] < S. (3.2.6)

Rn
Ici (3.2.4) et (3.2.5) sont les conditions taubérien, avec (3.2.6) sont les conditions moment

sur k. On rappel que la notation
ki () =tk (t7 ), kj(z)=koi(x), VE>0, jEN.
Pout tout a > 0, f € S’ (R") et € R" on note

. 27a¥) |f.
20 (2) = sup 2o 2T W]
yern (1427 |z —yl)

Habituellement k; * f est appelé le moyen local.

J € No. (3.2.7)

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce chapitre.
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3.2. Quasi-normes équivalentes

loc

Théoréme 3.2.2 Soit v € C)% et p,q € Pr® avec g7 < c0. Sia > -t et at < S+1, alors

Hf ‘B;f((f)),q(,)H/ = H(k’;’a?a(')f)j #0250

et

1[50 = 0k -9),

pa(: )(Lp( ))

sont des quasi-normes équivalentes sur B;‘((,')) )"

(3.2.8)

(3.2.9)

Preuve. Le premier H. Kempka [13] a prouvé ce résultat, mais seulement le cas de

q constante était inclus. J.-S. Xu [24] a preuvé ce résultat avec p variable, mais ¢ et «

est fixé. H. Kempka et J. Vybiral [15, Théoréme 14|, indépendent, avéré ce résultat avec

2ja(')k;’af, Hq;—g_(l/q) + Clog (@) au lieu de k;’a2ja(')f, . respectivement. L’idée de la preuve

est de V.S. Rychkov [16].
Etape 1. Soient ¢, ¢ € S (R") telle que

[ Fo (§)] > 0 pour [¢| < 2,
|Fo(§)] > 0 pour%<|§|<25.

On montre que il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout f € S’ (R™)

Hf ‘Bz?((é),q(-) H sc H (@720 f).

Donc il suffit de considére le cas

)

| (5020,

J gq<<)(Lp(-))

et on montre que

>

J=0

}Ck;,QQja(.)f ‘ Q()

o0
) < (' quand ZH )
a() j=0

Soient A, A € S (R") et

suppFA C{£ eR": €| < 2e}, suppFAC{EeR" :¢/2 < [§| < 2¢},

FA () Foy (€ +Z]—"/\ (277¢) Fo (277¢) =1, £ € R™
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3.2. Quasi-normes équivalentes

En particulier, pour tout f € S’ (R") on a
f:A*¢0*f+i)\y*¢V*f. (3.2.12)
v=1
Donc on peut écrire
k’j*f:k:j*A*gbO*fan:kj*/\y*gbV*f.
v=1
Nous avons

290 [k 0, 0,0 £ ) <270 [ by 2 ()16, 0 1 (= 2)| (3.2.13)

Rn

Soit v < j. On écrire
kj* X, (2) =2"kg-i x XA (2"2), Yz € R".

Alors d’apres le lemme 3.1.2, et pour tout nombre entier S > —1 et tout N > 0 il existe un
constante ¢ > 0 indépendent de j et v, on a
9(v—7)(S+1)+vn
ki« Ay (2)] < CW, z e R™

Ainsi le coté droit de (3.2.13) est estimé par

C”“”“”‘”““’“”/ (L1427 |22 [y # f (y — 2)] dz = 2@ DS D00y o fl(y).

R

D’apres le lemme 1.2.2 on a ’estimation

IN

2(J'—V)°‘+77V,N * (2'/0‘(') |6, * f|) (v)
207" 2920 £ () || my nv—all,

Cz(jfz/)oﬁ' ¢Z,a2ua(-)f <y) ,

27°Wn, oy * |6y, = £ (y)]

IN

IN

cette estimation est vrai pour N > max (d,n + a) et tout v < j (avec d € (n, c0)).
Soit maintenant v > j. Alors, d’aprés le lemme 3.1.2 nous avons pour tout z € R" et

tout L >0
2(—v)(M+1)+jn

|kj o Ay (2)] = 27 |k % Aai—v (272) | < TR
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3.2. Quasi-normes équivalentes

avec un nombre entier M > —1 est pris arbitrairement grand, puisque D*F A (0) = 0 pour

tout a. Alors, pour v > j, le coté droit de (3.2.13) est estimé par

c2ja(y)+(j”)(M+1)+j"/ (1+2 |z\)_2L o, x f(y—2)|dz = c2ja(y)+(j7”)(M+1)77j,2L*’¢u « [l ().

Rn
Et on a

(1427 |2)) 7 < 220708 (142 |2)) 2 W > .

Alors, encore, le coté droit de (3.2.13) est dominé par

P L ()

A

UM =2LttraTin), (900 |6 s £]) (y)
C2(j—u)(M—2L+1+oF+n)(b;,GQVa(')f (y) Hnny_a H1

CQ(j—u)(M—2L+1+oF+n)¢z,a21/0¢(‘)f (),

IA

IN

la ou dans la premiére inégalité nous avons employé le lemme 1.2.2 (en prenant L >

max (d,n + a)). Puisque M > 2L — o~ + a — n on estimé la derniére expression par
(@UV)(at1) gragual) ¢ (4

avec ¢ > 0 est indépendent de j,v et f. De plus, noter que pour tout z,y € R" et tout
J,veN

¢y 120 f () (142" |2 — y])"

¢>l;,a21/a(‘)f (m) max (1, 2(ij)a) (1 + 97 ’m _ y’)“ )

67201 (1)

IA

IN

Donc

9ja(¥) [J.. A, 2(zxfj)(S+17a+> siv<
sup | j* . * gbu *f (y)| < C¢z,a2ya(-)f (SL’) % ' J
yeR" (1+27 |z —yl) 207V si v>j.

En utilisant le fait que pour tout z € R”, tout N > 0 et tout nombre entier S > —1

2—j(S+1)
|kjx A(2)] = |koi x A(2)| < c

(L4

on obtient

o 20k % A 6o £ (9)

: TN < omi(Sti-a®)gmar (1) vje N
M At Doy S P f (@), V]
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3.2. Quasi-normes équivalentes

Donc avec § = min (1, S +1 —a*) > 0 pour tout f € S'(R"), r € R”, j € Non a
K200 f (@) < O2 95 f (@) +C Y27 WgpeaeOf (o) = €27 Pgpeatf (o).
v=1 =

Aussi pour j = 0, en utilisant le fait pour v > 1, z € R", N > 0 et tout nombre entier

M > -1

271/(M+1)
kox A, (2)| = kg *x A= (2)] < c————+,
ko x Ay (2)] = [ko * Ao—v (2)] TP
et
ko # A (2)] < e—
2)| < e—m—+,
’ (1+[2])"
pour obtenir
kgaf(x) §C¢8,af +022 Vo *a2ya 022 vo *a21/a ( )7 VIERn
v=1

Soit 7 > max <q+, f}—f). Alors d’aprés le lemme 3.1.1, on a

Z H}ck’* agial) f

B ZH‘CI{?*GQW‘ )f| TP()
N 9—li—vls H pragral) f a()/T )

1 eamial) 140/
o3 ||lg20 | —cZH
j=0 ES)

'S
N3

2
~~

NER

¢* a23a )f|(I(

IN

'S
I~

Q
o

avec ¢ > 0.
Etape 2. On montre que dans cette étape que il exsite une constante ¢ > 0 telle que
pour tout f € S’ (R")
() ()
Hf ’ch),qc) H = C) By H : (3.2.14)

Dans méme fagon analogue a (3.2.11), (3.2.12), soient A, ¢ € S (R") telle que

supp FA C{ e R™: [¢] <2}, suppFp C{E€R":¢/2 < €] < 2¢},
et on a

f=0x(ko)*xf+ > by, xknxf, Vf€S (R"), jeN.

m=j+1
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3.2. Quasi-normes équivalentes

Donc o
kj*f:Aj*(kO)j*kj*f+ Zk]*¢m*km*f
m=j+1

Il suffit de considérer le cas

1"

o) |
Hf‘chxqu =1

et on montre que

5 et
j=0

p(-)

< C quand ) H 27900 f|q(')
C =0

b0
a(-)

N

Q

On peut écrire

By x i (2) = 27 (kg ) (202) V2 € R,

alors d’aprés le lemme 3.1.2, et pour tout nombre entier K > —1 et tout M > 0 il existe
une constante ¢ > 0 indépendent de j et m, on a
2(jfm)(K+1)+jn

kix,, (2)] <ec . , z € R™.

L’estimation analogue

27

—, 2 € R",
(1+27]2)*"

A * (ko) (z)‘ <c
est évident. De ceci il suit que

2°W) |k % f (y)| < CZ Q(J‘—m)(KJFHO‘*)2m0‘(y)77j’2M | km * f] (y)

m=j

- Sty (220l SO,
(1427 |y — z|)2M

m=j Rn
Puisque

)—ZM

(1+2 |y — < 22N (12 |y — o)

alors d’apres le lemme 1.2.2 on trouve

PoW [k f (y)] < o3 U (KT M) gmat)y, ok x fl (y) (3.2.15)

m=j

< CZ 2(J'—m)(K+1+a_—2M+n)77m7a N (Zma(.) oy, 4 f|) W),

m=j
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3.2. Quasi-normes équivalentes

avec prendre M > max (d,a). On utilise I'estimation élémentaire

(1 + 27 o — y|)_a

IA

1+ 2|z —2)) " (142 |y —2[)" (3.2.16)
< D1 2™z — 2]) T (142 |y — 2]),

pour obtenir

- = : 279 k5 f (2)
k"",a2j06(.) < 2(]—m)(K+1—a—a —2M+n)+mn/ m dz.

m=j R”
En fixé r € (0,1]. On trouve que

1—r

27 [k x £ ()] = (27 k% £ (2)])" (27 [k x f (2)])

r (27 Ky % f (2)
— ma(z) km * P (2 | a
(2 | /(@) (1+2m|x — z]|)

< (27 [k % £ (2)])" (Kzr2me©) f (;U))H (1427 |z — 2)*0)

1—r
|) (142" |z — z])*0"

Alors

27 |k % f (2)]
(1427 |z — 2|)"

T

dz (k2O f ()7

*a0jo(- j—m N,—l-mn
Fe2ie0 f () < 3 267 /

dodt N' =K +1—a+n—a —2M est toujours pris arbitrairement grand. Tout & fait de

facon analogue on preuve pour tout f € S (R") I'estimation

*,a - —mN' +mn era(Z)‘km*f(Z)‘r *,amao(- 1—r
@ <oy | T (k2 Of ()

m=0 R®

Maintenant en fixe tout z € R™ et appliquer le lemme 3.1.3 avec

dj = k20 (x), j €N,

S e
o (1+2m|x — 2)™

dz, m € Ny.

R”
Supposons (3.1.2) est satisfaite de Ng = N7 + n + [max (0,a™)] + 1, avec N; est l'ordre de
distribution f € S (R") ([a] est la partie entier de nombre réelle a). On conclue que pour

feS(RY),N>0etjeN,

2 |k f (2)]
(1+2m |z —2))"

dz, r>1.

(k79270 f () < €' 2U-mNrsmn /

m=j Rn
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3.2. Quasi-normes équivalentes

11 suffit pour prendre (3.2.15) avec a + n au lieu de a, on appliqué 'inégalité de Holder en
m et z, et finalement I'inégalité (3.2.16). Nous omettons les détails.

Puisque a > , il possible de prendre % < r < p~. Soit 7 > <. Alors

H |ckagie0) f | = ||[erragioe) g

=~

p(

N

q(-
Jrr||T

e

()
q(-)

Bnar (27 i+ 1)

(G—m)Ng~ /7
é ¢ (Z 2 ’ Tp(-)>
m=j ()

Par la méme méthode donnée dans la preuve de théoréme 3.2.1 (avec m,q () /7,7 au lieu

de v, q(+),t respectivement) nous pouvons prouver que

a()/rT
+2 mao

7p()
“a()

M ar % (270 5 1)

R

mo(- ®) T —mo

- H\Q Oy £ H&+2 ,
q(-)

avecc>0et 0 <o < Z (CL:"/T1> Alors pour tout f € S’ (R") et j € Ny, on a

q qt

‘ Ck;,ana(.)f ‘ Q()

'S

. <C<Z2J m)Ng~ /7 (H‘Zma Ko *f‘ H 2—mg)>7.
ol

D’apres le lemme 3.1.1 on obtient

Z ”‘ k*a23a )f’q(

Q
~

IN

S (o )

< 3 [l « g0 +cZ2
=0
< (.

)
€

'S

Q

N

L
a(’)

Etape 3. On montre dans cette étape que pour tout f € S (R™), on a l'estimation

suivante

a() a() a) |
Hf‘Bpm,q(-) Hf)ch),q(o H = CHf ‘Bpm,q()

Soit {(pj }jeNO est comme dans la définition 2.1.1 et soit ¢; = ¢;. La premiére inégalité est

prouvée par la chaine des estimations

a(-) ' *,a0ja-
[ B0 || < e (eie20),

<eeog,),

a()
S CHf ’ch),q()

eq(>(LP()) ga(-) (
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14 ou la premiére inégalité est (3.2.10), voir I'étape 1, la deuxiéme inégalité est (3.2.14) (avec
¢ et ¢, au lieu de k et ko), voir I'étape 2, et finalement la troisiéme inégalité est évidente.

Maintenant la deuxiéme inégalité est obtenue par la chaine suivante

alt) *,a6j50(-)
718560 ]| < e | e52e05),

o() | o() ||
0 (10) < CHf ‘ch),q(-)H = CHf ‘ch),q(-)H )

la ou la premiére inégalité est évidente, la deuxiéme inégalité est (3.2.10), voir I'étape 1,
avec les roles de kg et k respectivement ¢, et ¢ échangé, et finalement la derniére inégalité

est (3.2.14), voir I’étape 2. Ce qui termine la preuve. =
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Conclusion générale

A la fin de ce travail, on conclusion ce espace conserve quelques propriétés de I'espace Besov
usuel et plus. L’espace de Besov avec exposants variables est important dans 1’analyse
harmonique.

Quelques des inégalités et les inclusions dans 1’espace de Besov avec exposants variables

reste la méme comme dans le cas classique de 'espace de Besov usuel.
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Annexe

Cet annexe est consacré a introduire une bibliographi¢ mathématique de la vie scientifique

de quelques mathématiciens célebres.

Besov Oleg Vladimirovich :

Mathématicien Russe, est né le 27 mai 1933. Docteur en sciences mat-
hématique et physique. En 1990, il était élu membre correspondant de
I’académie des sciences de russe, professur MTPI, chef de la théorie d-
es fonctions de l'institut de math Steklov. En 1977, lauréat du prix d’e-

tat de 'URSS. Il a travaillé sur 'analyse mathématique,analyse harmo-

nique, est 'auteur de plus de 80 articles, et obtenu compléments impo-
rtants & la théorie des espaces de Sobolev (I’espace de Besov).

Bernstein Sergei Natanovich :

Mathématicien Swede (sovietique), né le 5 mars 1880 a odessa et mort
le 26 octobre 1968 & moscou. Sa thése de doctorat soumise en 1904 a la
sorbonne, résout le 19 probleme de Hilbert. Ses travaux porteut I'appro-

ximation de fonction et la théorie des probabilités.

Fourier Jean-Baptiste (1768-1830) :

Mathématicien et physicien Francais, un des créateurs de la physique
mathématique. Il modélisa la propagation de la Chaleur en utilisant une

série trigonométrique qui deviendra célébre.
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Hoélder Otto Ludwig :

Mathématicien Allemand, est né le 22 décembre 1859 a stuttgart et mort
le 29 aott 1937 & Leipzig. Il a travaillé sur la convergence des séries de

Fourier et a découvert, en 1884, cette inégalité qui porte aujourd’hui son
nom. On lui doit d’inportants résultats en analyse fonctionnelle, en logi-

que et en structures algébriques.

Hardy Godfrey Harold (1877-1947) :

Mathématicien britannique. Connu pour ses travaux majeurs en théorie
des nombres et en analyse. Il reconnut immédiatement le génie inclass-

able de Ramanujan.

Lebesgue Henri Léon :

Mathématicien Francais, né le 28 juin 1875 a Beauvais et mort le 26 jui-
llet 1941 a paris. 1l soutient sa thése en 1902 sous le titre: Intégrale, lon-
gueun, aire. Dans sa these, Lebesgue présente la théorie d’une nouvelle
intégrale, qui parte son nom de jours. Simplifier et amplifier la recherche
en analyse de Fourier.

Littlewood John Edensor (1885-1977) :

Mathématicien Anglais. Il a travaillé sur le théorie de séries, la fonction
de Zéta de Riemann, les inégalités, et la théorie des fonctions.Ses contri-
butions en analyse harmonique (il a aussi une importante contributions
dans 'opérateur maximale de Littlewood-Hardy et décomposition de
Littlewood-Paley dans les espace fonctionnels).

Nikolskij Serguei Mikhailovitch :

Mathématicien Russe, est né le 30 avril 1905 a talitsa et mort le 09 nove-
mbre 2012 & moscou. Il est membre de 'académie de science d’URSS

(puis de Russe). En 2005, il travaille encore pour l'institut de physique

et de technologie de Moscou.
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Paley Raymond (1907-1933) :

Mathématicien Anglais. Ses contributions en analyse harmonique furent

nombreuses et décisives.

Jaak Peetre :

Mathématicien Suédois, est né le 29 juillet 1935 a Tallinn, en Estonie. En
1958, il a en poche son dipléme dans 'université de Lund, et était un pro-
fesseur de mathématique (1963-1988). Il a été en 1983 membre de 'acad-

émie des sciences. Il a travaillé sur EDP, les opérateur d’intrepolation, la

géométrie différentielle.

Sobolev Serguei (1908-1989) :

Mathématicien et physicien Russe. Auteur de nombreux travaux sur les
équations aux dérivées appliquées a la physique. Il introduisit la notion
des fonctions des dérivées ”généralisées” qui est a l'origine de la théorie

des distributions.

Schwartz Laurent (1915-2002) :

Mathématicien Francais. Inventeur de la théorie des distributions qui jo-
ue un role crucial notamment dans la théorie des équations aux dérivées

partielles. On lui doit également de remarquable résultats en géométrie

des espaces de Banach et probabilités. Premiér Francais & avoir obtenu

la prestigieuse médialle Fields.
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Triebel Hans :

Mathématicien Allemand, est né le 7 février 1936 & dessau, il a en poche
son diplome en 1959. En 1962 il a obtenu son doctorat sur 1’équation La-
me. En 1970, il a été professeur d’analyse a léna. Ses travaux porteut ess-
entiellement sur analyse fonctionnel, analyse harmonique et les équation
physique mathématique. La plus célébre découverte est 1'espace Lizorkin-

Triebel.
Zygmund Antoni :

Mathématicien Polonais, est né le 25 décembre 1900 poland et mort le 30
mars 1992 chicago. Il étudie les doctoret avec Alberto Calderon. Il a trav-
aillé sur les opérateur intégraux singuliers dans domaine analyse harmon-

ique.
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