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Notations

Notation Page

K (K,+,e) est un corps commutatitif si (K, +), E'
(K— {0k} ,e) sont des groupes abéliens, ou Ok est
I’element neutre de (K, +) et e est distributive sur +

E un K—espace vectoriel est un groupe additif (£, @) muni E
d’une loi externe ® sur un corps K appelé scalaire

R™ I’espace euclidien R X --- x R muni de la norme eucli- |E|
—_——

m fois

dienne [|(2:); <jcpm || = < 3 xf) , (Ti)1<icm € RT

1<i<m

N

dy

o La fonction vectorielle y (a:) € & admet une dérivée en 77

z =9 € K, si le rapport = (y (¥) — y (20)) tend vers
un vecteur limite lorsque x tend vers xg.

% est appellée notation de Leibniz

y' () est appellée notation de Lagrange

:&(l’) est appellée notation d’Isaac Newton

D,y est appellée notation d’Euler

y®) () On note % par y*) (z), tel que y* ) (z) = (y*® (x)), E|
M Matrice M = (aw)1<,<m a m lignes et n colonnes El
1<j<n
la Matrive Dérivée (Jacobien) de Y = (yi)rfgi < est
Ayi
DY ((I)lﬁién) - <a§:/j>1§ign,
<j<n
L Transformée de Laplace 7?7

F(p)=LI[fl(p) = [y f(z)ePda
L[f=pL[f]— f(0)

L[f"=pLIf]=pf(0) = f(0)
LIfM] =pL[f] - épn " fED(0)
L{fs £ wdu] = L2() )
L1 Transformée inverse de Laplace @
fz) =L F (p)] = 55 f];.foo e’ F' (p) dp
0 dérivée partlelle axlajgfz = Jyw = Ojyixf m

(o) = 3 G (F (@) B (a)



0.1. INTRODUCTION

0.1 Introduction

Le calcul infinitésimal (différentiel) a tout naturellement conduit les scientifiques a énoncer certaines
lois de la physique en termes de relations entre, d'une part, des variables dépendantes d’une autre
variable indépendante (en général le temps) et, d’autre part, leurs dérivées : il s’agit 1a d’équations
différentielles ordinaires (en abrégé, EDO). L'un des précurseurs dans ce domaine fut Isaac Newton
(1642-1727). Dés lors, de nombreux modeéles de la physique ont étés énoncés par 'intermédiaire d’EDO
(dont, au XVIle siécle, les équations d’Euler-Lagrange pour les sytémes mécaniques). Nous donnons
ci-dessous une liste non exhaustive de modeles par des EDO tirés de divers domaines des sciences :

Biologie, Chimie, Electricité, Electronique, Electrotechnique, Mécanique....

Définition 0.1. [0]
Soit E/ un espace vectoriel de dimension m € N. La forme la plus générale d’une équation différentielle

ordinaire (en abrégé EDO) est

dy d*y

F — ..., — =0, k>1 1
(x7 y’ d(L” ) dl’k ) — ) ( )

tellequey: I CR — E, et FF: R x E¥!' — E_ est une fonction suffisamment réguliére.

L’ordre de 'EDO est I’entier k£ correspondant a la dérivée d’ordre le plus élevé dans et se dégré est

la puissance correspondant a la dérivée d’ordre le plus élevé.

Remarque 0.1. i) Si F =R, alors est dite EDO scalaire
ii) Si £ =R™, m > 2, alors est dite EDO vectorielle. On parle alors de systeme différentiel.
iii) Le théoreme de la fonction implicite garantit que I'EDO peut se mettre (localement) sous

forme explicite normale (résolue).

R
dﬂ?k - x7y7 dxw"a dl’k I

a condition que det (Jp) # 0, ou Jp est la matrice jacobienne de F' c-a-d la matrice constituée des

éléments

OF;

dkyj
8@?)

iv) Dans le cas ou la matrice Jacobienne est partout singuliere, '"EDO sous forme implicite est dite

Equation Différentielle Algébrique (EDA).

Qij = 7(iaj)€{1a"-m}2'

Exemple 0.1. [0§]




0.1. INTRODUCTION

L’EDO (Forme implicite)
(1-2*)y +ay+1=0,
admet pour forme résolue :

, wy+1
2 —1

sur |—oo, —1[ ou |—1,1[ ou |1, +o0].
On trouve des solutions sur chacun des trois intervalles mais la seule solution de C! (continue, dérivable

et de dérivée continue) est y = —z sur |—oo, +00] .

Définition 0.2. Soit 'EDO scalaire

F ('I7 y’ y/7 AR 7y(n)) - 07

1) Une fonction w : I € R — R est appellée solution ou courbe intégrale de F, si u est n fois

différentiables sur I et

F(:z:,u,u',...,u(”)) =0, Ve el.

2) Une soution générale du n°™ ordre est une solution contenant n variables arbitraitres, corréspan-

dantes a n constantes d’intégration.

3) Une solution particuliére est dérivée de la solution générale en remplacant les constantes par des

valeurs particliéres, souvent choisies par rapport aux conditions initiales ou conditions aux bornes.

4) Une solution singuliére est une solution qui ne peut étre dérivée de la solution générale.

Exemple 0.2. 1) Montrer que y (z) = ¢ cos (x) est une solution de 'equation y” +y = 0 telle que ¢ est

une constante.

2) trouver I’equation différetielle de solution générale y = ¢ sinz.
3) Former l'equation différetielle de solution générale y = Cy (z — Cy)”

Solution : 1) on a 3" (z) = —csin (x), alors
y" () +y(z) = —csin(x) + ¢ sinx = 0.
2) En dérivant I’équation y = ¢ sinx, on a 3y’ = ccos (x) en dévisant, on obtient

/
vy = cot x.




0.1. INTRODUCTION

3) En dérivant deux fois

y201($—02)2,

onay =20 (z —Cy) et y' = 2C}, alors

donc on obtient ’équation cherchée




CHAPITRE 1

Résultats fondamentaux, Equations diférentielles du premier ordre

1.1 Existence et unicité des solutions pour les Problémes de
Cauchy

Dans cette section on va étudier 'existence et 1'unicité des solutions des EDO en présentant le

probléme de Cauchy et des conditions nécessaires et suffisantes pour ’existence des solutions globales.

1.1.1 Probléme de Cauchy
Définition 1.1. [06]

Soit E un espace vectoriel et soit la fonction

RxE — E
(z,y) — f(z,y).

Résoudre un Probleme de Cauchy, c’est trouver toutes les fonctions

R — F
Yy )
v — y(z)



1.1. EXISTENCE ET UNICITE DES SOLUTIONS POUR LES PROBLEMES DE CAUCHY

telle que

dy ;L
=Y = f(z,y)

y(xo) = o

,ouzg €ER, yo e F (1.1)

1.1.2 Solutions du Probléme de Cauchy

Soient £ =R™, I C R, I ¢ R, U un ouvert de R x R™, f: U — R™, une application continue
Définition 1.2. [06]

Une solution de (|1.1]) est une fonction dérivable y : I C R — R™, telle que :

1. Ve eI, (z,y(x)) € U.

2. Vx € Ia y,(.%’) = f(l‘,y(flf)), To € Ia (l'(),yo) ceU

1.1.3 Solutions maximales

Définition 1.3. [I0]

Soient 3 : I — R™, i : I — R™ des solutions de (1.1)).
On dit que § est un prolongement de y si I C [ et Vo € I, § (z) = y (z).
On dit qu’une solution y : I — R™ est maximale si, y n’admete pas de prolongement § : | — R™ avec

1C1.
Théoréme 1.1. [I0)]

Toute solution y se prolonge en une solution mazimale § (pas nécessairement unique).

1.1.4 Solutions globales

Soit 'ouvert U, de la forme U = J x U’ ou J est un intervallede R et U’ un ouvert de R™.
Définition 1.4. [10]
Une solution globale est une solution définie sur 'intervalle J tout entier.

Remarque 1.1. Toute solution globale est maximale, mais la réciproque est fausse.

Exemple 1.1. [10]

15



1.2. THEOREMES D’EXISTENCE ET UNICITE

Soit i/ = y? sur U = R x R. Cherchons les solutions de cette équation, nous avons la solution globale

y (x) = 0. Si y ne s’annule pas, alors

i
d’ou par intégration )
~ @) =zx+c
donc )
y(@) = :c_—l— ¢

Cette formule définit deux solutions, définies respectivement sur | — oo, —c| et | — ¢, +00o[. Ces solutions

sont maximales, mais pas globales. En fait y (x) = 0 est la seule solution globale.

1.1.5 Reégularité des solutions

Définition 1.5. [05]
Une fonction est dite de classe C¥, si elle admet des dérivées partielles continues jusqu’a l’ordre k.
Théoréme 1.2. [05]

Si f:UCRxR™ — R est une fonction de classe C*, alors toute solution de est de classe C**1,

1.2 Théorémes d’existence et unicité

Lemme 1.1. [10]
On dit que y : I — R™ est une solution du probléme de Cauchy si et seulement si,

1. y est continue pour tout x € I, (z,y (z)) € U.

2. Pour tout x € I, on a

y () :yo+/mf(t,y(t))dt.

zo

Définition 1.6. [10]
On dit que f est localement lipschitzienne en y, si pour tout (zg,yo) € U, il existe un cylindre
C = [zg — x,20 + x| X B (yo,70) C U et une constante k = k (zo,yo) > 0, tel que f soit k— lipschitzienne

en y sur C.

Yz, ), (2,92) € C | f (2, 0) — f (2,92l < Ellyn —vell-

Remarque 1.2. [03]

16



1.2. THEOREMES D’EXISTENCE ET UNICITE

0
Pour que f soit localement Lipchitzienne par rapport a y il suffit que a—f existe et soit continue
Y
Théoréme 1.3. [12]

Si f est localement lipchitzienne par rapport a vy, alors le probléme de Cauchy admet une solution

unique.

Preuve
On va donner la preuve, pour m = 1, et on peut ainsi facilement la generaliser au cas général.

Si f € C([a,b]) et si f veérifie la condition (dite de Lipschitz),
Vz € [a,b], Yy € C([a,b]), Vz € C([a,b]),AL > 0; [f(z,y(x)) — f(z,z(x))| < Lly(z) — 2(x)],

alors, le Probléeme de Cauchy admet une solution et une seule sur [a, b] (et ceci pour tout y, € R).

Existence (itérations de Picard)

On définit la suite de fonctions (yi) telle que

Yo (QJ) =Y
Yre1(x) =y + [ F(t yn(t))dt.

Par définition, v, € C*([a, b]). Ainsi,
Vr € [a,B], o (o / Fltun()) — £ty (8))dt.

Ou, f vérifie une condition de Lipschitz, d’ou

Ve € [a,b]; [yra(z) —ye(2)] < L/ |9k (t) = Y1 (B)|dt < L[y — yr-1lloo|x — al.

Puis, par récurrence,

b~ al*

k!

k
r —a
Vo € fo,b], Iren() ~ ()] < Dl — vl =2 < EF1l — 3o

Ensuite, comme (k + i)! > klil,

b—a]

b—a
WemwMananﬁ—lm,muzﬂ

17



1.2. THEOREMES D’EXISTENCE ET UNICITE

p—1 i
ZLi\b— al < oLl—al
— 71— ’
1=

donc
b —al*

Vx € [a,b]7 |yk+p($) - yk($)| S Lk k! ||y1 - y0||oo€L|b_a|.

Il s’ensuit que (yx) est de Cauchy dans C*([a,b]), donc (yx) converge uniformément vers y de

C*([a,b]). De plus, la limite y satisfait Va € [a, ],

y(z) =y, + / f(t,y(t))dt.

Unicité

Si le probléme de Cauchy admet une solution y, cette solution vérifie que

Wemwymz%+/3mwmw

Supposons qu’il existe deux solutions y et z & ce méme probléme de Cauchy. donc

YV € [a, b, i
mw:%+/fwmmﬁ

et
Vo € [a,b], z(z) =y, —|—/ f(t, z(t))dt,

nous obtenons facilement,

vV € [a,b], y(x) — 2(z) = /xf(t,y(t)) — J(t, 2(1))dt.

Ou f vérifie une condition de Lipschitz, d’ou

V€ [a, 0], [y(z) — 2(z)] < L/ ly(t) — 2()|dt < Ly — 2||oc|x — al,
ol ||w]|oo = SUPzelap|w ()], pour w € C([a, b]). Ainsi, par récurrence,

|z —a]"

Vi € [a,8], y(z) = 2(2)] < Llly — #lloet—

En faisant tendre n vers l'infini, on obtient Vx € [a,b], |y(z) — z(z)| <0, puis y = z.

Exemple 1.2. [05]

18



1.2. THEOREMES D’EXISTENCE ET UNICITE

Soit le probleme de Cauchy :

Y = f(z,y) ot f*R — R (1.2)

1
y (o) = %o (z,y) +— Y5

3
2 € = %1 et la fonction identiquement nulle.

Les solutions générales de 1) sont : y (z) =€ [2 (z — ¢)]

1°"cas : yo # 0

La fonction f est alors de classe C'! sur un voisinage de (¢, o) et le Théoréme de Cauchy nous assure

lexistence et I'unicité d’une solution sur un voisinage de (xg, yo) -

En effet la résolution du Probléme de Cauchy fixe la valeur de € en fonction du signe de y,. Mais si
I’on cherche une solution définie sur R, on trouve une infinité de fonctions par raccordement des

différentes courbes en 79 = 0

28me cag 1y =0

La fonction f n’est pas dérivable sur un voisinage de yg et le Théoréeme de Cauchy ne s’applique pas.

On peut trouver trois fonctions solutions :

yi(z) = 0
ya(r) = [3(z—20)]® 3
ys(z) = — [% (x — :(:0)} 2,

1.2.1 Condition suffisante d’existence des solutions globales

Théoréme 1.4. [10]

Soit f : U — R™ wune application continue sur un ouvert produit U = J x R™, ou J C R est un
intervalle ouvert. On suppose qu’il existe une fonction continue k : J — R telle que, pour tout x € J
fixé , Uapplication y — f (x,y) soit lipschitzienne de rapport k (y) sur R. Alors toute solution mazimale

de l’équation y' = f (x,y) est globale (i.e., définie sur J tout entier).

Exemple 1.3. [10]

Soit I’equation suivante :

Y =ava?+y? = f(z,y) (1.3)

On montre que toute solution maximale de ([1.3]) est globale.

19



1.2. THEOREMES D’EXISTENCE ET UNICITE

On a f (z,y) definie sur R x R = R?
et \V/yl S R, Y2 € R,VSL’ S R,

|f(93,?/1) - f($»yz)| = |f($,y1) —f(l",y2)|
= ol |[va? i~ e+ R
et on a
1| < /22 + 93
et
lya| < /22 + y2
alors
[y + 4| <l + [yel < \/2? +y /22 + 3
donc
|1 + v <1
Va2 +yi 4+ /2 + 3
d’ou

(¢* + 1) — (2% + y3)
|f($ay1)_f($7y2)| = |$| 5 12 2 22
VvVt +yi + /22 + y3
_ (y1 +12) (y1 — ¥2)
= laf 2 2 2 2
VvV +yi + /22 + 4}
<zl — el <Q(2) [y1 — 1],

telle que @ (z) = |z|. La fonction @ (z) est continue sur R, donc d’aprés Théoréme [1.4] toute solution
maximale de (|1.3) est une solution globale.

20



CHAPITRE 2

Résolution explicite exacte de certaines EDO

2.1 Interprétation géométrique d’une équation différentiellee]

1.1 Isochnes|

[2.1.2  Représentation graphique des solutions|

2.2  Equations a variables séparées|

2.3 Equations homogeénes|

[2.3.1 Equations se ramenant a des équations homogenes|
B4 EDO Linéa Taires

[2.4.2  Equations de Bernoullil

[2.4.3 Equations de Riccatti|

[2.5 Equations aux différentielles totales (exactes)|

[2.5.1 Facteurs integrants|

2.6 Equations de Lagrange et de Clairant|

[2.6.1 Equations de Lagrange|

[2.6.2  Equations de Clairaut|

2.7 Résolution par les Series de Taylor et les transformées Laplace]

2 2 . o s e eme

|28] sz 7 ] ;l

[2.8.2  Meéthodes de résolution des EDQ Linéaires du 2°™€ ordre avec se-

cond membrel




[2.8.3 Cas ou on peut abaisser 'ordre]
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Dans ce Chapitre on donne une etude qualitative des EDO en présentant d’abord des méthodes
graphiques de résolution, utilisant les isoclines et le champ des vecteurs tangents aux courbes de so-
lutions, aprés on présente les EDO solvables explicitement, telles que les EDO & variables séparables,

homogenes, exactes (Facteurs intégrants) , de Bernoulli, de Lagrange, de Riccatti, de Clairaut...etc.

Enfin on présente les méthodes utilisant les Series de Taylor et les transformations de Laplace

23



2.1. INTERPRETATION GEOMETRIQUE D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLEE

2.1 Interprétation géométrique d’une équation différentiellee

Définition 2.1. [06]

Considérons une famille de courbes dépendant d’'un paramétre ¢, d’équation

F(z,y,c) =0. (2.1)

~

A chaque valeur de ¢ correspond une courbe de la famille. La fonction F' admettant des dérivées partielles
par rapport & x et a y. Dérivons par rapport a x I’équation [2.1) sachant que y est aussi une fonction de

2. On obtient
oF oOF d_y B

— 4+ —.— = 2.2
(91:+8y dx 0 (22)

L’élimination du parameétre ¢ entre les équations [2.1] et [2.2] conduit & une relation

R(z,y,y')=0.

C’est une équation différentielle du premier ordre qui est I’équation différentielle de la famille
de courbes donnée par [2.1] Etant donnée une famille de courbes dépendant d’un parameétre,
toutes ces courbes sont des courbes intégrales d’'une méme équation différentielle sous les hy-
potheéses précédentes. Réciptoquement la résolution d’une équation différentielle du premier

ordre fournit une famille de courbes dépendant d’un paramétre.

Remarque 2.1. [06]

d’une maniére générale les coubes (C') définies par I’équation comportant n paramétres

F(z,y, A, A2,...,A,) =0 (2.3)
vérifient une équation différentielle du n®™ ordre

G (:17, v,y ,y(")) =0,

obtenue en éliminant les n paramétres \;, \s, ..., A, entre I’équation [2.3] ci dessus et les n équations

obtenues en la dérivant n fois par rapport a ¢.

20



2.1. INTERPRETATION GEOMETRIQUE D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLEE

2.1.1 Isoclines

Définition 2.2. [06]

on appelle isocline de pente m pour la famille des courbes solutions de I’équation

y, - f(x7y>

La linge (L) croiseé en chacun de ses points par une courbe intégrale de pente égale a m.
Les isoclines permettent de définir I'allure des courbes intégrales dans le plan.
Elle sont définies par I’équation f (z,y) = m, ol m est un parameétre.
L’isocline de pente zéro est le lieu des points de pente nulle, qui contient les points extrémums des

courbes solutions (Voir Figure 3.1 et Figure 3.2)

2.1.2 Représentation graphique des solutions

Résoudre une équation différentielle y' = f(x,y), c’est déterminer explicitement (y = ¢ (z,¢)) ou
implicitement (® (z,y,c) =0), une famille de courbes ayant leur tangentes données et résoudre un
probleme ' = f (z,y), y (xo) = yo, c’est déterminer celle de ces courbes qui passe par un point donné.

On peut donc visualiser le probléme en tracant le champ de vecteurs associé a I’équation

Exemple 2.1. [02]

L’EDO ¢ = i peut se résoudre par séparation des variables :
dy _y
1. —==-5=;
d x’
2. jydy: —/xd:n;
2 2
3. % = —% + C donne
2?2 +y? =2C =12

La solution y (x) se situe donc sur un cercle de rayon .

Exemple 2.2.
Résolvons 'EDO
y y? — 22
2zy
Cette équation est homogene, puisque
2 2 2 _ 2
) — () =
2 (ax) (ay) 22y




2.1. INTERPRETATION GEOMETRIQUE D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLEE

On pose donc u (z) = y (z) /z, ¢-a-d y (x) = z.u (z) et on obtient
Les courbes (1 + u (:1:)2) x=C,
ou C' est une constante réelle non nulle;
Les courbes (z — %)2 +y(z)’ = %2
(famille de cercles qui passent par 'origine

et qui sont tangents a 1’axe des y.)

Définition 2.3. [02]
Si on dessine en tout point (z,y) du domaine de définition de la onction f(z,y) un petit segment de

pente f(z,y), on obtient le champ de directions de 'EDO ¢ = f(z, )

Proposition 2.1. [02/
Soit f une solution de l’équation différentielle y' = f(x,y). Alors le graphe de f est tangent en chacun

de ses points (v,y) au vecteur V.

Théoréme 2.1. [02]

Dans un point (z,y) on a une solution courbe d’une equation différentielle de la forme j—z = f(z,y).
La courbe a une tangente f(x,y). On represente la solution sous forme de graphe par le champs des
vecteurs donnant des segments tangents le graphe de f(x,y) auzx points (x,y). Le champ des vecteurs

est donné par la fonction vecteur suivante

1 dy
F T, = dy ) dfly )
) (H(laa)ﬂ H%)H)

qui associe & chaque point (x,y) un vecteur unité de longueur 1 et comme direction sa dérivée.

Exemple 2.3. [02]

Le champ de direction de I’équation différentielle

dy 2 _ 2

dx

est le vecteur a deux dimension

1 y? — t?

2 —a2P) S e - a2P)

Plusieures solutions courbes sont données par le graphe suivant

F(:C,y) =
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2.2. EQUATIONS A VARIABLES SEPAREES

2.2 Equations a variables séparées
Il s’agit d’équation du type :

y' =G (2,y) avec G (z,y) = A(z) B(y).

Dans ce cas
dy

Il faut ensuite intégrer chaque membre
dy /
—— = [ A(x)dx.
/ B(y) )
Exemple 2.4. [06]

(14 2%y =1+ yavec 1 + 22 > 0, donc

y 1
1+942 1422

et en intégrant, on a
arctan (y) = arctan (x) + C,

donc
y = tan (arctan (z) + C)

Exemple 2.5. Intégrer ’équation

Yy
y/ = T
x
métons ’équation sous la forme
dy _ v
dx x’
d’oll en séparant les variables, on a
dy  dx
y oz

et par conséquant,
In|y| = —Inl|z| + InCy,

C . . .
donc y = — ot C' = £C. On peut perdre la solution y = 0 quand on dévise par y; mais cette solution
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2.3. EQUATIONS HOMOGENES

est contenue dans ’équation originale pou C' = 0.

2.3 Equations homogeénes

Il s’agit des équations du type :
e =(2)
fley)=9(7
ou bien sou la forme

P(z,y)dz + Q (z,y)dy =0

telles que P, ) sont des fonctions homogenes. Sachant que f (x,y) est homogene si f (Az, Ay) = X" f (z,y)
pour A € R* et n € N.
Méthode de résolution : On effectue un changement des variables y = xu, alors ¥ = u + zu’ =

g (u). On est revenu a une équation & variables séparées :

Exemple 2.6. [01]
xy —y+zer =0

Cette équation est sous forme résolue sur |—oo; 0jou |0; +o0f.
On pose

y=ur =y =u+azu = au +e" =0
=
_ —1 _
e du = —dr = e " =In(z|)+C,
x

ou C est une constante

On doit donc avoir In(|z]) + C >0 et u = —In(In(|z]) + C), puis y = —zIn(In(|z|) + C).

Exemple 2.7. trouver la solution générale de 1’équation

¥
y':g—l—eﬁ.
x

Pour résoudre cette équation différentielle, nous allons d’abord la réécrire de maniére & isoler les termes
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2.3. EQUATIONS HOMOGENES

en y et en x. L’équation est donnée par :

Yy =—+eT.

Y

x
Nous pouvons traiter cette équation en tant qu’équation différentielle homogéne de premier ordre de la
forme ¢y = f(y/x). Posons y = ux pour simplifier I’équation :

dy

=u+e*
dx

Maintenant, nous pouvons résoudre cette équation différentielle homogeéne en utilisant la méthode de
séparation des variables ou toute autre méthode appropriée pour trouver la solution générale. Une fois
la solution trouvée, nous pouvons revenir a la substitution y = ux pour obtenir la solution générale de

I’équation originale.
Exemple 2.8. Je vais maintenant résoudre ’équation différentielle et revenir vers vous avec la solution

générale.

2.3.1 Equations se ramenant a des équations homogénes

Si

, a1 + boy + 1
= . 2.4
4 f<a2$+b2y+cg) (2:4)

aq b1
On pose § =
a9 b2

1) Si § # 0, en faisant alors dans I'equation

r=u+a«

y=uv+p,

ol les parameétres aet 3 sont déterminées par le systéme d’equations

a1a+bgﬂ—|—01:0
CLQO&‘szﬁ—i-Cz:O,

on se ramene alors a une équation différentielle par rapport a les variables u et v.
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2.4. EDO LINEAIRES SCALAIRES

2) Si § = 0, en faisant dans 'equation [2.4]
a1 x + by + ¢ = u,

on se rameéne alors a une équation différentielle & variables séparables.

Exemple 2.9. Intégrer 'équation (2o —y +4)dy + (x — 2y + 5) dx = 0.
On a
dy 2x—y+4
dr  —2y+5

et
9 _
)= =5#0,
1 -2
donc en faisant le changemant
r=u+t+auo
y=v+p5,

avec aet [ sont déterminées par le systéme d’equations

20— +4=0
a—20+5=0,

on obtient « = —1, 5 = 2, donc
r=u—1
y=v+2,

ce qui implique dx = du, dy = dv, alors
dv  2u—wv

du  u—2v

est une équation homogene par rapport a uet v nous savons comment la résoudre.

2.4 EDO Linéaires scalaires

Définition 2.4. [05]

Soit I’équation différentielle scalaire suivante :

F (ac, TR ,y(”)) =0. (2.5)




2.4. EDO LINEAIRES SCALAIRES

On dit que I'équation ([2.5)) est linéaire, si elle peut s’écrire sous la forme :

an (2)y™ () + ano1 (@) y" 0 (@) + .+ ao (2) Y () = b(2) =0,

oua;, b; et y: I C R — K, sont des fonctions par rapport a z, tel que K =R ou K =C.

2.4.1 EDO Linéaires du 1 ordre

Théoréme 2.2. [11/

Soit y, (x) une solution particuliére de I’équation non homogéne

Y (x) =a(x)y(x) +b(r), (2.6)

y (x) est solution générale de l’équation différentielle précédente si et seulement si l'on a

y(z) =y, () +yn (x) ot ys (x) est solution de ’équation homogéne

Y (z) = a(x)y(z). (2.7)

Preuve

Yp () + yh (2)
= a(x)yy(z) +b(x)+a(x)yn(z)
) (Yp () +yn (2)) + b (2),

et réciproquement, si y (x) = y, (z) + ys (x) est solution de I’équation (2.6)), alors

= (I

= a(z
qui est donc bien une solution de ’équation homogene ([2.7]).
Si on cherche la solution avec pour condition initiale ¢(0) = y (0), I’équation homogeéne corréspoandante

d
est a variables séparables : Y _ a(x)dz, et on en déduit que la solution générale de I’équation homogéne
Y

est donnée par

yn () = yoelo 2O

Une fagon élémentaire pour obtenir la solution de I’équation inhomogéne consiste a utiliser la méthode




2.4. EDO LINEAIRES SCALAIRES

dite de la variation de la constante. Autrement dit, on cherche la solution sous la forme :
Y (iL‘) =c (3;) efoz a(t)dt.
En dérivant, on obtient
y/ (33) S (.I') ef(f a(t)dt +e ($) a (t) ef(‘;” a(t)dt

Par ailleurs :

Y (x) =a(x)y+b(z),

et la fonction x — c¢(x) est déterminée par I’équation différentielle
d(x)=0b(x)e” Jo attydt

avec la condition initiale ¢(0) = yp.

Exemple 2.10. [03]

Soit & résoudre :

vy (z) —y (2) = 2%,

sur |0, 4+o00] .
1. On résout I'équation homogene, dont la solution générale est donnée par y (z) = c.z.

2. On cherche une solution particuliére sous la forme y (z) = z (z) z, d’on
vz (2) + 2% (2) — 22 (2) = 2% & 2/ (z) = ¢”
3. On en déduit que z () = e* 4+ A, et donc
y(z) = A + xe®.
Remarque 2.2. 11y a d’autre méthode pour résoudre 'EDO [2.6|comme suit : on applique la sibstutition

y = uv avec u et v sont des fonctions de z,

donc

y =uv+v'u,




2.4. EDO LINEAIRES SCALAIRES

alors 'TEDO prend la forme
(v —a(z)u)v+v'u=>(z). (2.8)

Pour résoudre cette équation, on exige que
(v —a(x)u) =0, (2.9)

en déduit u ensuite de I’équation [2.8 on trouve v et par conséquent de [2.§ on obtient y.

Exemple 2.11.
y = Vg (2.10)
x

1
2.10| < <u’ - —u) v+v'u=uz,

alors on exige

En remplagnt dans [2.10] on a

Vr=x=v=1=v=0+c,

donc

y=w=z(x+c).

2.4.2 Equations de Bernoulli

Il s’agit d’équations de la forme :

v (z)=a(@)y(x)+b(x)y* (z), a>0, (2.11)

on peut ecrire I’équation sous la forme :

Y (@)y *(2) =a(@)y (@) +b(z),

On pose




2.4. EDO LINEAIRES SCALAIRES

alors

qui est une équation différentielle ordinaire Linéaire du premier ordre nous savons & résoudre.

Remarque 2.3. 1. Si a = 0 I’équation devient une équation linéaire avec second membre

Y () —a(z)y(z) =b(z), a>0. (2.12)

2. Si a = 1 ’équation devient une équation linéaire sans second membre

y (2) (b(z) —a(r))y(z) =0. (2.13)

3. On peut utiliser directement le changement y = uv come dans la remarque [2.2]

Exemple 2.12. Soit I’ équation diférentielle

Y+ 2zy = y’e”. (2.14)

On dévise 1’équation sur y?, on trouve
y 2y 4 20yt =" (2.15)
On fait changement de variable z = y~!, donc 2’ = —y~2y/. En remplacant dans on obtient
2 —2xz=—¢€". (2.16)

Est une équation linéaire du premier ordre avec secand membre nous savons & résoudre.




2.4. EDO LINEAIRES SCALAIRES

2.4.3 Equations de Riccatti

L’Equation de Riccati s’ecrit sous la forme

y () =a(@)y* (@) +b(2)y () +c(2). (2.17)

Soit y, () solution particuliere de (2.17)), alors on pose

y(x) =yp () + z(2),
ce qui implique

y(x) = y,(2)+ 2 (x)
= a(@) (yp (@) + 2 (2))" + (yp (2) + 2 (2))b(2) +c(x),

donc

Yy, (z) + 2 (v)
= a(2)yl(x) +b(x)y () +c(r) +2a () yp () 2 (x) + a(z) 2* (x) + b (2) 2 (v),

d’ou
7 (x) = (2a (2) yp (2) + b (2)) 2 () + a(x)2* (x),

est une éqaution de Bernoulli avec o = 2.

Exemple 2.13. Soit I’équation
20%y = (x — 1) (2* — y*) + 22y (2.18)

telle que y, = z est une solution particuliere. Cette équation est de Ricatti se transforme a

/ (1—33)

1
2
-1 2.19
Y 572 y+-y+(z ) ( )

M b(x) =— et c(x)=(xr—1), alors on pose

telle que a (z) = 52
x x

y=yp+z(x)=x+z2(z)=y =1+2 ()




2.4. EDO LINEAIRES SCALAIRES

en remplagant dans [2.19], on a

(@) = (2(1 =), 1) z(a:)~|—§22 (2),

212 x
est une équation de Bernoulli nous savons a résoudre.

Proposition 2.2. On peut transformer toute équation différentielle de type de Riccati, o une équation

linéazre.

Démonstration. Soit I'équation de Riccati (R). Apres la connaissance d’une solution particuliére y, de

cette équation, faisant les transformations suivantes : O

— Substituons le changement de variable

!/

1
y(z) = y,(z) + %, alors iy = y;)(:v) -~ (2.20)
On a, alors
(@) = 2 — a@) [pl) + | @) [l + =]+ etw)
v 22 Yr 2(x) Yr z(x)
Finalement, (aprés la multiplication par z?) on trouve
2+ [2b(x)y,(x) + a(x)]z = —b(x). (2.21)
Ce qui est une équation linéaire du prmier ordre inhomogéne.
Exemple 2.14. Soit
Y +3y+y*+2=0 (2.22)
est de Ricatti et on remarque que y, = —1 est solution particuliere de|2.22] Pour trouver sa solution on
1
fait le changement y(z) = y,(z) + @ en trouvant
z(x
Z—z=1 (2.23)

Est une équation différentielle linéaire du premier ordre sa solution est

s=Ke* —1,K € R.




2.5. EQUATIONS AUX DIFFERENTIELLES TOTALES (EXACTES)

Cela nous donne la solution générale de comme suit

Proposition 2.3. Etant donner une equation de de Riccatts de la forme :

, 5 b c
Yy =ay +-y+—,
T T

avec a,b et ¢ sont des constante avec a # 0. Si, de plus, on a
(b+1)* — 4ac > 0,

alors cette équation admet une solution particuliére y,, de la forme y, (x) = — avec
x

—(b+1) —/(b+1)* — dac
2a

AL =

et
—(b+1)++/(b+1)* - 4dac
2a '

Remarque 2.4. Il n’est pas toujours facile de trouver une solution particuliére d’une équation de

Riccatti.

Ao =

Proposition 2.4. Etant donner une équation de de Riccati de la forme

1 A
V= o-y=—y+C
x x
ou A, B et C sont des constantes. Alors, cette équation devient une équation & variable séparable par la

substitution de la fonction suivante y = z+/x.

1
Démonstration. On remarque que :y’ — 5.y = 2\
x
Donc, on a : 2/\/xr = A2% + C ce qui est une équation & variable sé¢parable O

2.5 Equations aux différentielles totales (exactes)

Définition 2.5. Soit 'EDO
P(z,y)de + Q (z,y)dy =0 (2.24)
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2.5. EQUATIONS AUX DIFFERENTIELLES TOTALES (EXACTES)

Ou les fonctions P, () sont définies dans la méme domaine D.
Nous disons que ’équation est aux différentielles totales (exacte) si son coté gauche représente une
différentielle totale d’une fonction dans I'intervalle D. On sait que la différentielle totale de la fonction,

si elle existe, est donnée par ’expression :

Corollaire 2.1. 1) La solution générale de donnée par
F(z,y)=c

telle que la différentielle de F' est P (x,y)dz + Q (x,y) dy.

oP 0
2) On sait que, si les fonctions P, Q) sont définies et continues aux dérivées partielles . (9_Q dans D,
Yy Ox
alors ’équation
P(z,y)dz+ Q(z,y)dy =0,
auzx différentielles totales (exacte) si et seulement si
or _oQ
oy Oz’
Méthode de résolution :Pour résoudre 1’équation on suit la méthode suivante :
Puisque
orP  0Q
dy Oz’
Alors, il existe une fonction F' différentiable telle que
P(z,y)dz+ Q (z,y)dy = dF = 0.
ie.,
or
00— - _ 1
5~ C 1)
et
oF
— =P ——— 2
e (2)
On intégre (1) par rapport a x, on obtient,
Fay) = [Py (2.25)

9



2.5. EQUATIONS AUX DIFFERENTIELLES TOTALES (EXACTES)

et ¢(y) est une fonction quelconque vérifie ([2.25)).
On dérive ([2.25)) par rapport a y, on trouve,

Q=5 = ([ Peate) +ew (2.26)

C’est a partir de ([2.26]) que ’on détermine ¢ (y) et en la remplagant dans (2.25)) pour trouver F (z,vy) .
oP  0Q

Remarque 2.5. Si il 0, (ou constante), I’équation est a variables séparées. En effet, e 0
Y r Y

implique que P ne dépend pas de x mais seulement de y. De méme, () ne dépendra pas de y mais que

de x. L’équation différentielle devient P(z)dx = —Q(y)dy.

Exemple 2.15. [03]

Montrer que I’équation suivante est une équation aux différentielle totale, puis la résoudre
y? — 2%+ 2zyy =0 (2.27)

Ona (2.27)= (y* — 2?) dz + 2zydy = 0. Donc

s opP 5
— — = 4y
Plry)=y" -z By
=
Q(z,y) = 2zy 0@ _y,
Oz
ce qui implique
a_F f— p
or
P
or = oQ = JF (x,y), telle que
Jdy Oz OF
a_y = Q>
F F F
donc aa_x =y — 2% et g—y = 2xy, alors F (z,y) = zy* + ¢ (x). On a g_m =y -2t =9+ ¢ (2) =
¢ (x) = —32° + X tel que A € R, donc
s 13
F(z,y) =zy” — 37 + A
Finalement,

(y2 — x2) dz + 2zydy = 0

=

10



2.5. EQUATIONS AUX DIFFERENTIELLES TOTALES (EXACTES)

F F
a—dx—i-a—dy:O{:)dF:O & F = k;tel que k € R,
ox dy

donc
1
F(J;,y):a:y2—§x3+>\:k

=
1 1 k'
zy? — ga:?’ =K'y =%/ ng + P

2.5.1 Facteurs integrants

Soit
P(z,y)dr+Q(z,y)dy =0, (2.28)

P 90

et supposons que — —_—.
pPp q y o

Définition 2.6. [03]
On dit que A est un facteur integant de (2.28) sil existe une fonction F' tel que

OF

— = )\P
ox A
OF

a_y — AQ.

Pour que I’équation soit exacte, selon le cas précédent, cela devrait étre réalisé

d(A\P) _ 9(AQ)
dy  Ox
A(Iyy)%JrQ(%y)% :A(x,y)%?JrP(w,y)%;)
=
Ao (5250 ) =P G - Qg (2.29)

C’est une équation aux dérivées partielles par rapport a la fonction inconnue A. Elle est généralement

tres difficile a résoudre que I’équation originale. Ainsi, pour résoudre I’équation (2.29)), nous supposons

quelques cas simples :

1) Si A est une fonction de z :

11



2.5. EQUATIONS AUX DIFFERENTIELLES TOTALES (EXACTES)

L’équation (2.29)) sera :
dx 1 fOoP 0Q
- (2= 2.
o-als o) (230)
et
1 /oP 0Q
A = — === )dx]. 2.31
w=eo([5(% - 52) @) (2.31)
2) Si A est une fonction de y :
L’équation (2.29)) sera :
dy 1 /0Q OP
(= 2.32
A(y) P(ax 0@/) (2:32)
et
1/0Q OP
pumm - - — — . 2'
ool [ (2-2)4)
Exemple 2.16. [03]
y?— a2 —2zyy =0 =
(y2 — x2) dr — 2zydy = 0 (2.34)
1
on vérifie que A (x,y) = ——— est un facteur integant de (2.34
(22 +y?)

P(z,y) =y*—a°

Q(z,y) = —2ry

=-donc (2.34) n’est pas différentelle totale.

Soit

( 2 2
AP= 2~ —

(y? + 2?)

—2zy
)\ = — =
\ “ (y? + :172)2 9

=

12



2.6. EQUATIONS DE LAGRANGE ET DE CLAIRANT

P 2y (y* + 29" — (v — ) dy (P +2%) _ 62y — 24
0y (y* + 22)* (y* + 22)°
et
0Q1 =2y (*+2%)" + 21y (dy) (¥ +2°) 62y —2°
Ox (y* + 2)° (y* +22)°
P
d’ou %_yl = %, donc
1
AMz,y) =
(0) (22 +y?)°

est un facteure integant de (2.34)).

2.6 Equations de Lagrange et de Clairant

2.6.1 Equations de Lagrange

Il s’agit d’équations de la forme :

y=a(y)r+b(y) (2.35)

ol a, b sont des fonctions au moins de classe C*.
Méthode de résolution :

On pose y' = p. Cela transforme ’équation [2.35 en
y=a(p)z+b(p). (2.36)
En dérivant par rapport a x 1’équation on obtient

p=y = a(p)+apd(p)+pt(p)
= a(p) +p (zd (p) +V (p);

autrement dit :

p—a(p)=p (zd (p) +V (p)).

Il y a deux cas :

i) Sip—a(p) =0, et ses racines sont py,ps, ..., i, alors

yi =a(p;)x+b(p;) pour 1 <i<k.

13



2.6. EQUATIONS DE LAGRANGE ET DE CLAIRANT

Sont des solutions de 2.35
ii) Si p —a(p) # 0= a(p) # p, alors

y=a(p)r+b(p) _ dy = a' (p) xdp + a (p)dx + V' (p) dp

/

y=p dy = pdx

=

a' (p) zdp + a (p) dz + ' (p) dp = pdz

Par suit :
dx a (p) v (p)
- Tr =

dp p—a(p) p—alp)

Cette équation admet une solution x = g (p, C'). Il en résulte que la solution générale de est de

la forme :
y = a(p)z+b(p),

r = g»C).
Cette solution peut se ramener sous forme implicite F' (z,y,C) =0

Exemple 2.17. [01]

Soit I’équation de Lagrange

=
/ "3
1
y=L 0 Sy, (2.37)
donc 5
/ !
2
et




2.6. EQUATIONS DE LAGRANGE ET DE CLAIRANT

On pose 3’ = p, alors I’équation se transforme a

y=——a—5([)°, (2.38)

En dérivant cette derniére par rapport a z, on trouve

p—a(p)=p (zvd (p) +b(p)).

Si
p+
a(p)=p=—5—=p=>pc{0L -1}
=
y1=0r—-0=0
p=lglet=o-}
b e
Sia(p)#p ,
p+px 1,2
= !
dy = pdx
=

dy = PgPde + (5 + §p°) « —p) dp
dy = pdzx
=
de 1+ 3p? 2p
P p-p

équation paramétrique trés simple a résoudre.

Exemple 2.18. Soit ’équation de Lagrange
y = :Ey/2 + y/2‘
On pose 3’ = p, alors I'équation se transforme a

y =p’z — (p)°, (2.39)

15



2.6. EQUATIONS DE LAGRANGE ET DE CLAIRANT

En dérivant cette derniére par rapport a x, on trouve

p—a(p)=p (2zp+2p),

donc
p—p° =1 (zd (p) +b(p)),
Sia(p)=p=p*=p=pec{0,1}, alors

y1 =0 —-0=0

yp =120 — 12 =a — 1.

Sia(p) #p
dx 2xp 2p r+1
P G 2:2 )
dp p—p p—0p 1—-p
alors
dx _o dp
r+1 "1-p
par suit

1
ln|x+1|:1n(—2+c,c€R,

1—p)

autrement dit

r+1= K eR,

K
1-p)*

donc la solution générale de ’équation [2.39| est la solution de I’équation paramétrique suivante :

y = za(p) +b(p) = (z+1)p°
_ K
I‘—i_l —_— (171))27
=
2 Y
p _$+17
il vient
K
r+1= 5
(1-y75)
z+1
ou bien

z+y—202@+1)+1=KKeR

16



2.6. EQUATIONS DE LAGRANGE ET DE CLAIRANT

2.6.2 Equations de Clairaut

Définition 2.7. [01]

On appelle équation de Clairaut toute équation différentielle qui peut se mettre sous la forme
y=uay + f(y)

ou f est une application contintiment dérivable sur des intervalles & préciser.
Remarque 2.6. C’est un cas particulier des équations de Lagrange si en prend dans 1’équation [2.35

a(y) =1y

2.6.2.1 Meéthode de résolution

On pose 3’ = t, alors ’équation devient

y=at+ f(t)

On la dérive par rapport a z, donc

t=y =at'+t+t'f'(1).

D’ou
o'+t () =0=t(z+ f' ()
1) Sit' =0, alorst = c € R, d’ou
y=cx+ f(c).

2) Sixz+ f'(t) =0, et si f’ est inversible, alors

=) ().

Exemple 2.19. [01]

/

, sur |—o0; 0[

On cherche a résoudre y = zy + ,y_
y+1

17



2.6. EQUATIONS DE LAGRANGE ET DE CLAIRANT

On pose 3’ = t, donc I'équation devient

t
=2t + ——.
Y
D’ou
! / t’(tJrl)ftt’ o
y = xt + t + W =t
=
1
(o) =0
(t+1)
1)Si ¢ =0alorst =ce€R, dou
c
y=cr+ 1
est une solution générale.
. 1
2) Si x4+ ——= =0, alors
(t+1)
t= _1 1
= o= ,

alors

est une solution singuliére.

Exemple 2.20. Soit I’équation de Cliraut :

y = xy’ . y/3 et (f(y/) — _y/3)'
On pose 3’ = t, donc I'équation devient
y=xt — £3.

D’ou

y =at +t -3t =t

=
t' (z —3t%) = 0.
Sit'=0alorst=ceR, dou
y=cx— .

18



2.7. RESOLUTION PAR LES SERIES DE TAYLOR ET LES TRANSFORMEES LAPLACE

Si (a: — 3t2) =0, alors

donc

- (oo

est une soilution singuliére de I’équation de Cliraut.

2.7 Résolution par les Series de Taylor et les transformées
Laplace

11 faut noter que les series de taylor a n dimension d’un vecteur Y (x) est le vecteur

y1 (@) + y11§a§ (z —a) + 3““2;“1 (x —a)’ + ylgi!“z (x —a)® +
vo (@) + L7 (0 =) + BT (0 —a)’ + g (- a) o+
yn (a) + ynl(!“) (x —a) + y”Q(!a) (x —a)* + y";!a) (z —a)’ +

Définition 2.8. [03]

Soit U est un ouvert de C, alors f : U — C est analytique sur U si pour
+o0
Vae U, 3(a,) €C, Ir >0, Vz € D(a,r), f(2) :Zan(z—a)"
n=0

, C’est-a~dire pour tout dans le disque (ouvert) de centre et de rayon.

Théoréme 2.3. [0}/

Soit le systeme autonome a n dimensions des équations différentielles analytiques

et soit la suite recurrente des fonctions analytiques g, : R™ — R™ définies par

91 (y) = f(y)

(2.40)
gk (y) = Dg*™V (y) f (y) -
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2.7. RESOLUTION PAR LES SERIES DE TAYLOR ET LES TRANSFORMEES LAPLACE

Alors la fonction définie par

| —

y(@)=b+) —=g" () (@ —a)
k=1

est la solution unique de et ¥n > 1,y = ¢ (y)

-

!

Corollaire 2.2. [0/

Soit f une fonction analytique en (a,b), et soit

y'zf(:ﬂ,y)
y(a) =0

alors la seule solution de ce systeme est donnée par la fonction analytique

y(x):b+zgn(a,b)(x_a)n

|
— n!
ou g, est définie par
g=f
og"  Jdg"
=7 47
Ir+1 oz oy
Exemple 2.21. [10]
Soit & resoudre ’EDO autonome non linéaire
y/ — y2
donc
2
y' (0) = (y(0))
et
i
y// — (y2) ny/ — 2y3
alors

d’autre part

y/// _ (2y3) — 6y2y/ — 6y4

20



2.7. RESOLUTION PAR LES SERIES DE TAYLOR ET LES TRANSFORMEES LAPLACE

y" (0) =6 (y (0))"

y(4) _ (6y4)/ _ 24y3y/ _ 24y5

=

2(y(0)* , 6(y(O)* 5 24(y(0))°
2 3 4 4 y (0)
= y(0) (1+y(0)z+ (y(0) 2* + (y(0))"2® + (y (0)) " +---) =
1—y(0)x
Proposition 2.5. [09/
Soit 'EDO . -
ay (z) = Z buV (z),
i=0 =0
alors la solution est
y(z) =L (Y (p)),
tel que
m m J . .. n_J . .
3 b 33 b O p S 3 a4y (0)p
V0= ) P L = LS
> aip’ > aipt > aipt
i=0 i=0 i=0
Preuve
Si les conditions initiales sont données par y(0), ..., y" *(0) et en appliquant la transformée de Laplace

aux deux membres de I’equation differentielle, en utilisant les propriétés de linéarité, d’additivité et de

dérivation, nous obtenons alors la formule suivante :

ajy" =Y (0) P’

Mb.

ﬁLZn%aiy(i)} () = (Zﬁ:oaipi>% >

Jj=11

21
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2.8. METHODES DE RESOLUTION DES EDO LINEAIRES DU 2EME ORDRE

d’ou la solution.

Exemple 2.22. [09]
Soit 'EDO

Py (@), ,dy ()

o Tty (z) =,

avec les conditions initiales y (0) =1 et y(0) = 0, alors

Y (p) +20Y (p) + Y (p) — py (0) — 24 (0) = pi

donc ) )
Vi) = (P2 +2p + 1) p? +p2j]i—2i_p+1'
On a
1 2 1 2 1
Proptl ptl pr1f b P
et

pt2 1 1
P+2p+1 p+l o (p+1)

ce qui implique
2 1

= +
p+1  (p+1)

1 n 1
p+1  (p+1)

Y (p)

2 1
—+—2+
p D

alors

y(r)=2e"42e " =24+ "+re " =0—-2+3e "+ 2ze "

2.8 Meéthodes de résolution des EDO Linéaires du 2™€ ordre

2.8.1 Généralités

Définition 2.9. [03]
Les équations du type
y' (@) +a(@)y (x) +b(x)y(z) =c(z) (2.41)

telles que a, b, ¢ sont des fonctions continues sur un intervalle I C R, sont appelées des équations
différentielles d’ordre deux & coéfficients variables.
Si les fonctions a et b sont constantes ’équation est & coefficients constants.

Si la fonctions ¢ = 0 I'équation est sans second membre ou homogene. Ainsi

y' (@) +a(2)y (2) +b(2)y (2) = 0. (2.42)
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2.8. METHODES DE RESOLUTION DES EDO LINEAIRES DU 2EME ORDRE

Théoréme 2.4. [05]
Sia(x),b(x) sont des fonctions continues, alors l’équation a au moins une solution et pour tout

xg € I, équation a une unique solution vérifiant :

Définition 2.10. [03)]
Soient ¥y, yo deux solutions de ( [2.42), on dit que y1,y> sont libres si et seulement si

)\1y1+)\2y2:0 =\ =X =0.

Définition 2.11. [03]
on dit que y;,y, forment un systéme fondamental de (2.42)) si toutes les solutions y de ([2.42) sont une

combinaison linéaire de yi, y2, c-a-d, si y est la solution de (2.42))

Y= My1 + Ay

Proposition 2.6. Si y; et y» sont solutions de alors y; + y2 et A\y; avec \ scalaire sont aussi

solutions.

Définition 2.12. Soit ’équation homogene de type [2.42) et 1, y» deux solutions de cette équation.

On appelle Wronskien de (yi, y2) la quantité

Si Wy, .4, # 0, on dit que (y1,y2) est un systéme fondamentale de I’équation homogeéne de type [2.42]
Proposition 2.7. Soit xg € I. St W, ,,(z0) # 0, alors : Yz € I : W,, ,,(z) # 0.

Corollaire 2.3. Soient y; et yo sont solutions de[2.42, alors y, et yo sont linéairement indépandantes

ssiVr € I : W, ,,(z) #0.

Théoréme 2.5. Si y;, et yo sont solutions de|2.49, alors y, et yo sont linéairement indépandantes,

alors la solution générale de cette équation est y = ci1y1 + coys avec ¢y, co € R.
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2.8. METHODES DE RESOLUTION DES EDO LINEAIRES DU 2EME ORDRE

2.8.1.1 EDO Linéaires du deuxiéme ordre a coeflicients constants

Théoréme 2.6. [11)

La solution générale maximale y de [’équation non homogéne
y'+ay +by = f(), (2.43)

est la somme d’une solution mazimale particuliere vy, de et de solution générale y, de [’équation

homogéne associée :
Y="Yp+t Yn (2.44)
Théoréme 2.7. [0/

Pour résoudre I’équation différentielle homogéne a coefficients constants :

y" (z) +ay' (x) + by (v) = 0,

T

les solutions sont sous la forme yp(z) = €', ce qui conduit & [’équation caractéristique avec trios

cas :

r? +ar+b=0, (2.45)

1. L’équation a 2 racines réelles ryet ry, et la solution s’écrit comme suit :
yn (T) = 1™ + €™
2. L’équation a 1 racine double r, et la solution s’écrit comme suit :
yn (x) =€ (c1 + o) .
3. L’équation a 2 racines complezres conjuguées o £ 13, alors :
yn(x) = e**(crcosfx + casinfx).

Les constantes ¢y et co dépendent du choix des conditions initiales.

Exemple 2.23. [03]
Soit I’équation suivante :

y' +2y —3y =0,

DY



2.8. METHODES DE RESOLUTION DES EDO LINEAIRES DU 2EME ORDRE

alors I’équation caractéristique est donnée par :

r?+2r—3=0=r =2 our, =2, donc

5 _3
yp = cre2” 4 coe” 27,

Remarque 2.7.

Pour la rechercher de la solution particuliére de (2.43)), voir le sous pargraphe (3.2.4.2.1)).

2.8.2 Meéthodes de résolution des EDO Linéaires du 2°™€ ordre avec second

membre
2.8.2.1 Meéthode de variation des canstantes

Soient y;, yodeux solutions de ’équation homogene [2.42] donc la solution de générale de cette équa-

tions est

Y = C1y1 + CoYo.

Le principe de cette méthode est de varier les constantes ¢; et ¢y en fonction de . i.e.,

y=c1(r)y1+ca(x)ya (7).

En dérivant g, on trouve

/ /

Y = (@) + (@) yy + ¢ (@) y2 + c2 () Y5

On contraint les fonctions ¢; (x) et ¢y (x) & vérifier que :

@)y +dy(x) g2 = 0. (2.46)
Donc y' a vérifier que
Y =1 (2) y) + c2 (x) s, (2.47)
En dérivant il nous donne
y'=ci (@)Y + oo (2)yh + )y (2) vy + ¢ (2) v (2.48)

14



2.8. METHODES DE RESOLUTION DES EDO LINEAIRES DU 2EME ORDRE

En remplacant ces éxpréssions dan ’équation [2.43], on obtient
c1 () (U + ayy + byr) + 2 (@) (93 + ayy + bye) + ¢y () i + & () vy = f () . (2.49)

On sait que ¢; (z) (v + ay; + byr)+ca (x) (v + ayy + bay) = 0, car y;, Yo sont des solutions de I’équation
homogene Alors il reste que

A (@) g1+ ¢ (2) vy = f(2). (2.50)

D’ou les équations [f et nous donnent un systéme linéaire des inconnues ¢ (x),c, (x) comme

suit :
(@) y1 + 5 () y2 =0
(@)1 + (2)ys = f(2).

¢ (2.51)

/
1
/
€1

Ce systéme nous permet de trouver ¢ (z) et ¢ (x). Par intégration, on obtient ¢; (x) et ¢y (x), puis en
les remplagant dans

y=c1(r)y1+ca () o (2.52)
on trouve la solution générale.

Exemple 2.24. Soit a résoudre 1’équation :

y'+y =30y == (E)
1)On résout 1’équation homogene
y'+y —30y=0 (H)
son équation caractéristique est
P 4+r—1=0,
donc . =5 et 7y = —6, alors la solution générale de I’équation homogene [H] est

5 —6x

= e + coe .

Yn 1 ~— 2\,./
Y1 Y2

2) On cherche y, : on utilise la méthode de variation des constante (MVC), par résoudre le systéme

DI



2.8.
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suivant :

A (@) + ()2 =0
@)y + e (v)yy =2
<~
) (x) e’ 4y (z) e = 0... (1)
5¢) (1) €5 — 6¢h () e % = z... (2)
—5¢} (x) €’ x (1) + (2), on trouve
( ) —1 6z
ey () = —xe
? 11
En substituant dans (1), on obtient
1
¢ (x) = ﬁxe’“r’x
Une simple intégration nous donne
e (x) = _—15L‘€6$d$ = —Leﬁw (6x —1)
11 396 ’
et
( ) 1 —5$d 1 -5 (5 1)
cr(x)= | —xede = ——e x—1).
' 11 275
Donc
Yy = 1 (x) €5 + ¢y (z) e
= —3:(r—1) — gz (62 —1).
Alors
Yg = Un + Yp
= —2—%5 (bx — 1) — ﬁ (62 — 1) + K e + Kye 5.

Remarque 2.8.
2511 comme suit :

et

Si Wy, 4 () # 0, alors on peut utiliser la méthode de Cramer pour résoudre le systéme

”




2.8. METHODES DE RESOLUTION DES EDO LINEAIRES DU 2EME ORDRE

Donc
nf (z)
aqx)= | =———de+ K
Wy e (2) '
et
yof (x)
(1) = | s dr + Ky,
W1 s ()
alors la solution générale de 1'équation [2.43] est
yf (z) yaf (x)
Yy = Kiyi + Koyo +11 | ———F~dz +ys | ————~dz.
’ \T’_/ ) Wy (z) Wy e ()
h vV

Yp
2.8.2.2 Cas particuliers pour trouver y,

La solution particuliére y, de I’équation peut étre trouvée par la méthode des coefficients in-
diterminés dans les cas simples suivants :

1) Si f(x) =e*P,(x), avec P, (x) est un polynome de degré n.

1-1) Si « n’est pas racine de 1’équation caractéristique on pose

Yp = eaxQn ($> s

avec @), (z) est un polynome de degré n a coefficients inditerminés.

1-ii) Si «v est une racine de ’équation caractéristique on pose
yp = 2 Qn (1),

ou k est 'ordre de la racine o (k=1 ou k = 2).
2) Si f(z) =e* (P, (z)cos fx + Qp, (x)sin fx), on distingue deux cas :
2-i) Si a £ fi n’est pas racine de I’équation caractéristique on pose

Y, = € (Sn (z) cos fx + Ty (x) sin fx) ,

avec Sy (z) et Ty (x) sont des polyndmes de degré N = max (n, m).

2-ii) Si « + i est racine de 1’équation caractéristique on pose
Yy, = 7% (Sy (x) cos Bz + Ty (x) sin Bz ,

ou k est 'ordre de la racine o & i (k = 1 pour les EDO du 2°°¢ ordre).

IR



2.8. METHODES DE RESOLUTION DES EDO LINEAIRES DU 2EME ORDRE

Dans tous les cas précidents les polynomes peuvent etre déterminés par ’identification.

Exemple 2.25. Soit I’équation différentielle
Y+ 2y + 3y = 32% + Tx — 2,
alors son équation caractéristique est
r?+2r+3=0

et
f(@) =€’ (32% + Ta — 2)

et on a a = 0 n’est pas racine de I’équation caractéristique.

Donc

y, = ™" (Ax2 + Bxr + C) ,

par identification on trouve : A=1,B=1,C = -2.
ii) Soit I’équation différentielle

y' =2y +y=ze”,

I’équation caractéristique est

r—2r+1=0

elle a un racine double r = 1. le second membre est f () = ze®, ici « = 1 et n = 1. Alors
y, = v°e” (Az + B).
On trouve : A = %, B = 0. Donc la solution générale de I’équation donnée est de la forme
T 1 3
Yy, = (1 + com)e —|—6:U e”.

iii) Soit I’équation différentielle

y" — 2y + 2y = [2cosx + sin x]e”

1 + 72 est une solution simple de ’équation caractéristique. Donc

Y, = x[Acosz + Bsinx]e”.
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1
On trouve A = —5 B =1.

2.8.2.3 EDO Linéaires du 2°™¢ ordre a coefficients variables

2.8.2.3.1 Recherche d’une solution particuliére
1%¢ étape
Soient deux solutions yi,y, de PEDO homogene (2.42] ), alors on pose y» = zy; ce qui
implique

Yo =2+ 2 =y =iz + 2 + 22

On remplace dans I’équation (2.42 ), on obtient

12"+ 212" 4+ a(y1z + 312') + bz = 0,

donc

(yi + ayy +byr) 2+ 2"y + 2/ (2y1 + ayn) = 0.

Il résulte que

2"yr + 2 (2y1 + ayy) = 0. (2.53)

Pour résoudre I’équation [2.53] il suffit de faire le changement de variable 2’ = u, alors
wyr +u 2y +ayy) =0 (2.54)

(2.54]) est une équation différentielle linéaire du 1°" ordre (trés simple).
20 gtape
Si (y1,y2) est une base de solutions de I’équation sans second membre, on cherche une solution y sous

la forme :
y(z) =M (2)y1 () + X2 (2) y2 (2),
A (@) i (@) + A2 (7) 3 (2) -

@\
—
8
~
I

En particulier, I'expression de 3’ entraine que :

Y= ANy + Myh + Ay + Aavh = Aiyp + Aoy

=

Nyt + Nyya = 0. (2.55)

20
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L’introduction des valeurs de y et 3/ dans I’équation différentielle donne une deuxiéme

équation en A}, \), ce qui donne avec la précédente :

(My1)" = Myr + Ay,

donc
(Alyl)” = (Ny1 + >\1?Ji),
= My + X1+ Myl + Nyl
= My 42N+ My

(My1 + 2[00 + Myl) + (MNoy2 + 20505 + Xays) + a (Myh + Aays) + b (A1yr + Aaye) = ¢

=

M (y! + ayh +byr) + A (5 + ayh + bya) + ANyr + 20197 + Ajye + 20505 = ¢

=

Ay1 + 22Xy + Ajye 4+ 20515 = ¢

(2-55) = (M1 + Moya) = Nyn + Njyi + Moo + Nyyy = 0

=
Nlyy + 20y 4 Moy + 2050k = Nyh + Aoyl = ¢
=

AL+ Aays = ¢, (2.56)
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(2.55)), (2.56]), est un systéme différentiel linéaire d’ordre 2 en A}, \;, que ’on résout.

Exemple 2.26. [03]

Soit 'EDO inhomogéne
1‘2y” + $y/ —y = 21,7

associée & ’EDO homogéne
2" + xy —y = 0. (2.57)

On remarque que y; = x est une solution de I'équation homogene [2.57], alors on pose y, = zy; = xz ce

qui implique
Yo =2y + 2y
yy = 22"+ x2".
Donc
22 (22 +22") v (Zy+2y) —22 =0

=
222" + 3222 = 0.

Pour résoudre cette derniére équation, on pose z' = u, donc

220 4+ 32%u =0

29
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on pose g (x) = ———, donc

=
N (7)==
3 (@) =~
=

1 2 n 1 . 1
=|=-z2"+c |z ——z+cy ) —.
y 2 ! 4 )z

2.8.2.4 Résolution sous la forme de séries entiéres (Méthode de Frobenius)

Soit f une fonction définie sur I C R, alors f est développable en série entiére au voisinage

de zg € I si

Ir > 0,a, : N — Rune suite telle que; V|z —xo| <7 = f(z) = Z an (x —xo)" .

nzng
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Soit ’EDO homogene
v +a(@)y +b(z)y=0. (2.58)

Le but est de chercher les solutions de ([2.58) sous la forme d’une série entiére.

On suppose que a, b, c sont développables en séries entieres au voisinage de 0.

Exemple 2.27. [03]

Soit ’EDO
y' +axy +y=0, (2.59)
alors on pose
y(z) = Z apx",
n=0

donc

oo (0.0
y = g na,z™ 1y’ = g n(n—1)a,z" 2.
n=1 n=2

On remplagant dans [2.59, on obtient

y// + :L,y/ + y
= Snn—1Daz"%+2 > na,z" t+ > a,a"
nO:O2 Og:l n:OOO
= S nn—1az" %+ > na,z" +a; + . a, 2" + ag + a;
n=2 n=2 n=2
= ap+2a1+ > (k+2)(k+1)ap0z® + > kapa® + > apz® =0
k=0 k=0 k=0

= 2CL2+ Z [(k:-|—2)(k:+1)ak+2+kak+ak}xk+ag:0,
k=0

d’ou

2a2+a0=0
(k+2)(k+1)aga+ar(k+1)=0
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azn = (=1)" 2n (2n — 2) (;n —4)...2
et
a1 = (1) (2n+1) (2711 —1)...1
=
y (x) = coyo (x) + 11 (2)
et

L& (e
yl_;(2n+1)(2n—1)...1'

2.8.2.5 Equation d’Euler

Définition 2.13. Une équation différentielle du seconde ordre d’Euler est une équation de la forme
(az +b)"y™ + A (az 4+ 0)" "y Y + Ay (ax + )" 2y 4 L+ Ay (az+ b)Y + Awy = f(2)

ou a,b, Ay, ..., A, sont des scalaires réels (a # 0), et g est une fonction sur un intervalle I.

Meéthode de résolution :

On pose

ar + b= ¢,

autrement dit :,

t=In(ax+b).

Apreés les calculs, on a :

o iy " 22 (@_@)

yo= e Ty = e dt
Py Py dy

! . 3 -3t

y” = ae (%—3@4—2%), etc.,

Aprés ses changement I’équation d’Euler se transforme en une équation linéaire & coefficients constants.

Exemple 2.28. :

234
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Soit I’équation différentielle suivante :
x2y” o ny/ +y — 1.
On fait le changement x = €', on trouve

ftdy " g2 (dZQ dy) .

,— R —_—
y=° Y a2 dt

Par conséquent, I’équation donnée prend la forme
y' +y=1,
d’ou

Yy = cicost+cosint+ 1

= c¢ycos(lnz) + cpsin (Inx) + 1.
Remarque 2.9. Pour I’équation homogeéne d’Euler
2y 4+ Aty p A2y (D L AL ay + Ay = 0. (2.60)
Lasolution peut étre cherchée sous la forme
y = a*. (2.61)

En sustituant dans v,y ...,y"™ données par on aboutit & une équation caractéristique d’ou
on peut déterminer ’éxposant k.
Si k est une racine réelle de ’équation caractéristique d’ordre m, il lui correspond m solutions linéaire-

ment indépendantes
=2 yy =2 Inz ys = 2" In’ a2, ..y, = 2" (Inz)m — 1.

Si a + § est une couple de racine complexe d’ordre m, il lui correspond 2m solutions linéairement

2R
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indépendantes

y1 = x%cos(flnz),ys = 2%sin(fInzx),
ys = a%lnzcos(flnz),ys = 2z%Inzsin(flnx),
Yomo1 = 2 (Inz)" 'cos(BInx),yom = 2* (Inz)™ ' sin (B 1Inx)

Exemple 2.29. Intégrer I’équation

r*y” — 3zy + 4y = 0.

Posons

y=aFy = ka1 oy = k(k—1)2"2 (2.62)

En remplacant dans I’équation donnée et aprés simplification par z*, on trouve ’équation caractéristique
k* — 4k +4 =0,

donc

k1 = ko = 2, racine double (d’ordre m = 2),

il résulte que la solution générale est

Yy = 12 + cox’In .

2.8.3 Cas ou on peut abaisser ’ordre

1) Si une EDO ne contient pas y explicitement, par exemple
F(x,y,y") =0,
en posant ' = p, on a une équation dont l’ordre est d’une unité inferieure

F(x,p,p)=0.

Q7
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Exemple 2.30. Trouver une solution particuliére de 1’équation

' +y +x=0
y(0)=0
y' (0)=0.

En posant ¢y = p, on a y” = p/, alors

xp' +yp+ 2 =0.

En intégrant cette équation comme une équation linéaire par rapporat & p, on trouve

2

x
pr=c—
Et on a3y =p =0 pour x = 0, donc ¢; = 0, alors
o
p - 27
ou
dy  «x
de 2’
en intégrant encore une fois,
2
x
= —— + .
Yy 1 + c2
Et on a y (0) = 0, on trouve ¢; = 0. Par conséquent,
y - 4 *

2) Si une EDO ne contient pas x explicitement, par exemple

Fy,y',y") =0,
en posant
y =p,
et
dp
no__
y - pdy’

A
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on a une équation dont 'ordre est d’une unité inferieure

d
F@@%@ZO

Exemple 2.31. Trouver une solution particuliere de ’équation

yy// + y/2 — y4
y(0) =1
y'(0) =0.
d
En posant ¢ = p, on a ¢y’ = pd—p, alors
Y
dp
o =0 =y
Y

En intégrant cette équation comme une équation de type de Bernoulli par rapport a p (y), on trouve

p =Ty + 2

Et on ay’ =p =0 pour y =1, donc ¢; = —1, alors

p==xyvy* -1,

ou

dy
Pl A

en intégrant on a,

1
arccos — = x = cs.
Y

Et on a y (0) = 1, on trouve ¢y = 0. Par conséquent,

1
COS T

— = COSX = T = = Ssecx.
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CHAPITRE 3

EDO Linéaires véctorielles (Systémes Linéaires)

3.1 Préliminaires

Définition 3.1. Un systéme d’équations différentielles (ou systéme différentiel) est un systéeme de la

forme : )

v =f1 (@1, ye 4 o+ Un)
vy = fa (@, y1,92 + ... +Yn)

yn = fo @y, 02+ .+ un).

\
On appelle solution de ce systéme une suite (yi,...,y,) des fonctions définies et dérivables dans un

intervalle I de R telles que

Définition 3.2. Un systéme différentiel linéaire du premier ordre dans K" est une équation de la forme,

Y (2) = d};f”) = A(2)Y (2) + B (x), (3.1)




3.2. SYSTEME DIFFERENTIEL LINEAIRE DU PREMIER ORDERE A COEFFICIENTS
CONSTANTS

ajp (r) ag(x) ... ai,(x)
Ar) as () ag(x) ... ag,(x) < M, (K).
an1 () ana () oo app ()
y1 ()
v = | 29 | e
Yn ()
bl (23)
Bw=| " |exr
bn ()

sont des fonctions continues données. A : I — M, (K"), B : I — K" avec I C R. On dit que le systéme
est homogene, si B (x) = 0 et le systéme homogene associe est

==

Y’ (z) A(z)Y (z). (3.2)

3.2 Systéme différentiel linéaire du premier ordere a coeffi-
cients constants

Définition 3.3. On appelle systéme différentiel linéaire du premier ordere a coefficients constants est

un systééme de la forme :
.

Yy = a11Y1 + - + Q10Yn + b1 (2)

Yy = a21Y1 + - + Q2pYn + b2 () (3.3)

\ Yl = an1y1 + oo F QGpnYn + by (7).

On appelle solution de ce systéme une suite (yi,...,y,) des fonctions définies et dérivables dans un

intervalle I de R telles que
yi = fi (@, yn, 2+ oA yn), (1 <0 <n).
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CONSTANTS
Le systéme [3.3] s’écrit sous forme matricielle comme suit,
Y' =AY + B (z), (3.4)

Y1 by ()

Y2 by (z) X 5
avec A = (a;;) € M, (K) (K=RouC),Y (z) = ' et B = _ . Le systéme homogene
associe est,

Y' = AY. (3.5)
3.2.1 Solutions exponentielles élementaires de Y’ = AY
On cherche une solution de la forme
Y (1) = MU,
ou A € K,U € K", tel que K =R ou K =C, du systéme linéaire
Y = AY. (3.6)

Théoréme 3.1. [05]
St la matrice A du systéme (@ est diagonalisable dans K, alors la solution générale de ce systéme est

donnée par :
n

Y (z) = Z iy,

i=1
ot c; € K, (1<i<mn) et (uy,us,...,u,) étant une base de vecteurs propres associés auz valeurs
propres Ai, ..., A\,.

Proposition 3.1. [03]

Si la matrice A est trigonalisable (A n'est pas diagonalisable ) dans R et P la matrice de passage telle
que T = P7YAP est une matrice triangulaire supérieure alors Y = PX est la solution du systéme (@,

et X étant la solution du systéeme triangulaire X' = TX.

Définition 3.4. [03]
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La matrice de type (n,n) de la serie
M" M? M"
Z =L+ M+ — 4+ —+ ..,
n! 2! n!
n>0
se note exp (M) (exponentielle de matrice carré M) ou eM.
Théoréme 3.2. la série Zn>0 n—," est convergente.
Démonstration. On na
M| _ (]
n!'|| =~ nl
et HMH est le terme général d’une série numérique convergente, alors Zf;o M <1 est normalement conver-
gente. Donc, elle est convergente. O
Proposition 3.2. Soent A, B € M, (K).
1- On a € = I,,. Ici, 0,, représente la matrice nulle.
2- Si A et Becommutent (AB = BA), alors
eApB — JA+B
3-la matrice e” est inversible avec
() = et
4-Soit A € M,, (K), alors
d
7 €XP (tA) = Aexp (tA).
Démonstration. 1- On a
= ch;o ?Trvl
= + Zn>1 !
- I,
2- On a
etef = (X% 0r) (X2 71)
= Zzozo K.
Avec
o n AP Bn—P
K, - SLEES

_ n'Aan P

m(A+B)

Formule de Bindéme
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Alors
cApB — A+B
3-Le fait que A et (—A) commutent, on a
I, = e
_ pA-A
— pApA
Ce qui implique le résultat.
4- On a
00 A n
—exp (tA) = % (Zn>0 (tn') )
_ A Zn>0 tn nlAln 1
Si on pose k = n — 1 on obtient
= 1An 1 tkAn
A = L
Z (n—1)! Z (k)! €
n>0 n>0
O

Proposition 3.3. 1-On a pour a,,...,a, € R,

n

a; ... ... 0
0
0 e 0
0 ap 0
e _
0
0 etn

2.
Théoréme 3.3 (Calcul pratique de exp (A)). 1-Si A, M € M, (K), B est une matrice complexe inver-
sible de type (n x n) et A= BMB™!, alors

= BeM BT,

2-Soit A € R, alors

An+A _ 6/\€A.
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3-Soit N une matrice nilpotente d’indice m € N (i.e., N™ 1 #£0, et N™ = 0,), alors
Vo Yy +NW1
et =1,+—+.. .
1! m—1
1
Exemple 3.1. On va calculer eV avec N = . il est claire que N est nilpotente d’indice 2, car
0 0
N2 0 1 0 1
0 0 0 0
— 0,
donc
( o )
0 0
€N = ]2 + —
11
01
2 4
Exercise 1. Calculer e? avec A =
0 2

3.2.2 Solution générale du systéme Y' = AY

L’une des propriétés fondamentales de I’exponentiation des matrices réside dans le fait qu’elle est
infiniment liée a la résolution des EDO linéaires a coefficients constants, et la solution Y telle que
Y (z9) = Yy, est donnée par :

Y (z) = e®™™AY] Vo e I CR.

En effet on a
7 (TA - o8]
dZE (6 ) d.ﬁU <Zn—0
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D’ou, si
Y (z) = eMe20Yy,
alors

dy

% = AGA(m_xo)Y() =AY (CC) .

En prenant xy = 0, alors la solution générale est donnée par

Y (2) = ™V, V € K™,

3.2.3 Solution générale du systéme Y' = AY + B

1*7¢ méthode :

On peut utiliser la méthode de de variation des constantes, c’est & dire qu’on cherche une solution

particuliére sous la forme Y (x) = 2%V (z), ou V est supposé différentiable, alors
Y'(z) = Ae*V (z)+ V' (2)
=AY (2) + V' (7).

Il suffit donc de choisir V, telle que
eV’ (x) = B (x),

soit par exemple

V(z) = / e B (z)dr, 20 € I CR.

Zo

Pour Y (z9) = 0, on obtient la solution particuliére :

Y, =™ / e B (t)dt = / AT B (1) dt,

zo o

d’ou la solution générale est
Y (z) = eA@m0)y] 4 / AR (t) dt. (3.7)

2i¢me maéthode : On a ici

Y' = AY (z) + B (x) (3.8)




3.2. SYSTEME DIFFERENTIEL LINEAIRE DU PREMIER ORDERE A COEFFICIENTS
CONSTANTS

avec

des fonctions continues sur un intervalle I et A & coefficients constants (diagonalisable ou traigonali-
sable).
Soient P la matrice de passage (ou de changement de base) et D la matrice diagonale (7" la matrice

tiangulaire superieur). On pose Y = PU ce qui donne

Y' =AY (z) + B(z) < PU = APU + B (x)
& U =P 'APU + P'B (z)

D

& U =DU+P'B(x).

On note

P7'B(z) =

Donc le systéme [3.§ devient :

(

uy = My1 + ¢ (2)

ul, = Moo + o (T
2 2{7{2 2 () (3.9)

w, = AYn + ¢ (7).

\
Qvec A1, ..., A\, les valeurs propres de A. On cherche une solution particuliére de chaque équation de ce

dernier systéme et Y = PU permet de conclure.

Exemple 3.2. Soit le systéme différentielle

" = 6y + 3yo + 4e3*
U1 U1 Y2 (3.10)

yh = —4dy; — yo + 4z — 4e37.

Alors A = , les valeurs propres sont \; = 2, Ay = 3. Les vecteures propres sont v; =
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-3 4 ) -3 4 .
, Vg = . La matrice de passage est P = Pl = 3 . On pose
4 —4 4 —4 4
Y = PU, le systeme réecrit alors
PU (z) = APU (z) + B (z)
=
U(r) = P'APU+ P 'B(x);
D
ou
4e3®
B(z) =
4x — 4e3®
Ainsi
uy =2u; +
Lo (3.11)
vy = —4ujue®®
Chaque équation de ce systéme est linéaire d’ordre 1 non homogeéne, donc
U1:K1€2$—%—i
Uy = Koe3® + €7,
revenant a Y = PU, alors
Y1 = —3K e* + 4K,e3* + 373” + 3 4 dge®
Uy = 4K % — AKye3® — 20 — Axe’®.
3.2.4 EDQO linéaires d’ordre supérieur
Définition 3.5. [05]
EDO linéaire d’ordre n, (n € N) :
ap () y™ (2) + a1 (@) y" 7 (@) + - Fag (1) y = b (@), (3.12)

ot a; (z),(i =1...n) sont des fonctions continues.

3.2.4.1 Principe de superposition

Proposition 3.4. [05]
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Siyr(x),...,yx (x) sont des solutions de Alors toute combinaison linéaire

k
z =0y () + aye () + ... + agyy () = Z a;y; ()
i=1
est également solution, ot yi, ..,y, sont linéairement indépendantes ssi le Wronskien est non nul

W(y17y27 SR 7yn) (CC)

U1 Y2 Yk
. U1 Y2 Yk

n—1 n—1 n—1

I B
£ 0

Théoréme 3.4. [05]

La solution générale de ’EDO linéaire inhomogéne[3.19 s’obtient en superposant la solution générale de

[’équation homogéne correspondante
any™ (t) + an_1y" D () + -+ agy (t) =0,
et une solution particuliére y, (t) de I’équation inhomogéne :

y(t)=cy (t)+ ...+ cryn (t) +yp (1) .

3.2.4.2 EDO linéaires a coefficients constants
Théoréme 3.5. [05]

T est une solution de I’EDQO linéaire homogéne a coefficients constants

y=e"
any(n) + an—ly(n_l) + .+ agy = 0 (313)
si et seulement si Ao est un zéro du polyndome caractéristique, p (o) = 0, ou

PN =a,\N"+a, NP agA+ag=0

Exemple 3.3. [05] Déterminer la solution générale de
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y/l/ o 7yl + 6y — 0
on a
P(A) = N —7\+6
= A-1)(N+X-6)
= A=1)(A=2)(A+3).
La solution générale est donc y (1) = c1€” + o + c3e73°
3.2.4.2.1 Recherche d’une solution particuliére
Soit 'EDO linéaire non homogéne d’ordre n a coefficients constants

— Pour b (z) un polynéme de degreé k :

— Si P(0) # 0, alors

un polynome de degré k.

— Si P(0) =0, alors

=k
yp () = 27y (x) = 2™ Y pyad,
3=0

ou m est la multiplicité de 0 et on détermine les coefficients py, ..., p-
— Pour b (z) = Ae®*
— Si P(a) # 0, alors y, () = Ce™”
— Si P(a) =0, alors y, (x) = Ca™e**, ol m est la multiplicité de A = a et on détermine C' (qui
1

vaut -7, resp

1
Pla o))

— Pour b(x) = Ae*py (x), ol pg est un polyndome de degré k

— Si P(a) # 0, alors

yp (2) = ey (z) = e Y pjal.

— Si P(a) =0, alors

=k
Yp () = 2™ery, (x) = a™e™ Z p;x’,
=0

ou m est la multiplicité de A = «, et on détermine C et les coefficients p;, ... p,
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— Pour b(x) = Asin Sz ou b(x) = Bcos Sz ou b(x) = Asin Sx + B cos fz
— Si P (i) # 0, alors y, (x) = C'sin fx + D cos Sz
- SiP

—~

i) = 0, alors y, (x) = 2™ (C'sin fz + D cos fx), ot m est la multiplicité du zéro A = i3,
et on détermine les coefficients C et D.
— Pour b(x) = Ae** sin Sz ou b (x) = Be™* cos Sz ou b(x) = Ae®” sin Sz + Be* cos fx
- Si P(a£if) #0, alors y, () = Ce* sin fx + De®” cos fx
- Si P(a+if) =0, alors y,(x) = 2™ (Ce™ sin fx + De*” cos fx), ot m est la multiplicité du

zéro A = i3, et on détermine les coefficients C et D.

3.2.5 Equivalence avec un systéme différentiel linéaire d’ordre 1

Soit n € N, et I est un intervalle de R du type I = ]a, .

soient ag, ai, . ..,a,_1,b, (n + 1) applications de classe C° (I — R), on considére I’équation

différentielle suivante :
Y™ = a1 (@)Y +ano (@)Y - ag (1) YO + b (),

cette équation différentielle linéaire résolue d’ordre n est équivalente & I’équation différentielle linéaire

résolue d’ordre 1 :

[0 1 0 o0 0 ] [0 ]
0O 0 1 0 0 0
O 0 0 1 0 0
Y' = Y + ,
0 0
O 0 0 0 O 1
_CL() a; ag ag -+ Ap—1 ] L b_
telle que
U1 Yy
Yo Y
Y _ y.3 _ /!
Yn1 y=2
Un y(n—l)

Exemple 3.4. [07]
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Soit PEDO du troisiéme ordre a conditions initiales

24?/ _ 10y” + y/// + 464:10 =0

(3.15)
y(0)=0, ¥ (0)=2, y"(0) =4

Posons
4
Y = a1 + asys + asys

Y1 = biyr + baya + b3ys

Y =Y,
L 11 (0) =0, y3(0) =1
=
)
yh =4y + 2y

Y =y1+5y—ys
yh = —y1 +y + 5ys + €.

\

D’ot le systeme différentiel
.

Yy = 4y1 + 2y,
Yy = Y1 + OY2 — Y3 ;

\ Yh = —y1 + Y2 + Sys + e**

avec
Y1 (0) = 0;
Yo (0) =0;
y3(0) =1
On peut I’écrire sous la forme :
( !/
y1 () 4 2 0 y1 () 0
Y2 () = 1 5 —1 yo () | + 0
ys () -1 1 5 ys () etr
[\ - J/ N - 7\ - s/ N’
Y(z) A Y () B
y1 (0) 0
¥2(0) | =10
Ys (0) 1
—_———  —
\ Y(O) YO




3.2. SYSTEME DIFFERENTIEL LINEAIRE DU PREMIER ORDERE A COEFFICIENTS
CONSTANTS

Le polynome caractéréstique de A est apres calculs :
Py(X) =(A—4)"(A-6).

On a
T
(A-61) Y =0=0=(110)

=

E, = Ker (A—61d)

T
(A-41) Y =0=3w,=(10 1)
=

E, = Ker (A — 41d)*

vr = (A= dly) wg = w = (1 3 o)T
=
6 00
P'AP=|0 4 1|,
00 4
avec
11 -1
P:(U6 N w4>= 10 3
01 0
=
6 0 0 6 0 0 000
PrAP=|041|=l040|+]| o001
00 4 00 4 00 0
X Y
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alors

et

et

s
L
|
O N
— O NI
_ =
[N

S 0 0
ed = P | 0 et et |.P?
0 0 €
2 (b +et) 2¢° et — b
= 3 0 4e 0
4 (et —e®) 4(2e* —eb) 2(eb +et)
On a
6 0 0 000
PPAP=|l040|+] 001
0 0 4 0 00

=
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6 0 0 000
A=P |l 04 0]|+[0O01 [P
0 0 4 0 0O
=
6 0 O 0 00
Ar=P || 0 42 0 |+] 00 ¢t || P
0 0 4z 000
donc _
6z 0 O 0 00
e = Plexp|l 0 40 0 |.exp| 0 0 =z P!
0 0 4z 000
e 0 0 1 00
=Pl 0 e 0 [.]O1 a2 | P
0 0 et 001
efr 0 0
= P | 0 e* get [P
0 0 e
alors
€5 + (1 —2x) et €% — (1 —2x) e’ —e5 + (1 4 21) e®
eAr — % e _ Az b7 | pdr ede _ bz
—zel® rel® (14 xz)e*
Ce qui impliqu
Y (x)
0 0
_ Al 4 / "0 B (s)ds =A@, | o | 4 freaeo.| o |as
o 1 s
—eb% 4+ (14 2x) e®® . —e8@=8) 1 (1 + 2 (2 — 5)) e*=)
% P + %/ edx—s) _ o6(z—s) e*ds
" (1+x—s)et@s)

V()
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et

d’ou

[ e o 3]
V()= 13 +6x[e ),
(+a) et sl — et [ 5]
Yo

z) = —e5 4+ £ (222 + 62 + 3

2
= Yo () = —%e6$+§(2x+3)
(
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3.3. SERIES D’EXERCICES

Université de M’sila
Faculté des mathématiques et de I'Informatique
Département de Mathématiques

3me année Mathématiques

Série N° 01(Equations differentielles)

N.B : Les questions (*) sont hors T.D.

Exercise 2. Dire si les fonctions données ci-dessous sont solutions des équations différentielles suivantes :

. 1
DY 2y =2yety=522 2)y =22+ ylety=—
T

2 —x?

2x
4) )y 4y =0et y=3sinx —4cosx 5) 7 — (M4 X) Y + Moy = 0 et y = CreM® + Coei®.

3 (z+y)de + zdy = 0 avec y =

Exercise 3. Intégrer les équations différentielles, puis déterminer les solutions particulieres si la condi-
tion initiale est donnée :
D® (z—1)dy+ (y —2)dx =0
2)22 (1 +y?)dz —y (1 + 223 dy =0
3)
4)5) (14 ) yy' = e® avec y (0) = 1
)
)
)y

Yy —2y =y avec y = 3 pour v = 0
5% (zy® 4+ ) dz + (2*y — y) dy = 0 avec y (0) =1
6)yy’ x—() Ny =2 +22 +y>+1

fm s D) = VIEE

10) (2% — ya?) y'2+ v +ay? =0 11)y/ siny. cosy + ze™ =0
Exercise 4. Résoudre les équations différentielles suivantes :
4) (v —y)yde —2*dy =0  5)y = %

(

6)(r+y—3)dr—(r—y—1)dy=0
20 +y—3
r+y—2

10)*) (22 4+ 2y — 10)dx — (v +y + 1) dy = 0.

Ty = 4x + 3y + 2 8)*)y =
oz —=3y+2
3 —9y—12
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Exercise 5. Donner le type des équations différentielles suivantes, puis les intégrer :

y dy y 14322 x(1—a?)
1 /I J — 2 (*)— — 3 _ 3 F— =
)y Lo ) . )y g;(1+x2)y 1+ 22
4)y + ¥y _ ay? log x 5y (22 +zy) = 1
X

3 (xdy — ydx)

S =0.

6)) <23: sh? + 3y chg> dr — 3x chgdy +
T x T

Exercise 6. 1) Montrer que I’équation diférentielle suivante a une solution particuliére y; = cosz, puis

trouver sa solution générale :

y (1 —sinxcosx) + y* cosx — y + sinz = 0.

2) Résoudre les équations différentielles suivantes :

1 1 1 1
1)y — Y= 2y + 52 2)(*)g — Y= Eyz +1 3%y +xy = —2y* + 1.

Exercise 7. 1) Montrer que les équations suivantes sont des équations aux différentelles totales, puis

trouver ses solutions générales :

1)cosydr + (2y — xsiny)dy =0

2) (e’ dx + 2zye”’ dy) + (ye*dx + e*dy) = 0

3)" log (y? + 1) dx +M+11)dy:0.

2) Résoudre les équations différentielles suivantes admettant un facteur intégrant :
D(z+y))de —2zydy=0  2)®y(1+ xy)de — zdy =0

3)gdx + (¥ —Inz)dy =0

4) (xcosy — ysiny) dy + (xsiny + ycosy) dr =0
)

5) M xdy — ydx + (22 + y?) tgydy = 0.
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Université de M’sila
Faculté des mathématiques et de I'Informatique
Département de Mathématiques

3me année Mathématiques

Série N° 02(Equations différentielles)

N.B : Les questions (*) sont hors T.D.

Exercise 8. a)*) Vérifier que les fonctions suivantes satisfont la condition de Lipschitz sur Iintervalle
indiqué et donner la constant de Lipschitz :

1) f(x,y) = 2yz~* pour x € [1, 0], 2)f (z,y) = e~*" arctan (y) pour z € [1, 00],

3)f (z,y) =2y (L +e ") (1 +y?) pour z € R.

b) Vérifier que les problémes de Cauchy suivants satisfont du théoréme de Cauchy-Lipschitz, puis trouver

ses solutions :

/ __ coszx AN — 2
1) A W ’ o\ ) Y siny 3)) y' = exp(cos r°y)
y(0) =y € R y(0) =y eR y(0) =0
¢) Donner les trois premiéres approximations successives des problemes de Cauchy suivants :
"=+ P "'=2y—222 -3 ' = cos
1) Y Yy ’ 2)() Y Y 3)() Y Y
y(0) =0 y(0) =2 y(0) =0

Exercise 9. *) On considére le probléme de Cauchy suivant :

Yy =y

(PC)
y(0) =0
1) Vérifier que y = 0 est solution de ?7.
2) Trouver une solution non nulle de classe C* de ce probléme.
3) Le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique-t-il ici ? Pourquoi ?
Exercise 10. Résoudre les équations différentielles suivantes :
* * * y
DOy =ay — () 2y=zl+y)+ W) 3Py =2y + 1+ ), @”x=é7+

2
/

+y,  DYy=avy - —5,
()
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Université de M’sila
Faculté des mathématiques et de I'Informatique
Département de Mathématiques

3me année Mathématiques

Série N° 03(Equations différentielles)
N.B : Les questions (*) sont hors T.D.
0 -1

1 0
1) Déterminer le polynéme caractéristique de A, puis trouver les valeurs et les vecteurs propres de A.

Exercise 11. On considére la matrice A =

2) En déduire la solution du systéme différentiel suivant :

avec condition initiale y; (0) = yo (0) = 1.

1 -1
Exercise 12. Résoudre le systéme différentiel Y/ = AY avec A =
2 4
: : 0 -1 : .
Exercise 13. On définit A = , montrer que A n’est pas diagonalisable.
1 0
Corrigé de Série N° 03
Exercice 1
-1
1) Les valeures et les vecteurs propres de A = S A MM=—1 =1, v_ = LU =
10 1
1
1

2) En déduire la solution du systéme différentiel suivant :

(3.16)
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/
La forme matricielle de [PC| Y’ = AY telle que Y’ = e Y = u ,donc la solution de [PC]| est

yé Y2

—c1e” % 4 cpe”

Y = ¢1eM%0_q + %0, =
cre 4 co€e”
—atce=1
On a y; (0) = y2 (0) = 1, on trouve , donc ¢; = 0 et co = 1 alors
ci+co=1

Y = ¢1eM%u_q + 96y =

Exercice 1

1) Résoulution du systéme différentiel Y’ (z) = AY (z) + B (z) dans les cas :

1 -1 x -1 —%
A= ,B(x) = .Onal =2, Ay =3et vy = , U3 = , donc la
2 4 2z 1 1
_ -1 -1 -2 -1
matrice de passage P = . Alors P71 =
1 1 2 2

Pour résoudre le systéeme

Y' () = AY (2) + B (@),

on pose Y = PU, donc Y’ (z) = PU’. Alors en remplagant dans le systéme, on trouve

PU' = APU + B (x)

~
U =P 'APU + P 'B (x)
~
U =DU+ P 'B(z)

telle que D la matrice diagonale.

On a
o -2 -1 x -3z
2 2 2 6z
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DU = = ,

alors
U =DU+ P 'B(x)
=
up = 2u; —3x
uy = 3ug+ 6z

chaque équation de ce systéme est une équation linéaire d’ordre 1 a coefficients constants non homogéne,

donc ses solutions générales sont

u ——x+§
T Ty
et
2
uz——2$—§,

alors la solution générale de

est

Exercice 3
1) Reésoulution du systéme différentiel [1] :

Le systeme différentiel [I] équivalent le systéme matriciel

Y'(x) = AY (z) + B (2) (3)
01 0 " Y 0
tel que : A = 0o 0o 11|.,Y = yp | Y = vy, | et B(z) = 0 , alors les vec-
0 -2 3 Y3 s sin x
1 1 1 114
teurs propres de Asont vo = | 0 [,o1 = | 1 [,eo =] % |,doncP =0 1 % |, Pl =
0 1 1 01 1
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3 1
L =3 2
0 2 -1
0 -2 2

Pour résoudre le systeme [3|, on pose

Uy
Y=PU=P Us

us

Y =PU'=P| «, |,

U3
en remplagant dans 3] on trouve
U =DU+ P 'B(z), (4)
0 00 % sin x
ouD=| 0 1 0 |lamatricediagonaleet P"'B(z)=| —sinz |, donc le systéme[** équivalent &
0 0 2 2sinx

S
uy = 3sinx
Uy = Uy — Sinw

Us = 2uz + 2sinx

chaque équation de ce systéme est une équation linéaire d’ordre 1 non homogéne nous savons & résoudre,

donc )
u; = —cosz + K;
{ Uug =cosz —sinz + Kqe®
us = 2 (cosx + 2sinz) + Kze®,
\
Y1 Uy
et par conséquent on trouve Y = | ¢, | = PU=P | wu,
Y3 us

2) Pour résoudre 1’équation différentielle linéaire d’ordre 3 :

y" —3y" + 2y —sinx = 0. (5)
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On pose
( nh=y
Yo=11 =Y
ys = y" = v
L v =y" =3y" — 2y +sinz = 3y3 — 2y, +sinx

est le systéme (1] et nous savons sa solution et par conséquent la solution de 1”équation |pfest y = y;.

3.4 ExameUniversité de M’sila

Faculté des mathématiques et de I'Informatique
Département de Mathématiques

3*me année Mathématiques

Examen compensatoire (équations différentielles)

2019-2020

Exercise 14. Intégrer les équations différentielles suvivantes :
/

y'x 1 1
1 n__ I _ 2 /I :_2 1.
Jy 1+ 2?2 0 v 227 = 7Y +

Exercise 15. On considére le probléme de Cauchy suivant :

y =Vly@)reR

y(0)=0

1) Trouver une solution non nulle du probléme

2) le théorémr dr Cauchy-Lipschitz s’applique-t-il ici 7 Pourquoi ?

Exercise 16. On considére ’équation différentielle suivante :
(1+22)y" + (4o —2)y -8y =0 ((+))

1) Déterminer une solution de I’équation de la forme y (x) = e** avec a € R.

3) En déduire les solutions de |1f sur } L 0o [

)
2) On pose alors y (z) = z (z) e**. Trouver 'équation différentielle vérifice par z.
) R
)

4) Déterminer la solution de |1 qui vérifie y(0) =1 et 3/(0) = —1.
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Exercise 17. Par deux méthodes différentes, résoudre le systeme différentiel suivant :

yi = 2y1 + 4y2 + 621
Yy = 4y1 + 2y,

Bonne chance

Université de M’sila

Faculté des mathématiques et de I'Informatique
Département de Mathématiques

3*me année Mathématiques

Durée : 1" et 30™

Examen final (Equations différentielles)

(2020-2021)

Exercise 18. (5pts) Intégrer les équations différentielles suvivantes :

2
y')y
y" — g Jr)yg =0, 2y=zy— ().

Exercise 19. (5pts) On considére I'équation différentielle suivante :
y* +ay’ + (5y* —ay + y’siny)y =0 (1)

1) Cette équation est elle linéaire 7 Justifier.

2) Montrer que I’équation (|1)) n’est pas aux diférentielles totales.

3) Résoudre 'équation en admettant un facteur intégrant.

Exercise 20. (5pts) On considére I'équation différentielle suivante :

vy —(x+1)y +y=0 (*)

1)Vérifier que e” est une solution de I’équation (|1)).

2) On pose y () = z () ”. Trouver I’équation différentielle vérifiée par z.
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3) En déduire les solutions de (|1f) sur |0, co].

Exercise 21. (5pts)

1)Résoudre le systéme différentiel suivant :

yi = Y2
yh = —1ys + ty1 + €.

2) Déduire la solution de ’équation y” + %y’ — %y = e~

Bonne chance
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Université de M’sila

Faculté des mathématiques et de I'Informatique
Département de Mathématiques

3*me année Mathématiques

Durée : 1" et 30™

Examen final (Equations différentielles)

(2021-2022)

Exercise 22. (5pts)l) Intégrer I’équation différentielle suvivante :

yy' +e* (yy —1) =0 avecy (0) =1

2) Montrer que ’équation suivante est une équation aux différentelles totales, puis trouver sa solution
générale

(e¥" dx + 2zye” dy) + (yedx + e*dy) = 0
Exercise 23. (5pts) On considére le probléme de Cauchy suivant :

v =+yx)—1zeR (PC)

y(0)=1

1) Rappeler le théoreme de Cauchy-Lipschitz.

2) Vérifier que y = 1 est une solution de (PCl)

3) Trouver une solution y # 1 du probléme (PC)

4) Le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique-t-il ici? Pourquoi ?

Exercise 24. (5pts)On considére 'équation différentielle suivante :
2y +dxy + (2—2)y=1. (*)
1) On pose z = z%y. Ecrire () en fonction de 2.

2) Reésoudre la nouvelle équation différentielle vérifiée par z.

3) En déduire la solution générale y de ().
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Exercise 25. (5pts) Résoudre le systéme différentiel suivant :

y,l = 2y1 +4y2 -+ e’
Yy = Y1 + 2y2

Bonne chance
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Université de M’sila

Faculté des mathématiques et de I’'Informatique
Département de Mathématiques
3ime année Mathématiques

Durée : 1" et 30™

Examen final (Equations différentielles)

(2022-2023)

Exercise 26. (6pts)l) Intégrer I’équation différentielle suvivante :

y=uxy +1/1+ ()"

2) a) Montrer que I’équation suivante n’est pas aux différentelles totales :

22y In ydx + (x2 + 2V y? + 1> dy =0

b) Résoudre cette équation en admettant un facteur intégrant u (y) .

Exercise 27. (4pts) On considére le probléme de Cauchy suivant :

1) Rappeler le théoréme de Cauchy-Lipschitz.
2) Etudier I’existence et I'unicité du probleme (PC).

Exercise 28. (5pts)On considére 'équation différentielle suivante :

vy’ — oy + 423y =0

1) On pose z = z?. Ecrire () en y ().
2) Résoudre la nouvelle équation différentielle.

3) En déduire la solution générale y (z) de ().

(PC)
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Exercise 29. (5pts) Résoudre I’équation différentielle suivante :

y? (@) —y (2) = 2.

Bonne chance
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Université de M’sila

Faculté des mathématiques et de I’'Informatique

Département de Mathématiques

3#me année Mathématiques

Durée : 1" et 30™

Examen final (Equations différentielles)

(2023-2024)

Exercise 30. (6pts)l) Intégrer les équations différentielles suvivantes :
/

9 Y
a) Y= xy' - (yl) ) b) y” - (]_ + 1*2) arctan x =0

2) a) Montrer que ’équation suivante n’est pas aux différentelles totales :

z(3yx* + 1)dy + (3x4y2 — 1) ydx =0

b) Résoudre cette équation en admettant un facteur intégrant p (z) .

Exercise 31. (4pts) On considére le probleme de Cauchy suivant :

y =25 (z),2€R

(PC)
y(0)=0
1) Rappeler le théoréme de Cauchy-Lipschitz.
2) Vérifier que la fonction nulle est une solution de (PC]) .
3) Trouver une solution non nulle de classe C* de (PC]) .
4) Le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique-t-il ici ? Pourquoi ?
Exercise 32. (4pts)Soit 'équation différentielle suivante :
2z 1
'+ y=0 (1)

/
+
1+ 227 (1+22)?

1) On pose z = arctan (x). Ecrire (/1)) en fonction de z.
2) Résoudre la nouvelle équation différentielle vérifiée par z.

3) En déduire la solution générale y de ([I)).
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Exercise 33. (6pts)On considére le systeme différentiel suivant pour x €]0, ool:

/ 2 1

Yi==Y1— 2yt
x

Yy = 2y; + 2?

1) Donner la définition d’une matrice fondamentale.

1 g

2) Vérifier que M (z) = | 2 , | estune matrice fondamentale du systéme homogene associé a (1) .
T

Puis résoudre le systéme (1) avec Y (1) =

Bonne chance
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Corrigé type d’Examen final (Equations différentielles)
(2020-2021)

Exercise 34. Intégrer les équations différentielles suvivantes :
2

1y — ()" y

1492

= 0, est uneéquation de la forme F'(y,y’',y”) = 0 pour la résoudre on pose y' = p(y),

dp P’y dp y
0= | — = dy =
) /

d
alors vy = p (y) d_p en remplagant dans I’quation on trouve pd_y 17 " = Ty

p=cy/1+y?2=etonay =p, alorsy’:c\/1+y2:>f\/ﬁ—z:fcdxjargsh(y):cx—i-k. 2.5pts
Y

2)y = xy/ — (y)* est une équation de Clairaut, pour la résoudre on pose y/ = t, donc (2) & y = xt — (t)*

puis on la dérive on obtient 0 = ' (x — 2t) ; ce qui méne a ¢’ = 0, donc ¢ = c. Ainsi la solution générale
T x r\2 2?
est y = xc— (¢)*. Si (x — 2t) = 0, alors ¢ = > alors y = Ty = <—> =7 est une solution singuiliére.

2
2.5 pts

Exercise 35. 1) Cette équation n’est pas linéaire car elle ne se met pas sous la forme Xk: an (2)y™ (z).
1pt "

2) L’équation s’éécrit sous la forme P (z,y)dr + Q (x,y)dy = 0 avec P (x,y) = y* + 2y et Q (z,y) =
(5y* — zy + y3siny) .Les fonctions a et b sont de classe C*° (R?) , et

oP e,
2 _— = 2 _— = —
V(z,y) € R, 9 (z,y) = 2y + 3wy~ o (z,y) = —v,

donc %—]; (r,y) # 88—2 (z,y) . Alors (I)n’est pas une équation aux différentielles totales. 2pts
3) On cherche une fonction p de y telle que

w(z) (P (z,y)de+ Q (z,y)dy) =0 (**)

soit une équation aux différentielles totales, ¢-a-d :

0 (uP 0
Y (z,y) € Q C R?, (;y): (a'l;Q),

on trouve

1
Donc i (y) = E Donc I’équation une équation aux différentielles totales, donc il existe une fonction
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F telle que

oF 1

2 _ ,p==

o7 g y—l—x

8_F = MQ—§—£+siny

dy y oy '

1 r  a? , oF ,

Ona F (z,y) = [ ;—Fx dx—i—w(y):;—l—?—l—w(y).Dautrepart,onaa—y:uQ<:>1/J(y):

5)
— +siny < Y (y) =5Iny — cosy + k, alors
Y

2

F(x,y)zi—l—%—l—ﬂny—cosy—i—k.

2pts.

Exercise 36. 1) Facile. 1pts
2) On pose y (z) = z(x) e,y () = (¢ (z) + z(x)) e”,y" (z) = (2" (x) + 22’ (x) + 2 (z)) e". En susti-

tuant dans [T} on obtient

donc

(z2"+ (x—1)2") =0, car e” # 0, Vx € R. 2pt (A)

3) En déduire les solutions de [1| sur |0, oo] .

On pose t = 2/, Péquation [Apst équivalente a

1
t’+<1——)t=0
T

est une équation du premier ordre séparables,-, Sa solution générale est ¢t = kxe ™™, k € R. Donc t =

Z=kre® = z=—k(x+1)e " +ky,alorsy(z) =z(z)e’ = —k(x+ 1) + ky. 2pts

Exercise 37. 1) Résoudre le systéme différentiel suivant :

?Ji = Y2
Yy = —3ys + 3y1 + €°
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Le systéme [§ équivalent &

Y'= AY + B 1pt (s1)
. Yy 0 1 Y1 0 )
tel que Y' = VA = Y = , B = . Pour résoudre le systme [s, on
/ 1 -1 T
Yo 3 3 Y2 €
calcule les valeurs et les vecteurs propres de A :
0 1 ) -1
A= sy M= —LA =500 = , U1 .On pose Y = PU = Y' = PU’ en
: 3 v)
remplagant dans [s1] on obtient
U' =DU+ P 'B lIpt (s2)
-1 0 -1 2 —1 2 —1 2 0
OnaD = | P= , P71 = 13 f ., donc P7'B = 13 f . | =
0 3 11 5 3 5 3 e
2 x
Ze
f .Alors
53¢
U = DU+P'B
~
Uy = —uy + 2"
UIQ = %ul —+ %em 7

chaque équation de ce dernier systéme est linéaire d’ordre 1 non homogne ses solutions sont :

U = %6‘” + kie™®

1
Uy = %ea” + kqe2”.

-1 2 Uy = 2e® 4+ ke @ e””—ke‘x—l—Zke%m
Donc Y = PU = -3 ' = ! 2 u . 2pts

1 1 Uy = %ex + k,2e%m e’ + kle_”” + ]{72(3%2: Y2
2) Pour résoudre ’équation y” + %y’ — %y = €% : on pose y; = y, donc

<
=
|
<
)

Alors 'équation y” + %y’ — %y = e” équivalent au systéme s, d’oul sa solution est y = y; = e* — ke " +
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2]@26%96. 1pt
Remarque 3.1. 1pt sur l'organisation de la feuille.

Corrigé type d’examen final (EDO 2021-2022)

Exercise 38. On integre I’équation différentielle suivante :
DOnayy +e"(yy —1)=0< yy = . (est une eq.a.v.s)< ydy = 1
6I
2
Y

b =Inle” +1|+c=y* =2Inle”" + 1|+2cetonay (0) =1,donc 1 = y*(0) = 2In2+2¢ = ¢ = 3 —In2

- dz. On intégre, on aura
e

ety=14/1+1n (#)2 (2.5pts)

2) On a (e¥’dx + 2zye’’ dy) + (ye*dx + e*dy) = 0 < (ey2 + ye®)dr + (2xyey2 + ex) dy = 0 et on a
%,—/ R .,

P
e 2yey2 +e’ = 9 2yey2 + e”, donc est une équation aux différentelles totales et sa solution
Y x
oF or
générale sous la forme F (x,y) = c telle que T = P et 50 = Q, donc F (z,y) = [Pdx + f(y) =
€z )

: : OF 0 <$6y2 +ye” + f (y))
f(ey +ye")dx + f (y) = ze¥” + ye® + f (y) . d’autre part, on a @_y =(Q = 3y =

2xye’” +e* < f'(y) =0= f(y) =c, donc F (z,y) = ze¥ + ye® + ¢. Ou bien, on a une autre méthode

comme suit, (¢¥ dz+2zye? dy) = d <1‘6y2> et (ye¥dx + e*dy) = d (ye®) car (z,y) — ze¥” et (z,y) — ye©
sont des fonctions différentiables, donc (e’ dx + 2zye?’dy) + (ye*dx + e*dy) = 0 < d (xeyz + yex> =0,

alors sa solution générale est ze¥” + ye* = k. (2.5pts)

Exercise 39. On considére le probléme de Cauchy suivant :

vy =+yx)—1zeR

o (PC))

1) Voir le cours.(1pt) .
2) Facile de vérifier que y = 1 est une solution de|(1)[ pour tout = € R. (0.5pt) .

3) Le probléme comme une équation différentielle & variables séparées, soit y : I — R et y > 1 sur

I, donc ¢/ = \/y(x)—lﬁf%:fdx:>2\/y(x)—1:$+cet r+c>0¢adzr > —c
y\r)—
r+c 2

2
iy(m):( 5 ) +1etonay(0) =1, alors ¢ =0, celadonney(m)z% + 1 pour z € R*. On

2

x
— +1pourxz >0
construit y (z) = ¢ 4 P ~  (1.5pts)

1lpour z < 0.
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2

. z + 1 pour x >0
4) On a y = 1 est une solution de (1) pour tout x € Ret y(z) = ¢ 4 égalment est

1pour z < 0.
une solution de donc le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique pas, car ils existent deux solutions

du probléme |(1)[ ou bien (car la fonction y — /y (x) — 1 n’est pas Lipschitzienne au voisinage de lou
0 ( Vy(z)—1 1

Ay 24/y (z) — 1

n’est pas continue en 1) (2pts).
Exercise 40. 1) Soit

2y +dzy + (2 -2y =1. (*)
On pose z = yz?, 2/ (v) = 2zy+22y, 2" (z) = 2y+4xy' +2%" et on 2" — 2z = 2%y +4ay'+ (2 — 2*)y = 1,

donc la nouvelle équation vérifier par z est
2" — 2 =1(2pts) (**)

2) La résolution de nouvelle équation vérifier par z : '’équation @ est une EDO linéaire d’ordre 2 non

homogene sa solution générale est

z=Ae" + Be ® —1et A, B € R.(2pts)

Ae* 4+ Be™® — 1
3) En déduire les solutions de : On a 2z = 22y, donc y = % _Ae T 26 et A, B € R.(1pt)
T T

Exercise 41. 1) Résoudre le systéme différentiel suivant :

vy =2y + 4y + €7

Y2 = Y1+ 21
Le systéme [§ équivalent a
Y' =AY + B (1pt) (s1)
) Y 2 4 Y1 e ,
tel que Y’ = LA = Y = ,B = . Pour résoudre le systme |5, on
Ys L2 Yo 0
calcule les valeurs et les vecteurs propres de A :

2 4 —2 2
A= s A =0, =4, 99 = , U4 .Onpose Y = PU = Y’ = PU’ et
1 2 1 1
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u
' en remplacant dans |s;, on obtient
Uz
U' =DU+ P 'B (1pt) (s2)
0 -2 2 -1 -1 1 v
OnaD = P = , Pt = 14 i , donc P7'B = 14 f =
0 4 11 Lol 1ol 0
_lpz
14 Alors
i
U = DU+P'B
=
uy = —%em

chaque équation de ce dernier systéme est linéaire d’ordre 1 non homogeéne ses solutions sont :

1
Uy = —=et + k’l
B .. (pt)
Uy = —15€° + ke,
-2 2 = —ie” +k le? 4 2kyet® — 2k
Donc Y = PU = SRR [ 2 Pl L apy
1 1 Uy = —15€" + koe'” —5€” + ky + koe™® Yo

Remarque 3.2. 1pt sur 'organisation de la feuille.
Corrigé type d’examen final (EDO 2022-2023)

Exercise 42. 1) On a
y=ay +1/1+(y)° (3.17)

(est une EDO de Clairaut). Pour la résoudre, on pose y' = t, donc
(3.18) &y =at + V1 + 12

On dérive cette derniére par rapport a x, on obtient

t
o4+ — 1) =0
< V1+ﬁ)
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Sit=0=1t=cety=xc+ 1+ ? est une solution générale.

2
Si <x+ﬁ) =0=1t= :I:ﬁ, donc y = iﬁ + \/1+ (j:\/lf7> pour z € |—1,1] est une
solution singuliére. (3pts)

2) On a 2xylnydr + (:EZ—l—yQ\/yQ—l—:cz) dy = 0 & (2zylny)dr + (x2—|—y2\/y2—|—1> dy = 0 et on a
—_——

oP oQ ) ) ,
50 = 20 (Iny + 1) # i 2z, donc est une équation n'est pas exacte (1pt). Alors on cherche un
Yy x

0Q o
Oy 1 1
facteur intégrant p (y). On a u(y) = exp /udy = / — —dy = - (1pt).
Yy )
Et ’équation

(a:2 +y*\/y? + a:2)

Y

2z In ydx + dy =0

est une équation aux différentielles totales. Elle peut devenir sous la forme

d (% Iny) +d(% (y2+1)3) —0

sa solution générale est

1 3
2 lny + 3 (y*+1)% =0.(1pts)

Exercise 43. On considére le probléme de Cauchy suivant :

1) Voir le cours.(1pt).
3)Ona f(z,y) = /y?(z) + 22, od f est une fonction continue sur R?, car elle est comme composition
) A : . , . T 6f Yy
d’un polyndéme et de la fonction racine carrée et puisque — = —— et — = ———
Or () +a> v P (x)+ 27
sont continues sur R? — (0,0), alors f € C*' (R? — (0,0)), dans ce cas il faut prendre zy # 0 et yo # 0.
Donc la fonction f est localement Lipschitzienne, d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz le probleme

admet une seule solution maximale y a définie ur un intervalle ouvert J contenant xg.

-On peut appliquer la définition d’une fonction Lipschitzienne pour eétudier I’existence et 'unicité du
probléme (3pts)

Exercise 44. On considére ’équation différentielle suivante

zy" —y +42°y =0 (*)
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1) On écrit () en y (2) : On a z = 2, alors

dr ~ Udr  dzdx  dz

2 2 2
a7y = 2@+2x <2:L‘d y> = 2@+4x2ﬁ‘

dz 5 dy_dy% 5 dy

dx? dz dz2 dz dz?
On remplace g—g, 32732’ dans [¥, on trouve
d?y
5 T U=yl —y. = 1(2pts) (**)

2)La solution générale de [F¥] est
y(z) = Cicosz + Cysin z; C1, Cy € R. (1pts)
3) La solution générale de [¥] est
y(2) = Cycosz? + Cysina?; Cp, Cy € R. (2pts)

Exercise 45. 1) Résoudre I'EDO suivant :

Yy (z) -y (v) == (s)
On pose y; = y, on trouve
n=vy =1
Yy =Yy" = ys
ys=y® =y (@) +z =y +ua

Donc I'EDO [§ équivalent a

Y' = AY + B (1pt) (s1)
n="y 010 yi=y 0
tel que Y/ = vh =y" LA = 0011|.,Y= Yo =1 B = 0 | . Pour résoudre le
vy =y 010 s =y" x
systme g, on calcule les valeurs et les vecteurs propres de A :
010 1 1 1
A=1 0 0 1 |, eigenvectors : 0 — 0, -1 — —1, 1 =1L A ==-1 =

010 0 1 1
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1 1 1
0,3 =1, v_1 = -1 |,v = 0|, v = 1 | (Ipt). On pose Y = PU = Y' = PU’ et
1 0 1
Uy
us | en remplagant dans|s;|, on obtient
Uug
U = DU+ P~ 'B (1pt) (s2)
-1.0 0 1 11 0 —3 3 0 —5 3
OnaD = o 0oo|P=|] -101]|,P*=|1 0 -1 ],doncP'B=]1 0 -1
0 01 1 01 0 % % 0 % %
1
§[L'
—z |. Alors
1
5.]}'
U = DU+P'B
~
Uy = —uy + iz
uy = —x ,(1pt)
uézz@—i—%x

u =3 (x—1)+cie™”
UQ__T‘ZQ_FCQ
uz = —% (r — 1) + cze®

Donc Y = PU et la solution de[f est y = 1. (1pt)

Ou bien on peut calculer le polynome caractéristique de 1’équation homogene associe a g et en utilisant

MVC pour résoudre ’'EDO

Corrigé type d’examen final (EDO 2023-2024)

Exercise 46 (1). 1) a) On a

2
y=uzy —(v)

(3.18)
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(est une EDO de Clairaut). Pour la résoudre, on pose 3’ = t, donc
(3.18) <y = at — 12
On dérive cette derniére par rapport a x, on obtient
t'(x—2t)=0

Sit=0=1t=cety=xc— c? est une solution générale.

-Si(r—2t)=0=1t=3,doncy= %est une solution singuliére. (1.5pts)
/

Y
b)y" — = 0 est une EDO sous la forme f (z,1/,y”) = 0,donc on pose p(z) = ¢ =
)y (5 29 arctans [z, y") pose p () =y
y" = p' (), alors I’équation devient p' (z) = P e.v.s& p = carctanz et on a Yy = p =

(14 2?)arctanz

carctan x, donc y = /c arctan zdz = crarctanz — 3c¢In (1 + 2%) + K ou ¢, k € R.(1.5pts)
2) On a z(3y%z* + 1)dy + (32> — 1)yde = 0 & ((32'y* —1))dz + (z(3y°2* +1))dy = 0 et on a
N— ~ -~

P(z,y) Q(z,y)
0 0P
a—Q = 159%2* + 1 # i 9z%y* — 1, donc est une équation n’est pas exacte (1pt). Alors on cherche
x Y
oP 0Q

oy 1
un facteur intégrant p (x). On a p(z) = exp /%dm = exp/ —2dy = = (1pt).

Et I'équation

2,.4 1 42_1
(@) x (1) & Y ”’; gy 4+ ny War—0=0

est une équation aux différentielles totales et sa solution générale est

v’ + Loy (1pts)
T
Exercise 47 (2). On considére le probléme de Cauchy suivant :

y =2ys (z),2 €R

y(0)=0
1) Voir le cours.(1pt).
2) facile (0.5pt).
3)Onay = ;E;yé (x) e.v.s et sa solution générale est gy% () =2z+ketonay(0)=0on trouve k = 0.

Alors y (z) = 21 cette fonction est aussi solution du probléme de Cauchy. La fonction y — f(y) = gy% (x)
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n’est pas lipschitzienne au voisinage de y = 0. Sa dérivée tend vers oo lorsque y — 0. Ainsi on ne peut
pas appliquer le théoréeme de CauchyLipschitz. En fait le probleme de Cauchy admet une infinité de
solutions. (2.5pts)

Exercise 48 (3). Soit I’équation différentielle suivante :

2z 1

! /
+ +
Yy (1+ 22?)

5y =10 (1)

1) On pose z = arctan z, alors

d_ 1 dy_dyds 1 dy
dr 22+ 1 dr dzdr 22+1d2’

d*y _ —2r dy n 1 1 d?y
dz? (x2+1)2dz 2241 \22+1dz2
En remplacant vy, j—g, ji—g dans (1, on trouve
dzy 1"
=y = 0 (2pts) %)

2)La solution générale de [F¥ est
y(z) = Cicosz + Cysin z; C1, Cy € R. (1pts)
3) La solution générale de |1] est
y () = Cj cos (arctan x) + Cy sin (arctan x) ; C1, Cy € R. (1pts)

Exercise 49 (5). On considére le systéme différentiel suivant

Y] :zyl—%y2+a§
et (1)

yh = 2y; + 2

1) Une matrice fondamentale du systéme homogene associé¢ a (1). Si det (M(z)) # 0 et M’ (z) =
A(x) M (z). (1pt)

2)Ona(l)eY =A(x)Y (x)+ B (z) tels que A (z) =

N KN
8

B = " | (05pt) Alors
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1
s
pour vérifier que M (z) = | 2 ) est une matrice fondamentale du systéme homogene associé a (1) .
T T
0 1
On a det (M(z)) = —32% # 0,V €]0,00[ et M’ (z) = = A(xz) M (x), donc M(x) est une
1 2z
matrice fondamentale du systéme homogene associé a (1) et la solution générale du systéme homogene
1z C 10 + Oy
estY (z) =M (z)C = | 2 = 2T ) 2pt)
X I2 CQ 01I + 02132
0 .
Pour résoudre le systéme (1) avec Y (1) = , on utilise M.V.C : On pose Y (z) = M (z) C (z) =
0
' (z) = M~ (z) B (x)
AN
Cl (x) — T xT
Y/ (x) = M’ (x) C (x)+M (z) C’" (), en remplagant dans (1) , on obtient - 72
0
@) - 1
Tl
c 1o+ 14 ac 0
alors C (z) = ! ,donc Y (z) = M (z)C (z) = 22 S onaY(l)= :
=+ az+ 5 + cpa’ 0
lo+i+e 0 1l-x
donc [ 2072777 | = = ¢ =0et ey =—3, alors Y (z) = 2 ) .(2.5pt)ns
Cl+%+62 0 %(I—:ﬁ)

corrigeés
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