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Résumé

Dans ce mémoire, on traitera les méthodes de constructions des idéaux multilinéaires,
on détaille la méthode de factorisation puis son relation avec la méthode de linéarisation.
Comme conséquence nous montrons que 'idéal m-linéaire (py, ..., p,,)-dominés peut con-
struire par la méthode de factorisation.
Mots clés: Idéal linéaire, Méthode de factorisation des opérateurs, Opérateurs p-

sommants,Opérateurs m-linéaire (p1, ..., p,,)-dominés.
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Introduction

Le but de ce travail est de regrouper quelques résultats importants dans la théorie des idéaux
multilinéaires. Une grande portion de ce travail est basée sur une these de [4], la these de
Gesse 1984 [9] et le livre de Defant et Floret [6] .

La théorie des idéaux multilinéaires a été introduite par Pietsch en 1983 dans [14].
Leur grande motivation était de trouver des rapports entre les opérateurs linéaires et mul-
tilinéaires.

Dans ce sens, il a proposé des méthodes permettant d’obtenir des idéaux multilinéaires
a partir d’un idéal linéaire. Certaines classes d’opérateurs multilinéaires peuvent s’exprimer
via ces méthodes de Pietsch a savoir la classe des opérateurs multilinéaires (py, ..., pm)-
dominés.

Dans le premier chapitre, nous donnons quelques définitions (une norme, quasi normé,
p-normé,.....etc.) ensuite, nous discutons sur les idéaux des opérateurs linéaire et on prend
I'idéal des opérateurs p-sommant sommant comme un exemple, on donne un apercu générale
sur les espaces de suites p-sommables et faiblement p-sommables.

Dans le deuxiéme chapitre on donne quelques théorémes du graphe ferme, Banach Stein-
haus, uniformément continue pour les applications multilinéaires, on étudie les idéaux mul-
tilinéaires et on prend comme exemple L; et £ (X7, ..., X,,;Y), ensuite nous passons aux
méthodes de construction des idéaux multilinéaires ce sont :

La méthode de composition, factorisation et la méthode de linéarisation, puis on détaille
la méthode de factorisation, on termine ce chapitre par la relation entre la méthode de

linéarisation et la méthode de factorisation.



Introduction

Dans le troisiéme chapitre, on étudie 'idéal des opérateurs (pi, ..., p, )-dominés car sa
construction peut s’interpréter par la méthode de factorisation, on détaille les théorémes de

domination et de factorisation de Pietsch.



Chapitre 1

Idéal d’opérateurs linéaire

Dans ce chapitre, nous allons faire une introduction a la théorie des idéaux d’opérateurs, les

références principale ont utilisé les livre [7, 1, 12].

1.1 Défintions et propriétés

Définition 1.1.1 Soit X un espace vectoriel sur K. On appelle quasi norme sur X toute

application

Il : X —-R*"

o= ]
qui vérifie:
1 || Az|| = |Al ||lz|| Vz e X,VAe K.
2. |z =0 <=2 =0,Vz € X.

3. 3> 1tg |z +yll < c(la]l + yl) Vaoye X .

st ¢ =1, on appelle norme sur X.

Définition 1.1.2 Soit (0 < p < 1), Soit X un espace vectoriel sur K .on dit que ||.|| : X —

R est un p—norme s’elle vérifie les propriétés suivants :



1.1. Défintions et propriétés

L |lz]| >0Vz € X : ||z]| =0 <=z =0.
2. |Az] = A lz]] :VzeEX et reK.
3. Nl +yl” < [lzI” + lyll” Vo,y € X.
Lemme 1.1.1 Tout p-normé est quasi-normé, avec une constante ¢ = 2F .

Preuve. En effet, pour tous les vecteurs x et y, nous avons

lz+yl” <z’ + [lylI”
1
N+ yli")

(Ul + Iyl + (el + w)r)?

I+ yll

IN

IN

D’ou

1
[l +yll <27 (2]l + llyll)

Définition 1.1.3 (Espace de Banach) On appelle espace de Banach un espace vectoriel

normé complet.

Proposition 1.1.1 Soient X etY deux espaces vectoriels normés. On note L(X,Y") l’espace
des applications linéaires continues de X dans Y C’est un espace vectoriel normé pour la

norme

17 ()ly
17l = sup
L) w20 ||zl x

Si'Y est complet alors L(X,Y) est un espace de Banach, lorsque Y = X. On notera sim-
plement L(X) lespace L(X, X).

Définition 1.1.4 (Ensemble convezxe)

Soit X un espace vectoriel et A une partie de X. On dit que A est conveze i

Ve,ye A etVAe|0,1[: e+ (1—Nye A



1.1. Défintions et propriétés

Définition 1.1.5 (Semi-continue inférieure)
Soit X un espace topologique .Une fonction ¢ : X — |—o00,+00[ est dit semi-continue

inférieurement si l'une des trois propriétés sont vérifiée:

i) L’épigraphe epi(p) = {(x,y) € X x R, p(x) < A} est fermé dans X x R
ii) L’ensemble {x € X, p(x) < A} est fermé dans X pour tout A € R.

iii) Pour tout x € X, tout suite (z,)nen tendant vers x, on a:

lim inf p(z,) = lim (inf @(x)) > ©(2)

n— oo n—oo k>n
Exemple 1.1.1 1. toute fonction continue est semi-continue inférieurement.

2. une fonction f : E — R est continue <= f et (—f) sont semi-continue inférieure-

ment.

Définition 1.1.6 (Convezité) Soit X un espace vectoriel. Une fonction ¢ : X — |—00, +00]
est dit convexe si son épigraphe est convexe.

De fagon équivalente, on dira que ¢ est convexe siVr,y € X,V €]0,1]

oAz 4+ (1= Ny) < Ap(z) + (1 = Ne(y)

Maintenant nous présentons le concept d’un idéal d’opérateurs avec un exemple fonda-

mental.

Définition 1.1.7 Un opérateurT € L (X,Y) est de rang fini s’il est somme fini d’opérateurs

de la forme:

T.: X —Y

r— " (r)y

ou x* € X* et y € Y. L'espace des opérateurs linéaire de rang fini sera noté Ly (X,Y).

Définition 1.1.8 Un idéal d’opérateurs I est une sous-classe de la classe L de tous les

opérateurs linéaires continue tels que pour tout espaces de Banach X et'Y les composants

IT(X,Y)=L(X,Y)NT satisfait



1.1. Défintions et propriétés

(1) Z(X,Y) est sous-espace vectoriel de L (X,Y) contenant les opérateurs de rang fini

(ii) Propriété d’idéal: siu € L(F;X) e I(X,Y) etw € LY, F) alorswovou €T
(B, F).

Définition 1.1.9 Un idéal normé (p-normé) des opérateurs (I, ||.||;) est un idéal des opéra-

teurs T muni de la norme (p-norme) ||.||; : Z — [0, 00) tels que :

1. (Z(X,Y),|.ll7) est un espace normé (p-normé) pour tout espace de Banach X etY
2. |lidg|l; = 1, comme idg : K — K donnée par idg (v) = .
3. siue L(E;X) ,vel (X,)Y)etwe LY;F) alors |[wovoul, <|w|lv]z |-

Proposition 1.1.2 [12, proposition 6.1.4] Soit (Z,||.||;). Un idéal normé des opérateurs
alors pour tout w € T on ait

[Jull < flullz
Preuve. Soient u € Z(X,Y),p € Y et z € X, on définit
R:K—=X:A—=R(\) =X\

ona [R[| =[]

Pour tout A € K on a

(powu) (x)idk (A) = A(pou)(x)

comme
(pouoR)(A) = (pou)(Ax) = A(pou)(z)
il en résulte que

pouoR = (pou)(x)idk (1.1.1)

De (1.1.1) on a

(pow) @) = I(pouw) @) llidel; = (o) (2)idxll;
= Jlpouo Rl < el lull; IR (apres propricté d'ideal)



1.2. Espaces de suites

par le théoreme de Hahn-Banach on a

lu ()|} = sup [(pou)(@)] < sup |l ullz [ B = llull7 1]
llell <1 lell<1

D’ou

lull = sup flu (@) <lull;
Jall=1

Remarque 1.1.1 Si ¢ € X', alors ||| = ||¢|lz. En effet: comme ¢ est de rang fini alors
pelet
lell < llellz = llidi o ¢llz < llidkllz [l = [l (1.1.2)

1.2 Espaces de suites

Soit p un nombre réel tel que 1 < p < +oo. Rappelons que ¢, (N) = ¢, est 'espace vectoriel

des suites de scalaires z = (), oy pour lesquelles la série " |z,|” converge. Alors ¢, (N)
neN

est un espace de Banach pour la norme |||, définie par: pour tout x = (2,),,cy € £y, on a

], = (Z |fc’n|p> ;.

L’espace des suites de scalaires x = (1,,),,.y bornées muni de la norme
]| = sup ||
neN

est un espace de Banach noté /, (N) ou tout simplement /.. On notera ¢y (N) ou tout
simplement ¢ le sous-espace fermée de /., des suites qui convergent vers zéro.
On désignera par X, Y deux espaces de Banach et X*, Y*sont leurs espaces duaux . Soit

1 < p* < o le conjugue de p telle que ]lj + 1% =1

Définition 1.2.1 (L’espace des suites p-sommables)



1.2. Espaces de suites

Tout d’abord, si X un espace de Banach, nous noterons X" l’espace de toute les suites
(z;); d’éléements de X. L’ensemble X" est espace vectoriel lorsqu’il est muni de la loi
d’addition

(@i); + (a); = (xi + i),
et la loi

A (x;); = (Azy),, o A e K.

Définition 1.2.2 (L’espace des suites p-sommables)
Une suite (x,,) (resp.(x;)1<i<n) dans X est absolument p-sommables si la suite scalaire (||z,]|)
(resp.(||xil|)1<i<n) est dans C,,.

On note £,(X) (resp.y (X)) Uespace de suites (x,) (resp.(v;)1<i<n) dans X absolument

p-sommables muni de la norme:

1
00 P
||<xn)n”£p(x) = H(mn)an = <§ Hanp) sil<p<oo
n=1

I@nnlloexy = N@n)allee = sup [lznl] sip =00

L’espace de suites faiblement p-sommables

Définition 1.2.3 (L’espace de suites faiblement p-sommables) Une suite (z,,) (resp.(x;)1<i<n)
dans X est faiblement p-sommables si la suite scalaire (z*(x,,)) (resp.(x*(x;)1<i<n) est dans
¢, pour tout x* € X*.

On note £ (X )(resp.y (X)) Uespace des suites (x;) (Tesp.(v;)1<i<n) dans X faiblement

p-sommables telle que
(X)) = {(zn)n C X : (2", 2,), €L, 0" € X7}

munt de la norme :

n

1 .
@)allyw = I@)allgy = sup Q- [a™@a)l’)r si 1<p<oo

.’L'*GBx* i=1

H(xn)nHégo(X): sup sup [(2*;2,)| s p=o00
T*€Bxx n

Nous considérons les relations entre les espaces de suites.



1.3. Exemple (I'idéal des opérateurs p-sommant)

Théoréme 1.2.1 [7]
i) Pour tout 1 < p < oo, £,(X) et £)(X) sont des espaces de Banach.

i) 02 (X) = (oo (X).

i) £,(X) = £ (X) pour tout 1 < p < oo si et seulement si dim(X) est finie..

1.3 Exemple (I’idéal des opérateurs p-sommant)

Le concept des opérateurs linéaires absolument p-sommant a été introduit par Pietsch [13].
Une étude des opérateurs et de leurs applications, se trouve a Lindenstrauss et Pelczynski’s

10] .

Définition 1.3.1 Soit T' un opérateur linéaire continu T € L (X;Y) . On dira que T est
p—sommant (ou absolument p — sommant) pour tout 1 < p < oo sl existe une constant

positive C', telle que pour tout (v;), ., C X et toutn € N, on a
1 1
p

(Z T (x ||p) < C sup <Z| xi, & ) (1.3.1)

£€EBx*
1.€.,
p.-w

La classe des opérateurs linéaires continus p—sommant de X dansY noté 1L, (X;Y) est un

T (Ii)lg <

<clie

espace de Banach muni de la norme:

0, (T) (ou 1T ) — inf {C vérifie (1.3.1)}.
Il est clair que si T € IL, (X;Y) on a ||T]| < 7, (T).
Remarque 1.3.1 La classe des opérateurs p—sommant est un opérateur linéaire continu qui

transforme les suites faiblement p—sommables en suites dont les normes sont des puissances

p—ieme sommable. (i.e., T est p—sommant<—=> T (02 (X)) C 4, (Y))on

T: 09(X) — £4,(Y)
(@) — T((w) = (T (wn)),-



1.3. Exemple (I'idéal des opérateurs p-sommant)

Proposition 1.3.1 Soient X,Y,E et I' des espaces de Banach quelconques, et soit T :
X — Y un opérateur p—sommant .

(1) Soient v : E — X un opérateur linéaire continue et w : Y — F un opérateur
linéaire continue w € L (Y; F) , alors wTv est p-sommant et m, (wTv) < ||w|| 7, (T) ||v]| .

(2) Si X;1 C X etY) CY sont des sous-espaces fermés telle que T (X1) C Y7 , alors
["opérateur restreint T:X, —Y; est p-sommant, et de plus m, (T) <7, (T).

(3) 1, (X;Y),m,(-)) est un idéal de Banach.

Théoréme 1.3.1 (Théoréme d’inclusion) Soit T un opérateur linéaire p—sommant , si 1
<p<qg< o, alorson a

IL, (X;Y) C I, (X;Y).
Ici on a I'exemple fondamental des opérateurs p—sommant:

Exemple 1.3.1 Soit K un compact de Hausdorff , soit p un mesure positive réguliére sur

K et soit 1 <p<oo. Alors linjection natural

est p—sommant et de plus m,(J,) = 1.

Caractérisation des opérateurs p—sommant
Nous donnerons ici le théoréme fondamental de factorisation de Pietsch pour les opéra-

teurs p—sommant.

Théoréme 1.3.2 [7] (Théoréme de factorisation de Pietsch) Soit T un opérateur linéaire
enter espace de Banach X dans Y, alors les propriétés suivants sont équivalent on a C
positive:

(1) T est p—sommant et m, (1) < C;

(2) il existe un probabilité de Radon A\ sur K = (Bx+, 6 (X*, X)) telle que

IT @) < C ( / |<w,§>|pdx<§>)’l’ (13.2)

10



1.3. Exemple (T'idéal des opérateurs p-sommant)

(8) 1l existe T: S, — Y telle que le diagramme suivant est commutatif jp = Jp\s

x 5 Y

i | |7

Ip\s
p
N N
C(K) — Ly(K.p)

) S=A{v,, e X, avec v, (¢) = ((,z),( € K} est un sous espace fermé de C (K)
ou
Jp = Jps est l'opérateur restreint a S

11



Chapitre 2

Idéaux multilinéaires et méthodes de

construction

Dans ce chapitre on étudie les idéaux multilinéaires et on prend comme exemple Ly et
L(Xy,...,X,n;Y), ensuite nous passons aux méthodes de construction des idéaux multil-
inéaires ce sont : la méthode de composition, factorisation et la méthode de linéarisation,

puis on détaille la méthode de factorisation.

2.1 Applications multilinéaires continues

Nous allons développer les résultats de base, de la théorie des applications multilinéaires
entre les espaces normés. Nous allons voir la version multilinéaires du théoréeme de graphe

fermé et le théoréme uniformément continue et théoréme de Banach-Steinhaus.

Définition 2.1.1 Soient m € N et Xy,..., X,,,Y des espaces de Banach. Une applicationT :

X1 X ... X Xy = Y est dite opérateur ou application multilinéaire (ou m-linéaire) si
T(x',...,ax? + By, ...,am) =aT (', ...,27, ..., 2™) + BT (2, ..., 97, ..., a™)

pour tout 1 < j<metal,y € X; 0, € K(K =R ouC). Clest-a-dire T est

multilinéaire si et seulement si les opérateurs

12



2.1. Applications multilinéaires continues

T(xl,...,xj—l,:rj""l,..,x") : Xj — Y

x — T(ml’m,xj—leJrlm’xn)(x) =T (.Tl, e mj_l, X, :Uj'H..., (E”)
sont linéaires.
SiY =K, T est dit forme .
En particulier, on dit que 7" est bilinéaire si m = 2, T" est trilinéaire si m = 3 et forme

multilinéaire si Y = K.

Observons que si T" est multilinéaire on a
T (Mt a™) = A N T (2o ™)

On note L(Xj, ..., X;; Y) I'ensemble des opérateurs multilinéaires de X; x ... x X, dans
Y.
Définissons les opérations linéaires suivantes:
(Ty + 1) (x17 ...,xm) =T (xl, ...,xm) +T5 (xl, ,xm)
(aT) (ml, ,:z:m) = aoT (xl, ,xm)

ce qui donne & L(Xj, ..., X;,; Y) une structure d’espace vectoriel.

Définition 2.1.2 L’opérateur m-linéaire T : X1 X...x X, — Y est continue s’il est continue

comme une fonction entre deux espaces normeés.

Proposition 2.1.1 (multilinéaire borné) Soit T € L (X1, ..., X}, Y) munissons X; X -+ X
X,, de la norme

) = e ]
lall = (&™) || = mae [Jo7]

les propriétés suivant sont équivalentes:

(1) T est continue.

(2) T est continue au point (0,...,0).

13



2.1. Applications multilinéaires continues

(3) |T (x,...,2™)| est borné sur le produit des boules unité ||zt <1,...,||]z™| < 1.

(4) 3 M eR" gV (z!,...,2™) € X1 x -+ X X,

|7 (", ...,a™)|| < M|z ... [z
Dans ce cas, on pose
17 = sup |IT(2,....2™)]
27 x5 <1

et on peut dire que T est borné.

Notation 2.1.1 On notera F(X,...,X,,;Y) Uensemble de tous les applications de || X;

j=1
dans Y, L(Xy,...,X,;Y) Uensemble de tous les applications multilinéaires et on note
L(X1,...,X;Y) Uensemble de tous les opérateurs multilinéaires continus de [[ X, dans
j=1

Y.
Si Xy =...=X,, =X on note

L(Xy,....XY) = L(MX,Y),

L(X1,....X;Y) = L("X,Y).
SiX;=...=X,,=X etY =K on note

L("X:Y) = L("X),

L("X:Y)=L("X).

Sim=1,Y =K alors

L(X;K) = L(X)= X"(le dual algébrique),
L(X;K) = L(X)= X"(le dual topologique).

Proposition 2.1.2 L’espace vectoriel L (X1, ..., Xpm;Y) (1 < j < m) est un espace de Ba-

nach muni de la norme ||T|| telle que

14



2.1. Applications multilinéaires continues

T = sup |T(z',....2™)|
29| 5 <1
|T ml,...,acm)|
= SUP LI
2710

inf {& < |7 (2", ..., 2™) || < Kl [la™]}

Théoréme 2.1.1 [4] L'application T € L( X1, ..., X,n,Y) est continue si et seulement si T

est continue pour chaque variable.

Corollaire 2.1.1 Si X1,...,X,, sont de dimensions finies alors les applications multil-

m
inéaires de [| X; versY sont continues.
=1

Théoréme 2.1.2 [8, 4/( Théoréme du graphe fermé pour les applications multil-

inéaire) Soit F1, ..., E,, et F' des espace de Banach et A : Ey1X...X E,, — F une application

m-linéaire de graphe fermé, alors A est continue.

Preuve. Soit x; € I fix¢, on montrer que A, . 4, : 1 — F' de graphe fermé. Soit
(Yn)pe, une suite dans E; comme y, — y dans Ey et Ay, ..) (yn) — 2z € F. Comme

Yn — Yy € E7 on a

H(ymm?,"'?'rm) - (y,JIg’...,Im)“ - ||(yn_y)70,70)||

= lyn —yll

est aussi

m (yn, @2, ... Tm) = (Y, @2, ..., Tm) € By X ... X Epy

comme A (Y, T2, ..., Tm) = Awa,zm) Un) = 2 € F.Ona ((Yn, 2, ..., Tp) , A (Yns Ta, - - ., Tim) ) o €5t
une suite de graphe A converge vers ((y, 3, ..., Zn), 2). Comme le graphe de A est fermé,

alors
=AW, 22 ..., Tm) = Aga,zm) ()

et comme A, . ,,.) est un graphe fermé, alors A, . ,,.) est continue.
De méme, A, vy, 2m)s - - A1, .0m_r) sONt continues. Par conséquent le théoreme 2.1.1

assure que A est continue. m

15



2.2. Théoréme de Banach-Steinhaus

2.2 Théoréme de Banach-Steinhaus

Théoréme 2.2.1 [3/(Théoréme uniformément continue pour les applications mul-
tilinéaires) Soit Iy, ..., E,, espaces de Banach et F' espace vectoriel normé et {T;},,, une

famille des applications m-linéaire continues de E1 X ... X E,, dans F. Si

sup [|T; (21, ..., xm)|| < oo V(xy, ... 2m) € By X ... X Ey, (2.2.1)
iel
alors
sup || T;|| < o0
i€l
Preuve. Pour chaque n € N, soit

A, = {(xl,xm) € By x...x Ey; sup||T; (z1, ..., %m)|| <n}
iel

Il est facile de voir que chaque A, est fermé. L’hypothése (2.2.1) signifie que:
E=Eix.. . xEy,=|]JA,
n=1

Puisque E est un espace métrique complet, le théoreme de Baire dit qu’il existe un entier
positif ng tel que int (A,,) # ¢. Soit (a1,...,a,) € int (A,,) et 7 = 0 tels que la boule

ouverte B g« xg, ((a1,...,a,);r) dans A,,. Ainsi,

1T (@, 2 < g

pour tout i € I et tous (xy,...,%m) € Br,x..xn,, ((a1,...,a,);7). On a
|Ti (ar +7y1 - @+ 1Y) | <0, Vi € LYYy = (41, -+, Ym) € B Byx..xk,, (0;1)

Alors
2m Un)

Tm

1T (1, -5 ym) || < (2.2.2)

pour tout i € I et tous (yi1,...,Ym) € B gx..xp, (0;1).

Donc
2mn0

rm

sup || 73| <
iel
|
Le corollaire suivant est une version naturelle de Banach -Steinhaus pour le cas des

applications multilinéaires.
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2.3. Idéaux des opérateurs multilinéaires

Corollaire 2.2.1 (théoréme de Banach-Steinhaus pour des applications multil-

inéaires) Soit E, ..., E,, espaces de Banach et F' un espace vectoriel normé et (Ay).~, C

L( Ey,...,Ey; F) tels que pour tous x; € E;, la suite (A, (x1,...,%,)),—, est convergent.
Si
A(zy ..o xp) = lim A, (21, ..., 7))

alors A€ L( Ey,...,En; F).

Preuve. Il est claire que A est m—linéaire. Comme (A, (z1,...,2,,)), . est convergent

Donc

sup ||An (21, ... zp)|| <00 V(21 ...,2m) € By X ... X E,

D’aprés le théoréeme 2.2.1, il existe un nombre réel C' > 0 tels que

sup ||A.]] < C.
n
Ainsi,
[An (@1, zn) | < Al ]l -zl < Cllaadl- . fl2ml]
quand n — oo on obtient
[A (1, )| < Cllaall. o]

Donc A est continue. m

2.3 Idéaux des opérateurs multilinéaires

Définition 2.3.1 (Opérateur de rang fini) Soient X1, ..., X,, et Y des espaces normés, on
dit que T € L( X4, ..., X;n;Y) est de rang fini s’il existe n € N tel que :

T(x1, .y Tpp) = Z gpgl) (1) ...@gm) (Tm) Yi-
i=1

ol %(j) eEXjety, €Y u=1,...,n , j=1,..,m. L'espace des opérateurs multilinéaires

de rang fini sera noté L¢(Xq,..., X Y).

Proposition 2.3.1 L¢(Xy,..., X,n;Y) est un sous espace vectoriel de L(X7, ..., X,n;Y).
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2.3. Idéaux des opérateurs multilinéaires

Preuve. i) soit A € K et T €Ly (Xl, ey X3 Y) alors:

IneN:T(xq,..,x Z% 0, )(xm)yl ol @EJ)EX; et y; € Y, on ait

AT (21, oy t) = (AT) (21, oy Tn)

= > el (@) o™ (@) v

= > _0w) (@) ™ () v
= > i) ™ (wn) i

Comme ()\gogl)) =, € X7. Donc \T' € L (Xq,..., X3 Y)
ii) Soient 7, S € L (X1, ..., X;n; Y) alors

IneN: T(ry,..,Tm Z% (1) i)(arm)ai ougogj)GXf eta; €Y

ALeN: S(z1,....2m Z¢” 3" ()b ou ) € XretbeY
on a :

(T+5) (21, ) = T(x1,.ce;Tm) + S (21,0 Tin)

n L
= S oM (@) ™ (@) ai + Y 6 (21) ™ (21m) b
3 =1

= Z@DZ x1) l- (a:m)y,ouk:—n+L

donc T+ S € L (X1,.... X3 Y). Dou L (Xy,...,X,,;Y) est un sous espace véctoriel
de £(X1, ., X, Y). m

Définition 2.3.2 (idéal des opérateurs multilinéaires). Un idéal des opérateurs multil-
inéaires (ou multi-idéal) est la classe M des opérateurs multilinéaires bornés entre des
espaces de Banach tels que pour tous ne N, Xi,...,X,, et Y des espaces de Banach,
l’ensemble

M(X1, o, X3 V) = L(Xq, oo, X3 V) N M satisfait -

18



2.3. Idéaux des opérateurs multilinéaires

(1) M(Xy,..., X\ Y) est un sous espace de L(X7, ..., Xon;Y) qui contient Ly

(2) Propriété didéal: si T € M(X1,....,Xm;Y), u; € L(Ej; X;) pour  j = 1,...,m et
veLY;F), alorsvoT o (uy,...,up) € M(E1, ..., Epn; F).

De plus, si ||.||\, : M — R satisfait
(1) M(X1,..., X3 Y), ||| pg) st un espace normé (quasi normé)
(2) JA: K" =K ; A(x1,...,Tm) = T1...2m|| o, = 1.
(3) SiT e M(Xy, ... X3 Y),u; € L(Ej; X;) pour j=1,...metve L(Y;F)

[v 0T o (ury oo )| g < NOIIT (g [l - Nt

Alors (M; ||| y) s appelle idéal normé (quasi normé) des opérateurs multilinéaires.
Exemple 2.3.1 L(Xy,...,X,,;Y) et L; sont des idéauz des applications multilinéaires.
Proposition 2.3.2 Soit (M, ||.|| ) un idéal normé des applications multilinéaires, on a :

|| < ||T|| oy pour tout T € M

Preuve. Soient 7' e M (X;,.... X;;Y),pe Y etz € X; j=1,..,m
On définit :

R, : K-—X;

)\ [ — Rj ()\) :)\l'j

alors [| Ryl = [l;]] et

woTo(Ry....Rm) M,y Am) = @oT (R (M), .oy R (M)
= @oT (AT, .o, M)
= oM T (21,00 0))
= M- An(poT) (1, .y T)
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2.3. Idéaux des opérateurs multilinéaires

comme
idgm : K™ — K

(AL o Am) — AgeoAn

alors

poT o(Ry....Rn) = (poT)(x1,...,Tm) idgm. (2.3.1)
D’apres (2.3.1) on a:
(O T) @1y )l = 100 T) (@1, )l

= ||(90 o T) (1‘1, ,Im) ’Lde”M
= |lgoT o(Ry,...., Rn)| o,

< el 1T, 1B - [ R
Par le théoréme de Hahn-Banach:
IT (z1,-szm)l| = sup [[(poT) (x1,..., zm)||
llell<1
< sup [lol[ (1T, [[Ball - ([ B
llell<1
< TN IR - || R
< TN g 2l - Nzl
Donc
IT]| = sup |T (w1, wm) || < [T o
llzjlI<1
]

Proposition 2.3.3 Soit M un idéal normé des applications multilinéaires, pour ¢; € X7,

yeYetT=p ()0, )ye L(X1,....,Xn;Y) on ait
TN g = 11 = Nl lspall--- flpnl

Preuve. Comme T (21, ..., Zm) = 1 (1) .0, (T1m) y, alors

1T (21, mm) | = ller (21) o (2m) Y]
= len (1) - () 1Y

= lpr (@)] g @m)] ]l
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2.4. Méthodes de construction des idéaux multilinéaires

donc

1T = sup T (21, s zm) || = [yl fonll - [l

llz;lI<1

D’autre part, on a : T = vo idgm (pq, ..., 0,) o0 v € L(K;Y) v (k) = ky ,T € M et

idgm € M, alors
1T, < ol lidgm | ug lonll - lmll < Tyl Tl Nemll = 1T
D’apres la Proposition 2.3.2 on a
1T <71,

D’ou

1Tl e = N1 = Myl ol el

2.4 Méthodes de construction des idéaux multilinéaires

Il y a différentes maniéres de construire un idéal des opérateurs multilinéaires & partir
d’un idéal linéaire Z, i.e., qui vérifie la Définition 1.1.8. Nous étudions les méthodes de
factorisation, de composition et de linéarisation qui ont été introduites premiérement dans

[14] pour Y = K.

2.4.1 Meéthode de linéarisation

Définition 2.4.1 Soit T un idéal linéaire. Un opérateur multilinéaire T' € L( X1, ..., X;n; Y)
est dit de type L[I] et on écrit T € LIT)(X1,..., Xm;Y) si Tj € T (X;;L(Xq, V.., X3 Y))
pour tout j = 1,....m , o Tj(?) (2, ..U a™) = T(at, ..., 2™).

Si T est normé, on définit pour tout T € LIT](Xy, ..., X;n;Y)

17|z = max |75z

Notation 2.4.1 SoientZ;, 1 < j < m des idéaux d’opérateurs linéaires. On note LIy, ...,Ip,)

l"idéal multilinéaire construit par la méthode de linéarisation, i.e., on a
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2.4. Méthodes de construction des idéaux multilinéaires

Ty €T, (X; L(X1, V., X, Y)), j=1,....m
Proposition 2.4.1 [5, 9/Soit T un idéal des opérateurs linéaires. Alors,

(1) L’espace L]I] est un idéal des opérateurs multilinéaires.

(2) SiZ est un idéal de Banach, alors (ﬁ[I] ; H'“E[I]) est un idéal de Banach.

2.4.2 Méthode de composition

Définition 2.4.2 Soit Z un idéal linéaire, Un opérateur multilinéaire T € L(X1, ..., X;n; Y)
est de type To L, et on écritT € ToL(Xy,...,X\n;Y) , s'il existe un espace de Banach G,un
opérateur linéaire uw € Z(G;Y) et un opérateur multilinéaire borné S € L( X7, ..., X;n; G) tels

que le diagramme suivant commute

X1><...><sz> Y
NS ul
G

en d’autres termes T' = uo S. Si T est normé || T ;,, = inf |[u|| ||S]|, ow Uinfimum porte

sur toutes les factorisations possibles de T'=wuo S avec u € T.
Proposition 2.4.2 [5, 9/Soit T un idéal linéaire, Alors

(1) Z o L est un idéal m-linéaire

(2) siZ est un idéal de Banach, Alors il en est de méme pour (Zo L ;||.|l 1) -

2.4.3 Meéthode de factorisation:

On explique la méthode de factorisation car il donne ’espace des opérateurs m-linéaires

(p1, -+, Pm)-domineés & partir de I'idéal des opérateurs linéaires p— sommant.

Définition 2.4.3 Soient T un idéal linéaire, une application T € L( X7, ..., X;n;Y) est dit de
type L(Z), et on écrit T € L(T)(X1,...,Xm;Y) , il existe des espaces de Banach Gy, ..., G,
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2.4. Méthodes de construction des idéaux multilinéaires

, des opérateurs linéaires u; € I(X;;G;), j =1,...,m et une application m-linéaire continue

S € L(Gy,...,Gn; YY) tel que le diagramme suivante:

X, x ... x X, T Y
_>

L Lt S5/
Gl X ... X Gm

En d’autres termes T = So(uy, ..., Un,). Si T est normé, on définit pour tout T € L(I)(X1, ..., Xm;Y)
1Tl 2z) = inf ||| Hl sl £
J:
Ou Uinfimun porte sur touts les factorisations possibles de T = So (uy, ..., uy) avec u; € L.

Notation 2.4.2 SoientZ; ,1 < j < m des idéaux d’opérateurs linéaires. On note L(Z;, ... L,,)
l’idéal des opérateurs multilinéaires construit par la méthode de factorisation, i.e., dans la

factorisation T = S o (U1, ..., up,) , 0N a
uj € Z;(X;G5) 1<j<m

Proposition 2.4.3 [5, 9/Soit T un idéal linéaire. Si T est un idéal de Banach, alors

(E(I) 2l C(I)) est un idéal quasi-normé des opérateurs multilinéaires.
Preuve.
1. L(Z)(Xy,..., X;n;Y) est un sous espace vectoriel de £ (X7, ..., X, Y) .

i) Soient 71,75 € L(Z) (X1, ..., X\n; Y) . Alors, il existe des espaces de Banach Gy, ...,G,,
;Hy, ..., H,, des opérateurs Linéaires u; € 7 (X;,G,),v; € T(X;, H;) tq: j =1,...,m,
et des applications multilinéaires continues S; € L (G1,...,Gp; YY), S € L (Hy, ..., Hp3 YY),
telle que :

Ty (21, ey @) = S1(uy (1) 5 ooyt (X)) €6 T (21, ooy ) = S2(v1 (1) 4 ory U (1))
On définit :

o Gj — GjXHj ot fj : Hj E— G]‘XHJ’
r — (x,0) Yy (0,%)
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2.4. Méthodes de construction des idéaux multilinéaires

Il est claire que h; et f; sont des applications linéaires continues.

On considere I'application w; : X; — G; x H; définit par :

wj (x) = (hjouy) (z) + (fjovy) (v).

Comme h;, f; sont linéaires continues, u; € 7 (X;,G;) et v; € T(X;, H;) (j=1,...,m),
alors hjou; € T(X;,G; x Hj) et fjov; € T € (X;,G;j x H;) et comme 7 est un sous espace
vectoriel alors, w; € T (X;,G; x Hj) .

On définit :

R : ((Gyx Hy) X ... x (G, x Hy)) — Y
(21, ey Zm) — R(z1,...,2m)
ou Zj = <6j,(5j) S Gj X Hj et
R(Zl, P Zm) = (Sl (7T1, ...,7Tm) + Sz (7T/1, ,7T;n)) (21, P Zm)
tel que :
T Gj X Hj — G]‘ : (6j,5j) — € (241)
et
7T3- : Gj X Hj — Hj . (€j76j> — (5]' (242)

R est un opérateur multilinéaire

R ((61, (51) N (em, 5m)) = Sl (’/Tl (61, (51) y ooy TTm (em, 5m)) + SQ (’/Tll (61, (51) g eeny ’/T;n (em, 5m))
== Sl (61, ceey Gm) + SQ (51, ceny 5m)

D’autre part :

Rwr, s tw) (21, ) = R (w1 (21) ooy 0 ()
= R((hiow)(z1)+ (fiovr) (@1), .., (hin © tm) (Tm) + (fin © V) (T))
= R((w(z1),01(21)), ., (um (@) , U (Tm)))
= Sy (1 (wr (1), 01 (21)) ooy T (i (Z0) + U (20)))

+8 (1) (u1 (21) , 01 (21)) 5 oes T (Ui (T)) 5 Vi ((T0))))
= Sy (1 (1) ooy U (T00)) + S (U1 (1) ooy U ()
= (T + D) (1, )
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2.4. Méthodes de construction des idéaux multilinéaires

D’ou

(Ty +T,) = R (wyq, ..., wp,)

Comme w; € T(X;,G; x Hj) et Re€ L((G1 x Hy),...,(Gy, X Hy,);Y) alors
T1 + T2 el (I) (Xl, ,Xm,Y)
ii) Soit A € K et T € £ (T) (X1, ..., Xpn; V)

AT (21, ey ) = AS (ug (1) 5 ooy U ()

Comme S € L (Gy,...,Gp;Y)alors AS € L(Gy,...,Gp; V), dou AT € L(I) (X1, ..., X3 Y) .
Donc de 1) et ii) L(Z) (Xy, ..., X;m;Y) est un sous espace vectoriel de £ (X, ..., X,,;Y).

2. Comme L (Z) (X1, ..., X;n; Y) est un sous espace vectoriel, il suffit de montrer que 'opérateur

T=¢ () () yestdans L(T) (Xy,.., X;n;Y)oup; € X5, j=1,..,met y Y.
On définit 'application multilinéaire

S KXx..XxK=Y:(A, .., \n) — A Ay

So (3017 "'v%om) (xl,"'ﬂxm) = S(@l (xl) 3o Pm (mm))
= @1 (@) . (Tm) -y
= T(x1,...,Tm)

Comme ¢, € Z(X;,K) (1<j<m)et S L(K, .. KY) ona
T=S80(p1,c,pm) € L(T)(Xq,..., X3 Y).

3. Propriété d’idéal:

01 T Um T \‘ S

X7 X X Xm T Y
Uy T U T »L w
H, x x H, — F

25



2.4. Méthodes de construction des idéaux multilinéaires

Soient w € L(Y;F) ,u;€¢ L(H;,X;) J=1,...m)etT € L(T)(Xy,...,X;n;Y), alors

il existe des espaces de Banach Gy, ..., G,,, des opérateurs lineaires v; € I (X;;G;) et

SeL(Gr,....Gp;Y) telsque T'= S o (v1, ..., U) -

Donc
ono(ul,...,um) (hl,...,hm) = wOSO<U1;-~,vm) (ula 7um> (h’17 Jhm>
= woSo(v1,.yVm) (ur (h1) .oy Uy (Bin))
= wo So(vy(ur(h1)), s Vi (U (b))
= woSo((viouy)(h1), ..., (Vm 0 Up) (hm))
= wo S (V10U ey Uy © Upy) (B1y ooy ) -
D’ou

wWoT o (Up,...;Up,) = (W0 S) (V1 0UL, ..., Uy, © Uyy,)

otwoS e L(Gy,...Gpn F)etvjou; € T(H;,G,).
D’ou

woT o(uy,...,un) € L(T)(Hy,...,Hy; F)

Alors L(T) (X1,..., Xm;Y) est un idéal multilinéaire.

(X)) L(Z)(X1,...,Xm;Y) est un idéal quasi normé. Soit T € L (Xy,..., X;n;Y) on a:

1Tl zzy 2 0

car: ||S|| > 0et |lv;]l; >0 j=1,....,m pour toute les factorisation de T

Si T = 01l est claire que
1Tl zzy = O

On suppose que T'# 0 et T = S (v, ..., vy, ,d’apres la Proposition (1.1.2) on a
1T < [ISI ol - Nlvmll < [[S] loallz - Nlomllz

pour tout les factorisation de T’
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2.4. Méthodes de construction des idéaux multilinéaires

Alors:
|T]] < inf [[S] o1l - [[vmll£

Donc
0# TN < Tl 2z »

ce qui donne, si ||T| () = 0 implique que 7" = 0.

(IT) On montrer que
IAT |2y = AT 2z

Si A = 0 immédiate. Supposons que A\ # 0. Soit " € L(Z) et A € K, pour tout les
factorisations de ' = S o (vy, ..., vy,) avec S une application m-linéaire continue et v; € 7 .

Nous pouvons écrire AT = (AS) o (v1, ..., vy,) , il est donc

INTley < IASTorlly ol (24.3)

= PISIHollz - l[omllz

Comme (2.4.3), il applique a tout les factorisations de 7' = S o (vy, ..., v,,) de (2.4.3)

AT |l gzy < (AT (2.4.4)

L)

Supposons que AT" = M(uq, ..., uy,) tels que M application m-linéaire et u; € Z j =

1,....,m.
Nous avons
T = % (U, ey Upy)
Tl < | 5 | ok Bunls
Alors
AT gy < 1Ml - [l
D’ou

NN |22y < ATl 2oy (2.4.5)

De (2.4.4)et (2.4.5) nous avons

H)‘T”L(Z) = [Al HTHLZ(I)
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2.4. Méthodes de construction des idéaux multilinéaires

(IIT) Soit M et N de L(Z) (X1, ..., X;m;Y)

Supposons que M, N non nulle. Soit ¢ > 0, il existe des espaces de Banach G, ..., G,,,; Hy, ..., Hy,
des opérateurs linéaires u; € Z (X;;Gj),v; € IT(X;; Hj) ,j = 1,...,m et deux applications
multilinéaires continues M} € L (G, ...,Gp;Y), Ny € L (Hy, ..., Hy; Y) telle que

!

M (21, ..., 2) = M, <u/1 (1) 5.y, (a:m)>

et

N (@1, wm) = No (05 (21) 0] ()
on sait que

|e)| [, - [omal|, = @ +o) N0

13| ], = o], = @+ INIeq
on consideére /

= Y MmpE vi=1
U; = W ” ||L(I) ] =4 ...,m.

et

1L, o el
MO — L z M
( o, )
alors M = My (uy, ..., uy,) €t

1Ml < 1+ <.y Tyl = 18] 2 (2.4.6)

pour tout 1 < 5 < m.
Il existe Ng € L(Hy,....,H,;Y) et v; € T(X;;H;) tel que: pour tout 1 < j < m,
N = Ny (v1, ..., 0p,) €t

INoll <1 +e, llojlly = INI 2z (2.4.7)
on définit :
w; Xj — Gj X Hj
wj () = (hjouy)(x)+ (fjouv;) () j=1..,m
telle que

h;:G; — Gj x Hj : x +— (2,0)
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2.4. Méthodes de construction des idéaux multilinéaires

fi+ Hy — Gy x Hj : x— (0,y)
on consideére "application:

S ((Gy x Hy) X ... x (G, x Hp,)) =Y
S = My(my,...,mm) + No <7T,1,...,7T;n)
tels que 7, 7; donné dans (2.4.1) et (2.4.2).

donc S (wy, ..., wm) = M + N et comme w; € Z(X;;G; x H;) on a:
lwjllz < lhj o uillz + [1fi o villz < Mgl sl + 1fill vy Nz = Nlwsllz + Mloj Iz (2.4.8)
MO (77'1, "'77Tm> ((617 61) )y (ema 5m))

+Ny (7'('/1, s 7r;n) ((e1,01) 5., (€, Om))
HMO (617 S em) + NO (617 75m>||

15 ((e1,01) 5 -y (emy o))l =

< HMO (617 ) em)” + ”NU (517 ) 6771)“
< Mol flexll--- flemll + INo[[lox ]l - [I0m]]
< (T+e) el Nemll +110x]l - 16ml)
< () (llell + 110l -+ leml +11ml])
donc [|S]| < (1 +¢)
Nous avons
HM + NHﬁ(I) - HS(wl? ""wm)Hﬁ(I)
< [[SIHlwnllz - lwmllz
(2.4.8)
< (T4e) (lullz + lloall) - (lwmllz + lomll2)
(2.4.6) et (2.4.7) 1 1 m
< o) (IM) g + IV 7))
1 1 1 1
M+ Nlzz <(1+e)m <||M fo TN g(:,))

comme ¢ > 0, on trouve
1 1 1
M + N7z < (1M 2 + IN £z

Donc |.[[z(z) est L -normé, d’apres le lemme (1.1.1) |-l (z) est quasi norme.
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2.4. Méthodes de construction des idéaux multilinéaires

Finalement, il reste & vérifier que [|idgn |7y =1
et lwoT o (ur, ., um)llgizy < WITll ) lluall - Nl -
Soit
idgm : K" —= K
idgm (T1, ey T) = T1..Z
on a idgm = idgm (id, ..., id)

lidgm |, ,, < lidgr]| |lid]lz ... [lid]|z = 1

oI —
D’autre part idgm = A (uq, ..., Up,) , NOUS avons
L= (1A (s oo um) [| < AT ]l fuml] < AN luallz

Alors
1 < lidgn || ¢z

De (2.4.9) et (2.4.10) on trouve

lidzem | o7y =1

(2.4.9)

o [umllz

(2.4.10)

Soit T' € L (Z) (X1, ..., X;n; V), il existe des espaces de Banach Gy, ..., G,,,des opérateurs

()

Soient w € L(Y; F) ,u;€ L(H;,X;) on a

woT o (uy,...uyn) € L(ZT)(Hy,...,Hn; F)

comme

linéaires v; € 7 (X;;G5) et S € L(Gr,....,Gp;Y) (1 <5 <m) tels que T'= S o (vy, ..., U
et [[S] loallz - [[omlly < (L +) [IT]

wWoT o (Up,.c.;Up,) = (W0 S) (V1 0UL, eey Uy © Uy ) -

Donc

lwoT o (uy, . umllpq < llweS|llvewlly ... [lvm o un|lz

< Nl STl - Mol lal] - Yl
< lwl @+ [T, 4 llall - fumll
comme € > 0, arbitraire
Donc <E(I IR E(I)> est un idéal quasi-normé des opérateurs multilinéaires. ®
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2.5 La relation entre la méthode de factorisation et la
méthode de linéairisation
Proposition 2.5.1 Soit 7 un idéal linéaire, alors
L(T)C LIZ] et Tem < T gy pour tout T € L(T)

Preuve. Soit T' € L(T)(Xy,...,Xn;Y), alors Ve > 0,35 € L(Gy,...,G}Y) et u; €
T(X;;Gj) telle que:
T =50 (Upy ..., Up)

et
1S {utllz - Numllz < X+ ) [T £ (2.5.1)

on définit, pour j =1,....m
v, Gj—>£<X1,.m.,Xm;Y>

Y, (2) (xl, .m.,xm> = S(ur (1), 2y ooey Uy (T))

On remarque que:

9] < 1S el [t (2.5.2)

Pour tout z; € X; on a:

(5 0us) (27) (21, ) = by (uy(xy) (1317 mﬁm)
= S (ur(x1), o, U (1))
= T(r1,.., Tm)

= Tj(z) (ml, bl xm)
Donc (@/;] o uj) =T; et comme u; € Z (X;;G;) pour tout j =1,...,m, alors
T, el (Xj; c <X1, X, Y))

Donc £ (7) C L|Z]
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2.5. La relation entre la méthode de factorisation et la méthode de linéairisation

Pour tout j=1,....m

||TJ||I = ij o uj”z < ||¢JH ||U’]||Z

(2.5.2) .
< (IS o B2 ) N
< 11 ol - am

(2.5.1)
< A+ Tleq = ITlzq (e—0)

d’ou

1Tl 2 < T Ml 2z -
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Chapitre 3

Applications

Le troisiéme chapitre sera consacré a ’étude de la classe importante d’opérateurs multi-
linéaires (p1, ..., pm)-dominés ( voir [2, 9] ), elles sont multi-idéal. Sa construction peut

s’interpréter par la méthode de factorisation.

3.1 Les opérateurs m-linéaires (py, ..., p,,)-dominés

Définition 3.1.1 (Opérateur m-linéaire (p1, ..., Pm)-dominé)
SOZE’I’Lt 1§p30070§p17apm§00 aU@C——_+ +_€tT€£(X17,Xm,Y)

On dira que T est (p1, ..., pm)-dominés s’il existe une constante C' telle que

pour tous ), ...z} € X; (1<j<m), ona

H(T (:17%1, e, Ty

OH G

La classe des opérateurs m-linéaires (p1, ..., pm)-dominés de Xy, ..., X,, dans Y , notée

Ed(p1,~.,pm) (Xla D, €% Y) , et on note

(3.1.1)

) 1<i<n

17|, inf {C' vérifiant l’inégalité (3.1.1)}

(plv""pm) -

Théoréme de domination
On présente maintenant le théoréme de domination de Pietsch. Avant ceci, on donne le

lemme de Kay Fan.
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3.1. Les opérateurs m-linéaires (py, ..., pm)-dominés

Lemme 3.1.1 (Lemme de Ky Fan) Soient E un espace vectoriel topologique séparé, C' une
partie convexe compacte de E. Soit M un ensemble des fonctions définit sur C' a valeurs

dans [—oo; +00] vérifiant les propriétés suivantes:
a. Tout f € M est convexe et semi-continue inférieurement.

b. Sig € conv (M), il existe f € M telle que g (z) < f(x),Vz € C.

c. Il existe r € R telle que pour toute f € M prend une valeur < r.
Alors il existe xg € C telle que f(xo) <r,V fe M.

Théoréme 3.1.1 (théoréme de Domination de Pietsch)

Sotent 0 < p,p1, .., Pm < 00, avec % = pi1+...+i. Un opérateur T : X1 x ... x X,, =Y
est (p1, .., Pm)-dominé si et seulement s’il existe C' > 0, et des mesures de probabilités

de radon p; € C (BX;)* (1 < j < m) telle que pour toute (z!,...,2™) € X1 x ... x X,

on ait

I7 @) < CTT | [ Kol o () 3.2
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3.1. Les opérateurs m-linéaires (py, ..., pm)-dominés

Preuve. («<)Supposons que (3.1.2) est vérifier pour tout 1 < ¢ < n. D’aprés 'inégalité

de Holder on a

1 9P\ X
n l n m pj ’
(Stretel) < e S| [ el o (o)
i=1 =1 [j=1 BX*
1
Pj
<CH( K%% "d, ()
j=1 | i=1
L.
CH( > ol du; (¢;)
=\ g, =1
< O[T | suw > Kaliopl” /dug (¢;)
j=1 P;€Bx =1 Bys

= | | 1<7,<n

Done T est (pi; ..., pm)-dominé et [Ty, ) < C.

.....

(=) Pour la premiére implication, on suppose que T est (pi,..., pm)-dominé et on
*
considere 'ensemble C' des probabilités de Radon pi; sur C <B X;) . Soit M un ensemble

des fonctions définies sur C a valeur dans R de la forme:

n

F (i) =3 ﬂ”ﬁwﬁw‘mZ%/K%%W@NW (3.1.3)

=1

(a) Soit f € M. 1l est claire que f est continue, alors est semi continue inférieurement,
on montrer que f est convexe.

Soient pr = (g, o fhn) 3 A= (A1, .y An) €6 v €10, 1]
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3.1. Les opérateurs m-linéaires (py, ..., pm)-dominés

flopy + (1 —a) Ap, ooy appy, + (1 — @) An)
{1T( b - C”Z f (2t o) d (ap; + (1= a) ) (soj)}

( J
%WW%ww%ﬂV—am?%EAJ@w%ﬂpW%@ﬂ

I
NE

@
I
—

I

@
I
—

—(1-a) ij; pijBf [(zlo 0] dX; (¢;)

g%ﬂWT@bwﬂWV—MW;égW@&%NWWA%)

Il

@
Il
i

S-S T (e (o)

\

ai{iTubwwwp Z%fKﬂwﬁ”@A%%+

(1 - Oé)gll {% 1T (s o )" = C”é p%.Bf (ol o[ dy (%)}
=af(p)+1-a)f(})

Donc f est convexe.

(b) 11 suffit de voir que M est convexe. Soient f, g dans M telles que

1 i /j Py
e
JBX*

J

k
o ) = 35 L (o) iy ()
=1

o ﬂh«uﬂﬁwﬂ,u—@%dm
1-—- = 1y, Pj
( Oé)g(lj“la Jlu’m) ZZI _Cpr] f ‘< 1—@ Pj zj7(pj> d/JJ] ((pj)
(af + (L= a)g) (oo t) = DS = ||T (af, o2 |F =P — / [(xd, o[ du; ()
-1 | P j=1 pJBX%ﬂ
avecn = ki + ko
; arig) sil<i<k
:CZ' = 1y
(1—a)r z,;? st k1+1<i <n
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3.1. Les opérateurs m-linéaires (py, ..., pm)-dominés

(c) Soient ¢f € Bx: (1<j<m)tq

1

sup (Z| Hm”)j (Z!mm\“)’l (comp)

les]=1

Solent 0.0, ..., 040 les mesures de Dirac aux points 00, .., % on a

n

F(3nia) = AT ) -3 / (o)l dos ()

i=1 J=1 bi
n 1 . y
= Yl - cpZZ—» (o el”
i=1 Jj=1 i= 1 P
"1
d’aprés (comp) = Z;HT(ﬂf’i;,ﬁl)Hp Z_H( )H
i=1 Jj= 1 P
(car T est (p1, ..., pm)-dominé) < Z}%HT(@),xZ”)Hp—C’p]—?HH(xf)H; <0.
i=1 =1 o

Donc, d’apres le lemme de Ky Fan, il existe (jy, ..., it,,,) € C telles que f <5¢1), s 5%?9”) <
0, pour toute f € M . Si on prend x = (2!,...,2™) € X; X ... X X,,, on a

1 1 . ,
£l t) = T (@) [P = 030 [ (ot i,
b jzlp]B .

mﬂﬁwwWSWZi/MﬁmW%A (3.1.4)
p =1 Pi )
Posons pour (1 < j < m)

aj = (/ (a7, 0)]" dﬂj)p%' 70

37



3.2. Théoréme de factorisation

En remplagant le vecteur (x',...,2™) par (5"—1 ﬁ) on trouve

a1’ ) m
1 ! xm
7l (e
D 651 (07°%)

E CPZPJ/K j>

X*

C”Z / (2, )" dp;

bj

dp;

IN

1 1
= CP — =(C?-,
;pj p
Alors
I7 (@) < Car -
D’ou

3.2 Théoréme de factorisation

Théoréme 3.2.1 (Théoréme de factorisation) Soient 1 < p,p1,...pm < 0O avec % =
p% + ...+ i. Alors T € L (X1, ..., X;n;Y) est (p1, ..., pm)-dominé si et seulement s’il existe
des espaces de Banach Gy, ...,Gy, , u; € Il (X;;G;) des opérateurs linéaires absolument

p;j—sommants et S € L (Gy,...,Gn;Y) un opérateur m-linéaire tels que
T =So(up,...Up)

de plus

HTHd(pl,...,pm) = inf {”S” Hﬂ—pj (u]> I=50 (ula 7um>} :

Jj=1
Preuve. Premiérement on montre l'inverse. Soit T posséde la factorisation (i.e., T =

S (Ug, ... upm)), soit xt, ... 2™ e Xy X o0 X X,
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3.2. Théoréme de factorisation

Nous avons :
HT (a:l, ,xm)H = HS (UT,IL (xl) yeeey Uy (xm))H
ISI LT e ()1

et on a d’apres le théoréme de domination de Pietsch des opérateurs linéaires p; —sommants

(1.3.2)

IN

g ) < w5) | [ 1)1 i ()

Maintenant on a

|7 (« |< ||5||H7TPJ u;) ﬁ / ‘<93j>90j>‘pj dp; ()

By
J
Donc T est (p1, .., pm)-dominé
et

1T N,y < IISIIH% u;)

o) (X1, .., X0y Y'), on a d'aprés 3.1.1

.....

(=) Pour la premiére implication, soit 7" € Ed (m1
il existe des mesures de probabilités NS C <B X;) ,(1<j<m)
tel que pour tout (z!,...,2™) € X} x ... x X,,,, on ait

pj
I7 (s < T TL | [ V) s ()
I=E\ By
J
Maintenant, nous considérons les opérateurs
uj o Xy = Ly, ()
¥ - u? (x ) = <x3,.>.
On remarque que
pij
4 @)= | [ Il duy | < 1] pour tous o7 € ;.

39



3.2. Théoréme de factorisation

Soit G := ud (X;) Y et soit u; : X; — G; 'opérateur induit , observons que u; est
pj—sommant et m,, (u;) < 1.

Soit Sy définit sur v (X;) x -+ x u® (X,,) par

So (uy (1), g, (2™) o= Tt ™)
On obtient
0 (1 0 T 110/0 (i
1So(u? (1) 5+ sy, (2™ < HTHd,(pl,...,pm)jl;[l [ ()]
Sp est continue sur u? (X;) x -+ x v, (X,,) et il existe une extension unique S sur

u? (X7) x - xud (X)) = G1 X -+ X Gy
De plus on a

151 = 150l < [T [l 45,

----- pm) ’

Finalement, T'= S o (uy, ..., u,) avec S € L (G, ...,Gp;Y) et u; € I, (X5 Gj) et

||S|| Hﬂ-pj (u]) S ||T||d(p1,...,pm)

=1
ce qui termine la démonstration. m

Enfin, nous pouvons déduire le corollaire suivant qui est conséquence directe du théoréme

3.2.1.

Corollaire 3.2.1 Ly, py) = LI, ... 1L,) (i.e., T € Lip,,..p,) St et seulement s’il
eviste des espaces de Banach G, ...,Gy,, des opérateurs linéaires absolument p;— som-
mants u; € L(X;;G;) et S € L(G,...,Gp;Y) un opérateur m-linéaire tels que T =
S o (Upy .oy Up) ).

Remarque 3.2.1 Comme L est un idéal multilinéaire de Banach et 11, est un idéal de Ba-
nach des opérateurs linéaires p;-sommants (1 < j < m) alors, d’aprés la Proposition 2.4.3,

Uespace Lyp,....p,) est un idéal multilinéaire de Banach.
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