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Chapitre 1

Nombres et fonctions complexes

1.1 Nombres complexes

@ 1l ya trois formes d’un nombre complexe

Forme algébrique : | Forme trigonométrique : Forme exponentielle :

z=uz+1iy, z,y€R | z=]z|(cosf+isinfh), z=Rx e,

R = |z| = /2% + y? : Le module de z,

0 = arg (z) = arctg (%) : L’argument'de 2.

© Le conjugué de z et Z = x — iy alors Re (z) = = = Z;Z et Im (2) =y = ZQ_Z
7

O Formule de Moivre : Si z; = R; (cosf; + isinfy) et zo = Ry (cos sy + isinfy) alors

21 X 29 = R1 X R2 [COS (91 + 92) + 7sin (01 + 92)] s

z R .
z_: = R—; [cos (61 — 02) +isin (61 — 62)],
2 = RY (cosnby +isinnby).

O Racine n-iéme d’un nombre complexe : Si z = R (cosf + isin #) d’apres la formule

de Moivre

1 1
/2 =zn = Rn 1 sin

n n

0 + 2k 0 + 2k
1(COS i 7T—|—" + W>, =0,1,2,...,n— 1.

1'Si —m < 0 < 7 Pongle 6 est appelé 'argument principale noté par Arg(z), on a

arg (z) = Arg (z) + 2kw, k€ Z.
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@ Courbe dans le plan complexe :

Le cercle de rayon R et de centre zg = ¢ + i1o = |z — 20| = R ou la forme polaire
z(t) =2+ Rxe? 0c0,2n].

Le segment de droite reliant deux points zg et 21 = 2 (t) = 20+t (21 — 20), ou
2(t)=(1—1t)z+tz, t €0,1].

Le disque ouvert de rayon R et de centre z = |z — 20| < R.
Le disque fermé de rayon R et de centre 2 = |z— 2] <R.
La couronne de centre zg = R; <|z— 2| < Ry,

R, le rayon interne et

Ry le rayon externe

1.2 Exercices corrigés sur les nombres complexes

Exercice 01 :

1. Soit w = u + v, exprimer les fonctions u et v en fonction de = et y dans les exemples

suivants :
A)w=2> B)w=ze C’)w:1 z—l—1 D)wzz_Z E) w = cos (z)
2 z 1—-1z
Solution :

On a z = x + iy,

= 2% — 3xy?
a) w=2z>= T+ 3:1‘3_31; 2 _ (3 —32%) = UJ(may) T
() ( y) Yy (y y) ,U(x,y>:_y3_'_3l.2y

(b) w = ze* = (z + iy) e = (z +iy) e®e¥ = (x + iy) e® (cosy + i siny)

) (x,y) = xe® cosy — ye® siny
v (z,y) = ze”siny + ye® cosy
(©) 1 +1 1 /2241 XE
C) W=—-1% — = — —
2 z 2 z z
123+ -1y +y
jII’L(‘CB7y):51,2_i_y2 etv(xay)ZTxg_i_yg'
() w= z—.z’_:x—l—i(y—'l) y 1—y+z:x
11—z 1l—y—ix 1—y+x
—2zy + 2z 4 (1—y)°
:>u(x,y):—226tv(m,y):—22.
(1-y) —= (1-y) —=
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6’LZ + 6—1/2

(e) w=cos(z) = cos(x+iy) = cosz chy —isinx shy. (ou cos(z) = 5 ).
2. Ecrire les nombres complexes sous forme algébrique :
7
9 . .
A)w:3+ .z, B)w= V3 Z,+\/§+Z,—i—1 ’
1—12 \/§+z \/g—z
Solution :
(a) 3+ 2i 3+2ixl—|—i 1+5.
a) w= = = -4 -
1—1 1—i  1+¢ 2 27
3—1 3+1
(b) w = V3 Z,+f“,—¢—1 —i.
V3+i V33—
3. Trouver I'’ensemble des points, tel que c€ Ret a € C :
A)Re(2®)>1 B)1<|z—3]<2 C(C)arg(z)=3
D)lz—i|=4 FE)az+az+c=0.
Solution :
(8) Re() > 1= 2%~y > 1,
y . L ) (x—xo)z (y—’yo)2 _
L’équation générale d’'un Hyperbole est — =1

a? b?
(b) 1 < |z —3| < 2 = L’ensemble des points est la couronne de centre zy = 3 et de
rayon interne r; = 1 et de rayon externe ry = 2.

_

(c) arg(z) = § = L’ensemble des points est la demi-droite de I'’équation z = 0.

(d) |z —i| =4 = L’ensemble des points est le cercle de centre 2, (0, 1) et de rayon
R=4.

(e) Onposea:oz—i—@ﬂetz::E+iy:>az+ﬂ+c:O:>6y:ozx—l—galors

I’ensemble des points est une droite.

1.3 Fonctions complexes

3

& La forme générale d’une fonction complexe ? “est

w=f(z)=f(x+iy) =u(z,y)+iv(z,y), z€Cetz,yecR. (1.1)

tel que u = Re(f) et v =Im(f).

2 f est uniforme : si une seule valeur de w correspond & chaque valeur de z.

3 f est multiforme : si plusieurs valeurs de w correspond & chaque valeur de z.
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& f admet une limite [ = a + ib en zy = x¢ + Yo, a,b,xy et yo sont des réels alors
limf(z) =1 < lim  w(z,y)=aet lim v(z,y) =0

#20 (ﬁ,y)ﬂ(xo,yo) (Ivy)A’(IanO)

& [ est dite continue en zy si lim f(z) = f (20) .

z—20
& [ est dite continue dans D C C si elle est continue en tous les points de D.

& Fonctions élémentaires

1. Fonction exponentielle :

¢ F ="t =¢e" (cosy +isiny),
’ e*l X %2 = €z1+z27
et

R )
¢ s e .

2. Fonction logarithmique® Yz € C* :

log(z) = In|z|+i(arg(2) + 2kw), k€Z
Log(z) = Inl|z|+iArg(z), —n<Arg(z)<nm

Log (2) : est la valeur principale de log (z) .

1.4 Exercices corrigés sur les fonctions complexes

Exercice 01 : Résoudre les équations :

A) 2 —22+1=0 B)sinz=5 (C)exp(e’)=1
D)log(2)=i—1 FE)z'7"=4.

Solution :

1. (a) 2*—224+1=0,0npose w=2?=z=+/w
alorsz4—z2+1:O:>w2—w+1:()doncS:{—ei%,—e’i

SN

(b) sinz =5 = ¢ — e =5 x 2i = (%) — 10i (¢"*) — 1 =0
donc S = {—z’log (5 + 4\/5) 1, —ilog (5 — 4\/5) z} .

4Les fonctions logarithmiques complexes log ont des propriétés analogues a celles des fonctions logarith-
miques réelles, mais ne sont pas vérifiées pour Log .
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(c) exp(e®) =1 = e = 2ikm, k € Z = z = log(2ikr) = In(2km) + i (5 + k'),
K eZ
(d) log(z) =i—1=z=-e""(cos (1) +isin(1)).
(e) 2'7" = 4 = log(2'7") = log(4) = (1 —i)logz = In(4) + i2kw,= logz =
In (4) + i2k7
1—d)

In (4 12k 141
alors In |z| 4 i = n(4) + i2km aal

T ><1_H,donc\z|:1n2—k7ret9:ln2+k‘7r.

2. Trouver les valeurs de :  A) log (1 —1i), B)i* C) (—1)\/5.

Solution :
(a) log (1 —i) =1In(v2) +1i (%HW) , ke

(b) it = eilogi — e—<g+2k7r)7 keZ
(€) (~1)7? = ¢V2sD



Chapitre 2

Dérivation et intégration dans un

domaine complexe

2.1 Dérivation dans un domaine complexe

% Domaine complexe : Un domaine dans un plan complexe est un ensemble ouvert et

connexe.

% Fonction holomorphe (dérivable ou analytique) : Une fonction complexe (1.1) est

dite holomorphe dans un domaine complexe D si
Oou Ou Ov ) ov
— — — e —
Ox’ Oy’ dx ~ Oy

2. f vérifient les conditions de Cauchy-Riemann'

1. Les dérivées partielles existent en tout point z € D.

du _ dv
o b
oy Oy

% La dérivée d’un fonction complexe : Si f est holomorphe dans D alors

y o Ou Qv Ou Qv
f(z)_8x+Z8x_8y Zay’ zeD.

% La fonction u est dite harmonique si

*u  0%*u

. : . : 0
'Les conditions de Cauchy-Riemann aussi peuvent étre écrits sous la forme 8—{ =0.
Z
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2.2 Exercices corrigés

Exercice 01 : Trouver un domaine € sur lequel les fonctions suivantes sont holomorphes,

et donner 'expression de f’ en fonction de z si elle existe.

Q) F()=—" i Y ) f(2)= L4 2Rez

P Py 1
c) f(z) =Rez, d) f(z) = §1n (22 + y?) + iarctg <%> |
2 a2
e) f(z) =—esiny +ie"cosy, f) f(z)= Tty .y

Z )
(@2 +12)°* (a2 +y?)°
_ cos 20  sin 260
- 7 T o

9) f(2) =Imz, h) f(2)

T T

Solution : Vérifions les conditions de Cauchy-Riemann

x oy
1. (a) f(z>:x2+y2+la:2+y2

ou  y* —a? v —y*+a?

Ml) %— m a_y_ W alors la fonction f n’est pas holomorphe‘
1 af .
M) f(z)=== §7é 0, alors la fonction f n’est pas holomorphe.
z Z
1 T — 1y ) 1 22 2z
(b) f(z)= ;—l—zRez: g + 2% +izy = ;—1—54-7,
ou , Ov ,
M,) —# —, alorslafonctiontn’estpasholomorphe.
oxr’ Oy
of =z .
2) = 3 # 0, alors la fonction f n’est pas holomorphe.
Z
(c) f(2)=Rez=1z= Z;—Z,

0 0
M) a—Zzl# 8_220’ alorsla fonctiontn’estpasholomorphe.

0 1
M) 6_£: 5 # 0, alors la fonction f n’est pas holomorphe.

(d) f(z)= %ln (2% 4+ y?) + iarcty (%) =In|z| +1i0 = Log (2)

au_av 8u_—8v

M) %_8_y et %_W’ alorsla fonctiont estholomorphe.
of .

M) ?:O, alorsla fonctionfestholomorphe.
Z

% ,(%_

L @_81}_ 1
oxr  Or Oy

Alors Q@ = C — {(0,0)} et fr(z) = 18y_ ~
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(e) f(z) = —e€"siny +ie” cosy = ie?, f est holomorphe sur
ou Ov
Q=C et fI(z) = — +i— =ie".
et f1(z) 0$+Z(9$ ie
—z? + 2 .xy -1 ,
f) f(z)= TR 2(332 P =5 f n’est pas holomorphe.
(g f(2)=Imz=y= : 2_ Z, f n’est pas holomorphe.
i

cos20  sin20  cos20 — isin 20 1
(h) f(2) = —5——i—5— = r2 - (rei®)?

1
= alors Q = C—{(0,0)}

T T

ou . OJv Ou ,01}_ —2

et f/ (Z) = %—f—l % = 8_y_18_y_ ?

2.3 Intégration le long d’une courbe

& Définitions :

1. Arc : On appelle arc dans un domaine complexe D une application dérivable

v ¢ [a,b] — D
t—y(t)=x()+iy(t)

v (a) : est le point de départ (ou l'origine),

v () : est le point d’arrive (ou l'extrémiteé).

2. Chemin : La réunion d’arcs.
3. Chemin fermé (lacet) : un chemin est dite fermé si vy (a) = v (b) .

4. Longueur d’un chemin : Si v (t) = = (t) + iy (t) et 7/ (t) = 2’ (t) + iy’ (¢) existe

est continue, alors la longueur de vy est définie comme étant

b= [ ol = [y 0P P

5. Un domaine simplement connexe : D du plan complexe simplement connexe
si toute courbe fermée simple de D peut étre réduite par déformation continue a

un point sans quitter D. Dans le cas contraire D est dit multiplement connexe.



2. Dérivation et intégration dans un domaine complexe 9

& Propriétés : Soit v une courbe dans le plan complexe, et —v la courbe 7 orientée dans

son sens inverse. on suppose vy = 7y; U ,, alors

: fvf(z)—i—g(z)dz:fvf(z)dz—i-fvg(z)dz,
fvaf(z)dz:afvf(z)dz, acC

o f(R)de == [ f(2)dz,

f,y:%u% f(z)dz= f% f(z)dz+ f72 f(2)dz.

A~ W N

& On définit intégrale de f le long de la courbe v ? par trois formes :
Y

1. Méthode directe (la primitive) : si f et F' sont des fonctions holomorphes

dans un domaine connexe D et telles que F' (z) = f (z) alors

Fo)= [ 1)

si z1 et zy sont deux points quelconques dans D, alors pour toute courbe v de

point initial z; et de point final 25 on a
[r@d= [ rEe=re.
¥ 21

2. Méthode de la décomposition : soit f une fonction holomorphe sous forme
(1.1) et z = x + iy, alors
b
/f(z)dz:/ (u +iv) (dz +idy) .
¥ a

3. Changement de variable : Soit f une fonction continue, on pose z () = v (t) =
dz = ~'(t) dt alors

b
/H@M=/fMMV@% e ab].

& Théorémes de Cauchy :

Si f est une fonction holomorphe dans un domaine D et sur sa frrontiére I'

Ce théoreme fondamental est souvent appelé théoreme de Cauchy, il est a la fois valable

pour des domaines simplement connexes ou multiplement connexes.

21’intégrale le long d’une courbe est aussi appelée intégrale le long d’un chemin, ou intégrale curviligne
compleze.
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2.4 Exercices corrigés sur ’intégration dans C

3+
Exercice 01 : Calculer [ (2z+ 3)dz par trois méthodes :
1-2i
1. Méthode directe :
3+i
/ (2z+3)dz = [z*+37] ?J_F;Z
1-2i

= (B4’ +3B+i)— (1—2i)° —3(1—2i)
— 17419

2. La décomposition : Le long de la droite joignant (1 — 2i) et (3 + ¢), il nous faut d’abord

trouver ’équation y = ax + b du segment.
z=1-21=2x=1y= -2 3 7
z=3+i=>zr=3,y=1 2 2

Onposez:a:+iy:>dz:dx+idyetonay:%w—%édy:%dxalors

3+

/(2z—l—3)dz _ /13 lz(xH(ga:—g))m] {dergidx]

1-21

3 3
= (14—5@)/ 22 +i 3z — 7) + 3] dx
1
= 17+ 19:.

3. Changement de variable : Soit v le segment d’extrémités z; = 1 — 2i et 20 = 3 + 4 qui

définie par
v=A{z(t) €C, ouz(t) =2 +t(z0—2) et tel0,1]},
alors
() = z(t)=z1+t(20—21)=1—2i+1(2+ 3i0)
= dz=(2+ 3i)dt,
donc
34 )
/(2z+3)dz _ /[2(1—2i+t(2+3i))+3](2+3i)dt
0
172

1

= (2+32’)d/ (2—4i+2t(2+43i)+3)dt
0

= 17+ 19:.
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Exercice 02 : Evaluer l'intégrale

/ﬁdz, ~ un cercle de centre zyp = 1+ 7 et de rayon 2.

Solution :
Utilisons la forme polaire d’un cercle
v(O) = z(0)=2+Rxe’=1+i+2e" oude|0,2n]

= dz = 2ie’dp,

alors

/ z dz — /27r Y (9> 22610d9
(1 ti—2) o (L+i—7(0)

. 27
_ %/ [(1+4) e + 2] db
0

= 2mi.

Exercice 03 :

1. Soit D un domaine borné, dont le bord est v, 7 est un cercle de centre zy5 = 0 et de

rayon R, calculer :

a) /xdz, /ydz, et /Edz.
¥ v y

b) Calculer / 22dz, tel que :
v
& ~ est I'union de segment horizontal de 0 a 1 et de segment vertical de 1 & 1+ 2i.

& 7 étant le segment de droite qui joint les points 0 et 1 + 2i.

log 2 1 dz
2. Soit v le cercle dont 1’équation |z| = 1, calculer : 76527 §d27 W
v v

Y
3. ~y étant le segment de droite qui joint les points 1 4 7 et 3 + 27, calculer

/ (:p2 — y2) dx — 2xydy.

Y

Solution :
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1. Utilisons la forme polaire d’un cercle
y() = z(0)=z+Rxe’=Rxe? oubel0,2n]
= dz = Rie"do,

a) On pose z (0) =~ (0) et z = Reosf = REE" alors
v 2

2m 20 —10
/ vds = / <R%> Riedo
0

g
= R?mi.
zZ+7Zz
2 ). . .
(b) On pose z (0) =v(0) et y = Rsinf = Rew;_le alors

o 0 _—if '
/ ydz = / (Ri) Riedo
0 2

v

(ou on pose x =

= —R%r.
Z—Z

21 )
(¢) On pose z (0) = v (0) alors

2
/ zdz = / (Re™") Rie"df
0

v

(ou on pose y =

= 2R’r.
2. 1l ya trois méthodes pour calculer lintégrale [ 2*dz :

& Changement de variable : Soit le segment d’extrémités z; = 0 et 29 = 1 qui
g 71 g

définie par
T1={20)eC,ouz(t)=2n+t(zn—2)=tette|0,1]},
et v, le segment d’extrémités z3 =1 et z4 = 1 + 2¢ qui définie par
Yo=A{z2(t) €C, ouz(t) =23+1t(24a—23) =1+2it et t € [0,1]},

et on pose v = 7y, U 5, alors

/szz =
”

22d2+/ 22dz
1 Y2

1

1
t2dt + 2i / (14 26t)* dt
0

[l
wClm S — S—1
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& Soit 75 le segment d’extrémités z; = 0 et z4 = 1 4 2i qui définie par

={z(t)eC, ouz(t)=(1+2i)tette|0,1]},

142
/ 2dz = / 22dz
3 0

1
= (1+2i)/ (14 26)* t2dt
0

alors

~1
= 5 (2i+11).

3. On le cercle dont I'équation |z| =1 = zg = 0 et R = 1, utilisons la forme polaire d’'un

cercle

v(0) = 2(0)=z+Rxe? =€’ oube0,2n]
= dz =ied,

On pose z (0) = v (0) alors

2
= —/ Ge~"dp, (Vintégration par partie)
0

= —2m.

1 27 1 0
gdz = /0 (6219) 1e”df
2 )
= / e 40
0

= 0.

dz 2 1 0
W - / / (629 X e 7,9) ie”df
5
= z/ e?dh = 0.
0

4. Le long de la droite joignant 1 + ¢ et 3 4+ 2¢, il nous faut d’abord trover I’équation

y = ax + b du segment.

z=1+i=2x=1y=1 1 1
. =y==-Tr+ .
z=3+2i=>x=3y=2 2 2
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14

Onposez:$+iy:>dz:dx—l—idyetonay:%$+%:>dy:%dxalors

3421

/ (3:2 — y2) dx — 2xydy

144

1 1\ 1
—9r [ = ) =5
dx T <2x+ 2) 22d:1:

Ll Ge)
/13 [42? — (z + 1)°] do — 2 (27 + 2) idx

3
/ [3332—290—1} —2i(:z:2+m)dx
1



Chapitre 3

Points singuliers et série de Laurent

3.1 Points singuliers

Soit f une fonction uniforme. Une point en lequel la fonction f cesse d’étre holomorphe

est appelé un point singulier ou une singularité de f.

1. Singularités apparentes : Le point singulier z; est appelé apparente de f si lim f (2)

z—20

existe.
2. Poles : Sil'on trouver un entier positif n tel que lim (z — 29)" f (2) =a # 0, et a € C,
zZ—20
alors zg est appelé une pole d’ordre n, si n=1 alors z; est appelé un pole simple.

3. Singularités essentielles : Une singularité qui n’est ni un podle, ni une singularité

apparente est appelée singularité essentielle.

3.2 Séries entiéres

Une série de la forme

a0+a1(z—z0)+a2(z—zo)2+a3(z—zo)3+---

n=-o00

= Z an, (z — 20)"

n=0

est appelée série entiére en (z — z). Nous pouvons obtenir le rayon de convergence R de la

série entiére par :

an
An+1

1. Critére de d’Alembert : R = lim

et Y"a a, (2 — 2)" est convergente si
n—-+00
R < 1, et diverge si R > 1.

15
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2. Critere de d’Alembert : R = lirf - ‘1 | et YT 5 ®a, (2 — 2)" est convergente si
n—-+00o Gn+1

R <1, et diverge si R > 1.

Exemple :
n=-+oo
1. Z"=a, =1 alors R= lim |-%| = lim L = 1, Cette série converge
n M b
n=0 n—-+oo | 4n+1 n—-+oo \/|an+1
pour |z| < 1 et diverge pour |z| > 1.
n=-+oo 5N 1
z . a . 1 P
2. — = a, = —, alors R = lim n_| = ]im = 1, Cette série converge
n M )
o N n n—-+oo | n+1 n—+oo \/|an+1|

pour |z| < 1 et diverge pour |z| > 1.

3.3 Séries de Taylor

Soit f une fonction holomorphe a I'intérieur d’une courbe fermée simple D et sur D. Alors

f‘// (ZO)
2

F(2) = f(z0)+ [ (20) (2 = 20) + (2 — 2)% 4+

f(n) (20)

_I_
n!

(Z—Zo)n+""

Ceci est appelé le théoreme de Taylor et les séries précédentes sont appelées séries de Taylor
ou développement de Taylor de f(z). et le domaine de convergence de la derniére série est
défini par |z — 2| < R.

Quelques séries particuliéres : La liste qui suit contient quelques séries particuliéres avec

leurs domaines de convergence.

2 23 o )
L. eZ:1+z+§+§+---+H+---,(Vahdepour |z| < 00)
3 5 2n—1
2. Sinz:z—%—F%—---nL(—l)n_lm—i—---,(validepour |z| < o0
2 A 202
3. cosz=1—§+E—---+(—1)”*1(2n—_2)!+---,(vahdepour 2] < o0)
2 23 nflzn
4. logz:z—E%—g—---—{—(—l) — + -+, (valide pour |z| < 1)
n

1
1+2

d.

—1—z2422—2 4+ +(=1)" 2"+ ... (valide pour |z| < 1)
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3.4 Seérie de Laurent

On suppose que f est uniforme et holomorphe dans un domaine D sauf au pole zg, alors

la série de Laurent en zy de la fonction f est

f(Z) = ao+a1(z—Zo)+a2(Z—Zo>2+CL3(2—Zo)3+"'
a_q a_9
+ + 5+
Z—=20  (z—z)

n=-+oo
1
— Z an (2 — 20)", avec a, = —j{—f ) d,irla
v (2 = %)

21 z —

n=—oo

~ un contour fermé autour de zj.
Remarques :

— La partie

a0+a1(z—zo)+a2(z—z0)2—|—a3(z—zo)3+---

est appelée la partie analytique de la série de Laurent.

— La partie
a_q a_o

+...
Z— 2o (2—20)2

est appelée la partie principale de la série de Laurent.

— Si la partie principale est nulle, la série de Laurent se réduit a une série de Taylor.

— Si z = zj est une singularité essentielle de f(z) = la partie principale du développement
de Laurent posséde une infinité de terme.

— Si z = zy est un pole de f(z) = la partie principale du développement de Laurent
posséde un nombre fini de termes.

— Pour développer rapidement une fonction en série de Laurent sans calculer les coeffi-

cients a,, il est utile de connaitre quelques développements de Taylor.

3.5 Formules intégrales de Cauchy

Une fonction f est dite analytique au point z, si elle est développable en série entiere au

voisinage de zy
CED SUCEELES SrA=C TERNY
n=0 n=0

alors Pour toute fonction analytique f, on a les formules integrales de Cauchy :

1. Si @ un pole simple ou d’ordre 1

LG 4 Zomilr ()

rZ—a

z=a’
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et si a est & 'extéeieur de I

2. Si a un pole d’ordre n

fkjfﬁfdzz<g?aﬂ[§jz}bg

3. Si a et b deux podles simples ( d’ordre 1)

f(2) . 2mi B B .
ﬁu—@@_mﬂ—a_gu<m4 1 (2)].).

3.6 Exercices corrigés

Exercice 01 :

1. Donner le développement de Laurent de

z+1
= 1 in 2 4
a) f(2) ) (/2i+4) dans le demain 2 < |z| <
b = d 1 1
V& = g s <kl<s
o) f(z) = dans 1 < |z| < 3,

(z+1)(z+3)
2. Trouver les singularité de f et indiquer leurs type :

z e
WO O Gy
O F(2)= = 4) f(2) = cos L
sin 2 . B e’
DIO="  ie=g
oSG = s WG =
Solution :
1. (a) f(2) = et dans le demain 2 < |z] < 4, Séparons d’abord la fraction

(z+2)(z+4)

1
(z4+2)(z+4)

1 1
z+2 z+4+4

en fractions simples

1
(z+2)(z+4)

1
2
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et utilisons le développement de Taylor. de

1
—1—z2422—2 4+ (=1)""2" 4. (valide pour |z| < 1).
1+2
Ecrivons maintenant la série de Laurent de chaque fraction :
Puisque
2 < |z|= ! !
z =
z+2 =z (1 + %)
11
ozl + %

)

(valide pour |2| < 1)

Puisque
lz| < 4= L _ !
z4+4 4(2+1)
11
T 41+2
_ 1(1_z+<z)2_(z>3+ )
4 4 \4 4

(valide pour ‘§1| <1)

alors la série de Laurent de f est

z+1 B z+1
(z+2)(z2+4)

3 3z z 1 1
8 32 128 2z 22
2 4
St
On remarque que la partie analytique est S+ ﬁ —- -+, et la partie principale

1
eSt2z+ 2_z3+z4+

z
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1
(2z+1)(3z+1)

(b) f(2) =

dans 3 < |z| < 3, Séparons d’abord la fraction

1
(2z+1)(3z+1)

en fractions simples

1 3 2
(22+1)(3z+1) 3z+1 2z+1

et utilisons le développement de Taylor. de

1
1+2

=1l—z4+22 =2 ()T

(valide pour |z| < 1).

Ecrivons maintenant la série de Laurent de chaque fraction :

Puisque
1 < o= 1 1
— z —
3 3241  3z(1+32)
1 1
321+ é
1 L, (1 2oy N
- 3z 3z 3z 3z ’
(valide pour || < 1).
1
Puisque [z] < 1 = P 1— 22+ (22)° — (22)° + - - - ,(valide pour |2z| < 1)
z
alors la série de Laurent de f est
1 3 2
(2z+1)(32+1)  3z2+1 2z+1

—2(1—-22+(22)" = (22)° +- )

1 1 1 9 3
= <;—@+@—"')—(1—4Z+82—16Z —|—)
1 1 1
= —1—|—4Z—8Z2+1623+'--—|————-i———"'

z 322 923

On remarque que la partie analytique est
1442 —822 41623+ -,

1
et la partie principale est — — ﬁ + ﬁ —
z
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- est z = —1i, ce point est un pole simple car :

(a) Le point singulier de f (z) = j_
z

lim (z—2)" f(2) = lim (z+4)" f(2) = =i #0.

z——20 z—20

eZ

(b) Les points singuliers de f (z) = sont zg = —1 et z; = 2, ces
4(z+1)(z—%)2 ?

points sont des poles car :

e? 1

: 1 : 1 :
Jim (z=2) f(z) = lim (z+1) f(2) = le)n_llm = 50 #0
1i ) — 3 2 — i e o 6% 0
Jim (z=2)7f (@) = lm(z=g ) JE) =ty =0 7

(¢) Les points singuliers de f(z) = sont zp = km, ces points sont des poles

. sin z
simples car :

lim (z—2)" f(2) = lim (z—kn) f(2) = limz_lmT = lim !

z——20 z—km z—kn SIN 2 z—kmCOS 2

= finie # 0.

on utilise la regle de L’Hopital.

(d) Le point singulier de f (z) = cos £ est z = 0, ce point est la singularité essentielle

car :
1 22 n 2 N 1 1 1 n 1
COS z = —_ — —_— e e COS — = _— _— e ..
21 4! z 2122 4124
alors la partie principale du développement de Laurent posséde une infinité de
terme.
o sin z . : .
(e) Le point singulier de f (z) = est z = 0, ce point est la singularité apparente
car :
sin z oS 2
lim f (2) = liH(l) = liII(l) = 1, (on utilise la regle de 'Hopital).
Z—Zz0 zZ—> z zZ—

Exercice 02 : Par les formules du Cauchy évaluer chacune des intégrales suivantes sur les

courbes I' indiquées :

1. T" un cercle de centre z = 1 et de rayon 2

2
1
%Ld
rz—1—1

2. I' un cercle de centre z = 1+ 7 et de rayon 2

2z 1
7{ zte+1,
T

24
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1
3. I' un cercle de centre z = 1 et de rayon 3

27z 1
fere,
r < —1
Solution :

1. Le pole simple est 1 + ¢ et se trouve a l'intérieur du cercle I', donc

; z=i+l

2

1

]{ﬂdz —omi (2 +2+1)__ = —6m +4ri.
rz—1—1

2. Le pole est 0 (d’ordre 4) et se trouve a l'intérieur du cercle I', donc

z+e*+1 2mi [ d 2% 81
p = [@(”6 )

3. Les poles sont 1 et —1 deux poles simples , mais seul le pole 1 est a I'intérieur du cercle

I', donc
2imz 1
JE -
r 2¢—1



Chapitre 4

Théoréme des résidus

Pour obtenir le résidu d’une fonction f en z = z5 on pourrait d’écrire le développement
de f(z) en série de Laurent dans le voisinage de z = zy. Dans beaucoup de cas on peut

déterminer le résidu sans passer par le développement de Laurent.

4.1 Calcul des résidus

) Calcul des résidus :

Le coefficient a_; du développement en série de Laurent est appelé résidu de la fonction au

pole z = z. Il est donné par

1 { d*!

a_; = Rés = lim

Ak —1)!

= (z—2)" f (z)} , 51 29 est un pole d’ordre k.

¢» Théoréme des résidus : Si la fonction posséde plusieurs poles a 'intérieur d’un contour

7

]{ f(z)dz = 2mi [Z Rés} , ou Z Rés est la somme des résidus aux poles.
0l

4.2 Calcul d’intégrales réelles par les complexes

Au lieu de calculer une intégrale réelle directement, on calcule plutot 'intégrale complexe

en choisissant un contour adéquat, et les plus simples intégrales de contour sont

23
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1. / f(z)dx
a) ¢ f(z)dz,
gl
b) Utiliser le théoréme des résidus, puis prendre R — +00.
et v =
|
2

2. /f (cosf,sinf) df

0
-1 -1
z+ 2z . z—2z dz
0 cosf = , sinf = —, df = —
21 12

b) Calculer 7{ f (2) dz avec le théoréme des résidus.
Y

a) Poser z = ¢!

4.3 Exercices corrigés

Exercice 01 : Par le théoréme des résidus évaluer chacune des intégrales suivantes sur les

courbes v indiquées :

1. v un cercle de centre z = 0 et de rayon 1

2242
/‘{@-2) ar )"

2. 7 un cercle de centre z = 0 et de rayon 7

7§(2z + 7T)21(z EEE

1
3. v un cercle de centre z = 1 et de rayon 2

z—T
. dz.
L sinmz
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Solution :

1. Seul le pole simple _7@ est a l'intérieur du cercle v, donc

Z—T ) ,
j{sin — dz = 2mwi <Z Res)

= 2mi <lim (z—=1)f (z))

z—1

= 2(r—1)i.

-7
2. Les deux poles - et 3 sont a l'intérieur du cercle v, donc

7{ ! )de = 2mi (3 Res)

(2z +)° (z— %
= 0.

3. Seul le pole simple z = 1 est a l'intérieur du cercle ~, donc
2242
—dz = 2mi < Rés>
]ﬁ(z—?)(szLz) Z

= 2mi (Zlmz <z + %) f (z))

-7
8+ 21

Exercice 02 : Soit la fonction

2
(22 +1)°

1. Calculer l'intégrale I = [ f(z)dz avec v le contour suivant
v

2. Sachant que

+oo 2
lim / f(2)dz =0, en déduire, lim I :/ ———dx.
YR R

R—teo —too —o0 (fz + 1)2
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Solution :
1. En utilisant la méthode des résidus, on a
52
e = omi ( Rés)
/7 (2 +1)° 2

— o (133 {(2 — 1) (= Z)222(;: + i)2} /)

™
5 .

2. Nous remarquons que

2 52 +R 72
/ ————dz = _lim ————dz+ lim ——dx
4 (22 +1) R—roo Jyp (2% 4 1) R—too J_p (22 +1)

o0 :E2
o [T
oo (224 1)

T
2

Exercice 03 : Calculer les intégrales suivantes :

+o0

a)/ﬁdw

2w

c)/mcﬁ

0
27

1
d) / s—ama ™

0

Solution :

+o0o
1

/ﬁdxﬁéﬁdzzﬁ(z—m)z(wm)

— 00

5dz
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Seul le pole iv2 est a lintérieur du contour v, donc

1 ) 22 ] +R QZZ
——dz = lim | ———dz+ lim —_dw
7 (22 +2) oo i (2% +1) oo J g (2% +1)

_ /+oo x—22d$
o (2241)
— om (Z Rés)

= 27rizir?ﬁ {%d%: (z — 2\/5)2 f (Z)}

- ()

42

2 .
Comme —*— est paire, on a

(22+1)
+oo 2 +o0 2
/ $—2d$:2/ T =T
—o (2241) o (2241 44/2
donc
+o00 :L'2 T
/ L F—
o (2241) 8v/2
2.
T 1 |
/—53d1’—>]{—53d22j[ 3 3
J (P2 +3) 1(2—2+3%) 1 (z—i—3) (e +i—3)

1
Seul le pole @ + 3 (d’ordre 3) est a 'intérieur du contour 7, donc

1 - 1 - R 1
]{—3612 = lim —3dz + lim
v (22— 2+2) R—too Jip (22— 2+ 2)

+o00 1
—00 (332—1“1‘%)
— om (ZRés)
o 1 & o’
— 271-232,12_% [5@ <Z — 71— 5) f(Z)]

= 2m _—32 .
16

3

donc

R—too ) p (22 —x+ %)3

dx
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. nz 2 el fe i p4 7t
3. Posons z = ¢ = § = —=, alors df = — et on a cosf = 5 =—5
i iz

f{i(z—2—\/§)2(z—2+¢§

Les poles sont z = 24+/3 et seul le pole 2 —+/3 (d’ordre 1) est & Iintérieur du contour

)dz

v, donc
2 1 9
—df = d
/cos(Q)—? 7{@'(22—4,2)—1—1 ‘
0
= 2mi (Z Rés)
= 271'2241};{1\/5 [(z -2+ \/§) f (z)]
()
= 2m .
_Z'\/ﬁ
27
= 5
) nz Z el — =0 z—z"t
4. Posons z = e = ) = —= alors df = — et on a sinf = - = —,
1 12 21 21

2w

1 -1
/B—Sin(ﬁ)de B jq{z2—3iz—1dz

0

NG
2

w

Les poles sont z = 14 et seul le pole ¢ (d’ordre 1) est a lintérieur du
contour 7y, donc
2

1 -1
/3—sin(9)d9 B 7{22—3iz—1dz

0
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Ce document donnent les principales théorémes, définitions, résultats et des exercices avec
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