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Notations

Ensemble des nombres entiers naturels.

Ensemble des nombres entiers naturels non nuls.

Ensemble des nombres réels.

Ensemble des nombres complexes.

Espace des fonctions continues sur l'intervalle ]a, b] .

Espace des fonctions n fois dérivables avec continuité sur |a, b|.
Espace des fonctions infiniment continument dérivables sur ]a, b| .
Espace des fonctions infiniment dérivables a support compact.
Espace des fonctions de puissance p € [1, +0o0], intégrables sur |a, b|.
Espace des fonctions essentiellement bornées sur |a, b|.

Conjugé de Holder de p (p' = p%l sip>letp =cosip=1).
Presque partout.

Support de la fonction f.

La dérivée usuelle.

L’'intégrale fractionnaire a gauche d’ordre o au sens de Riemann-Liouville.
L’intégrale fractionnaire a droite d’ordre « au sens de Riemann-Liouville.
La dérivée fractionnaire a gauche d’ordre o au sens de Riemann-Liouville.
La dérivée fractionnaire a droite d’ordre a au sens de Riemann-Liouville.
Crochet de dualité avec fetg € E.

Produit scalaire avec fetg € E.

Norme de h € E.

La fonction Gamma.

La fonction Béta.



Introduction

ége calcul fractionnaire est un nom attribué a plusieurs opérateurs mathématiques, Le plus
connu Riemann-Liouville, Caputo, Hadamard ....

Pendant longtemps plusieurs définitions, suite aux travaux de Joseph Liouville et Bernhard
Riemann au milieu du 17e siecle, ont coexisté sans qu’il y ait une parfaite compatibilité entre
elles.

On pourrait penser que cette recherche de dérivation fractionnaire est une question de ma-
thématiques « pures » sans intérét pour l'ingénieur. Pourtant un exemple simple de mécani-
quedes fluides montre comment la dérivée d’ordre un demi apparait tout naturellement quand
on veut expliciter un flux de chaleur sortant latéralement d"un écoulement fluide en fonction
de I’évolution temporelle de la source interne. La dérivée d’ordre un demi étant introduite, on
doit étre vigilant quant a sa définition précise dans les situations les plus générales. Il en est
deméme pour la définition de la dérivée d’ordre fractionnaire, ou1 est typiquement un nombre
réel entre O et 1.

D’autre part, il est naturel de penser a étendre les concepts d’applications de la différentiabi-
lité ordinaire a la différentiabilité fractionnaire, comme les méthodes connues de résolution des
équations différentielles, des équations aux dérivées partielles et des problemes aux limites.

Parmi les cadres fonctionnels pour la résolution de problemes aux valeurs aux limites, on
trouve les espaces de Sobolev, car ces espaces sont considérés comme un cadre approprié pour
résoudre de nombreux problémes aux limites.

Dans ce travail, nous intéressons a la résolution des problemes aux limites liés a des équa-
tions différentielles d’ordre fractionnaire définies sur un intervalle compact, et nous choisirons
des espaces appropriés pour ces solutions appelés espaces de Sobolev fractionnaires liés a ’ap-
proche de Riemann-Liouville. Nous donnons d’abord une définition et quelques propriétés
de ces espaces, puis nous traitons des problémes aux valeurs aux limites de type Riemann-
Liouville.

Notre travail est divisé de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on introduit quelques concepts liés a la différenciation fraction-
naire, et quelques espaces fonctionnels.

Dans le deuxiéme chapitre, on donne des définitions et propriétés concernant les espaces
de Sobolev fractionnaires de type de Riemann-Liouville

Dans le troisieme chapitre, on va étudier I'existence et unicité des solutions faibles des trois
problemes aux limites associé a une équation différentielle de type de Riemann-Liouville, en le



théoréme de la Lax-Milgram pour résoudre les deux problémes avec des conditions mixtes :

L PR DE) 40 = 110 e
' D¢ x(a) = 0,z(b) =0,

et les conditions intégrales :

L [ DEDa(t)+a(t) = (1) .t €la.bl
’ Iblfo‘D;Era:(a) =0, I;I“y(a) = 0.

En fin, aussi on applique la méthode de formulation variationnelle et le théoreme Stampacchia
sur le probléme intégrale non homogenes :

o [ Dy DRl + () = £(1) 1 lab],
' I'"*z(a) = C,z(b) = D.



CHAPITRE 1

ELEMENTS DE CALCUL FRACTIONNAIRE

gDans ce chapitre, on va introduire des notions et résultats préliminaires des fonctions spé-
ciales lesquelles : fonction de Gamma, fonction de Béta. On citera aussi en particulier cer-
tains résultats élémentaires des espaces fonctionnels et de calculs fractionnaire de type Riemann-
Liouville.

Dans ce qui suit, soit |a, b[(—oo0 < a < b < co) un intervalle de R.

1.1 Espaces de Hilbert

Définition 1.1. [4] Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d"un produit scalaire
(u,v) et qui complet pour la norme (u, u)z.

Dans toute la suite / désigne un espace de Hilbert.

Théoreme 1.1. (Projection sur un convexe fermé) [4] Soit K C H un convexe fermé non vide. Alors
pour tout f € H, il existe v € K unique tel que

|f — o[ =min|f —y

De plus x est caractérisé par la propriété :

re K
(f—z,y—2)<0 VyeK.
On note x = Py f projection de f sur K.

Proposition 1.1. [4] Sous les hypotheses du théoreme 1.1, on a

|Prfi — Pxfol < |fi — fo| Yfi,fo€e H.



1.2. ESPACE DES FONCTIONS REGULIERES SUR ]A,B[ 5

1.2 Espace des fonctions régulieres sur ]la,b[

Définition 1.2. (support d'une fonction).[10] soit f :]a, b[— R une fonction. On appelle supp f
support de f, défini par.

suppf = {l’ E]CL?b[: f(l’) 7& 0}7

c’est-a-dire le plus petit sous ensemble fermé en dehors duquel f est identiquement nulle.

Définition 1.3. [7] Soit n € N. On désigne par C"([a, b]) I'espace des fonctions qui sont n fois
continue dérivable au voisinage de [a, b], muni de la norme :

n

[ Fller= 317 ®lle= D max |70 )]
k=0 k ’

=0

En particulier si n = 0, C°([a, b]) = C([a, b]) 'espace des fonctions f continues sur [a, b], muni
de la norme :
[flle= max [f(z)].
z€la,b]

On note C*°([a,b]) 'espace des fonctions infiniment continument dérivables sur l'intervalle
[a, b].

Définition 1.4. (Espace des fonctions tests).[10] On désigne par C°(Ja, b[) (I'espace des fonc-
tions tests sur |a, b]), 'espace des fonctions réelles définies sur |a, b[ indéfiniment dérivables et a
support compact.

Autrement dit,

C>(la, b)) = {¢ ]a,b|= R, p € C*(]a,b]) : suppp = k Cla, b| compact}

Théoreme 1.2. (théoréme de la moyenne) Soit f une fonction continue et dérivable sur un intervalle
[a, b] alors, il existe au moins un réel ¢ € [a, b] tel que

fler= 5= [ s

1.3 Espace L’(]a, b|)

Soit 1 < p < 0.

Définition 1.5. [7/]

1. Pour 1 < p < oo, on pose

LP(Ja,b]) = {f la, b[— R, f est mesurable et /b |f(t)|Pdt < oo} :

2. Pour p = 400, on pose

L>(Ja,b]) = {f :]a,b]— R, f est mesurable, 3N > 0 telle que | f(t)| < Mp.p. sur |a,b[} .

Université de M’sila Solution faible d"un probleme associé a une
SADIOU Ilhem équation différentielle de type de Riemann-Liouville



1.3. ESPACE L”(]A, B) 6

Théoreme 1.3. [7]
1. Pour 1 < p < oo, l'espace LP(|a, b[) muni de la norme ||.||L» définit par :

b
1= ( / P,

est un espace de Banach.
2. Pour p = oo, l'espace L>(]a, b]) est une espace normé quand le munit par la norme :

[ fll o= inf {M = 0; f(£) < M p.p. sur Ja, b[} .

Notation 1.1. Soit 1 < p < 0o, on désigne par p’ I'exposant conjugués de pi.e.
1 1
—4—=1 oupy=—"—
p p

p—1
Théoréme 1.4. (Inégalité de Holder).[4]) Soient f € LP(Ja,b]) et g € L¥ (Ja,b]) avec 1 < p < oo alors
f.g € L*(Ja,b|) et :
gl < WAl llgl Lo (1.1)

Remarque 1.1. Lorsque p = p’ = 2,'inégalité de Holder devient 'inégalité de Cauchy-Schwartz.
Proposition 1.2. Pour tout A, B > 0, pour toutp > 1,0ona:
(A+ B)P < 2P71 (AP + BP)., (1.2)

Théoréme 1.5. (Convergence dominée de Lebesgue).[4]
Soit ( f,,) une suite des fonctions de L*(]a, b[). On suppose que :

a) falt) = f(2) p-p- surla,bf,
b) il existe une fonction g € LP(|a, b]) telle que pour chaque n, | f, ()| < g(t) p.p. sur ]a, b[[]
Alors f € LP(Ja,b]) et || fr — fllo— 0.
Proposition 1.3. [4] Soit f, g € L?(Ja, b]) tel que :
b b
[ stretae = [ oot v € C(ab).

Alors,
f=gpp
Voici quelque critéres topologique de 1’espace de Lebesgue.
Théoreme 1.6. [4]
1. L'espace L*(]a,b]) est de Banach pour 1 < p < oo,
2. L'’espace LP(]a, b[) est séparable pour 1 < p < oo,
3. L'espace LP(]a, b[) est réflexif pourl < p < oo.

1. On dit que g est une majorante intégrable des fonctions (f,,).

Université de M’sila Solution faible d'un probleme associé a une
SADIOU Ilhem équation différentielle de type de Riemann-Liouville



1.4. UESPACE WLP (A, B|) 7

1.4 Lespace W'?(]a,b|)

Définition 1.6. [4] L'espace de sobolev W'*(]a, b[) d’ordre un sur ]a, b[ est défini par :

b b
Wh?(Ja, b)) = {u € LP : dg € L* tel que / u(t)e'(t)dt = —/ g(t)p(t)dt, Ve € C(]a, b[)} :

ol ¢’ est la dérivée classique de ¢, et la fonction g satisfaire ce qui précéde condition est notée
par u’ la dérivée faible de u d’ordre 1. L'espace W'?(]a, b[) est muni de la norme suivante :

).

[l = [l o+ ll| -

B =

<dans certains cas, si 1 < p < oo, de la norme équivalente ||ul|yro= (|||}, +|w]|%s)
En particulier, pour p = 2, on pose :
H'(Ja, b[) = W"*(Ja, b]).
La norme associée comme suivante :
Jullangasp= (lulfEa+'32)

est équivalent de la norme de W'?(]a, b]).

Voici quelques caractéristiques topologiques de 1’espace de Sobolev W'?(]a, b[) .
Propriétés 1.1. [4]

1. L'espace W' (]a, b[) est un espace de Banach pour 1 < p < oo,

2. l'espace W' (]a, b]) est séparable pour 1 < p < oo et réflexif pour 1 < p < oo,
3. l'espace H est espace de Hilbert séparable.

1.5 Espace des fonctions absolument continues

Définition 1.7. [8] On désigne par AC(]a, b[) 'espace des fonction primitives du fonctions inté-
grable :

AC (ot = { £/3¢ € Lab) : S0 = o+ [ ptoyir}.
Ona:Vt €]a,bf; f'(xz) = ¢(t) et f(a) =¢,
On appelle AC(]a, b]) 'espace des fonctions absolument continues sur |a, b|.

Définition 1.8. [8] Soit n € N*, nous notons AC™(|a, b[) 'espace des fonctions f dérivable I'ordre
(n — 1) continues tel que "' € AC(Ja, b])
est définie par :
AC"(Ja,b]) = {fla,b[— Ret f*~" € AC(Ja, b)}-
En particulier : AC*(Ja, b]) = AC(Ja,b]).

Remarque 1.2. Si1 < p < oo; AC'*(Ja,b]) = W'P(]a, b]).

Université de M’sila Solution faible d'un probleme associé a une
SADIOU Ilhem équation différentielle de type de Riemann-Liouville



1.6. FONCTIONS SPECIALES 8

1.6 Fonctions spéciales

On introduit quelques notions et propriétés des fonctions Gamma et de Béta. Ce sont des
fonctions qui jouent un role important dans la théorie de calcul fractionnaire.

Définition 1.9. [§] La fonction Gamma est définie par l'intégrale suivant :

+o0
[(z) = / t*"le7'dt , (Vz € Ctq Re(z) > 0),
0

avec t*~1 = elz==Dnt,

Propriétés 1.2. [8] Pour z € C, Re(z) > 0,n € N,ona:

1. I'(1) = 1,T(0%) = +o0,

2. T'(z+1)=2I(2),

3. '(n+1)=n!.
Propriétés 1.3. [2] Pourp > 0,n € Nona:

, nln?
= Do+ 2 )

Définition 1.10. [8] On défini la fonction Béta comme suivante :

1
B(p,q) :/ M1 —t)'dt, (Vp,qe C tq Re(p) > 0,Re(q) > 0).
0

Théoréme 1.7. La fonction Béta liée avec la fonction Gamma par la relation :

L'(p)I'(q)

B(P;Q) = m,

(Re(p) > 0, Re(q) > 0).

1.7 Intégrales et dérivées fractionnaires au sens de Riemann-
Liouville

On introduit quelques définitions et propriétés de l'intégrale et dérivées fractionnaire de
Riemann -Liouville. Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a, b], la premieére primitive est donnée
par l'expression :

Vt € [a,b] : (I f)(¢ / f(r
pour une second primitive et d'apres le théoréme du Fubini on a :

(Lo 1)*(t) = (Lo ) () (Las f)(1)

([ )
[ ([

1 ' 2—-1
=31 | =P pdr),

Université de M’sila Solution faible d'un probleme associé a une
SADIOU Ilhem équation différentielle de type de Riemann-Liouville



1.7. INTEGRALES ET DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 9

En répétant le méme procédé n fois, on trouve :

L )!/(t—T)”_lf(T)dT,‘v’nGN*.

(I )" () = =1

A travers la fonction Gamma qui est définis pars nous, on a;

110 = g [ = )

Définition 1.11. [T1] Soit f € L'(]a, b[) une fonction intégrable sur |a, b|. L'intégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville a gauche d’ordre o > 0 de la fonction f est définie par :

W ot (12 1)(0) = g7 [ (=7

()

De méme maniere, on définit l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville 4 droite d’ordre oo > 0 de la
fonction f, par :

v .t (5-N0) = s [ (7= 0" )

Cas particuliers :Vt €]a, b];
{ I+ )() = f(2),
(I-£)(t) = f().

Théoréme 1.8. [2] Soit f € L*(]a,b]), pour tout o > 0, I, f, I  existe tels que :
(I3 ), (L5 f) € L'(Ja, b]).
Proposition 1.4. [2] Soit o > 0, 3 > 0, et soit f € L'(]a,b[). Alors :
SN = I I f = IR f = 1 I f = LS

Proposition 1.5. [2] Pour o > 0,5 > 0,0na:

(12 = ™) () = o = )

et

(1 0= 07 1) (0 = gy 0= 07

Proposition 1.6. [7] Soit o > 0, notons que les fractions de l'intégration des opérateurs sont bornées
dans L*([a,b]), i.e. on a les estimations suivantes :

(b—a)
Ia p< - < Dy .
i1z (s ) 10 (13)
et
et (b — a)a
— p< —_———— P. .
155l (s ) 151 (1.4
Université de M’sila Solution faible d'un probleme associé a une

SADIOU Ilhem équation différentielle de type de Riemann-Liouville



1.7. INTEGRALES ET DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 10

Définition 1.12. On définit les espace des fonctions /2, (C'([a, b])) et I}~ (C([a, b])) pour o > 0 et
1 <p<oopar
a(O) ={f [ =Lve, ¢ eCla b))},
et
L(C)=A{f: f=1Lte, »eC(lab])}.

Maintenant, on définie la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville :

Définition 1.13. [11] Soit f € L'(Ja, b[) une fonction intégrable sur ]a,b[,0 < « < 1. La dérivée
fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a gauche d’ordre « de la fonction f est définie par :

1 d [ e
F(l—_a)%/a(t—T) f(T)dT.

De méme maniére, on définit la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a droite d’ordre «
de la fonction f, par :

(Dg+f) (t) =

(DN O = gy | (=07 Foir

Définition 1.14. [3] Soit f € L'(]a, b]) possede la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a
gauche D2, f d’ordre a €]0, 1] sur l'intervalle Ja, b[ si I';*f absolument continue. Dans ce cas
I est identifié a son absolument continue et D, f est définie par :

d
Dief = (1,7°F).

Plus, on pose :
D+ f=DFf.

Définition 1.15. [3] soit f € L'(]a,b]) possede la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
a droite D¢ f d’ordre « €]0, 1] sur I'intervalle Ja, b si 1,~“f absolument continue. Dans ce cas
I}~ est identifié a son absolument continue et D¢ f est définie par :

d
D f == (1)

Plus, on pose :
Dy-f =—Df.

Proposition 1.7. [8] Sia > 0,8 > 0et Vf(t) € LP(Ja,b))(1 < p< o0),ona:
(Dhrsr) ) = (12°0) (@), vt ol
et

(D 1mr) @) = (57°F) (@), vt €,

Université de M’sila Solution faible d'un probleme associé a une
SADIOU Ilhem équation différentielle de type de Riemann-Liouville



1.7. INTEGRALES ET DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

Proposition 1.8. [I8] Soit o > 0, et soit f € LP(]a,b])(1 < p < o0), alors on a les égalités suivants :

(DgsIgv f) () = f(t), Vit €a, b],

et
(Dy-Ip- ) (8) = f(t), V& €]a, bl.
Nous allons également utiliser la notion
D f=12F=(I2)""f, a>0.

Proposition 1.9. [2] Pour o > 0,3 > 0,0ona:

(D2 (6= )Y () = =2 e,

-
et
(08 00" 0= 2 -

Théoréeme 1.9. [5]

1. Sia>0,etp>0,onal® f, I3 f € LP(]a,b]) pour toute f € LP(]a, b[).
1

2. Sia > 0,p > 1letp > -, alors la fonction I3, f et I}" f sont continues sur |a,b[ pour toute

f € LP(]a,b]).

Université de M’sila Solution faible d'un probleme associé a une
SADIOU Ilhem équation différentielle de type de Riemann-Liouville



CHAPITRE 2

ESPACE DE SOBOLEV FRACTIONNAIRE DE
TYPE DE RIEMANN-LIOUVILLE

<€e chapitre présente quelques définitions et propositions des espaces fonctionnels AC"(]a, b])
et AC;""(]a, b]) et aussi 'espace de Sobolev fractionnaire.

2.1 Espaces fonctionnels AC'"(]a, b]) et AC,*"(]a, b])

Définition 2.1. [6] On note AC”(]a, b]) 'ensemble de toutes les fonctions f :]a,b[— R qui ont

la représentation :
c a N
F(0) = Frgy =0+ Lveld). 1)

avec (¢, ) € R x LP(]a, b]).

Définition 2.2. [6] On note AC,""(]a,b[) 'ensemble de toutes les fonctions f :Ja,b[— R qui ont
la représentation :

£(t) = % (b— 1)+ I ), 2.2)

avec (d,v) € R x L*(]a, b]).
Théoréme 2.1. [6] Soit 0 < a < 1 et soit f € L'(Ja,b]), alors f possede une dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville & gauche d’ordre o sur l'intervalle a, b, si et seulement si f € AC (Ja, b]), qui ont
été représenté par I'égalité .
Dans ce cas,
(1= f)(a) =c,

vt €la, bl; (Dg+ F)(1) = ¢(1).
Théoréme 2.2. [6] Soit 0 < a < 1 et soit f € L'(|a,b]), alors f possede une dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville a droite d’ordre o sur l'intervalle |a, b, si et seulement si f € ACbOi’l (Ja,b]), qui ont

12



2.2. INTEGRATION PAR PARTIE 13

été représenté par 1'égalité (2.2).
Dans ce cas,
(L= f)(b) = d,

Vi €a, bf; (D= () = ¥(1).
Remarque 2.1. .

a) Il est facile de voire que théoreme 2.2/ implique la suivante (pour tout 1 < p < oo ) : f
possede la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche D2, f € L?(]a, b[) si et
seulement si f € AC?"(]a, b[), représenté par 1'égalité (2.1).

b) 1l est facile de voire que théoreme 2.2 implique la suivante (pour tout 1 < P < o0 ):
f possede la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a droite D;" f € LP(]a, b[) si et
seulement si f € AC,""(]a, b[), représenté par 1'égalité (2.2).

Proposition 2.1. [3] Soit 0 < o < 1letsoit 1 < p < oo. Alors on a linclusions AC:"(]a,b]) C

L(Ja, b]) et AC®®(Ja, b]) C L9(Ja, b]) pour toute 1 < q < %

2.2 Intégration par partie

Proposition 2.2. [6] Si0 < a < 1, f € C(]a,b]) et f(b) = 0alors I,=*f € C(Ja,b]), (I,=*f) (b) =0,
et
Dy f=1-"(Dy f) =1,-*(=D"f) € CJa,b]).

Par conséquent, f € I (C(]a, b[)).
Démonstration. Si f € C(]a,b[) et f(b) =0, alors :

f(t) =1 (Dy-f) ()

& I20f(t) = 1,21, (D, f) (t)
=1, 1,-* (D, f) (t)
= -1~ (=D'f) (1)

I LA (0) = I L (D) (1)
(1) = I (~D'F) (1)
D £(t) = 11 (=D'f) (1)
Cela signifie a travers le théoreme 1.8 I,-*f € C(Ja,b]) et D¢ f = I=*(=D'f) € C(Ja,b]) et

(1,=2f) (b) = 0.
D'ott f € I (C(]a, b])). 0

Université de M’sila Solution faible d'un probleme associé a une
SADIOU Ilhem équation différentielle de type de Riemann-Liouville
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. 1 1
Théoreme 2.3. [7] Soient o > 0,1 < p < 00,1 < ¢ < o0 avec — + — < 1+ « (en outre, nous
b q

1 1
supposons que p > 1 et ¢ > 1lorsque — + — =1+ «a). Alorson a :
p q

/ f@) (I-9) (t)dtZ/ (Ig+ f) (W)g(t)dt, Vf e L (Ja,b]), g € L(Ja,b]).

Théoréme 2.4. [6] Si0 < a < 1, alors :

/ £(t) (Dgg) (1)t = / (D2, 1) (Dg(D)dt, Vf € AC (Ja,b]) et Vg € CP(ab),  (23)

satisfaisant condition aux limites g(a) = g(b) = 0.

Démonstration. Soit f € AC? (Ja,b]) de I'équation de sort que (¢, ) € R x L'(]a,b[),ona:
/f (Dgg)(t)dt = /f HI= (D} g)(t)dt
_ \a—1 l1-« 1
- [ (st ar + ) 5oL g

' ~171-a/ 1 ’ - L
:/a F(a)(t—a) I (Db—g)(t)dt+/a I8y o(t) I,=* (Dy-g) (t)dt

C

’ b
= o) /a (t— a)a—ljg_a(D;_g)(t)dth/a I¢ (), *T,-Dy_g(t)dt

— el 1D} gla) + [ I ot gt

— clp 11Dy gla) + [ I ()0t
=cl}- D} g(a / D IS p(t)g(t)dt

= cgla) + / D2 (t)g(t)dt

b
_ / Do, f(t)g(t)dt, Vg€ C=(la,b]).

) 1 1
Théoreme 2.5. [3] Soit 0 < —<a<1,0< - < a< 1, alors:
b q

| 1@ (D5-9) (e = (15°0) (@)gta) = £0) (19) )+ [ (D21) (Dg(t)er
’ Vi € AC?(Ja,b]) et Vg € ACTU(Ja,b).

Démonstration. [3] Représentent les fonctions f et g par les équations (2.1)) et (2.2) respective-
ment de sort que (¢,p) € R x LP(Ja,b]) et (d,¢) € R x Li(]a, b|). L’hypothese 0l<-<axl
p

Université de M’sila Solution faible d'un probleme associé a une
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1

—

garantit que 1 < p’ < . lors AC;"(Ja,b]) C L¥ (Ja, b]), alors :

b b
/ £() (DS g) (t)dt = / F(t)yo )t

_ / (Nca) (t—a) ' 4 Im(t)) b(t)dt

C b a—1 ’ o
- e / (t —a)* " (t)dt + / I3vo(t)p(t)dt

b
= (I8 ) (a) + / 12 oty (b)dr,

t
¢ b b
/ (D2, f) (B)g(t)dt = / o(B)g(t)dt
b d a—1 «
- [ew (@w—t) +Ibw<t>) i
d b a1 b N
- o / () (b— £t + / (D)2 G(t)dt
b
— (50 () + [ Inetude
Dong,

| 0 (D) (0 = (D3 a0 dt = el )@) + [ T2ep®vtde = d(T5e) (0) ~ [ Tptu
— (I 0)(a) ~ d([5) O)

a)
—(1,79) () (b) + % (L) (a) (1,=%9) (B) (0 — a)*""
= (I+*f) (a)g(a) = (I=*g) () (1),
puisque
o - 1 a—1 o . 1 a—1 _ l1—a
(avp) (0) = J) = pyeb—a)" " (v) @) = gla) = prd(b—a)™ e = (1;+°f) (a) et
d= (I"%g) (b). O

2.3 Espace de Sobolev fractionnaire

Définition 2.3. [6] Soit 0 < a < 1 et soit 1 < p < oo, 'espace de Sobolev Walf’ (Ja, b]) est défini
par:

W!P(Ja, b)) = {u € LP,3g € LP Vg € CX(]a,b]), tel que / u(t)Dp-(t)dt = / g(t)gp(t)dt} :

Université de M’sila Solution faible d'un probleme associé a une
SADIOU Ilhem équation différentielle de type de Riemann-Liouville
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g = u%, est appelé la dérivé a gauche au sens faible de u d’ordre o €]0, 1].

Remarque 2.2. [6] Si ¢ € C(Ja,b[), ona: D} o = —D'o = —¢/, les dérivées faibles fraction-
naire a gauche v/, de u coincident avec la dérivée faible classique v’ = D'u, donc:

WP (la, b)) = W'*([a, b]) = AC*(Ja, b]) = AC, 7 (]a, b])
Théoréeme 2.6. [6]/ Si0<a<letl<p<oo,ona:
WeP (Ja,b) = AC(Ja,b]) 1 L(Ja, b).

Démonstration. Siu € AC¥(Ja,b]), de la théorémeR.1jon a: D% u € LP(]a,b]), et de la théoreme

R4 ona: . .
/mewwﬁé/@MWMWtWGWWﬂ%

d
ounuly =g=D%u= Efijau € LP(Ja, b]).
Donc u € W:*(]a, b]).
Inversement, soit u € W'\ (]a, b[), c’est-a-dire u € L?(]a, b]), g € LP(]a, b[) tel que :

b b
[ utt) (D) it = [ g0yt Ve € O (a b
Pour montrer que u € AC(]a,b[) N LP(]a, b)), il suffit de vérifier que u posseéde une dérivée

a gauche de Riemann-Liouville d’ordre o : D% u € LP(Ja,b[). Puisque I} *u est absolument
continue sur |a, b| et classique de ses dérivés de la premiere ordre appartient a L?(]a, b]), tel que :

/a bu(t) (Dy-s) (t)dt = / bu(t)Ibl:O‘( DL p)dt
= / bU(t)I;r“<—D1<p)dt
= /ab(fiI“U)(t)(—Dlgo)(t)dt
= —/ab(fifU)(t)(Dl@)(t)dt-
Donc,
/abU(t) (Dy-¢) (t)dt = — /abg(t)%)(t)dt, Y € C=(Ja, b]).

Alors, I'7*u € W (Ja, b]), donc I'; “u est absolument continue et classique de ses dérivés de la
premiere ordre appartient a L (Ja, b|).
D'oi; WP (Ja,b]) = ACP(Ja,b]) N LP(Ja, b]). O

Proposition 2.3. [6]

1. Si0 <a<let(l—a)p<1telque AC(Ja,b]) C LP(]a,b]).
Donc W¥(Ja,b[) = AC?P(Ja, b[) N LP(]a, b]) = AC5"(Ja, b]).

Université de M’sila Solution faible d'un probleme associé a une
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2. Si(1—a)p > 1, tel que W:P(Ja,b]) = AC:P(]a,b]) N LP(]a, b]) ce dernier est un ensemble du
fonction qui appartiennent a AC(a, b]) qui vérifie la condition (I'7%u)(a) = 0.
Démonstration. .
1. Si(l1—a)p<1l,ona:ue€ LP(Ja,b[) tel que u(t) = o) (t — )P+ 1% p(t) et € LP(Ja, b)),
d’ott 1%, ¢(t) € LP(]a, b]).

b
1l suffit de prouver que (t — z)*~* € L*(Ja, b)), i.e. / (|t — x| MPdt < .

b b
Donc; / (|t — z|*~HPdt = / It — C(]|(a_1)pdt.

b
Il faut (o« — 1)p > —1 pour l'intégral a un sens, c’est-a-dire / (|t — 2|* 1Pt < .
Alors (a — 1)p < 1. ’

2.Si(1—a)p>1,onaaussiu e LP(]a,b]) mais (t —z)* " ¢ LP(Ja,b]) et I% ¢ € LP(]a, b]).

Donc, il faut que ¢ = 0 pour que u € LP(]a, b[), de sort que ¢ = (1%, u)(a).
Ainsi; (1% u)(a) = 0.

a

2.4 Normes dans W ":"(]a, b))

Définition 2.4. [6] Soit o €0, 1], 'espace W"(]a, b]) est muni de la norme suivante :

1 a,
[ullwer= (lullZ+I1Dgsullz) 7 tel que u € WL (Ja, b)),

ott ||.|[z» désigne le classique norme dans L?(]a, ).

Théoreme 2.7. [6] La norme ||'||W1f est équivalent a la norme ||“||a,wlf donné par;

1
lllg e = (o= "u(@)l” + | DgsullZs) ™ -
Démonstration. Supposons que (1 — a)p < 1, pour u € W\"(]a,b[) ona:

u(t) = L(25 —a)* '+ I%p(t) avecc € Retp € LP(|a,b]).

[(«)

b
Jult, = |
a

En utilisant I'inégalité (1.2), on obtient :
p p—1 ‘C|p ’ (a=1)p ’ e} p
HUHLP <2 F(Oé)p (t_a) dt + ‘I(ﬁ@(t)‘ dt

_ Cp ’ a— o
< orl (F‘(cl)p/ (t—a)( P + Hlaw(t)llﬁp)-

Université de M’sila Solution faible d'un probleme associé a une
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En utilisant l'inégalité (I.3), on trouve :

_ cp P o b—a)*®
ol <27 (s [0 aperars L=0 001,

p—1 |cf? 1 _ ) (@—Dp+1 ’ » p _ (b—a)*
s2 (F(a)l’ [(a —1p+ 1(t ) : } +k ”gp(t)HLP) (k INCES 1))

< 2p—1 ’c’p 1 (b o a)(a—l)p—i-l + kaSOHp )
['(a)? (a—1)p+1 Lr

En observant que (aa + b < (a + B)a + (o + B)b), alors :

1

ullf, < 2°7! (F(a)p((a “1p+1)

+207! ( !
Pa)p((a=1)p+1)

= Laollull, s

it Lo = 20" (

(b — a)@=Dp+1 ,
Mo (la—DprD) " >

Donc

[ullyyer = Nullzo+ I DesullLy

< Laol|ullg o+ Dgs ullZ
a

(b — a)(a—l)erl + kp) Ek

(b—a)o-Dr+ 4 k) Il

= Lao (1,7 "u(a) + [ Dgsull7,)

(c= (I)7%) (a) et ¢ = D3y u)

< Lagllull s Il yos  (car [l yos= |17 u(@)|” + | DEulf, )
a a a

< (Lo 1) 0l e
< Loallull s
ol La,l = La,O + 1.

Alors,

||u||€]/;_'v_p< La,l HUHZ,W;‘f

D’autre part, nous allons prouver qu’il existe un constante M, ; > 0 de telle sorte que

HuHZ,W;;Lpg Ma,luu”a/:ip, u € W(;Jip'

Soit u € WP, et d’apres le théoreme du valeur intermédiaire il existe t €a, b], tel que :

b
(150 ) = 5= [ (1200) ().

et d’aprés I'absolue continuité, on a :

(150) () = (1370) () + [ D' (1170) (9)ds, Ve ea.b.
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Donc

b—a

|(]i+_o‘u /| ‘ds—l—/ | D& u(s)| ds

< b—||fl+O‘UIIL1+||DQ+U||L1
d’apres l'inégalité (1.3), on trouve :

1 (b—a)t™™

(1170) (O] < =5 Fg gy Ml HIDG s, vt €la b
b—a)”
< Fg s lullo DSl

En particulier,
o b—a
@20 @] < Sl 4Dl

En répétant I'inégalité (o + 5 < (a + f)a + (a + §)b), on déduit que :

) 0] < (S ) s (85255 1) 195wl

=A™ 1 (lalls D%l
< (ks +1) Gl +1Dg )

< Moo (Jull o+ Dgsull 1) -

D’apres I'inégalité de Holder, on trouve :

| (T *w) (O] < Mao ((/gblllp/ dt)pll (/ab\u!pdt>; + </ab|11”' dt>;, (/a D u\pdt);>

1
Mag b—a’\wm+@—aﬁHDﬁwm>

Mao (0= )7 Jullot (b — )7 | Dieu] )

p—

= Moo (b—a) 7 ([[ull o+ Dgrullr) ,

-

+ 1. Alors :

| (1 u) @) < MEg (b= )" ([[ull ot | Dl )P
A partir de I'inégalité (1.2), on obtient :
| (13 u) )" <27 Mo (b= o) ([l +]| D ullfs) -

Donc :
[ullf gyor = [Lox“u(@)]” + 1DG-ullf,
<2 Mo (b= o) ([fullf + D ullfy) + 1DG ulg
=27 MG (b= a)" Jlullfe+ (27 ME, (b= @)’ + 1) |1 DGl
Université de M’sila Solution faible d"un probleme associé a une
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D’aprés l'inégalité (o + 5 < (o + f)a + (o + ()b), on trouve :
el yyop < (271 ME (b= @)™ + 1) ull7,
+ (207 M2y (b—a)P " 4+ 1) || D2ullh,
< (27'ME, (0= o) + 1) (lull+ Deullf,)
= Maallulfyes
oit My, =2"""ME o (b—a)’ ™t + 1.
Donc la norme ||. HWa » équivalent a la norme [Ju|” wer-

eSi(1—a)p =1, alors WP (la, b)) = AC(a, b[) N L*(]a,b]) ce dernier est un ensemble du
fonctions qui appartiennent a AC"(]a,b[) qui vérifier la condition ¢ = (I'"*u)(a) = 0, nous
avons

lullfe = gl
de l'inégalité (1.3), on déduite que :
(b—a)?
|| ||LP X ﬁ”gpu
o (b B a)ap « p -
= m||Da+u”Lp (Dgru = @)
< La,OHustjfu
(b—a)°
ot Lao= T(a+1)
D’ou

[l = llullzo+ 1 DG ullZ,
(l
\ aOHquWQP—’_”D UH

= Laollullg wep+ully e

= La 1||u”a W
ol La,l = La70 + 1.
Alors :
||u||€va<,lp< L s a,WanH avec La71 > O
D’autre part, on a(/,; *u) (a) = 0 alors
lallg e = I DG ullLs
< ol

< Ma71||u||€l/a<;p, et MOé,l = ]_-

Enfin, ||u||}« 7 équivalent a la norme ||ul” wer:

La prouve est terminée. [
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2.5 Quelques propriétés de W ':"(]a, b])

Théoréme 2.8. [6] Pour a > Oet 1 < p < oo, I'espace Wi (Ja, b) muni des les normes ||.||ye» et
[ -[|a e est complet.

Démonstration. [6] Soit 0 < o < 1, il suffit de montrer que Wi*(Ja, b[) muni de la norme ||. ||,y

est complet.

Soit {u, } € W:"(]a, b]) est une suite de Cauchy, alors on a {u,} € AC"(]a,b[) N L?(]a, b[) donc,
{u,} est une suite de Cauchy dans L?(Ja, b[). Puis {I!7%u(a)} et {D% u,} sont des suites de
Cauchy dans R et L?(]a, b]) respectivement. Ainsi L”(]a, b[) est un espace complet alors il existe
les fonctions u et u* dans L?, tel que

U, — u dans LP(]a,b]),
(avec n — o0)

D¢ u, —u®  dans LP(]a,b]).
En écrit :

unt) = = I17u(a) (¢ — )™ + (), pour toute i, € L7((a b)),

I'"®uy(a) = I'7%u(a)  dans  LP(Ja,b]),
I% 0, = I% ¢ dans LP(]a,b]),

puisque ¢ € L?(]a, b]).
En effet, si (t — a)~ € LP(]a, b]), alors

R ) - € 1)
et 1
i (e )" < )
D’ou 1 1
ey =07 = g ela) o) pp
D’autre part, Vn; |u,| < M, on déduit que
1 1 —a M o
R @0 = S gt - o™

ce dernier appartient a L”(]a, b[), et par la convergence dominée de Lebesgue, on obtient

1
[l—a)*

1

L up(a)(t —a)™ — Ti—a)

I'Tu(a)(t —a)™™  dans L*(]a, b]).

Le méme travail pour I% ¢(t), on trouve alors

u(t) = ﬁ[{ijo‘u(a) (t—a)= + I%o(t), pour toute o € L7(Ja, b)).

Université de M’sila Solution faible d"un probleme associé a une
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Donc : u € W, ¥(]a, b]) et est la limite de {u,} dans W;"(]a, b[) muni de la norme |.[|qw=,
donné par
lnllf o= [ Lov “wn(@)|” + [ DG unl 17

D’affirmer que u € LP(]a,b]), il suffit d’examiner les cas (1 — a)p < let (1 —a)p > 1, dans

le seconde cas pour toutn € N [ 1; “uy,(a) = 0, par conséquent ¢ = 0 alors u,(t) = I% ¢, et
u(t) = I% ¢ , de pour tout ¢ € LP(Ja,b]) ona
Pn — @,
d’ou
Ic?"’ Pn — I at P
conclure la prouve. O

Remarque 2.3. Soit 'application identité i : (W;‘f : H'HW"‘f) — (Wff : H'Ha,W“f) est un homéo-
morphisme linéaire .

Théoreme 2.9. [6] Pour v > O et 1 < p < oo, l'espace Wi (la, b]) muni des les normes ||.|ly-» et
|- la,wer est réflexive.

Démonstration. [6] L'espace produit E = L?(]a,b[) x LP(]a, b]) et considérer I'espace W " (]a, b])
muni de la norme ||.||ye». On définit I"opérateur suivant :

Wi —E
u — (u, DS )
1

En remarquant ||T(u)||g= (||ul|7,+| D% ullf,)? = ||uHWap d’ou T est un isométrie. D’autre part,
T (W) est un sous espace fermé dans E. Il en résulte (cf.]l6].Corollairel partieV.7.3]) que
T (W) est réflexif, et par conséquent W::” est aussi réflexif.

A partir de l’équivalence des normes, il s’ensuite que W”(Ja,b[) avec la norme ||-Ha,wjf est
également réflexive (d’apres Remarque 2.3 et utilisation [[9].Remarque 1 partie V.7.3] ). H

Théoréme 2.10. [6l] Pour o« > 0 et 1 < p < oo, l'espace W *(]a, b[) muni des les normes ||. HW‘”’ et
||| o,y est séparable.

Démonstration. [6] En effet ’espace produit et considere ’espace W:"(]a, b[) muni de la norme
|- [[wer et aussi I'opérateur 1" défini dans la preuve de théoreme au-dessus. On remarque que

1T (w)|e= (||ull7,+] Dl )11’ = |[ullwep, d’oti T est une isométrie. D'autre part, T(Wo"p) est
séparable entant que sous-ensemble de Eun espace séparable, et par conséquent W ;" est sépa-
rable muni de la norme |. ||Wa ». Depuis 1'équivalence des normes ||. ||Wa ret ||, we implique
la séparabilité de W "(]a, b[) muni de la norme ||. Ha,wjf(d apres Remarque 2.3 et utilisation
[[O].Remarque 1 partie V.7.3] ). ]
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CHAPITRE 3

ETUDE D’UN PROBLEME AUX LIMITES
ASSOCIE A UNE EQUATION DIFFERENTIELLE
DE TYPE DE RIEMANN-LIOUVILLE

% out au long de ce chapitre, on va étudier 1'existence et l'unicité des solutions faibles des
problémes associé a une équation différentielle de type de Riemann-Liouville par appli-
cation du méthode formulation variationnelle et le théoreme de Lax-Milgram et Stampacchia.

3.1 Cadre théorique

H désigne un espace de Hilbert et I’ son dual topologique.
Nous considérons une formulation variationnelle du probleme a deux points :

Trouver x € H tel que a(x,y) = L(y) pour tout y e H (3.1)

Il faut que a et L soit vérifiées :

1. L(.) est une forme linéaire continue sur H, c’est-a-dire que y — L(y) est linéaire de H
dans R et il existe un constant M > 0 tel que

|L(y)| < Mly|| pour tout y € H;

2. a(.,.) est une forme bilinéaire sur H, c’est-a-dire que * — a(z,y) est une forme linéaire
de H dans R pour tout x € H, et y — a(z,y) est une forme linéaire de H dans R pour
touty € H;

3. af(.,.) est continue, c’est-a-dire qu'il existe une constante c telle que
la(z,y)| < c||z||||y|| pour tout x,y € H; (3.2)
4. af.,.) est coercive, c’est-a-dire qu’il existe une constante o > 0 tel que

a(y,y) = ao|ly||* pour touty € H. (3.3)

23
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Théoreme 3.1. (Théoreme de Lax-Milgram)[4] Soit a(x,y) une forme bilinéaire, continue et coercive
sur H. Alors pour tout f € H' il existe x € H unique tel que :

a(z,y) =< f,y>, Vye€H.
La démonstration de ce théoréeme est basée sur le théoréme suivant :

Lemme 3.1. (représentation de Riez-Fréchet)[4] soit f € H' il existe x € H unique tel que :
< fyy >=(x,y), Vye H.
De plus || flla= [l -

Démonstration. Pour tout z € H,'application y — a (z, y) et une forme linéaire continue sur H :
par conséquent, le théoreme de représentation de Riesz-Fréchet entraine qu’il existe un élément
de H, noté A(z), tel que

a(z,y) = (A(x),y) pourtouty e H

Par ailleurs, la bilinéarité de a(z, y) implique évidemment la linéarité de 'application z — A(y).
De plus, en prenant y = A(x), la continuité (3.2) de a(z,y) montre que

IA@)II*= a (z, A(z)) < cllz[[[|A)]l,

c’est-a-dire que ||A(z)||< ¢||z|| et donc © — A(x) est continue. Une autre application du Théo-
réme de représentation de Riesz-Fréchet implique qu’il existe un élément de H, noté f, tel que
[/ ll= L[ r et

L(y)=(f,y) pourtoutye H

Finalement, le probléme variationnelle (3.1) est équivalent a :
trouver x € H tel que A(y) = f.

Pour démontrer le théoréme il nous faut donc montrer que 1’opérateur A est bijectif de H dans
H (ce qui implique I'existence et 1'unicité de x) et que son inverse est continu (ce qui prouve la
dépendance continue de u par rapport a L). La coercivité (3.3) de a(z, y) montre que

alz|*< a (@, z) = (A(z),z) < [ A@)][l],

ce qui donne
allz||< ||A(z)||  pour tout x € H (3.4)

alors A est injectif. Pour montrer que A est surjectif, c’est-a-dire que Im(A) = H, il suffit de
montrer que Im(A) est fermé dans H et que Im(A)* = {0} . En effet, dans ce cas on voit que
H = {0} = (Im(A)Y)* = Im(A) = Im(A), ce qui prouve bien que A est surjectif. Soit A(z,)
une suite dans Im(A) qui converge vers b dans H. En vertu de on a

allzn = zpl[< [ A(zn) — Azl

qui tend vers zéro quand n et p tendent vers l'infini. Donc z,, est une suite de Cauchy dans
I'espace de Hilbert H, c’est-a-dire qu’elle converge vers une limite x € H. Alors, par continuité
de A on en déduit que A(z,) converge vers A(z) = b,i.e. b € Im(A) et Im(A) est donc fermé.
D’autre part, soit H € Im(A)*; la coercivité de a(z,y) implique que

allylP< a(y,y) = (A(y),y) =0,

c’est-a-dire que y = 0 et Im(A)*- = {0}, ce qui prouve que A est bijectif. Soit A~! son inverse :

l'inégalité (3.4) avec © = A~'(y) prouve que A~' est continu, donc la solution = dépend conti-
niment de f. O
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Remarque 3.1. [4] On suppose en plus que la forme bilinéaire est symétrique a(z,y) = a(y, x)
pour tout z,y € H, alors x caractérisé par la propiété,

vett ali— [ st = {1l [ e

Théoreme 3.2. (Stampacchia)[4] Soit a(x,y) une forme bilinéaire continue et coercive. Soit K un
convexe fermé et non vide.
Etant donné L € H', il existe x € K tel que pour tout y € K,

a(z,y — ) > Ly — ). (3.5)

Lemme 3.2. (Théoréme de point fixe de Banach-méthode des approximation successives de Picard)[4]
soit X un espace métrique complet et soit S : X — X une application telle que

d(Sth:yg) < Kd <y17y2>7 Y1,Y2 € X avec K < 1.

Alors S admet un point fixe unique, v = Sz.

Démonstration. [4]
D’aprés le théoreme de représentation de Riesz-Fréchet il existe f € H tel que

Ly)=(f,y), yeH.

D’autre part, pour tout z € H fixé, 'application y — a (z, y) est une forme linéaire continue sur
H, et grace au théoréme de représentation de Riesz-Fréchet il existe un élémet de H, noté Ax
tel que a (z,y) = (Az,y)Vy € H. 1l claire que A est un opérateur linéaire de H dans H et que

|Az| < clz|] VYxe H
(Az,z) > alz| Vre H
Le probleme 3.5 revient a trouver z € K tel que
(Az,y—2) > (f,y—2) VyeK (3.6)

d’ou
(f—Az,y—2)<0 Vye K

Soit p > 0 une constante qui sera fixée ultérieurment. L'inégalité (3.6) équivaut a

(pf —pAz+o—z,y—2)<0 VyckK
x = Pk (pf — pAx + ).

Pour tout y € K, on pose Sy = Pk (pf — pAy + y). Monteront que si p > 0 est convenablement
choisi alors S est une contraction strict, i.e. il existe K < 1 tel que

[Syr = Sya| < K [y1 — 92| Vyr, 42 € K
En effet, d’apres proposition 1.1

1Sy1 — Sya| < |(y1 — y2) — p (Ayn — Aya)|
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et donc

|Syr — Syl °

<y — vol” = 2 [yr — pal* + P2 |y1 — v
< (1=2pa+p°P) 1 — 1ol
on doit choisie p > 0 tel que

K?=1-2pa+ p*c* < 1

donc
p (pc2 — 2a) <0
d’ou
2a
c
on voit que S admet un point fixe unique O

Exemple 3.1. On veut résoudre le probléme suivant :

() +x(t) = f(t) sur]0,1],
{ z(0) = o, 2(1) = B (3.7)

avec o, € R donnés et f fonction donnée.
Dans l'espace H = H'(]0, 1[) on introduit le convexe fermé

K ={ye H;y(0) =a,y(1) =p5}.

On va montre, si f € L*(]0,1]), le probleme est formellement équivalente au probléme varia-
tionnelle. On commence par multiplier I'équation (3.7) par y — z oty € H et integre par partie,
on trouve :

/0 2 (O)(y(t) — 2(t))dt + / £(t) (y(t) — () dt = / FO)w(t) — x(t)dt Yy € K

Donc
/0 £ (B (t) — x(t))dt + / £(t) (y(t) — (t))dt > / () — x(t)dt Yy € K
Alors . )
a(e,y— o) = / £ (O)y(t) — x(t))dt + / £(t) (y(t) — x(t))dt
et

b
Liy—a)= / O w(t) — x(t))dt.

Maintenant, consulter régulierement les condition de la théoreme de Stampacchia.

1. Sil’on cherche a calculer le point fixe par une méthode on a intérét a choisir p < 3—3 (qui minimise K) pour
accélérer la convergence des itérations.
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a) af.,.) est bilinéaire sur H, grace a linéairité de l'intégrale et celle de la dérivé.

b) a(.,.) est continue. Pour z,y € H,ona:
1 1
/ (O ()t + / x(t)y(t)dt‘
0 0
1
/ 2By (t)dt
0

la(z,y) =

<

Y

/0 1 a:’(t)y'(t)dt‘ +

en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schawartz, on obtient :

la (z,y) < |2l 21y |2+l 2yl 2
< (Il 2 +l12'llz2) (lyll+1y' ] 22)

= llellallylla
c) a(.,.) estcoercive,pour z € H,ona:

o (z,7) = /01 ()t + /01 (8t

= [l2'|Z2+lllZ:

> |zl

d) L(y) estlinéaire (évident). On montré que L(y) est continue, pour touty € H,ona:

L= bf(t)y(t)dt',

d’aprés I'inégalité Cauchy-Schwartz, on a :

L)l < (/j\f(t)ﬁdtf (/ab|y<t>|2dt)é

< I fllzellyllz2,
alors,

1L (y)l < Myl 2

<
< Mlylla-

D’ot la continuité de L.

e Pour ramonter a une solution classique dans (3.7) y = = + h avec h € H, et on obtient :

/0 20 (t) — x(t))dt + / £(t) (y(t) — ()t = / F(0)(u(t) — (),

alors :

/ 1 o ()R ()dt + / 1x(t)h(t)dt: / 1 FOB)t e H
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/0 —a(t)h(t)d+ / e(O)h(t)dt+(1) (y(1) — 2(1))—2(0) (y(0) — 2(0)) = [ F(h(t)dt h e HE

on trouve

() +x(t) = f(t) pp. (3.8)
Revenant ensuite a (3.8), il reste z(1) (y(1) — z(1)) — (0) (y(0) — 2(0)) = 0,Vy € H', comme
y(1) = fety(0) = o on déduit que z(1) = z(0) = 0.
Enfin, le probleme admet une solution unique.

3.2 Cas des conditions mixtes homogeénes

1
Soit o € }5, 1} ,a,b € Ret f € L*(Ja,b]). On commence par le probleme a deux points

suivants :
{ DD x(t) +a(t) = f(t) ,t€la,b], (3.9)
D¢ x(a) = 0,z(b) = 0. '

Le but de cette étape est seulement de trouver la formulation variationnelle vérifira 1'équi-
valence précise avec (3.9).

L’existence et l'unicité est montrée dans les étapes suivantes :
I) Choisir de 1’espace :
On pose :

H={zxeW*(a,b)); x(b)=0}.
H un sous espace fermé de 'espace (W (Ja, b)), ||. Hwaf).

En effet, pour une suite z,, € H C W *(Ja, b[) tend vers x € W?(Ja,b[), on a:
0 =x,(b) — z(b). Alors : z(b) = 0, i.e.x € H.
ID) Etablir de la formulation variationnelle :
On multiple I’équation (3.9) par une fonction test suffisamment réguliere y(¢), et on integre :

(Dy- D) ()y(t) + 2()y(t) = f(2)

b b
/(Db D% ) ( dt+/ 2(Dy(t)dt = /f

D’aprés le théoréme 2.5, on a :

[ (D3 D) (o)t = (1:79) (@) (D) (a) (1 (D3) 0)y(®) + [ (D) () (D) (1)
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d’ou

b b b
/ (Dy-Dge) (ty(t)dt + (1,=* (Dgx)) (b)y(b) — (1Y) (a) (Dgsa) (a)+/ w(t)y(t)dtZ/ f)y(t)dt

Sionprend y € H, on trouve :
(15:°y) (@) (D) (a) =0 (car (D) (a) = 0)

(I,=* (Dg+x)) (D)y(b) =0 (cary(b) = 0)
Alors,
a(z,y) =L(y),

ou
b

b
a(z,y) = / (D2,2) (1) (D2vy) (£)dt + / £ty (),

b
_ / ()t

e Inversement, on montre qu'une solution faible est un solution classique.
En effet, suppose que x € H, alors

a(z,y)=L(y), YyeH

[ oz @z @+ [Cpoa= [

Pour y = ¢ € C°(Ja, b[), on déduit que :

[ 0z 000 0+ [ o= [ 500

D’apres théoreme[2.4) on a :

d’ou

/ab<Ds+x><> D2, g) (t)dt = / Dy (Devx) (1) ()t

Donc :
/:wam)( ) (Devp) (1 >dt+/ dt—/ 1)
/ab(Dz“—D;’w)() <>dt+/ czt—/ 1)
[ 0Dz )42~ 100 )it =0
D’ont
(Dg D%, 2) () + 2(t) = f(t) p.p. dans a, b (3.10)
Université de M’sila Solution faible d"un probleme associé a une

SADIOU Ilhem équation différentielle de type de Riemann-Liouville



3.2. CAS DES CONDITIONS MIXTES HOMOGENES 30

Puisque = € H, alors z(b) = 0. Reste a vérifier que (D%, z) (a) = 0.
Ona:

b b
/ (Dy-Dgea) (y(t)dt = (1,°y) (a) (Dgrx) (a) = (L= (Dgi ) (b)y(b)+/ (D) (1) (Dgry) ()dt
/ (Dy-Dgex) (ty(t)dt — (1, *y) (a) (Dgs) (a) + (L= (Dgiz)) (D)y(b) = / (f(t) — () y(t)dt

b b
/ (Dy- D) (t)y(t)dt+/ (2(t) = f() y(t)dt = (1,5°y) (a) (Dgrz) (a) — (=" (Dgi)) (D)y(b)

b

/a (Dy-Dgv) (1) + 2(t) — f(1) y(t)dt = (1Y) (a) (Dgsx) (a) — (1,-" (Dgix)) (b)y(b),
de lI'équation (3.10), on obtient :

(Dy-Dgrx) (t) + 2(t) — f(t) = 0.
Alors
(7e+"y) (@) (Dg: ) (@) = (1= (Dgix)) (D)y(b) =0, y € H
c’est-a-dire
(D) (a) = 0.

Alors z est un solution de probleme (3.9).

III) Existence et unicité :
Théoréme 3.3. Le probleme admet une seule solution x € W;‘f(]a, b|).
Démonstration. Considérons en continu coercitive forme bilinéaire af(.,.) et linéarité et conti-
nuité de L(.) de sorte que

a) a(.,.) est bilinéaire, grace a linéairité de I'intégrale et celle de D, .

b) a(.,.) est continue. Pour z,y € H,ona:
b

el =| [ (D20 O D) e+ [ it

/|mw D) ( |ﬁ+/m (1)

< [1DGs 2l 2| Dy yll o+l 21y 2
<(Hl‘HL2+HD v 2) (lyll e+ 1 Dgx vl z2)

= el 9y

Puisque :

(][ 2+ Dgszl z2) (lyll o+ Dgsyllz2) = llzll z2llyll2 || 22| D+ yll 2
+ Yyl 2 (| Dgs || 2+ || Dgv || 22| D+ || 2
> ||zl 2|yl 2+ | D || 2| Dy 2

Ce qui montre que a est continuité.
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) a(.,.) est coercive . Pour toutz € H ,ona:
b b
a(z,x) = / (D x) () (Do) (t)dt —|—/ x(t)x(t)dt
= [ s+ [ o)

= | D5+l La+2ll7:

= [l

a

D’ou la coercivité de a.
d) Linéarité de L Vy;,y2 € H,V3,7 € R,ona:

b
L (B + ) = / £ (Bun(t) + vue(t)) dt

—5/1" ut dt+7/f ot

= BL(y1) + VL (y2) -
D’oui la Linéarité.
e) Continuité de L,Vy € H

L(y)| =

b
| roma
d’aprés l'inégalité Cauchy-Schwartz, on a

ol < (/ab|f<t>|%h)é (/ab|y<t>|2dt)é

< ANz llyll e

ona f € L*(Ja,b]),d’ott  ||f]|r2< M.
Alors,

1L (y)] < Myl 2

<
< Mllyllyep-

D’ou la continuité de L.
De a),b),c),d) et e) le probleme (3.9) admet une solution unique. O

Université de M’sila Solution faible d"un probleme associé a une
SADIOU Ilhem équation différentielle de type de Riemann-Liouville



3.3. CAS DES CONDITIONS INTEGRALES HOMOGENES 32

3.3 Cas des conditions intégrales homogenes

On considere le probleme suivant :

{ Dp D2,a(t) + ot
;D2 x(a) =

I{t) .t €la,bl,

) =
0, Toya)= 0. (3.11)

La solution est établit dans 1'espace :
H={yeWg(la.bD); 1,-(a) =0},

c’est un sous-espace fermé de W (]a, b).
En effet, pour une suite z,, € H C W*(Ja, b[) tend vers = € W?(]a, b]).
En utilisant théoreme de convergence dominé de Lebesgue :

I, (t) — I'T%(t), Vt €]a, b.

Donc :
0= I'7%,(a) — x(a). Alors: I'T%z(a) = 0,i.e.x € H.
Formulation variationnelle :
Pour trouver la formulation variationnelle on multiple 1'équation par une fonction test
suffisamment réguliere et on integre par parties, on déduit que

/ab (Df- Do) (B)y(t >dt+/ £)dt = / 1)
d’ont

b b
[ oD @t [ i+ (7 D) 000) - (159) (@ (D) @) = [ 10
En utilisant les conditions aux limites, on trouve :

a(z,y) =L(y),

ou
b

a(z,y) = / (D2,2) (1) (D2vy) (£)dt + / 2(t)y(t)dt,

b
- / ()t

eInversement, on suppose que = € H, alors

a(z,y)=L(y), VyeH

[ 0z @z @ [ = [ s

Pour y = ¢ € C2°(]a, b]), on obtient :

/ (D8.2) (1) (D2p) ()t + / )t = / 0
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Donc
/a (D2 2) (1) (DR ) (1)t + / i / £
/:(D?fom)() ()dt+/ dt_/ £
/ab ((Dy-Dgix) (t) + x(t) — f(t)) ¢(t)dt = 0
D’oi

(Dy-D& ) (t) + x(t) = f(t) p.p. dans [a, b]. (3.12)

Puisque z € H,ona: (I'7%y) (b) = 0. Reste a vérifier que (I,~* (D%.z)) (b) = 0.
Ona:

b b

/ (Dy-Dgea) (y(t)dt = (1,2°y) (a) (Dgrx) (a) — (I,=" (D5 ) (b)y(b)+/ (D) (1) (Dgry) ()dt
b b

/ (Dy-Dgva) (y(t)dt — (1,2°y) (a) (Dgi) (a) + (1,=* (Dgs)) (b)y(D) =/ (f(E) = x(t)) y(t)dt

[ o pz) Qw0 - 50wt = (115) (@ (D) @)~ (3 (D32) (100
d’ot,
[ 05Dt + 2(0) - S0t = oy D) ~ DR 00
de I'équation (3.12), qui donne :
(Dy-D& ) (t) + x(t) — f(t) = 0.
Enfin,

(Z:+°y) (a) (Dgs) (a) — (L= (Dgi ) (D)y(b) =0, yeH

c’est-a-dire
(I1 o (Da+x)) (b) = 0.

Alors z est une solution de probleme (3.11)
Théoreéme 3.4. Le probleme admet une seule solution x € W (Ja, b).

Démonstration. A travers les condition de Lax-Milgram atteint en haut, on conclure que le pro-
bleme (3.11) admet une solution unique. O

Remarque 3.2. De méme maniére, on peut traiter le probleme avec les conditions :

z(a) =0, ([:7%) (a) =0.
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3.4 Cas des conditions non homogeénes

On considere le probléme linéaire non homogene a deux points suivant :

Dy Dgya(t) + a(t) = f(t) ,t €la,b],
{ b I'"*x(a) = C,z(b) = D, (3.13)

ou C, D € R. Nous utilisons le théoreme de Stampacchia qui rapplé au-dessous.

Proposition 3.1. L’ensemble
K = {z € W(Ja,b]); 1.7 x(a) = C,z(b) = D}
est un sous-ensemble non vide fermé et convexe de Wff(]a, b|).

Démonstration. La convexité de K est
Yo,y € W (la, b)), 3 €]0, 1[:

7o (1= N z(a) + Az(b) < (1= A) L' (a) + M % (a) = (1= X)) C+ AC = C,

(1=XNab) +ybd) <(1-XND+AD=D.
On va suivre les mémes procédures au dessus pour montrer que K est fermé. O

Théoreme 3.5. [3] Si « €]0,1], f € L'(Ja,b]), g € L*(]a, b]) alors

b
/ (f@Oh(t) + g(t) (Dg+h) () dt =0 h € CZ(Ja, b]),

puis g possede un dérivé fractionnaire a droit et (D%, g)(t) = —f(t),t €]a, b], p.p.

Démonstration. Pour tout h € C(Ja, b]), h(t) = (I ') (t),t €la,bl,ona (I.7%h) (t) = (IL 17N (t)t €

Ja,b, ou I'7*1 € L*>(Ja,b]) C L'(Ja,b[). Ainsi, I,;“h a absolument continue. Puis, h possede
une dérivé fractionnaire a gauche au sens de Riemann-Liouville donné par D% h = I'[*h' €
L>(]a, b]). Conséquent, nous avons de théoreme 2.4

/ g9(t) (D h)(t)dt—/ (D2 g) (H)h(t)dt = 0

/() o b ( dt+/f
/f dt+/ g(t) (71 (8)dt = 0

en utilisant théoréme 2.3, on trouve :

d’oul,

/ FOh(t)dt + / (I1=2g) ()W (t)dt =0, Yh € C>(Ja,b]).

La preuve est complet. O
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Théoreme 3.6. [3] Le probleme linéaire a une solution unique v € W?(Ja, b]).

Démonstration. [3] Le théoreme de Stampacchia donne 1'existence d"une fonction z € K telle
que
a(z,y—z)=L(y—x)

et donc

/ (D2, ) (E)D%% (y(t) — (t)) dt + / £(t) (u(t) / F(0) (u(t) — x(t) dt Yy e K

On utilise I'inégalité précede avec fonction z = y £ h € C°(Ja, b[), on obtient :

b b b
/ (Dgs) () Dgs (y(t) — y(t) + h(t))dt+/ z(t) (y(t) — y(t) + h(t)) dt > / f@) (y(t) —y(t) + h(t)) dt

d’ou

/ab<Ds+as><><D h)()dt+/ /f

Ensuite, on utilisant le théoreme (3.5) en déduit

b b
/ (D2,2) () (D2 ) (£)dt + / (x(t) — F(O) h(B)dE =0 Yy € C=(Ja, b]).

Alors, il existe € K unique solution de (3.13). O
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Résumé

Dans ce travail, on a étudié trois problemes aux limites, associés aux
équations différentielles d’ordre fractionnaire. On a donné d’abord le cadre
fonctionnel lequel les espaces de Sobolev fractionnaire. Ensuite, on a pruvé
Iexistence et I'unicité en utilisant la formulation variationnelle et le théoréme
Lax-Milgram sur les deux problémes avec des conditions homogene mixtes et
intégrale, et théoréeme Stampacchia sur le probleme non homogene.

Mots clés : Probleme aux limites, Espace de Sobolev fractionnaire, Lax-
Milgram, Stampacchia.

Abstract

In this work, we have studied three boundary value problems associated
at differntial euations of fractional ordre. First, we are established the func-
tioonal aspect, wich is the fractional Sobolev spaces. Next, we used the
variationnal formulation and The Lax-Milgram theorem for the problems of
homogeniuous mixt and integral conditons, and the Stampaccia theorem for
the problrm with nonhomogenious conditins

Keywords: Boundary value problem, Fractional Sobilev spaces, Lax-
Milgram, Stampacchia.
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