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Notations :

F, : corps fini d’ordre ¢

Car(k) : caractéristique de F

o [K:F, :dimention K de sur F,
e [, : matrice unitaire d’ordre k

e H!:transposé de H

e C : code

C' : courbe algébrique

C’f : fermeture projective

C(K) : ensemble de tous K —points rationnels sur C'

e D : diviseur sur C
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Introduction

Dans les années 1980, Le mathématicien russe Goppa a lié les codes aux courbes alge-
briques, ce qui a conduit a une évolution de la théorie du codage, depuis lors; I'intérét de
nombreux mathématiciens s’est tourné vers ce domaine.

Tsfasman, Vladut et Zink utilisent 1'idée de Goppa pour prover 'existance de code de meilleurs
parameétres que ceux assurés par la borne de Gilbert-Varshamov. Maintenant, I’essentiel des
travaux sur les codes géomitriques sur des courbes algébriques recherchent un algoritheme de
codage plus rapide et efficace.

Danc ce mémoire, on s’intéresse a étudier I'utilisations du codage sur des courbes algebriques.
Le premier chapitre est un chapitre d’introduction de corps finis et codes ou présenté quelque
définitions et propriétés fondamentales.

Le deuxiéme chapitre est consacré a ’étude les courbes algébriques et on va voir certaines no-
tions, propriétés et théorémes qui sont plus importantes, en fin on va décrire la constraction

des codes géométriques.



Chapitre 1

Notion de base sur codes et corps finis

Dans ce chapitre, nous donnons les définitions et les concepts de base, nous commencons

par les corps finis, nous passerons ensuite a les codes.

1.1  Corps finis
On commence cette section par des définition de base concernant les anneaux et les corps.

Définition 1.1. Un anneau est un triplet (A, +,.) tel que
(1) A est un ensemble non vide,
(2) Uadition” +7 et multiplication ”.” sont deux lois internes dans A vérifiant :
(2-1) (A,+) est un groupe commutatif ;
(2-2) 7.7 est associative : Vx,y,z € A (x-y)-z=x-(y-2);

2-3) 7.7 distributive par rapport & la loi "+" Vx,y,z € A,
)

r(y+2z2)=zy+zz

(r+y)z=x2+4+y.z2

Remarque 1.1.
(1) 0 est I’élément neutre de (A, +) appellé le zéro de A;

(2) Silaloi "." posséde un élément neutre noté "1", on dit que A est anneau unitaire et 1

est 'unite de A ;



(3) Si"." est commutative, on dit que 'anneau A est commutatif.
Exemple 1.1. (Z/nZ,+,.) est 'anneau des entiers modulo n.

Définition 1.2. Un corps est anneau unitaire non trivail (A,+,.) tels que tout élément

xz € A\ {0} est inversible.

Définition 1.3. Un corps finis est un corps qui posséde un nombre fini d’éléments, on note un
corps fini d’order q par F, (Field of ordre q) ot GF(q) ( Galois field of order q).

Un corps fini est de caractéristique premier.

Proposition 1.1. 1. Tout corps fini de caractéristique p (premier) est extension du corps
F,=2Z/pZ
2. 8i K un corps fini d’ordre q alors ¢ = p™ ot p = car(K) est premier et n = [K : F,] > 1.
3. Si K est un corps fini d’ordre q alorsVx € K z9=ux .
Théoréme 1.1. Soit n,m € N*| p premier m/n < Fr CF)
Exemple 1.2. On détermine tous les sous corps de Fi5 = Fou
Ona Fom CFu e m/ieme{l,24}.

Donc les sous corps de Fig sont [y, Fo2 = Fy, Fyg.

1.2 Codes

Nous commencons ce section par généralités sur les codes, ensuite nous passerons a les codes
linéaire, et donnons les principales bornes sur les codes, enfin nous donnons la définition est les

proncipales propriétés des codes cycliques.

1.2.1 Généralités sur les codes

Définition 1.4. Soit F un ensemble fini dit alphabet, M et n deuz entiers strictement positifs.
On appele mot de longueur n une suite bibs...b,, ot pour touti € 1,...,n,b; € F.

Un code est donc tout partie non vide C C F" de cardinal card(C) = M, la dimension n de F™

est appelée la longueur du code.



Exemple 1.3. Soit C = {101,001} C F3 est un code de longueur 3 et de cardinal 2 sur F.

Définition 1.5. La distance de Hammang de x a y de F" est le nombre dy(x,y) défini par :

dy(z,y) = |{i € {l..n} : x; # yi}.
Exemple 1.4. Dans F3, nous avons dz(101,110) = 2.

Proposition 1.2. L’application dg : Fy x Fy — R définie par :

du(r,y) = {i € {1..n} : 2y # yi }|
est une distance sur FZ.

Démonstration. Pour tout x,y, z € Fy

(1) dy(z,y) > 0et dy(z,y) =0 x=1y;
(ii) du(z,y) = du(y, z);

(iii) dy(x,y) < dg(z,z) +dy(z,y).

O
Définition 1.6. Le poids de Hammang d’un mot x = x1, 22, ..., x,, est le nombre naturel :
Wy (z) = [{i € {l..n} : z; # 0} = d(x,0)
Exemple 1.5. Dans F3, nous avons Wy (110) = 2.

Définition 1.7. La distance minimale d’un code C est la distance minimum entre deux mots

distincts de code, c-a-d.

Exemple 1.6. On prend F, = Fy, n = 4.
Soit C = {0000, 1100, 0101,1111} C F3.
On a



dz(0000,1100) = 2, dp(1100,0101) = 2
dz(0000,0101) = 2, dpy(1100,1111) = 2
dp(0000,1111) = 4, dpy(0101,1111) = 2

donc

d(C) = min{2,4} = 2.
Définition 1.8. Le poids minimal d’un code C est lentier :

Exemple 1.7. On prend F, = Fy, n = 4.
Soit C = {0000, 1100,0101, 1111} C F4
On a W,,;,(C) = 2;

Les entiers n, M, d sont appelés les paramétre de C et on dit que C est un code de type

(n,M,d) sur FF,.

Théoréme 1.2. Un code C de paramétre (n, M, d) peut détecter d — 1 erreurs et corriger [%]

erreurs.

Démonstration. 1. Soit x € C est envoyé, y € Fy est régu.
On a d(C) = min{dy(c1,¢ca) : ¢1,¢0 € C,c1 # ¢}
y ne peut étre un mot de code de C, dy(x,y) < d — 1, dans ce cas y ¢ C il y a au plus

d — 1 erreurs.

2. Soit C = {c1,ca,...,cpr} et considérons les boules de centre de mot code et de rayan
t =41, B(ci,t), Blca,t), ..., Blew,t).
Suppose y € F;, et dy(v,y) < t.
y € B(cy,t) U B(c, t)U, ...,UB(cpr, t) done, il existe boule unique B(c;,,t) tel que
y € B(cy,,t) d’aprés la proposition pécédente ¢;, € C vérifie la minimalité de la distance

des mots de codes a y, donc y est décode par c;,.



1.2.2 codes linéaires
Définition 1.9. Un code linéaire de longueur n sur F, est un sous-espace vectoriel de Fy .

Remarque 1.2.

(i) La dimension d’un code linéaire est sa dimension comme espace vectoriel ;
(ii) C est un code de dimension k sur F, alors M = ¢*;

(iii) Un code linéaire de paramétres [n,¢*, d] est un code de paramétres (n, ¢*, d) sur F,,.

Proposition 1.3. La distance minimal d’un code linéaire est égale a son poids minimal.
Matrice génératrice

Soit C un code linéaire de paramétre [n, ¢*, d] sur F,, dimC = k.

Définition 1.10. Une matrice gératrice du code C est une matrice de type k x n surF,

dont les lignes forment une base de C sur IF,.

g1 g12 - Oin

g21 G22 - Qon
G =

k1 Qg2 - Gkn

Proposition 1.4. S5i G est une matrice génératrice de C alors
C ={mG/m € F.}
i.e,xEC@EImEIF’;:x:mG.

Démonstration. Soient x € Fy,m € F’;

OnazeC < dmy,mo,..,my € F’; DX = M1g1, MGy -y Mg Gee--- (%)



g1 g12 ' Gin

921 G22 - Gon
mG = (my, ma, ..., my)

k1 Ak2 - Gkn

mG = (myg11 + ... + MG, -, Mgln + ... + Mg gen
=mi(g11, -, Gin + - + Mp(Gr1, -, Grn)
= Mmigr + Mags + ... + M G-
D’aprés (x)

xEC@HmGFs:x:mG.

1 11
Exemple 1.8. Soit C un code linéaire de matrice génératrice G =
01 1
C = {mG:mecTF;}
1 1 1 )
= {(m1, mz) : (ma,ma) € F3}
01 1

= {(mqy,m1 +ma, my + my) :ml,mQEFg}
= {(0,0,0),(0,1,1)(1,1,1),(1,0,0}
Finalement, [n, k,d] = [3,2,1].

Définition 1.11. Soit C un code linéaire de longueur n et de demension k.
T =X1,L2, s Ty Y = Y1, Y2, -y Yn deus vecteurs de Fy.

Le produit scalaire < x,y > sur Fy défini par :

< T, Y >S=TY =T+ Tolo + - Tpln = P py Tl

x est orthogonal a y st < x,y >= 0, dans ce cas on écrit x L y.

Le code dual de C est ’ensemble C* définie par :

Ct={yeF} :<z,y>=0,Vze(}



Matrice de controle

Définition 1.12. Soit C un [n, k]-code, une matrice de controle H de C est une matrice géné-

ratrice du dual C*.
Remarque 1.3. H est de type (n — k) x n sur F,

Proposition 1.5. Si C est un code linéaire de paramétre [n, k| de matrice génératrice G et de
matrice de controle H alors, GH' =0

Cas particuliere "forme standard” :

1. 8i G = (I/A) alors H=(—A/I,—x);

2. 8i H= (B/I,—x) alors G = (I;,/A).

Proposition 1.6. Soit C un code linéaire de parameétre [n, k] surF, et H la matrice de controle,
alors on a

reCersH =0 Hlx =0

Exemple 1.9. Soit C un [2,4]-code sur F5 de matrice de controle H :

1110
H = = (AlL)
1 201
10 -1 -1 1 0 2 2
Alors, la matrice génératrice G de la forme : G = (I1|—A) = =
01 -1 -2 01 21

1.2.3 Bornes sur les codes

Théoréme 1.3. (Borne de Hamming)(|7])

Si C est un (n, M,d)—code sur F, alors,

=
MY | -1 <q
i=1 1



Démonstration. Soit C = {c1,ca,...,car}, t = [52].

On considére les boules de centre ¢1, ¢a, ..., ¢y et de rayant ¢ i.e, les boules B(ey,t), B(ca,t),

On sait que si ¢; # ¢;, alors B(c;, t) N B(cj,t) = 0.

[4F*
[Blei, )] = [Bleg, )] = > (ni) (a 1)
=1
on a
M
B(e.t) CF;
i=1
donc
M
B ) <Fy
i=1
d’ou
[454]
MY (m> (q—1)"'<q"
i=1

Théoréme 1.4. (Borne de Singleton)([7])

Si C est un (n, M,d)—code sur F, alors M < ¢4+

Démonstration. Soit C' = {cy,ca, ..., cpr} tel que :
1 = (01,1, C1,25 -+, Cl,d—1,Cldy +++5 Cl,n)

Co = (02,1, C2.2,...,C2d-1,Cad, -+, C2,n)

Cpy = (CM,l, CM,2y -y CM,d—1, CM ,ds -5 CM,n)

posons

D ={c14.--Cin:C2d---Cany s CMLd---CM . }
——— N—— —_——
1 T2 M

les vecteur xy, o, ..., x, sont des vecteur de longueur n — d + 1 sur ]F‘ZL_C“rl

ceey B(CM, t)

les vecteur 1, x9, ..., z,, sont deux & deux deux différents, suppposons qu'il existe z; = y; i # j

Cidy Ci,d+1s -3 Cin = Cjd, Cjdy -y Cjn ils sont Correspondants a Ci =Ci1y-,Cid—1,Cidy -y Cin

Cj = Cj,17 ceny Cj,dfl, Cj,d7 ceey Cj,n



d <d(c;,c;) <d—1 (contradiction au fait que d est la distance minimal de C.
Donc

’D| - M S ’]F;L—d-‘r1| _ qn—d-‘rl.

Remarque 1.4. SiC est (n, M, d)—code linéaire sur F,, alors

d<n—-—k+1

Définition 1.13. (Le code de Reed — Solomon)(([1], [2,[7]) Soitt € Z, 1 <t < q—1,q un
puLsSsace premier

Soit F,[X]| Uanneau des polynomes a une variable sur F,, on définit 'ensemble :
Loy = {f €F,[X] : deg(f) <t — 1)

Le code de Reed — solomon définit par :

RS(t,Q) = {(f(Oél), cey f(qu_l)) : f S Lt—hah ey Qg1 S Fq}
est un code linéaire de type [q — 1,t,n —t + 1]

Démonstration. 1. RS(t,q) est code lineaire (espace vectoriel) car
— Soit x,y € RS(t,q).
v =(flar),..., flan)), y = (g(en), ..., glag1)) avee f,g € Liy.
v —y=(fla), ..., flag1)) = (g9(ar), ..., g(ag1))
= (fla) = glar),. .., flan) = glag-1))
= ((f =g)en), -, (f = 9)(ag-1))

deg(f — g) < max{deg(f),deg(g)}
deg(f—g) <t—1lie, f—ge L
Alors
r—y € RS(t,q)



— Soit A € F,, x € RS(t,q)
On a

A= Af(aq),..., flag-1))
= (Mflar), ..., Af(ag-1))

SiA=0=Af =0dedegré <t—1
SiA#0=deg(f)=deg(\f) <t—1
Donc  Af € L;_1,dou Az € RS(t,q)
Finalement, RS(t, q) est un code lineaire.
2. Il est claire que RS(t, q) est de longueur ¢ — 1.
3. On montre que dim RS(t,q) =t :
Soit V' € RS(t,q), alors 3f € Ly_1 : f(x) =a¢+ a1z + ... + a1 ot q; € F,
0<i1<t—-1

On a

V= (f(en),..., flag-1))
= (ao + a0 + ...+ &tflOéi_l, s Qo+ 101 + ...+ at,lozz:ll)

e aO(]-y ceey 1) + al(al, ...7O[q_1) + + at—l(ai_l, ,O[Z:ll)

ex = (af,...,0f )
€1 = (atl ) 7a2:11)

Onav= ap€o + ... + AQp_164—1
Les vecteurs eq, €y, ..., e,_1 engendre RS(t, q).

S lae; =04 (fla), ..., flag-1)) = (0, ..., 0)

Alors f(aq) = f(ag) = ... = f(ag-1) = 0, donc ay, s, ..., a,—1 sont des racine distinct de

10



f, comme deg(f) =t — 1<t <q—1,alors f est polynome nul d’ou
ap = a1 = ... = a4—1 = 0, donc ey, €1, ...,€,_1 sont libre en plus ils forment une base de

RS(t,q), finalement dim RS(t,q) = t.

. la distanse minimal de RS(t, q) est d = n —t+ 1 parceque, d’un part D’apres le borne de

singleton :

d<n—-—k+1ied<n—t+1, dautre part 3x € RS(t,q), v # 0, Wy(x) = d, alors

v = (0,..,0,24,...,74,0,...,0,...,2,0,...,0) tel que x;; # 0, € {i1,...,iq} et comme

z=(f(ou), fla2), ..., flew,), s fla,_y))

donc f(ou,) =2 #0,..., flau,) =2, #0 et z; = f(oy) =0,5 ¢ {in,.... 5}

f posséde au moin ¢ — 1 —d racine dans F,, on a ¢—1 —d < le nombre des racine de f dans

F, <deg(f) =t—1, c’est implique que n —t+1= ¢ —t < d. Finalement d =n —t + 1.
O

Définition 1.14. Pour n € N*, ¢ = |F,|, d € N on definit :

Ay(n,d) = Max{M € N|3 un(n, M, d)code sur F,}

Remarque 1.5. Selon le borne de singloton on a :

Aq(md) S qn—d—H

Théoréme 1.5. (Borne de Plotkin)(|2])

Soient C un (n, M,d)—code sur Fy, 0 =1~ ¢

St d > nb, alors, M < d%‘lne.

Démonstration. Soient C un (n, M,d)—code sur F,, 6 =1 — %

Considérons S = Z(W)GCQ d(z,y), A={(z,y) €C*:x #y}

Ona[Al=M(M-1)et S>3

)GAQ:D;Eyd: dM(M— 1)

x7y

donc S > d.M(M —1).....(1)

Rappelons l'inégalité de Cauchy Schwarz :

Soient z,y € R, on a :

|<zy>PP<<z2>.<yy>

11



‘Ez 1xzyz|2 S ( zqzl .’E?)( 321 yf) """" (CS)

Considérons la matrice M x n dont les lignes sont les mots de code de C :

G G G G
1 2 i
1 2 7 n
CM aM .. CM . e CM

Pour a € Fy, le nombre m,, est le nombre de fois qu'apparait o dans la colonne ¢ i.e,
me={1<i<M:ci=a}[,onay g ma=M
M — m, élément de F, différent de o dans le colonne 3.

On a

(z,y)EAE
<Y ma(M —my)
aclFy
= Z maoM — Z m
a€clF, aclfy
<M Z Mo — Z me........ (%)
a€lg a€ly

On prend x = (1,...,1) € RY, y = (Mg, ..., M) = My € R

appliquons (C'S)

Ona (Z me)? < (Z 1)(2 m)

a€lfg alfy a€lfy

alors M?* < q(z m?)

aclFy

de (x)et (xx) onaSSMQ—_TMQ:MQH, donc S < M?0........ (2)
de (1) et (2) donnent dM (M — 1) < s < M?0 , alors dM?* — dM < M?0
dM — d < M9, done dM — M6 < d d’ot M(d —nf) < M(d — ) < d

Sid>nf, alors M < di

12



Théoréme 1.6. (Borne de Gilbert-Varshamav)

On a n considérant les notation précedants :

Démonstration. Soint C un (n, A,(n,d),d)—code sur IF,.
pour x € C ona By 1(v) ={y € F} : du(z,y) < d—1}
et on a |Bua()| = T {7 ) (a1
i
Soit y € Fy, suppose que y € By_1(), alors dy(z,y) > d—1dou dy(z,y) >d Ve €C
Soit D =C|J{y} CFona|D|=M+1>M=A,n,d).
Soient x,z € D
Siz=y=zo0nady(x,z)=0.
Si(z,2)€C? onady(r,y)>d SizeCouz=your=yetzeC, onady(ry) >d
Alors d(D)=d, donc D est un (n, m+1,d) code sur F,, ce qui est contradiction avec la construc-

tion de C. n

1.3 Les bornes asymptotique

Définition 1.15. (|2],[8]) Soit C un (n,q*,d)—code sur F, .
Le tauz dinformation de C est R = %

La distance minimale ralative de C est 6 = % tel que 0 < R,0 <1

Remarque 1.6. 57 R =6 = 1 on dit que C est code parfait.
Définition 1.16. ([7],[8]) Soit ¢ une puisance d’un premier et d € R, 0 <6 <1. ona

1
() = limsup — log, A,(n, [0,])

n—oo N

13



Remarque 1.7. a,(0) est le plus grand valeur de R tel que il existe une suite des codes sur F,
avec une distance minimale relative qui converge vers § et un taux d’information qui converge

vers R

Théoréme 1.7. (Borne de Plotkin asymptotique)(|[7])
avec@=1—% On a

ag(6) <1-% 0<6<96;

a,(0)=0 #<5<1.

Démonstration. [7] Premiérement, on suppose que § < 6 < 1 d’apres la théoréme

ay(9) = limsup — ! logq o(n, [6n])

n—-+00
9]

)

1
< lim sup — log,( B

n—+oo N nJ —0On

0
— U og A (—2n__
P s Als )

= 0.

Deuxiément, On suppose que 0 < & < 6 et {C;} suite de code de longueur {n;}, de cardinal
{M;} et de distance minimal {d;} , en plus elle satisfait lim % = §, lim M = a,(0) et n) =
(47 Vi

En générale, si C est (n, M, d)—code sur F,, par le principe de pigenhole il existe au moins

SIS

mots de code qui sont terminer par le méme symbole.

On peut rendre C petit par prendre une partie de C en ses mots de codes qui se terminent par
méme symbole et supprimer la derniére coordonné, on obtient un code de longueur n — 1, de
distance minmale d et de cardinal supeérieur ou égale %.

Si on répéte cette opération n; —n! fois avec {C’;}, on obtient un suite de code {C’;} de longueur

n} avec M] > -2 mot de code et distance minimal d; > d; par difénition de n}, on a On) < d;—

1 < d}—1, on applique le théoréme|l.5|a ce nouveau code, on trouve < M] < T—om 9 ; <dj,
q

c’est implique que M; < g™ "id,.

14



ay(9) = limsup — logq M;

n—+oo T

< lim sup —logq( i)

n—-+o0o
n, log,d;
— lim (1— %4 285
n—+o00 n; n;
)
<1-—-.
- 0

Définition 1.17. (Fonction d’Entropie de Hilbert)(|2],[7],[8])

La Fonction d’Entropie de Hilbert est :

0 St z=0
Hq<x):

rlog, (¢ —1) —wlog,(r) — (1 —x)log,(1-2) O0<x <0

avec@zl—%, z € 0,6

Lemme 1.1.
Pour tout 0 < A <60 ,o0n a
1
lim~ log, Vy(n, \]) = Hy(N)

n—+oo n

Théoréme 1.8. (2],[7],[8]) Pour tout 0 < X\ <6, on a
aq(0) > 1= Hy(9)
Démonstration.

ay(6) = limsup — loqu (n, [6n])

n—oo

> limsup — loqu (n, |0,] +1)
n—oo

T
Va(n, [0n])

. 1
= lim (1 — - logq\/q(n,én))

n—oo

)

> lim — 10gq(

n—oo M

=1- Hq(‘;)
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1.4 Codes cycliques

Définition 1.18. Un codes cyclique est un code linéaire tel que tout permutation circulaire d’un
mot du code est encore un mot du code.
Autrement dit un code linéaire C de longueure n est cyclique Si :

(co,C1y ey Cno1) € C, alors (¢, — 1,¢0,¢1..., C2) € C.

Remarque 1.8. (Co,Cl, ...,Cn,1> cC & (Cnfl,Co,Cl...,Cn,Q) cC & (Cn,Q,Cnfl,Co,Cl...,Cnfg) €

C&...e (e, 014y Cq1) €C

Exemple 1.10. Le code binaire C = {000, 101,011,110} est code cyclique.

Soit F,[X] l'anneau des polynomes sur F,, F [X]/ < 2" —1 > est 'anneau quotient en
plus F,[X]/ < 2™ —1 > posséde un structure d’espace vectoriel sur [, de dimension n et
base {1,a,...,a" '} = {1,7, ..., an"1}.

R, =F,[X]/ <a"—1>={ag+ a1z + ... + ap_12" " modulo z" — 1, a; € F,} Pour C un code

de F, de longueur n, on définit :

1

Ie ={co+crx+ ..+ cpq2" " modulo <z"—1>:(co,¢1,.0,60-1) €C}

={co+ax+ ... +cp2" <2 —1>: (cy,c1y.nCna1) €CH
Proposition 1.7. C code cyclique de longueur n < I¢ ideale de R,.

Théoréme 1.9. Soit C un code cyclique de longueur n deFy et Io = {cotcrz+..+c, 12"+ <
" —1>: (¢, ¢, ..., cnm1) € C} Uideal de R, =TF,[X]/ < 2™ —1 > correspondant, alors il existe

une unique polynome normalise g € F,[X]| de degre minimal | tel que :
1. Ie=<g(x)>/<a"—1>.

2. <g(x)) <a™—1> dansF,[X].

Remarque 1.9. Le polynome g(z) du théoréme est appellé le polynome générateur du code

cyclique C.
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Matrice générateur

Soit C un code cyclique de F7 de polynome générateur g(z) = go + g1 + ... + gz, alors la

matrice générateur de C donnée par :

g g1 --- g 0 ... 0 0
a— 0 g'() g --. g 0 ... 0
0O ... 0 0 g an ---

Matrice de controle

Soit C un code cyclique de Fy, engendre par g(x), le polynome de controle de C est donnée

par :

h(z) = xg?;)l tal que deg(h) = n — deg(g) = dim(C) = k, donc

h, he—1 ... he O ... 0 0
. 0 hk hh—1 ... kg 0 ... 0
0o ... 0 0 hy ho—1 ... hg

Exemple 1.11. Soit le code cyclique C de F3, la factorisation de x® — 1 donne : 2% — 1 =
(x —1)(z*+ 2+ 1),donc g(x) € {1,z — ;2 + x + 1,2° — 1}
En prenant, g(x) =2 —10On al=1,dim(C) =3 — 1 = 2, Alors

-1 1 0 1 10
G: =
(0—10) (010)

Onah(x)zgfjll:x2+x+1,d0ncH:( 11 1)

C={a(1 1 0)+b0 1 0)/a,beF,}
={(0 0 0)(1 10)(010)(1 0 1)}
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Chapitre 2

Courbes et Codes géométriques

2.1 Courbes Algéebriques

Définition 2.1. ([2],[7]) Soient K un corps, f(x,y) un polynome de deuz variable sur K.
Lequation f(z,y) = 0 défini une courbe C; dans le plan K*.

L’ensemble de solution de cette equation dans K?* est noté C(K)

Exemple 2.1. Soit 'equation 23 + 2 —y = —1.
On considére le polynome f(z,y) = x3+x—y+1 définie sur K = R, la réprésentation graphique
de f donnée par la figure ci-dessous

1000

500

-10 (0 5 1o

=500

- 1000

—

f

FIGURE 2.1 — Repésentation graphique de f dans R
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Si on pernd K = 5

o ¢

6 @ @
5 @
4 @

3 @ &

2

l

0 l 2 3 4 5 &)

FIGURE 2.2 — Repésentation graphique de f dans F;

Remarque 2.1. 1. Les solutions simultanées entre deux polynomes de deux variables sont

les points d’intersecion de leur courbes .
2. En général, une courbe C¢(K) tel que f(x,y) € K[X,Y] est appelé une courbe affine.
Définition 2.2. ([7],[2]) Soient K un corps, f(x,y) € K[X,Y] un polynome de degré d, C¢ la

courbe associées de f.

La fermetur projective de Cy est :
Cr={( X, Yo, Zy ) € P*: F(z,y,2) = 0}
Tel que d = deg(f) et F(X,Y,Z) = Zf(%, %) est ’homogénisation de f.

Remarque 2.2.
L. f(mO)yO) =0« F(x()ay()? 1) =0
2. Pour tout « € K* on a :

X oY
FlaX.aY.aZ) = (aZ) (22 22 - ip(X. Y. Z
(aX,a¥,07) = (a2)'f(*2, °7) = a'F(X,Y,2)

donc , F(Xo, Yo, Zp) =0 < F(aXy,aYy,aZy) =0 Ve K*.

3. Comme F' est homogénisation, F'(0,0,0) = 0.
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Exemple 2.2. Sur K = R, on prend f(z,y) =y* —2° — 2 — 1.

L’homogénisation de f est

XY
F(X7Y7 Z) = Z3f(§7§)
Y2 X3 X
= Z3(ﬁ) - Z3(ﬁ) - 23(5) —-z?

=7Y? - X? - 7°X — 73,

Soit K un corps, on considére la ralation ~ sur K2 définie par :
(X0, Y0, Zy) ~ (X1, Y1, 7)) & FJa e kK* 1 Xy = aXo, Y1 = oYy, Z) = aZ.

On montre que la relation ~ est une relation d’équivalence

1. la relation ~ est reflexive, en effet, pour tout (X,Y,Z) € K3ona X =1X, Y =1Y, 7 =
1Z.

2. la relation ~ est symétrique, en effet, si (X, Yy, Zo) ~ (X1, Y3, Z1) alors X; = aXy, Y7 =
aYy, Z1 = aZy, donc comme k est corps Xy = éXl, Yy = éYl, Zy = %Zl donc

XO = ﬁxla}/o = ﬁ}/laz —-0= ﬁzl d’ou (X17)/17Z1) ~ (X07%7Z0)

3. larelation ~ est transitive, en effet, si(Xg, Yo, Zo) ~ (X1,Y1, Z1) et (X1,Y1, Z1) ~ (Xo,Ys, Z5)
alors X1 = O{X(), Yi = OZY(), Zl = OéZU. et XQ = 5X1, )/2 = BY&, ZQ = le,dOIlC
Xy = X = aXy, Yo = paYy, Zy = pfaZy dou Xy = vXo, Yo =Yy, Zo = 72.

Définition 2.3. (|7]) Soit K un corps, Le plan projectif est défini par :

P*(K) = (K*/{(0,0,0)})/ ~
Remarque 2.3.
(a) les points de P?(K) sont classes des équivalances.
(b) (Xo:Yy: Zy) est la classe d’équivalance de (X, Yo, Zp).
(¢) P2(K) = {(Xo: Yo : 1) Xo, Yo € K} U{(Xo:1:0)|Xo € K}U{1:0:0)}.
un point quelconque (Xg : Yy : Zp) avec Zy = 0 est appellé un point a l'infini, tous

les autres points sont appellés des points affines.
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Exemple 2.3. P2(Z/2Z) = {(0:0:1),(0:1:1),(1:0:1),(0:1:0),(1:1:1),(1:1:
0),(1:0:0)}

Théoréme 2.1. (Théoréeme de Bezout)([1])
Si f,g € K[z,y] deuz polynomes de degre d et e (resp)sans facteur commun, donc Cy et

C, s’intersectent au plus en de points, aussi C’f et C’g coupent exactement au points de

P2 (k).

Exemple 2.4. Sur R, on prend f(z,y) =y — 2% g(z,y) =z —¢, c€R

On peut remarquer les points d’intersection de C et C, par la figure ci-dessous :

4

FIGURE 2.3 — Repésentation graphique de f etg

On a de2.3|Cy et C sont s’intersectent en seul point, alors 1 < deg(f)deg(g) =2-1=2.
Maintenant, on vas voir l'intersection de C’f et C’g.
Ona F(X,Z,Y)=YZ-X?et G(X,Y,Z) =X — cZ.
SiZ=1
(a) F(X,Y,1)=Y - X% F(X,)Y,1)=0&Y = X%
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(b) GX,Y,1) =X - C, G(X,Y,1)=0& X =c.

Alors Oy N Cy = {(c: : 1)},
SiZ=0
(a) F(X,Y,0)= X2, F(X,Y,0)=0& X = 0.

(b) G(X,Y,0) =X, G(X,Y,0) =0« X =0.

Donc C; NCy={(0:1:0)}.
Finalement, C; NCy = {(0:1:0),(c:?: 1)}, dou |C;NCy| = 2 = deg(f) - deg(g).

Définition 2.4. Soient K corps,f(x,y) € K[X,Y] un polynome , K =R ou C, La déri-
vée partielle de la fonction f par rapport ¢ x en (x,y) est la dérivée de la fonction d’un

seule variable v — f(x,y) ot y est constant et noté f.(x,y).

Exemple 2.5. On considére le polynome f(z,y) = 2% + y* + xy, donc f,(z,y) = 2z +

Y, fy(2,y) =3y* +x
Si K = Fy, On trouve f,(z,y) =y et f,(z,y) = y* + =

Définition 2.5. Soient K corps,f(z,y) € K[X,Y], on dit que le point (xo,yo) est

point singulier Si f(xo,y0) = fa(2o,y0) = fy(x0,50) = 0.

Exemple 2.6. Soit f(z,y) = 2* + y* — 2° + y? sur C.

On a fy(z,y) = 42% — 32 = 2*(=3 + 42), f,(z,y) = 49® + 2y = 2y(1 + 2¢®). Pour
(xo,Yo) soit étre un point singulier, il faut zyp = 0 ou 3/4, et yo = 0, %z ou — %z‘, parmi
les six pairs possibels (0,0) seulmenet qu’est du courbe, donc (0,0) est 'unique point
singulier affine.

L’homogénisation de fest F(X,Y,Z) = X* +Y* — ZX3 + Z2Y?, on a Fx(X,Y,Z) =
AX3 —3ZX?, Fy(X,Y,Z) = 4Y? + 22%Y, Fy(X,Y,Z) = — X + 22Y2.

Il suffit trouver les points singuliers a l'infinis, on pose Z = 0, pour (X, Yy, 0) est un point

singulier il faut X* + Y4 = 4X3 = 4Y3 = — X3 = 0 ce vérifie si Xy = Y, = 0, mais c’est
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impossible dans P? car (0,0, 0) ¢ P2

Finalement, I'unique point singulier de C’f est (0,0,1).

Remarque 2.4.
(a) La courbe C} est non singuliére (réguliére) si elle ne posséde aucun point singulier.
(b) Si F(X,Y,Z) est 'homogénisation de f(z,y), donc (Xy : Yy : Zy) € P2(k) est point
singulier de C'f si le point sur la courbe en plus F/( Xy : Yy : Zy) = Fx(Xo: Yo : Zp) =
Fy(Xo:Yo:Zy) = Fz(Xo:Yo: Zy) =0

(¢) La courbe C; est non singuliére si elle ne posséde aucun point singulier.

Définition 2.6. ([6],[7]) Soit f(z,y) € K[X,Y] un polynome de degré d tel que Cy non

singulier, donc la genre de Cy est défini par :

(d—1)(d—2)

9= >

Exemple 2.7. (a) sur R, on considére le polynome f(z) = 23 + 2z — 1.

(B-1B=2) _ 1

la genre de ce polynome est : g = 5

(b) Sur F3, on considére le polynome h(z) = z* —y + 3.

U-1(-2) _ 3 _

La genre de h est g = 5

Définition 2.7. Soient k un corps et C' une courbe projective.
Pour toutes extensions K de k, on dit que (Xo : Yo : Zy) € P*(k)est un K—point rationnel
st F(Xo, YZ), Zo) =0.
Remarque 2.5.

(a) L’ensemble de tous K —points rationnels sur C' est notée C'(K).

(b) Les éléments de C'(k) sont appelles points simples ou points de degré un.
Exemple 2.8. On considére le polynome f(z,y) = 2% — y + 1 définie sur K = .

L’homogénization de f est F(X,Y,Z) = X3+ 73— Z%Y, on a g(r) = 22+ 1 est polynome

irreductible sur IF5, donc le corps de composition est défini par

Fopo =F, =Fy/ <a®+1>.
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Donc

Fy,={a+b-a2+<2°+1> /a,beFy}

={a+b-T-/abecFy}

On pose a =T avec f(a) =0 ie, a’+1=0=a’>=-1=1.
F,={a+b-a/a,beFy} ={0,1,a,cx + 1}.
parmi les éléments de Fy x Fy on trouve (0, 1), (1,0), (o, a+1) et (a+1,1) sont des racine

de F(X,Y, 1), alors 'ensemble des points rationnels est :
CF,)={(1:0:1),(0:1:1),(ev:a+1:1),(a+1:1:1),ps}
Proposition 2.1. Soit F, un corps fini de caractéristique p, l'application
F:F,—F,

z — P

est automorphisme de I, appelé Automorphiseme de Frobenius.

Définition 2.8. ([6],[7]) Soit C' une courbe projective non singuliere, un point de degré

n sur C est ensemble p = {po,p1,....,Pn1} de n points distincts dans C(Fy) tel que

pi = O';n(pO) pouri=1n—1

Exemple 2.9. Revenons a notre exemple précédent o f(z,y) = 3 —y + 1,0n
considére Automorphiseme de Frobenius o9 : Fy — Fy satisfait og.0(a) = =1

On a

C(Fy)=4{(1:0:1),(0:1:1),(a:a+1:1),(a+1:a:1)}.
ogo(a:a+1:1)=(1:0:1)

ogo(a+1:1:1)=(0:1:0)

Donc les point sont :

Qr={(a:a+1:1), ogo(a:a+1:1)=(1:0:1)}.

Qr={(a+1:a:1), ogo(a+1:a:1)=(0:1:0)}.
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Définition 2.9. ([1],(|2])) Soint C une courbe projective sur F,, Un diviseur D sur C' sur
F, est sous forme D = > ngQ ot ng est entier et chaque Q) est point de degre arbitraire

sur C.

Remarque 2.6.
(a) Sing > 0 pour tout @), on appelle D effective et on écrit D > 0.
(b) Le degré du diviseur D est degD = )" ngdegQ.
(c) Le support du diviseur est donne par :SuppD = {Q/ng # 0}.
(d) Le support est un ensemble fini.

(e) Le diviseur d’intersection C'N C" est diviseur effectif de degré de.

Exemple 2.10. On reste avec 'example [2.8

Ona@Qy={(a:a+1:1), ogo(a:a+1:1)=(1:0:1)} et Q2 = {(a+1:1:
1), o90(a+1:1:1)=(0:1:0)}, doncD=a-Q1+b-Qa+c-ps 0t a, b, c €ZL.
Sion prenda=—-2,b=3,c=4, Alors D = 2Q1 — 3Q3 + 6ps, avec degD = 2.2 — 3.2+

6.1 =4 et SuppD = {Q1,Q2, D0}

On considére ’ensemble

9(X,Y, Z)

O hx Y2

/g,h € F,[X,Y, Z] sont des homogénisations de meéme degré }

sur F,[X,Y, Z] et ~ une relation sur F,(C') définie par :

Vg/h,g'/W € F,(C) g/h~¢g/h < gh'—¢ghe< F>CF,X,Y, 7]

tel que < F >={l{(X,Y,Z2)F(X,Y,Z) : 1 € F,[X,Y, Z]}.

On a ~ est relation d’équivalence, Car :

— Réflexivité, on a gh — gh =0 €< F' >, alors gh ~ gh.

— Symétie, on a g/h ~ ¢/l i.e, gh' — g’h €< F >, alors —(¢'h — gh') e< F >
d'ou gh' — gdh e< F >1i.e, ¢ /W ~ g/h.
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- Transitivité, on a

g/h~¢g/hie gh—ghe<F >...(1)

g /W ~qg"/h"ie, gh —g"h e<F > ... (2)
On multiple (1) par ¢” et (2) par g , on obtient

g"(gh’ — g'h) = g"gh' — g"g'h.....(¥)

g(g'h" —g"W) = gg'h" — gg" W ......(x%)
de (%) + (%), on trouve ¢"gh’ — ¢"¢'h + gg'h" — gg"h = gg'h" — g"g'h = ¢'(gh” — ¢"h).
comme (gh” — ¢"h)[X,Y, Z] e F,[X,Y,Z] et ¢ €< F >, donc ¢'(gh” — ¢"h) e< F > .
alors (gh” — ¢"h) e< F > d’ou g/h ~ ¢"/h".

Définition 2.10. (|2],[7]) Soit F(X,Y, Z) le polynome qui définit une courbe projective

non singuliere sur F,, le corps des fonctions rationnelle sur C' est

9(X,Y,2)

F,(C) = ({m/g, h € F,[X,Y, Z] sont des homogénisations de méme degré }U{0})/ ~

Exemple 2.11. On reste avec 'example 2.8.

I’homogénisation de f est F(X,Y, Z) = X3+ 73 — Z2Y.

OnaY/Z?% et Y?/(X?+ Z?) sont en méme classe car YV (X34 Z3) - Y222 = Y(X3+ Z° —
2°Y) = Y.F(X,Y, Z)

Définition 2.11. ((|2]),[7]) Soient C une courbe définit sur ¥y, f = g/h € Fy(C), le diviseur

de f est défini par :
div(f) =Y _p-Y 4
tel que Y p est diviseur de C N Cy, ety q est diviseur de C' N C,.

Définition 2.12. ([2],[8]) Soit D un diviseur sur une courbe projective non singuliere sur

F,, Uespace de fonctions rationnelles associées a D est :

L(D) = {f € F,(C) : div(f) + D > 0} U {0}
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Théoréme 2.2. (Riemann — Roch)((]2]),[7])

Soit C' une courbe projective non siguliere de genre g définit sur F, et D un diviseur
sur X, alors dim L(D) > degD + 1 — g en plus Si deg D > 2g — 2, donc dim L(D) =
degD +1 —g.

2.2 Codes géométriques

Dans cette section, on utilise ce que on a vu pour décrire la constraction des codes géo-

métriques .

Définition 2.13. ([7],[2]) La droite projective est 'ensemble quotient (F2\(0,0))/ ~ par
la relation d’équivalence ~ définie par (Xo,Yy) ~ (X1, Y1) & Ja € F 1 X) = aXy, V1 =
aYy.

Définition 2.14. (]2],[8]) Soient X une courbe projective réguliere sur F, , D un divi-
seur sur X et p = {p1,...,pn} esemble de n points distincts F,—rationnelles, le code

geométrique associé a X, p et D est :

C(vaa D) = {(f(pl)af(p2)a 7f(pn))/f € L(D>} - IFZ

Théoréme 2.3. (|2],|7],[8]) Soient X une courbe projective réguliére de genre g sur F,
, D un diviseur sur X satisfaisant 2g — 2 < degD < n et p = {p1,...,pn} U'esemble de
n points distincts F—rationnelles, Donc le code géométrique C(X,p, D) est linéaire de

longueur n , dimension k = degD + 1 — g et de distance minimal d tel que d > n — degD.

preuve
On montre que C(X, p, D) est linéaire de longueur n, dimension k = degD + 1 — g et de
distance minimal d tel que d > n — degD.

On a deg D > 2g — 2, donc d’aprés le théoreme 2.2)dim L(D) = deg D + 1 — g.

Soit (f(p1), f(p2), s f(Pn)) € Cun mot de code tel que Wy (f(p1), f(p2), - f(Pn)) =
d, donc il existe d coordonnés non nulles, alors f(pgr1) = ... = f(pn) = 0 cela signifie
que dif(f)+ D — pgs1 — ... — pn, est efféctive, et on a D — pgyq — .. — p,, doit avoir un degé
non négatif, en d’autres termes, on adeg D — (n —d) > 0 d’ou d > n — deg D.

Théoréme 2.4. (Borne de Tsfasman — Vladut — Zink([4], [8])

Soit ¢ un carré parfait, alors

ag(0) > =0+ 1—

Va1
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Conclusion

Dans ce travail, on a étudier d’application des courbes algebriques dans la construction des

codes géométrique, on a essayer d’utilise le théoréme de Riemann-Roch, Serre et Drinfeld-

Vladut pour estimer les bornes.
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Résumé

Ce travail s'inscrit dans le cadre de I'application des courbes algebriques dans la

construction des codes géometrique.

Dans cette recharche, nous intéressons a étudier l'utilisations du codage sur des
courbes algeébriques qui sont définies sur les corps finis et mentionnant certaines
propriétés alors que nous abordons les théoremes qui sont les plus importantes

dans ce domaine.

Abstract

This work concerns the application of algebraic curves in construction of

geometric codes.

In this research, we are interested in the use of the coding on algebraic curves
defined on the finite field and mentioning some properties while we approach the

most important theorems in this field of stady.
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