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Introduction

La théorie des nombres (ou arithmétique) s’occupe principalement des propriétés des
nombres entiers. Bien que son sujet d’étude soit tout a fait élémentaire, les outils qu’elle
utilise proviennent de toutes les branches des mathématiques et sont souvent trés profonds
et assez fréquemment les outils sont en fait créés dans le but de résoudre des problémes de
théorie des nombres. Les exemples les plus frappants sont la théorie des groupes, anneaux
et corps. Ces théories ce sont principalement développés sous I'impulsion des problémes
liés & la théorie des nombres.

Dans ce mémoire, nous allons traiter le sujet de arithmétique finie dans I’anneaux
Z/nZ et le probléme de la réciprocité quadratique. De quoi il s’agit ?

Pour résoudre la congruence ax = b (mod n) on multiplie par 'inverse de a, s’il existe,
on obtient

r = a 'b(modn)

on pose r = a~'b on trouve
r=r(modn) =z =r+nk, ke€Z

le probleme est plus délicat si on veut résoudre I’équation du second degré dans
l'anneaux fini Z/nZ.

pour résoudre dans le corps Z/pZ une équation du seconde degré az? + bz +c = 0. En
multipliant les deux membres par o/, 'inverse de a dans Z/pZ, et en posant a'b = —2r, ce

qui est toujours possible si p est impair. Comme on a a’c = ¢, on est ramené a I’equation :

22 —2rx4+qg=0



En remarquant dans le cas générale que :
(x—1) =a? — 2rz + 1
tout équation du second degré s’écrit en posant 12 — ¢ = a
(z—7r)=a= (zr—7)*=a(mod p)
Onposey=z—r

y® = a (mod p)

donc pour résoudre une équatione de second dégré sur un corps fini, le probléme revient
donc de trouver les racines carrées de 1'élément a € Z/pZ. Ces éléments sont appelés les
résidues quadratique de I’élément a.

Dans ce mémoire en s’intérésse a ’étude des méthode de recherche des résidues qua-
dratiques dans un corps fini.tels que : le symbole de Legendre, le symbole de Jacobi et la
somme de Gauss.

Ce mémoire est réparti en trois chapitres :

Dans le premier chapitre on donne quelques définitions et notions générale sur les
structures algebriques tels que groupes, anneaux et corps.

Dans le seconde chapitre on s’intérésse a l'arithmétique sur un anneau fini en fai-
sant en premier lieu un rappel sur les notions suivantes : les nombres premiers, division
euclidienne, théoréme de bézout et théoreme des reste chinois ...etc. Ensuite, on donne
quelques propriétés sur 'arithmétique finie dans ’anneaux Z/nZ en s’intéressant prin-
cipalement fonction 'indicatrice d’Euler et théoréme de Fermat.

Dans la troisiéme chapitre, on s ’intérésse a I’ensemble des carreés dans le corps F,,, p
premier. On introduit le symbole de Legendre et le symbole de Jacobi qui permet de
caractériser ces carreés et on développe les principales propriétés de ce symbole. On
démontre notamment la loi de réciprocité quadratique due a Gauss. Cette formule admet

de nombreuses démonstration. Nous donnerons celle basée sur la sommes de Gauss.



Liste de tableaux

Tableau N°1 schématise L’élement neutre, symétrique et 'image de quelques groupes.
Tableau N°2 montre 'addition et multiplication de Z/2Z.

Tableau N°3 montre 'addition et multiplication de Z/3Z.

Tableau N°4 donne les premiéres valeurs de I'indicatrice d’Euler pour 1 <n < 12
Tableau N°5 donne des carrés dans Z/7Z.

Tableau N°6 donne carrés dans Z/10Z.

Tableau N°7 calcul (%) pour p < 70 et a = 2,3, 5.



Liste de notation

a|b: adivise b.

atb: ane divise pas b.

= : Congruence, a = b(modn), a congru b modulo n.
PGCD : Plus grand commun diviseur.
PPCM : Plus petit commun multiple.
Card (G) : Cardinal de I’ensemble G.
e : Elément neutre.

G : Groupe.

A : Anneaux

I : Idéal.

H : Sous-groupe

(%) : Symbole de legendre

7 : Somme de gauss.

R : Relation d’équivalence.

(X) : Sous-groupe engendré par X.

¢ (n) : fonction Indicatrice d’Euler.

« : Racine primitive.

P . L’ensemble des nombres premiers.
aR, : a Résidus quadratique modulo p.

aN, : a Non-résidus quadratique modulo p.



Chapitre 1

Structures algébriques

Dans ce chapitre, nous nous proposons de donner quelques notions élémentaires sur

les structures algébriques suivantes : groupes, anneaux et corps.

1.1 Structures de Groupes

1.1.1 Groupes

Définition 1.1
Soit G un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne : une application
g: G x G — G, pour laquelle on note Vz,y € G, g(z,y) =r*youx+y, x—y, roy, ou

simplement zy. On dit que (G, *), ou simplement G, est un groupe si :

(1) La loi * est associative : V x,y,z € G,z * (y * z) = (x * y) * 2.
(ii) La loi % posséde un élément neutre : 3e€ G: Vo e Grxe=exz = 1.

iii) Tout élément = de G posséde un symétrique unique 2z’ :
(iii) p y q q
Vee G’ e G:axad’ =a'xx=c¢

On désigne ce symétrique par 2! et on I'appelle inverse de z.

Exemples 1.1
1- (Z,+),(Q,+), (R, +) sont des groupes.
2- (R*,-),(Q*, ), ainsi que (R*,-), (Q%, ) sont des groupes.
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Définition 1.2
Si de plus la loi * est commutative i.e., Vr,y € G z xy = y * x, on dit que le groupe G

est commutatif ou abélien.

Exemples 1.2

1- Z, = Z/nZ est 'ensemble des entiers modulo n muni de 'opération T@Hy = x + y est

un groupe commutatif.

2- (C,+) et (C*,-) est un groupe commutatif.

Remarque 1.1
Tableau N°1 donne les notations de I’élement neutre, symétrique et I'image dans un

groupe pour différentes lois.

G (G, %) | (G,+) (G,-)
L’élement neutre e 0 1q
L’élement symétrique | =’ —2 opposé | 7! linverse
L'imagedez,y € G |zxy |x+y x -y ou Ty

1.1.2 Sous groupe

Définition 1.3
Soit (G, *) un groupe et soit H C G une partie non vide de G. On dit que H est un

sous-groupe de G si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :
(i) e € H (H contient I'élément neutre de G).
(ii) Yo,y € H,z xy € H (stabilité de H pour la loi induite).

(iii) Vz € H le symétrique de x pour la loi * est dans H.

Notation 1.1
Si H est un sous groupe de G on note H < G.

Remarque 1.2
Si G est un groupe d’élément neutre e, il est clair que {e} et G sont des sous-groupes de

G dits sous groupes triviaux de G.



Exemples 1.3
1- (Z,+) < (@Q+) < (R, +) < (CH).
2- ({—1,1},) est un sous-groupe de (Q*,-) qui lui méme est un sous-groupe de (R*,-).

3- Les sous-groupes de (Z, +) sont les nZ,n € N.

Théoréme 1.2

Soit H un sous-groupe de 7Z, il existe un entier unique a > 0 tel que

H =aZ

Preuve.

Soit H un sous groupe de G. Deux cas se présentent, H est un sous-groupe trivial de GG
ou bien H est un sous-groupe propre.

Si H est un sous-groupe trivial. Alors H = {0}, et on a H = 0Z ou bien H =7 et on a
H =1Z.

Supposon que H est un sous-groupe propre i.e. H # {0} et H # 7Z , alors soit a le plus
petit élément de la partie {x € H / x > 0} (ensemble non vide de N puisque G contient
un élément = non nul, donc x ou —z est strictement positif).

Soit x € H, ! (¢,7) € Zx Ntelquez =aqg+ret0<r <a,r=x—aq,r est donc un
¢élément positif ou nul de G, strictement inférieur & a donc r = 0 et x = aq, x € aZ, et
par conséquent H € aZ.

Inversement il est clair que si I’on considére un élément de aZ, il sera aussi élément de

H, grace a la stabilité de la loi 4+ dans le sous-group H. D’ou I'égalité H = aZ. m

Proposition 1.1

Soit G un groupe et H une partie de G. Alors, H est un sous groupe de G si est seulment
S :

(i) H #0

(ii) Vo,y € Hyzxy~' € H.

Preuve.
Comme H est non vide, il existe h € H et hxh™' = e € H , donc e € H. Pour tout
x € H,puisquee € H,onaexx ! € H,donc z~! € H. Pour tous x et y dans H, puisque

yleH onaxx(y ) teH dnczxy'ecH =



Remarques 1.3

1- Soit (G, *) un groupe et soit (H;);c; une famille non vide de sous-groupes de G. Alors
ﬂ H; est un sous-groupe de G.
iel
2- La réunion de deux sous groupes d’un groupe n’est en général pas un sous groupe.
Exemple 1.4
Considérons dans (R?,+) les deux sous groupes H; = R x {0} et H, = {0} x R alors :

1- Hi N Hy = {(0,0)} est un sous groupe de (Ra, +).

2- H; U Hj n’est pas un sous groupe de (Rs,+), car la condition 1 de la définition du
sous groupe n’est pas vérifiée (on a par exemple (1,0) € Hy U Hs et (0,2) € HyUH,
mais (1,0) + (0,2) = (1,2) ¢ Hy U Hs).

Définition 1.4 (Ordre d’un groupe)
Soit (G, -) un groupe si ’ensemble G est fini alors le groupe (G, -) est dit un groupe fini

et on note par ord (G) d’ordre de G sinon le groupe G est dit d’ordre infini.

Exemples 1.5

1- Le groupe (S,,0) est d’ordre n! c’est le nombre des permutations de n éléments, i.e.

les application bijectives d’'un ensemble E vers lui méme contenant n éléments.

2- Le groupe (C, +) est d’ordre infini.

1.1.3 Groupe monogéne et groupe cyclique

Définition 1.5 (Sous groupe engendré)

Soit X une partie d’'un groupe G. On appelle sous-groupe engendré par X et on note (X)
I'intersection de tous les sous-groupes de GG contenant X.

(X) est le plus petit sous-groupe de G contenant X.

Si H est un sous-groupe de G et si H = (X), on dit que H est engendré par X.

Proposition 1.2

Soit G un groupe dont la loi X est notée multiplicativement et soit a un élément de G.

Ona:

(ay ={.,a % a " 1,a,a% ...} = {a’ ol i € Z}.



Preuve.

(C) Onpose E={....,a % a1 1,a,a? ..}. Il suffit de montrer que E est un sous-groupe

de G.
e Puisque l'on a bien F qui contient a, on a E # ().

eVr,ye E,A3np€eZ Jxr =a"ety=aP.Onaxy ! =a"Pavecn—p € Z,donc
xyle k.

(D) Puisque (a) est un sous-groupe qui contient a, (a) doit étre stable par inverse et

composition. Donc a™! € {(a) et Vn € Z, a" € (a) .

Exemple 1.6
G=(Z,+)et A={3} on a

({3}) = B)y=4...... ,—6,-3,0,3,6,...... }
= {3k, keZ}

= 3Z.

Définition 1.6
Un groupe G est dit monogeéne s’il existe un élément a de G tel que G est engendré par
a, i.e., G = (a) . un tel élément est appelé générateur du groupe

Si G = (a) et si de plus G est fini, on dit que G est cyclique engendré par a.

Exemples 1.7

1- Soient n € Z et S = {n} un singleton de Z. Alors (n) = nZ, donc n engendre nZ, et

nZ est un groupe monogene engendré par n. En particulier, Z = (1) est monogene.

2- Soit n € N*. Alors Z/nZ est un groupe cyclique engendré par 1.

Théoréme 1.3

Soit G un groupe fini, soit v € G et soit n l'ordre de x. Alors

n est le plus petit entier positif telque x™ = e.



Preuve.

Supposons désormais qu’il existe r tel que 2" = e. Soit r le plus petit entier naturel
vérifiant cette condition. Il est clair que {e,z,...,2" "1} C (z). Si n € Z , effectuons la
division euclidienne dans Z de n par r il existe ¢,s € Z, 0 < s < r—1 tels que n = qr +s.

Donc on montre qu’il existe au moins un entier k,1 < k < m tels que 2% = e. Soit

gt =2l =7 = (27)12° = ela® = 2® € {e,x, 2%, ..., a7}
puisque 0 < r < s — 1, il s’en suit que (z) C {e,1,2,2%, ...,2" '} .On a donc (x) =
{e,1,x,2% ...,2""'} par double inclusion. m

Corollaire 1.1

Soit (G,-) un groupe fini d’ordre n, alors on a " = 1g pour tout x € G.

Preuve.

Soit m lordre de x et soit k& > 1 I'entier tel que n = mk, alors

Ceci acheve la preuve. m

1.1.4 Groupes quotients

Définition 1.7 (Relation d’équivalence sur les groupes)
Soit R une relation d’équivalence sur un groupe GG. On dit que R est compatible & gauche

(resp.a droite) avec la loi de G ssi
Ve,y,2 € G, z Ry < zx R zy (resp zz R yz)

Théoréme 1.4
Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. Toute relation d’équivalence sur G com-

patible a gauche (resp.a droite) avec la loi de G est de la forme

Vr,y € G, aRy < r'ye H

Ve,y € G, 2Ry ey '€ H
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sont des relations d’équivalence sur G.

Preuve.

1

Pour tout x € G ona ™'z =1 € H donc &, est réflexive.

Soit z,y € G. Si 2Ry on a

Ry & s lyeH
& (x_ly)_l =y lvecH

& yRe.

donc R, est symétrique.

Siz,y,z€ Gona

R lye H
ey & (x_ly) (y_lz) e H
yRz <y lze H

s 2 l2eH

& Rz

donc R, est transitive.

Le méme raisonnement s’applique au cas a droite. m

Définition 1.8 (Classe modulo un sous groupe)
Soit G' un groupe, H un sous groupe et soit x un ¢élélment de G. La classe 7, de + modulo
R, (resp. modulo R,), appelée classe de x modulo H a gauche (resp. classe de x modulo

H a droite) 1’ensemble
xH ={xzh /| he€ H} (resp Hx = {hx / h € H}.

L’ensemble de toutes ces classes d’équivalence est noté G/H et on 'appelle 1’ensemble

des classes a gauche modulo H. Donc on a

G/H={g/ge€G}={gH | g€ G}

11



Proposition 1.3

Soit x un élément de G la classe d’équivalence de x modulo R est I’ensemble
cH ={zh /| h € H}

Preuve.

Soit x un élément de G, les éléments de la forme xh ot h € H sont en relation avec x ,
car - lxh=h € H.

Inversement soit y un élément de G en relation avec x. On a 2Ry de sorte que 27ty € H

alorsy e xH m

Définition 1.9 (Indice de H dans G)
Soient G un groupe et H un sous-groupe de G, on note [G : H|.Le cardinal commun de

(G/H), (resp. (G/H)q) ‘(G/H)g = |(G/H),| est appelé indice de H dans G.

Théoréme 1.5 (Théoréme de Lagrange)

Soient G un groupe fini et H un sous-groupe de G on a :
G| =[G - H]- |H]

Preuve.
On considére la relation d’équivalence définie sur G selon le sous groupe H. Comme

(G/H), est une partition de G on a G = U xH, et comme on a |H| = |[zH| Vz € G,

el
alors si GG est un groupe fini alors

Gl =

U xH‘ =|ltiHUxoHU...UxH|
zeG

= |H|+ |H|+ ...+ |H|
= k[H|

On note par k = [G : H] l'indice de H dans G. et on adonc |G| =[G : H] - |H|. =

12



Exemples 1.8
1- Si H = G, alors R, et &, sont des relations triviales, i.e., Vz,y € G : 2R,y et 2Ry et
ainsi (G/H)g = (G/H)d = {G}.

2- Si H = {e}, alors deux éléments = et y de G ne sont en relation modulo H & gauche

(resp.modulo H a droite) que si z =y et ainsi (G/H)g = (G/H)d = {{z}/x € G}.

Définition 1.10 (Sous-groupes distingués)

Soient GG un groupe et H un sous-groupe de G. Le sous-groupe H est dit distingué si pour
tout g € Gona Hg=gH.

Un sous-groupe distingué H de G est appelé aussi un sous-groupe normal ou invariant

du groupe G et on note H <1 G.

Remarques 1.4

1- Si G est un groupe, alors G et {e} sont des sous-groupes distingués de G.

2- Si G est un groupe commutatif, alors tout sous-groupe de G est un sous-groupe dis-
tingué de G.

3- Si[G:H|=2alors (G/H),={H,zH} et (G/H)ys={H,Hz} et on a bien (G/H), =
(G/H)4 ce qui montre que H < G.

1.1.5 Morphismes de groupes

Définition 1.11
Soient (G, ) et (G', o) deux groupes, une application f : G — G’ est dite un morphisme

de groupes ou homomorphisme de groupes, si pour tous z,y € G on a :

flexy) = f(z)o f(y)

Exemple 1.9

L’application
fo R+) — (R,x)

x —  exp(z)

est un morphisme du groupe (R, +) vers (R, x). Car pour tous z,y € Rona:f(x+y) =

e =e" x el = fz) x f(y).

13



Notation 1.6

e Si de plus f est bijective, f est appelé un isomorphisme de groupes.
e Si G = G’, on dit que f est un endomorphisme de G.

e Si en outre f est une bijection, on dit alors que f est un automorphisme de G.

Proposition 1.4

Soit f : G — G’ un morphisme de groupes, alors

1- fleq) = €l

2- Ve e G (f(z))™' = f(z7) ouz™? est le symétrique de x .
Preuve.

1- f(eq) = f(egxeq) = f (eq)o f (eq) en multipliant & droite par exemple par f (eq) "

on obtient :
fleg) = eq

1

2- Soit x € G alors z x x7! = eg donc f (z xx7') = f (eq) .Cela entraine

f(x)o f(a™) = ea
en composant a gauche par (f (z))”", nous obtenons

f@™)=(f )

Définition 1.12
Soit (G, *) un groupe d’élément neutre eq et soit (G’, *) un groupe d’élément neutre egr.
Soit f un morphisme de groupe de G vers G'.

On appelle image de f et on note Im(f) ’ensemble image de f c’est-a-dire :
Im(f)={ye G /IweGy=f(x)}
On appelle noyau de f et on note Ker(f) I'image réciproque de {ec/} c’est-a-dire :

ker(F)={x € G/ fx) =ex} =" ({ecr}) .
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Exemple 1.10
Soit f : Z — Z définie par f (k) = 3k. C’est un morphisme du groupe (Z,+), dans le
groupe (Z,+). Pour k, k' € Z, on a :

f(k+K)=3(k+K)=3k+3K = f(k)+ f(K)
L'image de f est
Im (f) ={f (k) \ k € Z} = {3k \ k € Z} = 3Z
Le noyau de f est

ker (f) = {k € Z\ f(k) = 0} = {k € Z\ 3k = 0} = {k = 0} = {0}

Théoréme 1.7 (Premiére théoreme d’isomorphisme)
Soit f : G — G’ un homomorphisme de groupes. Alors, les groupes G/ker(f) et Im(f)

sont isomorphes et on note G/ker f ~Im f.

Preuve.

Considérons

[+ G/Ker(f) — f(@)
T — f@) = f(z).

f est une application bien définie et on a aussi Im f = Im f. D’autre part, f est un

homomorphisme de groupes. En effet,

(@) = f(22') = f (w2') = f (@) f ().
f est injectif car si
r€G: f(T)=¢, alors f(z) = /dot x Cker f,ic.. T =¢

et aussi f est par définition surjectif. Ainsi G/ker f ~Im f m
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1.2 Structures de Anneaux

1.2.1 Anneaux

Définition 1.13
Soit A un ensemble muni de deux lois de composition internes ” +” et ” -7 On dit que

(A, +, ), ou simplement que A est un anneaux si :

(i) (A, +) est un groupe commutatif.

(ii) La loi ” -7 est associative :

Va,b,ce A:a-(b-c)=(a-b)-c

(iii) La loi ” -7 est distributive par rapport a ” + 7 :

Va,b,ce A, a-(b+c)=a-b+a-cet (b+c)-a=b-a+c-a.

Remarques 1.5

1- Si de plus la loi - est commutative, on dit que 'anneaux (A, +,-) (ou simplement A)
est anneaux commutatif.

” "

2- Si un anneaux (A, +, -) posséde un élément neutre pour la loi ”-”, on dit que 'anneaux

A est unitaire. Dans ce cas, on note 14 cet élément et on I'appelle unité de A.

Exemples 1.11

1- (Z,+, x) est un anneaux commutatif unitaire.

2- De méme (Q,+, x), (R, +, x), (C,+, x) sont des anneaux commutatifs unitaires.

Définition 1.14 (Diviseur de zéros)
Soit A un anneaux et soit © € A avec x # 0, alors x est un diviseur de zéro s’il existe
y € A tell que

r-y=y-xr=0

Définition 1.15 (Anneau intégre)

On appelle anneaux intégre tout anneaux distinct de 'anneaux nul et qui n’a pas de

16



diviseurs de zéros. Dans un anneaux intégre (A, +, X), on a :

V(a,b)€A2,a><b:OA:a:0A0ub:0A.

Exemples 1.12

1- (Z,+),(Q,+),(R,+) et (C,+) sont des anneaux inteégres.

2- 7./pZ, ou p est un nombre premier, est un anneaux intégre.

Définition 1.16
Soit (A, +, X) un anneaux unitaire. On dit qu’un élément est inversible si et seulement si

il admet un symétrique par rapport a la loi x c’est-a-dire :

r € Aetxinversible= ' € A /z x a2 ' =1' xx=1.

On note U(A) 'ensemble des éléments inversibles de A (qui sont appelés aussi les unités

de A).

Exemple 1.13
Les élément inversibles de Z sont U (Z) = {—1,1}.

1.2.2 Sous-anneaux

Définition 1.17

Soit (A, +,-) un anneaux et B une partie de A. On dit que B est un sous-anneaux de
I'anneaux (A, +, ) si :

(i) 14 € B.

(ii) Va,b€ B,a—b € B.

(iii) Va,b € B,a-b € B.

Exemples 1.14

1- (Z, x) est un sous-anneaux de (Q, x).
2- (R,+) est un sous-anneaux de (C, +).
3- Soit A un anneaux , A est un sous-anneaux de A mais {0} n’est pas un sous anneaux

de Asi A #{0}.
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1.2.3 1Idéal d’un anneaux

Définition 1.18
Soit (A, +,-) un anneaux et I une partie de A. On dit que I est un idéal a gauche (resp.

idéal a droite) de 'anneaux A si :

1) Ve,yel, z—y el

2y Veel,yc Ax-yclety-xe€l.
Exemples 1.15

1- Les parties {0} et A sont des idéaux de A.

2- Les ideaux de (Z,+, x) sont les parties nZ = {nx / x € Z, n € N}.

Remarque 1.6

Tout idéal est un sous anneaux, mais la réciproque est en genérale fausse.

Exemple 1.16
Soit A = (Q,+, x) et I = (Z,+, x), I est un sous anneaux de A mais n’est pas un idéal

de A.

1.2.4 Anneaux quotient

Définition 1.19
Considérons un anneaux commutatif A et I un idéal de A. Puisque (A, +) est un groupe
abélien et que [ est un sous-groupe de A, on peut associer a [ la relation d’équivalence

R sur A définie pour tous z,y € A par la condition

Ry z—yel

L’ensemble quotient A/I, muni de la loi de composition définie pour tous x,y € A par

(x+1)+y+1)=(z+y)+ 1

est un groupe abélien, d’élément neutre [ i.e. la classe de 0. On va définir une seconde

loi de composition sur A/, appelée multiplication, de sorte que A/I soit, avec ’addition
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précedente, muni d’une structure d’anneaux commutatif. Soient x+1 et y+1 des éléments

de A/I. On définit la multiplication par la formule :

(x+D)(y+1)=ay+1

Pour que cette définition ait un sens, il convient de vérifier qu’elle ne dépend pas des
représentants x et y de x + I et de y + I. Soient x’ et ¢ dans A telsque x + 1 =o' + 1
ety+I =9y +1 Ilexisterettdanstelsquez=12"+rety=1vy ++¢ Ona

xy =2y + (2t +ry +rt)

Puisque r et t sont dans I, il en est de méme de 't +ry’ +rt, par suite, xy—z'y’ appartient

a I, d’ou notre assertion.

Théoréme 1.8
L’ensemble A/I muni de laddition et la multiplication définies par les formules préce-

dentes est un anneaux commutatif. On 'appelle ’anneaux quotient de A par I.

Preuve.
Soit x, y, z des élément de A alors on va montré que la loi définie sur ’ensemble quotient

A/I est associative

(x+D)((y+D(z+1) = (x+1)(yz+1)
= z(yz)+1
= (xy)z+1
= (zy+1)(z+1)

= ((w+D)y+1)(z+1)

Il reste a vérifier que la multiplication est distributive par rapport a I’addition. Soient

x,y, z des éléments de A. On a les égalites

4+ D((y+D+(z+1) = (x+1)((y+2)+1)

= z(y+z2)+1
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= xy+axz+1
= (zy+ 1)+ (zz+1)

= (e+DHly+DH+(x+1)(z+1)

La deuxiéme égalité de la définition de la distributivité se vérifie de la méme facon. m

Remarque 1.7

lanneaux A/I est trivial si et seulement si [ = A.

Exemple 1.17
Soit A =7Z et I =nZ, on a Z/nZ est un anneaux commutatif
On définit les deux application suivantes
®: A/l x A/l — A/l ®: A/l x A/l — A/l
(@b) — adb=a+b (@b) — a®b=
Poura=a+nZetb=b+nZon a

S
X
=

a®b = a+nZ+b+nZ

= (a+b)+nZ
de méme

a®@b = (a+nZ)(b+nZ)
= ab+ anZ + bnZ + nZnZ

= ab+nZ

1.2.5 Morphisme d’anneaux

Définition 1.20

Soit (A,+,-) et (B,+,-) deux anneaux (unitaires et non triviaux). On dit qu’une ap-
plication f de A dans B est un morphisme d’anneaux (ou homomorphisme d’anneaux)
st :

(i) f(z+y) = f(z)+ f(y) pour tout (z,y) élément de A2

(ii) f(xz.y) = f(z) - f(y) pour tout (z,y) élément de A2

(iii) f(1a) = 15
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Exemple 1.18
Si I est un idéal bilatére d’'un anneaux A, 'application canonique 7 : A — A/I est un

morphisme d’anneaux. On 'appelle le morphisme canonique.

Théoréme 1.9 (Premier théoreme d’isomorphisme)
Si f: A — B est un homomorphisme d’anneauz, alors les anneaur A/ ker f et Im f sont

isomorphes.

Preuve.
Soit f: A/ker f — Im f définie par f(Z) = f(x). On sait que f est un isomorphisme de

groupes (le premier théoréme d’isomorphisme pour les groupes). D’autre part, on a

f(La) = f(1a) =15
et
VZ,y € Alker f : f(TY) = (@) = fzy) = f(2)f(y) = F(@)[(@)

et ainsi f est un isomorphisme d’anneaux m

1.3 Structures de Corps

1.3.1 Corps

Définition 1.21
Soit (k, +, ) un anneau commutatif (unitaire et non trivial). On dit que (k,+,-) est un

corps (commutatif) si :

(i) k # {04}.

(ii) Tout élément non nul de k est inversible.
Exemples 1.19

1- (Q,+,-), (R,+,-) et (C,+,-) .sont des corps

2- 7Z/nZ est un corps si, et seulement si, n est un nombre premier.

Théoréme 1.10

L’anneaux Z/nZ est un corps si et seulement si n est premier.
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Preuve.

Si n n’est pas premier, alors n = ab avec (a, b # £1) et donc ni @ ni b sont multiples de
n. Ceci montre que dans Z/nZ on a @ # 0 et b # 0, mais ab = ab = 7 = 0, donc Z/nZ
ne peut pas étre un corps.donc il faut que n soit premier.

Inversement, si n est premier, montrons que tout élément @ € Z/nZ — {6} posséde un
inverse.On a a et n sont premiers entre eux, donc d’aprés Bézout il existe u, v € Z tels

que au +nv =1 et donc au = 1 (modn) et par suite dans Z/nZ on aau = 1. =

1.3.2 Sous corps

Définition 1.22
Soit (k,+,-) un corps et k' un sous-anneaux de (k,+,-) on dit qu’une partie k' est un

sous-corps du corps de (k, +,-) si (k/, +,) est un corps.

Exemples 1.20

1- Q est un sous-corps de R et R est un sous-corps de C.

2- Q est le plus petit sous-corps de C.

1.3.3 Morphisme de corps

Définition 1.23
On appelle morphisme du corps (k, +, ) vers le corps (k’,+,-) toute application f de k

vers k’ telle que :
1- V(z;y) € K2, f(x +y) = f(z) + f(y).
2- Y(z;y) € K2, f(z-y) = f(x)- f(y).

3- f(l]k) = 1k’~

1.3.4 Corp finis

Définition 1.24
On appelle corps finis tout corps possedant un nombre fini d’éléments dit corps de Galois

(Galois field).
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Remarque 1.8

Le plus petit corps de Galois est Fy = {G,T} muni de l'addition (+) et de la multiplica-
tions (x) modulo 2.

0 élément neutre de I'addition (+) .

1 élément neutre de multiplication (x) .

Exemples 1.21

1- Soit Fy = Z/2Z = ({0,1} ,+, x) , la table d’addition et multiplication de Z/2Z sont :

+10|1 x |01
01/0|1 01/0/|0
T111]0 1110

2- Soit F3 = Z/37 = ({6, T,?} .+, ><), la table d’addition et multiplication de Z/37Z

sont :
+10]1|2 x| 0|12
01012 0000
1/1(2]0 110(1]2
2 1201 21021
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Chapitre 2

Arithmétique finie

Dans ce chapitre on considére Parithmétique sur ’anneaux quotient Z, = Z/nZ et
plus particuliérement sur le groupe multiplicatif (Z/nZ)™ des éléments inversibles par
rapport & la multipliacation. Ce groupe se révélera trés important dans les applications
pour le chapitre suivant, et plus particuliecrement sur Z, avec p premier. Dans ce para-
graphe on donne quelques algorithmes pour le calcul du PGC'D de deux entiers ainsi que

I’algorithme d’Euclide.

2.1 Arithmétique dans Z

Dans le premier partie dans ce chapiter on donne quelques notions et propriétés sur
Parithmétique dans Z, tels que nombre premier, division euclidienne, I’algorithme d’Eu-

clide et I'algorithme d’Fuclide étendu, théoréme des reste chinois,....etc.

2.1.1 Division euclidienne

Définition 2.1
Soit a,b € Z. On dit que a est divisible par b s’il existe g € Z tel que a = ¢b. Dans ce cas,

on dit aussi que a est un multiple de b et b est un diviseur de a. On écrite a | b.

Théoréme 2.1 (Division euclidienne)

Soit a et b deuz éléments de Z, avec b # 0. Il existe un couple unique (q,r) € Z* vérifiant

a=0bqg+r

0<r<|p
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On dit que q est le quotient et r le reste de la division euclidienne de a par b.

Preuve.

Existence, Soit L’ensemble A = {a —bk / k € Z} NN Vérifons que A n’est pas vide. Tel
est le cas si a > 0, car alors a est dans A (on prend k = 0). Supposons a < 0. Si b > 1,
on constate que a(l —b) € A (prendre k = a) et si b < —1, alors a(1 + b) € A (prendre
k = —a). D’aprés la propriété fondamentale satisfaite par N, 'ensemble A posséde donc
un plus petit élément r. Parce que r appartient a A, on a r > 0 et il existe ¢ € Z tel que

l'on ait a — bg = r. Il reste a vérifer que 'on a r < |b|. Supposons le contraire. On obtient

0<r—|bl=a—bg—b=a—blg+&) € Aavec & =+£1

mais on a 0 < r — [b| < r, ce qui contredit le fait que r est le plus petit élément de A.
Unicité. Supposons a = bg; + 11 = bga + 12, avec 0 < 1y < [b] et 0 < ry < |b]. Si ¢1 # ¢o,

supposons ¢; — g2 > 1 par exemple, on écrit

b<blgr—q2) =ra =11 < 1o

ce qui contredit I’hypothése que ro < b.

On en déduit ¢; = ¢o, et il s’en suit que 1, =15. W

Exemple 2.1

1- Division euclidienne de 17 par 5 :

17=5x3+2doncqg=3etr=2

2- Division euclidienne de —17 par 5 :

—17=5x%x(—4)+3doncqg=—4etr=3

2.1.2 Quelque propriétés sur 7Z

Définition 2.2 (Nombres premiers)

On appelle nombre premier, tout entier qui posséde exactement 4 diviseurs dans Z. les
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seuls diviseurs sont les diviseurs triviaux +1 et +p. On noté P I’ensemble des nombres

premiers.

Exemple 2.2

3 et —3 les deux sont des nombres premiers dans Z.

Définition 2.3 (Décomposition en facteurs premiers)

Tout entier n > 1 se décompose d’'une et d’une seule maniére en un produit de nombres
premiers. Autrement dit, pour tout entier n > 1, il existe des nombres premiers deux
a deux distincts pq, pa, ..., pr et des entiers strictement positifs oy g , ..., ag,, uniquement

déterminés a I'ordre prés, tels que

— Q1 a2 (895
n = pl . p2 ..... pk

Exemple 2.3

Pour n = 120, le nombre 120 se décompose en produit de nombre premiers c’est a dire

120=22x3 x5

Définition 2.4 (PGCD)
Le plus grand commun diviseur (PGCD) de deux nombres a et b est un nombres d qui

divise a et b et tel que tout diviseur commun de a et b divise aussi d en quelques sortes

on a aZ + bZ = dZ.

Définition 2.5 (PPCM)
Le plus petit commun multiple (PPCM) de deux nombres a et b est un nombres m qui
est un multiple de a et b et tel que tout multiple commun de a et b est multiple de m en

quelques sortes on a aZ N bZ = mZ.

Proposition 2.1
Soit p un nombre premier et soit a € Z. Alors ou bien p et a sont premiers entre eux, ou

bien p divise a.

Preuve.
Soit d = PGCD (a,p). Puisque d divise p et p est premier, d est égal a 1 ou a p.
Sid =1, p et a sont premiers entre eux et on note PGCD (a,p) = 1.
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Sid=p, pdivisea. ®

Remarque 2.1

Si a,b € Z on peut définir le sous-ensemble suivant de Z

aZ + b2 = {au+bv |/ u,v € Z}

Proposition 2.2

Soit a et b deux entiers non nuls alors il existe deux entiers d et m tels que aZ +bZ = dZ
et aZ N bZ = mZ. De plus Uentier d est le PGCD de a etb, et m est le PPCM de a et
b. Enfin on a l’égalité ab = +md.

Preuve.

Soit d € Z tel que aZ + bZ = dZ, montrons que d est un PGCD de a et b. Tout d’abord
a=a-14+b-0 est un multiple de d donc d divise a (et aussi b par le méme raisonnement,
on peut aussi écrire d = au + bv pour certains entiers u,v par conséquent tout entier d’
diviseur commun de a et b divise au, av et donc leur somme c’est a dire d.

Soit m € 7Z tel que aZNbZ = mZ, montrons que m est un PPCM de a et b. Tout d’abord
m € aZ donc m est un multiple de a (et aussi de b par le méme raisonnement), si m’ est
un multiple de a et b alors m’' € aZ et m’ € bZ et donc m' € mZ c’est a dire que m’ est
un multiple de m.

On sait donc que a = d'd et b = b/d donc r = a’b'd est un multiple de a et b est donc
divisible par m, donc md est divise rd = ab. Par ailleures, d’aprés la premiére partie du
proposition, il existe u, v € Z tels que d = au + bv donc md = aum + bvm, mais ab divise
am et bm donc md et on peut conclure md = +ab.

Si PGCD (a,b) =1 on dit que a et b sont premiers entre eux. m

Exemple 2.4
Soit a = 120 et b = 32 alors

d= PGCD (120,32) =8 et m = PPCM (120,32) = 480

donc

120 x 32 = 3840 et 480 x 8 = 3840 = ab = md
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Théoréme 2.2 (Bézout)

Soit d = PGCD (a,b) alors il existe deux entiers u et v tels que :

au+bv=d

En particulier deux entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement si’il existe u,v

entiers tels que au + bv = 1.

Preuve.

La premieére partie de I’énoncé est une conséquence directe de la proposition précédente.
Pout la deuxiéme partie, notons que si PGCD (a,b) = 1 alors il existe u,v € Z tels que
au + bv = 1.

Inversement si de tels u, v existent, alors un diviseur d de a et b diviserait au+ bv et donc

1 ce qui donne bien que a et b sont premiers entre eux. m

Lemme 2.1 (Lemme de Gauss)

Sia|be et sia est premier avec ¢, alors a | b.

Preuve.
Ils existent u,v € Z tels que au + cv = 1, on multiplie par b, ce qui donne bau + bvc = b.

On a a | be c’est a dire be = ak, k € Z alors on a

bau +bve =b < bau+akv =b < a(bu+ kv) =b< ak' =b < a|b.

Ce qui achéve la preuve. m

Lemme 2.2 (Eulide)

Soit p un nombre premier et a,b € Z. Si p divise ab alors p divise a ou p divise b.

Preuve.
Si p ne divise pas a, alors a et p sont premiers entre eux, car les seuls diviseures de p sont
1 et lui méme. D’aprés le lemme de Gauss, p doit alors diviser b. De méme, si p ne divise

b, il doit diviser a. m
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2.1.3 L’algorithme d’Euclide

L’algorithme d’Euclide est une méthode efficace pour déterminer le PGCD de deux
entiers

PGCD (a,b) = PGCD (b, )

si a = bq + r pour des entiers a, b, ¢ et r. La démonstration de cette propriété est
immédiate.
L’algorithme fonctionne alors ainsi. Supposons donnés deux entiers a et b positifs tels que

a > b. On effectue la division euclidienne de a par b :

a = bgy + 7o

et d’aprés la propriété précédente, on est ramené a calculer le PGC'D des entiers b et rq.
Deux cas se présentent alors : si g = 0, le PGCD cherché est b. Sinon, on effectue la
division euclidienne de b par ¢ :

b=roq1+m

et le PGC'D cherché vaut celui de rg et 1. Si 7; = 0, on a fini. Sinon, on continue.....
Les r; forment une suite d’entiers positifs ou nuls strictement décroissante (d’aprés les
propriétés de la division euclidienne). Cette suite ne peut pas étre infinie, ce qui montre
que l'algorithme doit s’arréter. La description de cet algorithme prouve qu’il s’arréte
automatiquement avec un reste nul. A ce moment, le précédent reste fournit le PGC'D
cherché.

Soit a et b deux entiers positifs, on pose rg = a et r; = b, et tant que r; > 0 on effectues

les divisions euclidiennes successives suivantes

deaparb : rg=riqi + 19, avec 0 <1y < ry.
debparr; : ri=req+ 13, avec 0 < r3 < ro.
der, s parr,_1 : Tn_o="pn 1Gn_1+7Tn, avec 0 <7, < 7,_1.
der,_iparr, : Th,_1="pqn+ Tne1, avec 0 < rpq <1y et rp =0.
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Proposition 2.3
On a PGCD (a,b) = ry, i.e. le PGCD de a et b et le dernier reste non nul dans cette

série de diwisions euclidiennes.

Preuve.

La suite des restes : rg, 11,79, ...,7, est une suite strictement décroissante dans N car
rog >11 > 19 > ... > 1,. Cette suite est donc finie. Il existe alors n tel que r,,; = 0.
Montrons que PGCD (a,b) = PGCD (b, 1)

Soit D = PGCD (a,b) et d = PGCD (b,1y). D divise a et b donc D divise a — bgy = 7o,
donc D divise b et g donc : D < d, d divise b et rq donc d divise bgy + r9 = a, donc d
divise a et bdonc : d < D

On déduit de ces deux inégalités que D = d : PGCD (a,b) = PGCD (b,ry) .

De proche en proche, on en déduit que :
PGCD (a,b) = PGCD (b,ro) = PGCD (r9,71) = ... = PGCD (r,_1,70) =74,

or r, divise r,_1, donc PGCD (r,_1,7,) =7y car rp,p g = 0. =

Exemple 2.5
Prenons a = 59 et b = 27. Alors

59 = 27 x2+5
27 = Hxb+2
5 = 2x2+1

2 = 2x140

Alors PGCD (a,b) = 1. Par suite, a et b sont premiers entre eux.

2.1.4 Algorithme d’Euclide étendu

A chaque étape de I'algorithme d’Euclide on a I’égalité de la forme

Tk—2 = Tk—1Qk—1 T Tk

L’algorithme d’Euclide étendu permet de déterminer d = PGC D(a,b) ainsi que les deux

30



entiers u et v vérifiant

d=au+ bv

Reprenons la suite des divisions euclidiennes et a chaque étape k£ > 0, calculons deux
entiers uy et v tels que

L = aug + buy

Un coup d’oeil de la suite des divisions euclidiennes montre que ug = 1, vg = 0, vy = 0
et v = 1.

De la relation (ry_1 = rgqy + 7x+1), qu'on écrit

Tk+1 = TE—1 — Tkqg
= aug_1+ bvg_1 — qx (aug + buy)
= a(ug—1 — qrur) + b (Vk—1 — qrvk)

= QU1 + DUpgy

on déduit que pour £ > 1, on a

Uk4+1 = Uk—1 — Ukqk

Vg+1 = Vk—1 — UrQk

Si d = r,, est le dernier reste non nul, on a u = u,, et v = v,.
D’ou I’algorithme d’Euclide étendu :
Soit deux entiers positifs a et b. Pour déterminer d = PGCD(a, b), ainsi que deux entiers

u et v tels que d = au + bv, on écrit

ro =@ rr== Tk+1 = Th—1 — Tkqk
u =1, up =0 etVk=>1 Uk+1 = Ug—1 — Urfk
19 =20 v =1 Vg1 = Uk—1 — UrQk

jusqu’a obtenir un reste nul.

d=r,
U= Uy,
v =1,
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Exemple 2.6

D’aprés 'exemple 2.4, on a

1 = 5-2x2
1 = 5—(27—5x%x5) x2

1 = 5—27(2)+5x10

1 = 5(1+10)—27(2)

1 = 5(11) —27(2)

1 = (59—27x2)(11) — 27(2)
1 = 59(11) —27(22) — 27(2)
1 = 59x11+27(-22—2)

1 = 59 x 11427 x (—24)

2.2 Arithmétique sur Z/nZ

Dans ce partie on donne quelques notions sur les congruences, théoréme des reste

chinois ainsi que fonction I'indicatrice d’Euler et le petit théoreme de Fermat,... etc.

2.2.1 Congruences

Définition 2.6
Soient a,b € Z et n € N*. On dit que a et b sont congrus modulo n si 'entier n divise

a — b, c-a-dire il existe un entier £ € Z tel que a = b+ kn. On note
a=bmodnoua=bnjoua=,>

Le fait que a et b sont congrus modulo n. Cette relation s’appelle relation de congruence

modulo n.

Exemple 2.7

1- 7=1mod6 car 7— 1 =1 x 6 est divisible par 6.

2- 31=11mod4 car 31 — 11 =20 =5 x 4.
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Proposition 2.4

La relation =,, est une relation d’équivalence sur Z.

Preuve.

La relation est réflexive, car nous avons a = a + 0 X n pout tout a € Z donc a = amodn.
La relation est symétrique, car si a = b+ kn alors b = a + (—k)n donc b = amod n.

La relation est transitive, car si a = b+ kn et b = ¢+ gn alors a = (c+gn) + kn =

c+ (g+k)n alors a = cmodn. =

Proposition 2.5

Sia=b(modn) et ¢c =d(modn) alors

a+c=b+d(modn) et ac=bd(modn).

Preuve.

On aa =b(modn) et ¢ = d(modn) c’est a dire a = nk+b et ¢ = nj+d, alors on obtient
at+c=nk+b+nj+d=b+d+n(k+j)alorsa+c=b+d(modn).

ac = (b+ kn) (d+nj) = bd + bnj + knd + kjnn = bd + n (bj + kd + kjn)

et par suite ac = bd (modn). =

2.2.2 Classe de congruence inversibles

Définition 2.7 (Classe de congruence)

Soient a € Z et n € N* . La classe de a modn est ’ensemble

{beZ|a=bmodn}

S]]
Il

= {beZ|b=amodn}
= {beZ|n\b—a}
= {beZ|IkeZ:b—a=kn}

= {a+kneZl|keZ}

Exemple 2.8
Dans Z/4Z, on a

T={.,1-3x4=—11,1-2x4=-7,1-1x4=-3,.1, 1+1x4=5 1+2x4=09,.}
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Définition 2.8 (Sommes et produit de classes)
On considére deux éléments @ et b de Z/nZ. on définit la somme et le produit de @ et b

par

adb = a+b
©)

b = a-bquou note plus simplement ab

Exemple 2.9

Dans Z/6Z = {0,1,2,3,4,5} ,ona5+3=5+3=8=2et2-5=2-5=10=4.

Définition 2.9
Soit m > 2 un entier, une classe de congruence @ € Z/nZ est inversible s’il existe une

classe b telle que @ b = 1. On note (Z/nZ)* 'ensemble des classes inversibles modulo 7.

Exemple 2.10
Dans Z/4Z,0n a 3 ® 3 =3 x 3 =9 = 1 car le reste de la division euclidienne de 9 par 4

est 1. Ainsi 3 est inversible et son inverse est lui-méme : 3 € (Z/4Z)" .

Théoréme 2.3

Soit a un entier. Alors, a est inversible si et seulement si a et n sont premiers entre eux.

Et par suite le groupe des classes inversibles modulo est :
(Z/nZ)* ={a|1<a<n et PGOD (a,n) =1}

Preuve. Supposons @ inversible. Il existe alors b € Z tel que ab = 1. Par suite, on a la
congruence ab = 1 mod n, autrement dit, il existe ¢ € Z tel que ab+nc = 1, ce qui prouve
que a et n sont premiers entre eux.

Inversement, d’aprés le théoreme de Bézout, s’il existe des entiers u et v tels que 1'on ait

au +nv = 1, on obtient au = 1, ce qui signifie que @ est inversible. m

2.2.3 Systémes de congruences. Théoréme des restes chinois

Un systéme de congruences est un systéme de la forme
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x = a; (modny)

T = as (mod ny)

| z= (mod ny,)

Lemme 2.3 (Lemme de chinois)
Soient ny,ng € N, ny > 2,ny > 2, PGCD (ny,ny) = 1. Soient ui,uy € 7Z tels que
uing + usng = 1. Soient aj,as € Z et a € Z tels que a = ajusng + asuing (mod nins),

alors pour tout x € Z on a :

= a1 (modn,)

8
I

= r = a (modniny)
T = ag (mod ny)
Remarque 2.2
On peut réinterpréter le lemme en disant que la solution générale x € Z du systéme de
congruences est donnée par :

r=a+ knins

Preuve.
Soient uq, us, ny, N9, ay, as, a vérifiant les hypotheése de lemme. Soit x € Z.

supposons que x = a (modninsy), Ik € Z tels que © = a + kniny alors

x = a(modny) et a = ajusng (modny)

aj (1 —ugng) (modny)

S
Il

a = a;(modn,)

Donc x = a; (mod ny)

on a de méme x = a (mod ny)

Supposons maintenant que = a; (modny) et z = as (modny), z — a est divisble par n;
et par nq, puisque les deux entier n; et ny sont premiers entre eux, il en résulte que nins

divise x — a, c’est & dire = a (modniny). m

Théoréme 2.4 (Théoreme de chinois)

Soient p,q € N tell quep > 2 et ¢ > 2 et PGCD (p,q) = 1. Alors l'application définie
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par
(¢): Z/pgZ — ZL[pZ x Z/qZ

Tpg (Tp, Ty)
est un isomorphisme d’anneau.

Preuve.

Soient =,y € Z.

¢ (qu + ypq) = ¢ (mpq)

= T+y,+r+y,)

= (T +7,.T,+7,)
= (fp + fq) + (yp + gq)
& (Tpg) + & (Tq)

De méme, on montre que ¢ (:E_ypq) = ¢ (Tpy) X @ (ypq) .
Montrons maintenant que ¢ est surjective :

Soit y1,y2 € Z et x € Z.

¢ (Tpg) = (Ep,%q) signifie T, = 71, T, = 72,

alors x est vérifie le systéme
z =y (mod p)
7 =y (mod g)

p et g étant premiers entre eux, on sait qu’il existe une solution de systéme (d’aprés le
lemme de chinois) ¢ est surjective.
Montrons que ¢ est injective :

Soient =,y € Z.

r =y (mod
O (Tpg) = ¢ (ypq) signifie T,, = 7,,, c’est a dire : yl P)
x =y (mod q)
x — y est donc divisible par p et par ¢ donc par pg car PGCD (p,q) = 1, donc x =

y (mod pq) c’est & dire 7, = ¥, donc ¢ est injective. Alors Z/pqZ est bien isomorphe a

Z)pZ X Z/qZ. m
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Exemple 2.11

Soit le systéeme

r =2 (mod 3)
r = 3 (mod5)
r =2 (mod?7)

On a (3,5) = (5,7) = (3,7) = 1 donc le systéme précédent admet un seul solution
modulo (3 x 5 x 7 = 105) d’aprés théoreme des reste chinois, et pour trouver la solution
on remarque

r=2(mod3)=x=2+3k, k€Z

Alors
2 + 3k = 3 (modb5) = 3k = 1 (mod5)

on trouve l'inverse de 3 dans Z/5Z, k = 37! = 2 € Z/57Z et on obtient

k=2(modb)=k=2+5ttecZ

donc
r =8+ 15t
alors
8 + 15t = 2 (mod 7) = 15t = —6 (mod 7)
=5t=-2(mod7)=t=1(mod7)=t=14+Tm,mecZ
donc

xr =23+ 105m = x = 23 (mod 105)

2.2.4 Indicatrice d’Euler

Définition 2.10 (Fonction indicatrice d’Euler)
Pour tout n > 1, 'entier ¢(n) est le nombre des entiers compris entre 1 et n, et premiers

avec n. Autrement dit, ¢(n) est le nombre des entiers a pour lesquels on a :

¢(n) = card ((Z/pZ)")
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ou bien

on)=card{a:1<a<n-1et PGCD (a,n) =1}

Exemples 2.12

1- »(8) = 4 car parmi les nombres de 1 a 8, seuls les quatre nombres 1,3,5 et 7 sont

premiers avec 8.
2- (1) =1 car 1 est premier avec lui-méme, et p(2) = 1.

3- La table de premiéres valeurs de I'indicatrice d’Euler pour 1 <n < 12

n 1[2/3]4]5[6|7|8[9|10|11 |12
en) | 1]1]2]2]4]|2]6|4|6|4 |10]4

Théoréme 2.5

Soit ¢ lindicatrice d’Euler, Si m et n sont deux entiers positifs premiers entre eux, alors

@ (mn) = ¢ (m) p(n)

Preuve.
On a d’aprés la fonction d’indicatrice d’Euler card (Z/nZ)” = ¢ (n) pour entier n > 0.

On a donc d’aprés le théoréme de restes chinois on a

card (Z/mnZ)* = ¢ (mn) = card (Z/nZ)™ x card (Z/mZ)™ = ¢ (m) ¢ (n)

Exemple 2.13
Soit n = 6. On a

Corollaire 2.1
Soit n un entier positif, le groupe (Z/nZ)" est d’ordre ¢ (n), on ¢ désigne Uindicatrice

d’Euler.

Preuve.

Chaque élément de Z/nZ est la classe d’un entier unique a € Z tell que 1 < a < n.
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Comme ¢ (n) = Card{a / 1 < a < n et PGCD(a,n) = 1}, la classe @ d’un entier

a(mod n) est inversible dans Z/nZ si et seulement si PGCD(a,n) = 1. Donc

Card{a inversible dans Z/nZ tels que 1 < a < n}

©
z
Il

¢ (n) = Card(Z/nZ)"

2.2.5 Théoréme d’Euler et petit théoréme de Fermat

Théoréme 2.6 (Euler)
Soitn € N, n > 1. Soit a € Z tel que PGCD (a,n) = 1. Alors :

a?™ =1 (modn)

Preuve.

Si a est premier avec n, alors @ appartient & (Z/nZ)* qui est un groupe d’ordre ¢ (n).

Soit g =a € (Z/nZ)*. On a

Card (Z/nZ)* = ¢ (n)

Par le théoréme de Lagrange, on a ¢ = 1. Ce qui implique que :

a*™ =T et donc a*™ = 1 (modn)

Remarques 2.3

1- Comme lorsque p est premier, et ¢ (p) = p— 1 alors le corollaire de ce théoreme est le

plus petit théorme de Fermat.

2- Pour tout nombre premier p et tout entier » > 1, on a

o, 1
S0(231”):p1”_pr 1:p (1__>

p
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3- Sin=pi'py?..p.* et k > 1, p; premiers distincts, n;, > 1,7 =1,2,....k, alors on a :

o) :nzlf[l <1_1>

p

Exemples 2.14

1 (mod7).
3- Soit ¢ (60) =60(1—3) (1—3) (1—3) =16.

Corollaire 2.2 (petit théoréme de Fermat)

Soit p un nombre premier. Pour tout entier a non divisible par p, on a
a’~' = 1 (modp)

En particulier, pour tout entier a, on a

a? = a (mod p)

Preuve.
Soit a € Z. On sait d’aprés la (proposition 2.1) qu’ou bien a est multiple de p ou bien
a est premier avec p. Soit @ la classe de a modulo p.

Si a est multiple de p, a” est aussi multiple de p, on a donc
a? = a = 0(mod p)

Si PGCD (a,p) =1, alors a € (Z/pZ)" d’apres le (définition 2.10).

Or (Z/pZ)" est d’ordre p — 1 donc a?~! = 1, ceci s’écrit a?~! = 1 (mod p), il en résulte
a’* =a(modp). m

Exemples 2.15

1- Soita=2et p=7, alors 2" =26 =64 =1 (mod 7).

2- Soit a =3 et p =75, alors 3°°' = 3* =81 =1 (mod?5).
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Chapitre 3
Réciprocité quadratique

Dans ce chapitre, on s ’interesse a I’ensemble des carreés dans le corps F,, p premier.
On introduit le symbole de Legendre et le symbole de Jacobi qui permet de caractériser
ces carreés et on développe les principales propriétés de ce symbole. On démontre notam-
ment la loi de réciprocité quadratique due a Gauss. Cette formule admet de nombreuses

démonstration. Nous donnerons celle basée sur les sommes de Gauss.

3.1 La congruence 7 = a (modn)

Dans cette partie, on va étudier la congruence

2* = a (modn)

On considére qu’ils existent trois types de problémes. D’abord, il faut voir quand la
solution existe, ensuite, combien y’a t’ils? et enfin comment les trouver ?

Nous montrons qu’on peut réduire la congruence de la forme z? = a (mod n) & une méme
forme avec (a,n) = 1.

Supposons que PGCD (a,n) > 1.et soit p un nombre premier qui divise PGCD (a,n),
telle que p | a et p | n. On suppose que = est une solution de 72 = a (modn). On a p | 2
et pour cette raison p | z on écrit x = py, alors la forme 2% = a (modn) est équivalente
avec :

p*y* = a(modn)

On divise par p pour obtenir
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py® = a/p (modn/p)

On distingue trois cas :

Si p? | n et p? | a,alors, py* = a/p (mod n/p) est équivalente a la congruence.

y? = a/p*(mod n/p?)

pour chaque solution yo de cette congruence (s’il existe). il existe p une incongruente
solution modulo n de la congruence originale 2> = a (mod n) il existe x = pyo(mod n/p),
si (a/p*,n/p?) > 1) on répete toute les étapes.

Si p? | n mai p*{ a, alors py*> = a/p (modn/p) est une contradiction.pour que

2? = a (modn)

n’a pas des solutions dans ce cas.

Si p? ¥ n,et (p,n/p) = 1, et pour qu'il existe un nombre ¢, telle que cp = 1(modn/p)
la formule py? = a/p (mod n/p) est équivalente de cette congruence y*> = ca/p(modn/p)

aucune solution gy, de cette congruence admet une unique solution = = pyy(modn) de

2 = a(modn) si (ca/p,n/p) > 1.

on peut répéter toute la procedure

on note que si p?/a, alors ca/p = cp.a/p? = 1.a/p? = a/p*(mod n/p).
2 —

i.e, py a/p (modn/p) est équivalente de la congruence y? = a/p*(modn/p) dans ce

cas.

Exemples 3.1

1- On a la congruence suivante

2% = 36 (mod 45)

On a PGCD (45,36) = 9 donc on va écrit z = 3y alors la congruence x? = 36 (mod 45)
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équivalente a

(3y)> = 36 (mod45) = 9y? = 36 (mod 45)

= y254(m0d5):>y2:4+5k’, kel

Pour £ = 0 on obtient

VP=4=y==42

alors la solution particulier est
y = +2(modb) = x = +6 (mod 15)

i.e.l’ensembles des solution la congruence 22 = 36 (mod 45) est 6, 9, 21, 24, 36, et 39.

2- On a la congruence suivantes

2% = 15 (mod 45)

On a PGCD (45,15) = 15 et on a 3 < 15 donc x = 3y alor 9 | 45 mais 9 { 15 alors il

n’admet pas solutions

3- On a la congruence suivantes

2% = 15 (mod 21)

On a PGCD (21,15) = 3 on écrit + = 3y et on a 9 1 21 et PGCD (3,7) = 1, alors il

existe ¢ tels que 3¢ = 1 (mod 7) alor ¢ = 5 donc on obtient
9y* = 15 (mod 21) = 3y* = 5 (mod 7)
On multiplie cette congruence 3y? =5 (mod 7) par 5 on obtient
y* =4 (mod7) = y = 42

alors on trouve

x = +6 (mod 21)
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3.2 Résidus quadratique et non-résidus dans Z/pZ

Définition 3.1

Soit p un nombres premier et a un entier tel que p ne devise pas a .Alors a est appelé
un résidu quadratique modulo p si I'équation 22 = a(mod p) posséde une solution
.Dans le cas contraire a appelé un non résidu quadratique modulo p.

Autrement dit , soit z € Z/nZ, on dit que x est un carré (ou un résidu quadratique)

si il existe y € Z/nZ tel que x = y?, dans ce cas on dit que y est une racine carré de x.

Notation 3.1
Si a résidu quadratique modulo p on note aRR,, et si a non-résidu quadratique modulo p

on note alV,,.

Exemples 3.2

1- La table des carrés dans Z/77Z. Les carrés sont 0, 1,2, 4.

zmod7 (01123456
2mod7 0142241

rxmod10 |0]|1|2|3[4]5|6|7 8|9
?mod 10 [0 1[4[9]6|5[6[9]|4]1

Théoréme 3.2
. . . Tk . p—1 , L, . . p—1
p un nombre premier impaire alors : ¥, contient Y= et carré (résidu quadratique) et P75~

. . . . 1 .
non carré (non-résidu quadratique), F, contient % carreé.

Preuve. On pose
p: F, — FJ

morphisme de groupes.
kerp = {z € F;\m2 =1}={z¢€ F\(xz—-1)(z+1)= 0} = {-1,+1}

D’ou Card {ker p} = 2 et comme ¢ morphisme de groupes, alors d’aprés le 1¢" théoréme
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d’isomorphisme il vient Card {F;} = Card {kerp} x Card{Im ¢} alors

C’ard{F;} p—1

Card{lmp} = Card{kerp} 2

. _1 , L, . . -1 , L, .
Alors F3 contient P~ carrés (résidus quadratique) et “5= non carrés (non-résidus qua-

dratique).

_ ptl

Les carrés de F,, sont donc un nombre de p%l + 1 = 5~ puis que compter 0. =

Exemple 3.3

Soit p = 7 un nombre premier impaire, alors dans (Z/7Z)" les résidus quadratiques sont
{1, 2, 4}, et les non-résidus quadratiques sont {3, 5, 6}.

Alors Card{a € Z% : aR;} = Card{a € Z} : aN;} = 1 =3.

3.3 Critére d’Euler

Théoréme 3.3 (Critére d’Euler)

Soit p un nombre premier impair, et a un entier tel que p ne divise pas a. Alors

(1) a est un résidu quadratique modulo p si et seulement si

p—1

az =1(modp)

(ii) a est un non-résidu quadratique modulo p si et seulement si

p—1

az = —1(modp)

Preuve.

D’aprés la théoreme de Fermat, on a
p=1)2 -1
<a z ) =a’" =1 (modp)

p—1 . -
Donc a = est une solution de la congruence x?> = 1(mod p) et donc et comme a?~! =

1(mod p) pour tout a premier & p, nous avons

p—1

az =41 (mod p)
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(r-1)
L’équation x 5 = 1(mod p) a exactement ’%1 solutions modulo p. Comme il ya 1%1

résidus quadratique modulo p, les solutions de I’équation précédente sont exactement les

résidu quadratique. Ainsi pour un non-résidu quadratique a, on a

p—1

a2 =—1(modp)

De tout ceci, nous pouvons conclure que le théoréme est vérifié. m
Exemple 3.4
1- Soit a = 5 et p = 23 alors on obtient 5% =51 Alors :

5'' = —1 (mod 23)

2- Soit a = 2 et p = 13 alors on obtient 3% =35, Alors

3% = 729 (mod 13) = 1 (mod 13)

3.4 Symbole de Legendre

Définition 3.2
Soit a € Z On déffinit le symbole de Legendre noté (%) par

+1 si a est un carré (résidu quadratque) modulo p
a
(2_9) =4 —1sian’est pas un carré (n’est pas résidu quadratque) modulo p

0 si p devise a

Remarque 3.1

(%) =1, car 1 est le carré de lui-méme.
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Exemple 3.5
Soit p un nombre premier, ( ) pour p < 70 et a = 2,3, 5.

a
p

(é>-10-11-1-11-111-11-1-1-111-1

Remarque 3.2

Soit p un nombre quelconque alors on a :

(E) =1 % a est un carré dans Z/pZ
p

Exemple 3.6

Soit a =2etp=9alorsona 2= (2) (%) =(-1)(—1) = 1.Mais Dans Z/9Z les carrés

sont 0, 1,4 et 7.Donc 2 n’est pas un carré dans Z/9Z.

Remarque 3.3 Soit p un nombre premier impair. Parmi les entiers compris entre 1 et
p— 1,1l y en a exactement la moitié qui sont des résidus quadratiques modulo p. On a

donc la formule

Notation 3.4 (Critére d’Euler)

Soient p un nombre premier impaire et a un entier. On a

§)=e o

Proposition 3.1
Soit p un nombre premier et a,b € Z, PGCD (a,p) = PGCD (b,p) = 1 alors :

(i) (Modularité) Si a =b(modp) alors (%) = (%) .
(ii) (Multiplicativité) (;b) — (5> (g) .
(iii) (?> — 1.

@) (7) =)
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Preuve.

2

(i) Si a = b(modp) alors z° = a(modp) admet a solution si et seulement si x

p

b (mod p) admet a solution alors (%) = <9> :

(ii) En utilisant le critére d’Euler on a :(‘—‘) = a5 (mod p) et (9) =b
p p

alors :

(iii) On a (5) — +1 donc d’aprés (ii) on obtient :

() - GG

= +1-+1
= 1
(iv) On a <%2> = 1 donc d’aprés (ii) et (iii) on obtient
(5)-G) () -C)
p p p p
|

3.4.1 La loi complémentaire
Caractére quadratique de -1
Proposition 3.2

Soit p un nombre premier impaire. Alor on a :

1sip =1( mod4)
—1sip =3( mod4)

N

=|L

~——
I

—1
De facon équivalente on a (%) = (—l)pT .
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Preuve.

Observons que

p—1 Isip =1( mod4)
—1sip =3( mod4)

D’autre part en appliquant le critére d’Euler on a

—1

(_) = (-1)"7 (mod p).

p

i
L

3

Sip=1( mod4) alor p =4k + 1,k € Z donc, (—1)% = (=1)** =1 alors ( 1)
Sip =3( mod4) alor p = 4k+3, k € Z donc, (—l)p%1 = (—1)**!' = —1 alors ?1

):—.

Donc le résultas suit immédiatement car chacun des termes de la congruence et £1. m

Caractére quadratique de 2

Proposition 3.3

Soit p un nombre premier impaire. Alors on a :

(2) P 1 sip==+1( mod8)
—1 sip=+3( mod8)

Preuve.

D’aprés le critére de Euler, 2 est un racine carrés modulo p si et seulement si

-1
Alors en utilisant I’expression (—1)17T pour 21 pair et (—l)pT+1 pour 21 impaire on

obtient

(8k+1)2-1 64k2+16k 2
e s _1>8/€ +2k —

p = 8k+1=2

|
|
[a—
T
Il
—_
—~
=
o
(o
3

(8k—1)2—1

p = 8k—1=2

(8k+3)2—1

p = 8k+3=2

Il

—~ — —~ ~
|
—_

)
64”10k _ (_1)8k2—2k = (-1 =1 (mod p).

(

(

)
) )

) 2 ()t 2 () = 1 (mod ).
) (

(8k—3)2—1 64k2—48k+8 8k2— 6kt 1
s § (1) !

p = 8k—3=2
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telsquesip=8k+1l,onal=4k*+ ketsip=8k+t3onal=4k*+3k =

3.4.2 La loi de réciprocité quadratique

Proposition 3.4

Soient p et q deux nombres premiers impairs, on a
P q p-lg-l
Z ) (_1) 2 2
() ()

On peut énoncer la proposotion de réciprocité quadratique de la fagon suivante :

Remarque 3.4

Soient p et ¢ deux nombres premiers impairs, on a :

q

p

(p) (q) Isip=1( mod4) oug=1( mod4)

—1sip=q¢=3( mod4)

Preuve.

Pour p,q nombre premier impair, alors p%lq;—l est un nombre pair si et seulement si p ou

q s’écrit sous la forme 4k + 1, alors

(£))-com-

Sip=q=3( mod4) alors 221 est un nombre impair i,e.

()~

Corollaire 3.1

Sotent p et q deux nombres premiers impairs, on a :

(p) _ <§> sip=1( mod4) oug=1( mod4)

q —<Iﬂ)> sip=q=3( mod4)

Preuve.

Sip=1( mod4) ou ¢ = 1( mod4) alors <§> <§> = 1 D’aprés la (Remarque 3.4)

20



donc

() ()= (1)

—1 D’aprés la (Remarque 3.4) donc

Ona (3) = 1aom (2) = (1)

Sip=qg=3( mod4) alors <§> <p

IS
N——
I

On a (%)2 =1 alors <§> = — (% [ ]

3.4.3 Exemple

On va de nouveau utiliser les régles énoncées ci-dessus pour calculer (ﬁ) .

2011
041 . " .
(M) = —) réciprocité 541 =1(4) .

388
—) modularité 2011 = 388 (541) .

> /97
—— ) multiplicativité 388 = 2% x 97.
541

réciprocité 541 =1(4).

ot
(=}

S IURRSTECERS IS
\_/\_/v

modularité 541 = 56 (97) .

|

N 7N 7N 7 N7 N7 N7 N N, N
Ne)
3

( > multiplicativité 56 = 23 x 7.
( > réciprocité 97 =1 (4).

2
(—7) modularité 97 = —1 (7).

I
—
|
)_l
—

-1 2
1) la loi complémentaire (7> =—let (—) =1

I
|
—_
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3.5 Symbole de Jacobi

Définition 3.3

Soit n un entier positif impair dont la composition en facteurs premiers est n = pi* p®......pL".

m

Le symbole de jacobi (g) est définie par :

# - @) @)
()

Proposition 3.5

Soient m,n,a,b quatre entiers avec m,n > 1 impairs.On a
< a > b _ [ab
m/ \m) — \m)’
@G = Ga)
m/ \n/ — \mn/’
Preuve. La preuve de ces égalités réside en les propriétés du symbole de Legendre

et la définition du symbole de Jacobi. On écrit les décomposition m = myms...mg et

n = nins...n, en produit de nombres premiers. On a alors :

() - T -1 () -6 ()
) () () ()0 () - ¢

J

Lemme 3.1

Soit a,b € Z deux éléments positive impairs on a :

1- o5t 4 2l =2l (mod 2).

2- “28_1 + b28_1 = (ab);fl (mod 2).

Preuve.

1- Pour a — 1 =0(mod4) et b—1=0(mod4) on a :
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(a—1)(b—1) = 0(mod 4)

ab—a—b+1 = 0(mod 4)
ab—1 = (a—1)+ (b—1)(mod 4)
ab—1 _ (a—1) (b—1)
5 = 5 + 5 (mod 2)

2- Onaa®?—1=0(mod4) et b> — 1 = 0 (mod4). Alors

0 (mod 16)

(a*—1) (®—1)
a’b? —a®> - +1 = 0(mod4)
a’®—1 = (a®>-1)+ (a®> — 1) (mod 16)
(ab)?® — 1 (a®> —1)

_ (b* —1)
g = S + g (mod 2)

3.5.1 La loi complémentaire
Caractére quadratique de -1

Proposition 3.6

Pour m impair on a :

()= = i

Preuve.

Si m est un nombre impair alors on pose m = pips :
m P1 P2
-1 p1—1 pa—1
B — —]_ 2 _1 2
(5) = v e

—1 p1—1_ pa—1
_ g _]_ 2 + 2
(%) = v
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_1 p1po2—1 ,
(_> = (—=1) 2 D’aprés (lemme 3.1)

() = 0 (moaz

Caractére quadratique de 2
Proposition 3.7

Pour m impair on a :

(2) 1 sim==+1( mod 8)
m —1 st m = +3 (mod 8)

Preuve.

Si m est un nombre impair alors on pose m = pps :

() = G G)

~__
I

m

2 pr—1 pa—1
—_ — —1) 8 —1) 8
(2) = 0%

92 p3—1  p3—1

Z) = (=1 s t7s
(2) = -

2 (p1p2)?-1
(E) = (=1) 3 D’aprés (lemme 3.1)
2) = (—1)”128_1 (mod 2)
~) =

3.5.2 La loi de réciprocité quadratique

Théoréme 3.5 (La loi de réciprocité quadratique)

Soient m et M > 3 des entiers naturels impairs. On a :

() ()

o4



Preuve.
Ecrivons les décompositions m = mymsy...m; et M = My Ms...M, en produit de nombres

premiers.

() () = ML (2 () = Fr oy o™ = st e

i=1j n;
Dans ce cas en va montrer

r (]Mi_l) mj;—1 —1)(m—
(_1)21:122‘:1 4( - ) ( 1)<M 1)4( =

i.e,
r o (M=) (mj—1 M—1)(m—1
(_1)Zi:1 >i-1 f() = (_1)% (mod 2)
On a l .
S M= (my 1) ( <Mz-—1)> (Z <mj—1>>
st £ 4 : 2 : 2
=1 j=1 =1 7=1

Daprés (lemme 3.2) on obtient

i=1

” HMi—l
(Mi_l) i=1 M -1
< T) = =L (mod2) = = (mod?)

, 2 2
7=1
Donc l
d (M; —1)(m; —1) _ M —1m—1
‘ Z 1 =— 5 (mod 2)
i=1 j=1
]
3.5.3 Exemple
On va de nouveau utiliser les régles énoncées ci-dessus pour calculer (%) :
08 = 233 car 233 = 1 mod 4
233 68
29
= (@> car 233 = 29 mod 68
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(@)
oo

|‘\D %|o
~— ~—

car 29 = 1 mod 4

— N
Ne)

car 68 = 10 mod 29

(E) car 10=2 x5

) car 29 = —3mod &

Il
7~ N7 N~

[\
N
[\
Nej

o8 B e

> car 5 = 1mod4

Il
|
7~ N " N~

(SR

) car 29 =4modbH

= —1lcar PGCD (5,4) =1

3.6 Sommes de Gauss

Les sommes de Gauss sont trés importantes en arithmétique. Nous allons les utiliser
pour donner une démonstartion de la loi de réciprocité quadratique. Nous les utiliserons
également pour calculer le nombre de solution modulo p d’une équation quadratique.
Dans cette section, nous introduisons ces sommes et donnons quelques formules utiles

pour démontrés la loi de réciprocité quadratique.

Définition 3.4
Soient p et ¢ deux nombres premiers impairs distincts, et a une racine primitive p — iéme
de I'unité dans une extension de Fy.

On appelle alors Somme de Gauss dans F sur la forme suivante :

Théoréme 3.6

Soient k un corps de caractéristique q, soit p un nombre premier impaire, p # q. Alors

La somme de Gauss T vérifie les identités suivantes :

(i) Pour tout a € F,
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(i) 7(1)* = (51)»

(iii) Si q est nombre premier impaire, pour tout a € F,, ona

Preuve.

(i) L’application x — ax est une bijection de F}, sur F},. On a donc

@) = ¥ (a_ly) oY

yeF; p

5 )0
- ()

or (51) = (2) " = (2) ear (2) € {111 Don 7 (a) = (2) 7 (1),

(ii) Pour simplifier, nous noterons 7 = 7 (1). En utilisant Multiplicativité de symbole

de Legendre, on a

= (50)) (56)7)-5.6)

Si on effectue le changment de variable ¢t = 71y, on a y = xt et donc xy = x°t.
3)-G)-G)6)-6)
p p p p p

7_2 _ Z (E) &I(1+t) _ Z (z) Z aw(1+t)
zteF; \P teFy \DP z€F},

Si 1+t =0 (modp), alors a®**) =1 donc

D’ou

Donc

Z am(1+t) — p o 1

xEF;

Si 1+t # 0(modp), alors Papplication  — x (1 +¢) est une bijection de F} sur Fj,
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d’ou

S ot =44+ 4o =1

z€F}

5 OG5 0

D’aprés (Remarque 3.3) on obtient
-1
-G
p

q—1
(iii) Remarquons que (5) = 1, donc d’aprés (i), il suffit de prouver le résultas pour

Ainsi

a = 1. En notant 7 = 7 (1), comme la caractéristique de > (k) est égale & ¢, on a

q
X
e x ()
xEF; p

Or comme ¢ est impair, on a

d’ou

q
oy (f) = 3 (z) o — <2> > (@) o
zeF; \P zeF; \P D/ zeF; \ P

L’application x — gz, est une bijection de F sur F, d’ou

()56 -6

Or d’aprés (ii), 7 # 0, alors

3.6.1 La loi de réciprocité quadratique

Théoréme 3.7 (Gauss)

Soient p et q deuxr nombres premiers impairs distincts. On a

(5) = =0 )
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Preuve.

D’aprés critére d’Euler et le (théoréme 3.6), on obtient les égalités suivantes

0--()")

(__17—2) 2 _ (_1)%7(]_1

(—1)((171)4(?71) 7l = (_1)@*1)4(1”*” (g)

p
)=+ 3)

ce qui termine la démonstration de la Loi de réciprocité quadratique. m

(g—1)
2

3.6.2 Exemple

Vérifons que 'on a (;g??) =1.

En utilisant la loi de réciprocité, on obtient

1956\ [ 3 131
2311) — \ 2311 2311 2311
| -

( 1155><1

)
e

<1§1) (131)

1
§) = —1 car 2311 = 1 (mod 3)

1 car 2311 = 1 (mod 5)

| =

%) car 2311 = 84 (mod 131)

Donc



Conclusion

La loi de réciprocité quadratique comme nous ’avons vu peut prendre différentes formes
toutes aussi intéressantes et pleines d’intéret.
Nous avons pu voir comment & partir d’une loi de réciprocité pour résoudre le probleme
d’existence de carré modulo un nombre premier, c’est & dire le probléme de résolution
d’équation du type

ar? +br+c=0

cette équation est équivalente & la congruence comme sous la forme

y* = a (mod p)

dans F,. Cette la loi admet pleusieurs démonstartions, mais dans ce mémoire en s’est

basé sur la loi de réciprocité de Legendre, Jacobi et Gauss.
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Résumé :

Dans ce mémoire, nous étudions I’arithmétique finie dans I’anneau Zn/Z et la loi de
réciprocité quadratique ou n est un nombre premier, et en utilisé cette la loi pour résoudre
la congruence sous la forme x? = a(mod p) et PGCD(a,n) = 1, s’il existe, ot n’existe
pas, solution dans la congruence, on dit que résidu quadratique et non-résidu quadratique.
Cette la lo1 admet plusieurs démonstration en utilise dans ce mémoire preuve de Gauss, et
symbole de Legendre et Jacobi.

Mots clés :

L’arithmétique finie« ’anneau Z/nZ« la loi de réciprocité quadratique< nombre premier
impaire¢« congruence¢ résidu quadratique et non-résidu quadratique< Gauss¢ symbole
Legendre et Jacobi.
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Abstract :

In this memory¢« we study the finite arithmetic in the Z/nZ ring and the quadratic
reciprocity law where n is a odd prime number¢ and using this law to solve the congruence
in the form x? = a(mod p) and PGCD (a,n) = 1¢ if there is or does not exist, solution
in the congruence we say that quadratic residue and quadratic non-residue. This law
admits many demonstration uses in this memory proof of Gauss¢ symbol Legendre and
Jacobi.

Key words :

finite arithmetic, Z/nZ ring, quadratic reciprocity law, odd prime number, congruence,
quadratic residue and quadratic non-residue, Gauss¢ symbol Legendre and Jacobi.




