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Notations

F, Le corps fini & ¢ éléments

[K: L] Dimension de K sur L

car(K) Caractéristique de K

(2) Nombre de combinaisons de k£ éléments parmi n

[n, k,d La longueur n, la dimension k et la distance minimale d d'un
code linéaire

dy(x,y) Distance de Hamming entre z et y
wp(x) Poids de Hamming du vecteur x
T Cardinal de I’ensemble T

G Matrice génératrice de C

Ct Code dual de C

H Matrice de controle de C

A; Nombre des mots du code de poids

We(z,y)  Polynome énumérateur des poids du code linéaire C'
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Introduction

Dans ce mémoire, on s’intérésse a ’étude de polynéme énumérateur des
poids d’un code de longeur fixe sur un corps fini.

D’abord on rappelle les notions de base nécéssaires (corps fini, code cor-
recteurs d’erreurs, distance de Hamming), ensuite on étudie les polynome
énumérateur des poids en citant quelques exemple. Enfin, on cite un resultat
important (le théoréme de MacWilliams) et une application ( probabilité des
erreurs).

Dans le premier chapitre, on rappelle les notions préliminaires fondamen-
tales liées a ce travail (anneau, corps finis, code correcteurs d’erreur, distance
de Hamming ), ces notions sont nécéssaires pour comprendre les chapitres
suivant de ce travail. On y mentionne quelques exemples pour expliquer
mieux les notions.

Le deuxieme chapitre vise a présenter le concept du polynéome énuméra-
teur des poids.

Pour cette raison on parle de la distrubution des poids (pour Hamming),
et les polyndmes homogénes. On donne quelques exemples.

Enfin, le dernier chapitre est consacré d’un part au théoreme de MacWilliams
qui permet de relier le polynéme énumérateur d’un code au polynéme énumeéra-
teur de son dual, d’autre part on voit comment le polynéme énumérateur est
utilisé pour le calcul de probabilité d’erreur.



Chapitre 1

Introduction et Notions préliminaires

Dans ce chapitre nous parlons des définition, des concepts de base et de
certaines propriétés des corps finis, ainsi que des codes.

1.1 Corps Finis

Dans cette section on rappelle les notions préliminaires fondamentales
lices a ce travail (anneaux, corps finis).

1.1.1 Anneau

Définition 1.1.1. Soit A un ensemble non vide muni de deux opératios
internes 7 4+ 7 et ”.”. Le tripet (A, +,.) est dit anneau si:

1) (A, +) est un groupe commutatif.

2) La loi ”.” est associative: Va,y,z € A : (z.y).2 = x.(y.2).

3) La loi ”.” est distributive par rapport a la loi 7 + 7 :

Jrly+z)=zy+az
vo,y 2 €A { (x+y)z=x2+y.2
Remarque 1.1.1.
1) Sila loi "." posséde un élément neutre 14:

Vee Az lpy=10=2x

on dit que I'anneau est unitaire.
2) Sila loi "." est commutatif:

Ve,ye A:xy =y
on dit que I'anneau A est commutatif.
Notation 1.1.1.

1) L’élément neutre de (A, +) est noté 0 et appelé le zéro de A. La
symétrique d’un élément € A est noté —z.



2) Si "." poséde un élément neutre, il est souvent noté 1, 'inverse de

x € A pour ".", s’il existe, est noté x7 1.

Exemples 1.1.1.

1) Si Z est 'ensemle des entiens relatifs, alors (Z,+,.) est un anneau
commutatif unitaire infini.

2) Soit n € N*et M, (R) L’ensemble des matrices carrées n X n sur R,
alors (M, (R),+,.) est un anneau avec

0 0 0 1 0 . 0

0 0 0 0 1 . 0
0= et 1=

o0 .. .0 oo . . .1

3) (Z/nZ,+,.) est un anneau commutatif unitaire pour ’addition "+" et
la multiplication "." modulo n.

Idéal d’un anneau
Soit (A, +,.) un anneau commutatif unitaire

Définition 1.1.2. Soit / un sous ensemble non vide de A, on dit que [
est un idéal de A si il vérifie:

H)Ve,yel,z—yel.

2)Vae A,V €I, ax € 1.

Exemple 1.1.2.
Soit A =7Z/6Z et I ={0,2,4}

on a

= Dol Ol O

DO O v DO
Ol || DO |

INEN e

ol o o o ol ol 2
= ol O v N D Do
[Nl N Nan] [ No] [N Nan] NN

G| =] ol DO I D -

donc I est un idéal de Z/67Z



Idéal principal

Définition 1.1.3. Un idéal I est un idéal principal s’il est engendré par
un élément a, c’est-a-dire s’il existe a € A tel que:

I=(a)={ax: x € A}

Exemple 1.1.3.
Dans Z tout les idéaux sont principaux.

Corps

Définition 1.1.4. Un corps est un anneau unitaire (A, +,.) tel que tout
élément non nul est inversible.
C’est-a-dire :

U(A) = A— {0}

ot U(A) est le groupe des unités de A.

Exemples 1.1.4.
1) (Q,+,.), (R,+,.) et (C,+,.) sont des corps.
2) Pour p € N*premier , on a

A = Z/pZ=1{0,1,2,...p— 1}

U(Z/pZ) = {z€Z/pL: (x,p)=1}
— (1,2,...P 1} = Z/pZ — {0}

alors si p est premier, (Z/pZ,+,.) est un corps.

Anneau intégre
Soit (A, +,.) un anneau, d’élément zéro 0.

Définition 1.1.5. Un élément a € A est dit diviseur de zéro s’il 3
be A b=#£0 tel que

a.b=0oub.a=0.



Exemple 1.1.5.
dans I'anneau Z/67Z des entiers modulo 6 on a 2.3 =0
alors 2, 3 sont des diviseurs de zéro dans Z/6Z.

Définition 1.1.6. Un anneau intégre est un anneau qui ne posséde pas
de diviseur de zéro autre que zéro.
Autrement dit : A est intéegre < sia,be A:ab=0=a=00oub=0.

Exemples 1.1.6.
1) Z/6Z n’est pas integre.
2) (Z,+,.) est un anneau integre.

Anneau principale

Définition 1.1.7. Un anneau principal est un anneau intégre tel que
tout ideal de cet anneau est un ideal principal.

Exemples 1.1.7.
1) Z est un anneau principal.
2) k corps commutatif, 'anneau k[x| est un anneau principal.

Anneaux des polyndmes

Définition 1.1.8. Soit (A4, +,.) un anneau. On appele polynome a une
indéterminée = & coefficients dans A une somme de la forme ag + a1z' + ... +
a,x" tels que n € N et ag, ay, ..., a, sont dans A.

Soient: f(x) = ag+ a1z + ... + a,x" et g(x) = by + byx + ... + bsz® deux
polynomes dans A[z]

on définit I'addition et la multiplication des polynomes f et g comme suit:

(f, g) — f . g(l’) = aobo -+ (CLobl + albo)l’ + ...+ (aobn -+ albn_l + ...+
anbo)x™ + ... + apbsx" e

proposition 1.1.1.
(Alz], +,.) est un anneau appelé l'anneau des polynéme en x sur A.



1.1.2 Corps finis

Définition 1.1.9. Un corps fini est un corps dont le nombre de ses
éléments est fini.

Un corps fini & ¢ élément est noté F, ou GF(q) (pour Galois field of ¢
elements).

Exemple 1.1.8.
Si p € N* est premier, 'anneau Z/pZ = F,, est un corps fini & p éléments.

prenons comme cas particulier p =5

On a
2x3=1
Ix4=1
Ix1=1

Alors

I'inverse de 2 est 3
I'inverse de 3 est 2
I'inverse de 4 est 4
I'inverse de 1 est 1

0 n’admit pas un inverse

Caractéristique d’un corps
K corps commutatif, Ox et 1x sont respectivement les neutres de K pour
I’addition ”"+” et la multiplication ”.”

pour n € N, on définit:

n fois

Deux cas peuvent se présenter:

on dit que le corps K est de caractéristique nulle et on écrit car(K) = 0.



2) dn e N, n#0 tel que n.1g = Ok
on dit que le corps est de caractéristique non nulle.

Soit p € N* le plus petit entier naturel non nul vérifiant : p.1x = Ok,
p est appelé la caractéristique de K.

Proposition 1.1.2. Soit K un corps commutatif.

1) Si car(K) = p = 0, alors p est premier.

2) Si K est un corps fini , alors car(K) est premier.

3) Si car(K) =p > 0 et m € N verifie m.1x = Ok, alors p | m.

4) Tout corps fini & caractéristique p contient un sous-corps isomorphe a
Z7]pZ.

Exemples 1.1.9.

1) Le corps Fy = Z/27 = {0, 1} est de caractéristique égale a 2.
2) Le corps F3= Z/3Z = {0,1,2} est de caractéristique égale a 3.
3) Le corps Z/pZ est de caractéristique p.

4) le corps Q des nombres rationnels est de caractéristique nulle.

Théoréme 1.1.1.

Soit K un corps commutatif de caractéristique p premier, a,b € K et
n €N on a:

1) (a+b)P = aP + bP.

2) (a+0b)P" =a?" +b".

Exemple 1.1.10. pour K =7/3Z on a

(a+b)° =a® + b

Théoréme 1.1.2. Soit K un corps fini d’ordre q, alors:
1)VeeK,27—2=0.
2) q=7p", avec n = [K: Z/pZ).

Exemple 1.1.11.
Soit [Fg un corps fini d’ordre 8 on a 8 = 23 avec ¢ = 8, p = 2, n = 3.
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Elément irréductible
Soit A un anneau commutatif unitaire

Définition 1.1.10. Un élément a € A est dit irréductible dans A si:
l)a#0eta¢ U(A).
2) Sia=uxz.y dans A avec x,y € A, alors x € U(A) ouy € U(A).

Exemples 1.1.12.
1) A=Riz], f(z) =2*+1, f(x) est irréductible dans R[z].
2) A=Clz], f(z) =2*+1, f(x) n'est pas irréductible dans C[z].

Construction d’un corps fini

Théoréme 1.1.3. Soit f(x) un polynome irréductible de degré n sur le
corps Fp = Z/pZ , p premier, alors 'anneau quotient Fplz|/(f(x)) est un
corps fini d’ordre q = p”.

Exemple 1.1.13.

Soit le corps Fy = {0,1}. On considere le polynome f(z) = 23+ 2+ 1
€ FQ [QC]

Comme le polynome f(x) est irréductible sur Fy, ’anneau quotient Fa[z]/ <

2% +x + 1> est un corps fini d’ordre ¢ = 2% = 8.
On a

Folz]/ < 2® + 2+ 1 >={ag + a12 + apx®+ < 2° + 2 + 1 >: ag, a1, as € Fy}
Sionpose o =7 =a+ < 2%+ 2+ 1>, ce dernier s’écrit
Folz]/ < 2® + 2+ 1 >= {agl + ajo + az0® : ag, a1, ay € Fy}

avec: f(a) =0 a®+a+1=0dans Fyfz]/ <a®+z+1>

Donc

Folz]/ <2®+2+1>={0,1,a,1 +a,a® 1+ a+a?1+a+a}

11



1.2 Codes correcteurs d’erreurs

dans cette section on rappelle que

Fg = FgxFyx .. xFy= {(z1z9..,) 1 z; € Fy}

n fois

1.2.1 Distance de Hamming

Définition 1.2.1. La distance de Hamming sur F; est application:

dy =F! x F* — R,

définie par:

d (v,y) ={i=1<1i<n:z #y}

pour & = r1%...Ty ; Y = Y1Y2.--Yn € Fy.

Exemples 1.2.1.
1) Sur F3 on a dy (111,110) = 1.
2) Sur F§ on a dg (1221,0211) = 2.

Propositions 1.2.1. dg : F} x F) — R, est une distance sur F}
c’est-a-dire

1) Va,y € F"; dy(x,y) = 0,8 et seulement si x = y.

2) Va,y € F"; dy(x,y) = duy(y, x).

3) Vu,y,z€ " dy(x,z) <dg(z,y) +du(y, 2).

Preuve
Soient x,y et z € F™;
1)
dy(z,y) =0 <= {i=1,.,n:2;#y}|=0

= Vi=1,...nx; =y;
— r=y

12



3) Pour l'inégalité triangulaire dy(z,z) < dgy(z,y) + dy(y, z), on a

{itw;=ytN{iy=a) C{i: o = 2}

Par passage au complémentaire

{i :z; = zi}o CH{icxi=ytn{i:y = zi})c

{icw; #zy Clico #yt Uiy # )

Donc

Hi:a; #z}| <Hi:a Ayt Uiy # 2} (%)

et comme

iz #yy Uiy 72t <Hi:oZvdl+ iy # 2}

De () et (*x) on obtient

dH(xa Z) < dH(‘r7y) + dH(y7Z)

Donc (FZ, dH) est un espace métrique appelé espace de Hamming.

13



1.2.2 Le poids de Hamming

Définition 1.2.2. Soit = r175...7, € Fy. Le poids de Hamming de z
est le nombre naturel wy (x) définie par:

wy (x) =dy (2,0) =card{i : 1 <i<n /x; #0}.

Exemples 1.2.2.
1) Sur Fy pour n =4 on a: wy (1101) = 3.
2) Sur F5 pour n =6 wpy (000120) = 2.

1.2.3 Code sur un corps fini

[F, est le corps fini d’ordre g et n € N*.

Définition 1.2.3. Un code de longueur n sur F, est un sous-ensemble
non vide C' de Fy.

Le code est appelé code binaire si ¢ = 2;

Le code est appelé code ternaire si g = 3;

Pour un tel code, on appelle

n : la longueur du code C.
M : la taille de C' = |C| =card(C) = #C.

Les éléments de [ sont appelés les mots de longueur n sur F,.

Les éléments de C' sont appelés les mots de code C.
R = R(C) = L%‘c‘ : est appelé le taux de transmission de C(le taux
d’information), avec Log(q) est le logarithme de base g.

Notation 1.2.1. n, M, d sont appelés les paramétres du code C.
On dit que C est un code de parameétres [n, M, d] sur F,.

14



Exemple 1.2.3.

C = {0000,0011,1100,1111} C F3 est un code sur F, de paramétres

4,2].

L’application ”codage”

Définition 1.2.4. Soit C' un code de paramétres [n, k| sur le corps fini

L’application codage est une application injective définie par:

. k n
$: Fb— T
m = ayaz...a — T = T122...LpLki1---Tp
S—— N -~ 4
message mot de code

telle que
C=Im¢= qb(IF’;) CFy
m € Fy — ¢(m) =z € F}.

Exemple 1.2.4.
Soit Fy = {0,1} , k = 3 et n = 6;
C' est un code de paramétres (6, 8,2) sur Fy
On a
¢ F3 — S
a1a203 — 1104102020303

C = {a1a1a2a2a3a3 : a1, a, a3 € Fa}
coder 101 en utilisant le code de répétition C'(n = 2)
101 — 110011 € C.

La distance minimale d’un code

C un code de longueur n sur IF,.

Définition 1.2.5. La distance minimale de C' est le nombre naturel d (C)

définie par:

15



d(C) = Min{dg (z,y):x,y € C,x # y}
On a

Ve,ye Cox#yona:d<dy(x,y).
Exemples 1.2.5.
1) Soit C'= {001,111,101} C F3, alors

d(C)=1
2) Soit D = {01,10} C F3, alors

d(D) = 2

Lemme 1.2.1. Soit C' un code de paramétres (n, M,d) sur F,.
pour v,y € C et x #y on a:

B | s |5 e

Preuve. Supposons qu’il existe z € B(«z, [%]) N B(y, [%]) on a:

d < dy (z,y) <dg (z,2) +dg (2,9) < [d;I] n [dgl]

Alors

d—1 d—1
d<2. {T} < Q.T = d — 1 (contradiction)

car: [a] <a<[a]+1 a€R.

16



Théoréme 1.2.1. (Borne de Hamming)
Si C un code de type (n, M, d) sur F, alors,

)
MY Cilg—1) <q"
=0

Preuve. Soit C' un (n, M, d) code sur F,

On a g1
| B(a, {T}) CF;
zeC
—
d—1
ote 25 ]] < e
zeC
donc g1
> |Bla, {Tb‘ q"
zeC
d’ou

(2]
MY Cilg—1) <q"
=0

Proposition 1.2.2. Soit C' un (n,M,d) code sur F, ;
Alors:

1) C détécte au plus d — 1 erreurs.

2) C' corrige au plus [%] erreurs.

1.2.4 Codes Linéaires

Soit IF, un corps fini & ¢ élément et n € N*,on appele éspace vectoriel de
dimension n sur F.

pour 'opérations internes ” +” et 7.” on a

(T1, @2, s Tn) + (Y1, Y2, - Yn) = (T2 + Y1, T2 + Y2, 00, Ty + Yn)-
M1, Ty ooy Ty) = (AT1, AT, ooy ATy).

17



Définition 1.2.6. Un code linéaire de longueur n sur F, est un sous
éspace vectoriel de Fy .

Si C est un code linéaire de dimension k, on a: M = |C| = ¢*.

C code linéaire de longueur n , de dimension k(ou M = ¢*) et de distance
minimale d, Alors on dit que:

C est un code linéaire de paramétres (n, ¢*, d) sur [y, ou

C' est un code linéaire de type (de parameétres) [n, k, d] sur IF,.

Remarques 1.2.1.

1) Le vecteur null 0 = (0,0, ...,0) = 000...0 est un mot de code de tout
code linéaire.

2) dim(C) =k < M =|C| = ¢~
Matrice génératrice d’un code linéaire
Soit C' un code linéaire, de longueur n et de dimension k.

Définition 1.2.7. Une matrice génératrice de C' est une matrice d’ordre
k x n sur IF, dont les lignes sont des vecteurs de base de C'.

Soit {91 = g11912---91n, 92 = 921922---92n; ---; gk = gklgkz---gkn} une base du
code C', la matrice:

g1 G912 - - - Gin

g21 g2 . . . Qop
G =

91 G2 - - - Gkn

est une matrice génératrice de C.

Exemple 1.2.6. Soit {100,010} est une base du code linéaire C\la ma-

trice
1 00
¢=(y 1 o)

est une matrice génératrice de C.

18



g1
g2

Propriété 1.2.1. 51 G =
9k

est une matrice génératrice d’un code linéaire C| alors
C = {)\191 + )\292 + ...+ )\kgk tel que A € Fq, 1< < k}
= {( A1, A2y .., \p)G tel que Ny € Fis1 <@ < k}.

Soit = x1%9...7,, EIFZ,xEC’ <— EImEIFZ:x:mG
C code linéaire [n, k,d] sur ¥y, G matrice génératrice de C' .
["application ¢ :

IFI; — ]FZ

m — x = ¢(m) = mG
est appelée application codage

C = ¢(F") = Tm¢ C F™.

Exemple 1.2.7.
Soit C' = {000, 100,010,110} un code sur Fy;

100
= 1 o)
est une matrice génératrice de C'

I’applicatoin codage:
m = ANy — & = T1T2x3 = mG

1 00
mG = (A1, A2) (0 1 0) = (A1, A2,0) = A1 A00

C = {mG:meF;3}
= {)\1)\20 : )\1,)\2 S F%}

19



Par exemple
- Coder 01 par C' done 01G = 010 € C.
- Décoder 110 par C on a 110 = mG = m =11 € F3 .

Le produit scalaire

Définition 1.2.8. Soit z = x125...x, et y = y1y2...y, deux vecteurs de
I'espace vectoriel . On définit le produit scalaire de z et y par la formule
suivant :

(T,y) =2 -y =211 + DoYo...TnYn = Zfﬂzyz
i=1

Si (x,c) = 0, on dit que x et ¢ sont ortogonaux, dans se cas on écrit z_Lc.
Exemles 1.2.8.
1) Sur Fy et pour n =4

(1010,0111) =1

(1010, 1010) = 0.
2) Sur F3 et pour n =3, (120,111) =1+24+0=3=0.

Le dual d’un code

Définition 1.2.9. Soit C' un code linéaire de type [n, k, d] sur F,, le code
dual de C' est I’ensemble C* défini par:

C’L:{xE]FZ:(x,@:O, Vee C}.
Exemple 1.2.9.
Sur F, si C = {000,011,110,101}, alors le code dual de C est C+ =
{000, 111}.
Proposition 1.2.3.

C* est une code linéaire de type [n,n — k.

20



Preuve. Soit C' C I} un code linéaire de parameétres [n, k, d] sur F,.
Soient z,y € C+ et A € F,, pour c € C
On a: (x —y,c) = (z,c) — (y,) =0—-0=0
(Ax,c) = A(z,c) =0
— rx—ycCtet recCt

Donc C* est un code linéaire sur F;
et on a

dim(F}) = dim(C) + dim(C"™)
n =k + dim(C*)

dim(C*+) =n — k.

Définition 1.2.10. Si C' = C* on dit que C est un code auto-dual.

Exemple 1.2.10.

On a C = {0000,0011,1100,1111} est un code auto-dual sur Fj
car dim(Ct)=n—-k=4-2=2=dim(C) +< C = C*

etVao,ye COna(r,y) =0+ CcCt

Matrice de controle

C est un code linéaire de parametres [n, k, d] sur F,, C* est le code dual
de type[n,n — k,d] .

Définition 1.2.11. Une matrice de controle H du code C est une matrice
génératrice de code dual C+.

Remarque 1.2.2. H d’ordre (n — k) X n.
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Exemple 1.2.11.
Soit C' un code linéaire de type [4,2] sur F3, de matrice génératrice

102 2
G_<0121)

G est dans la forme standard (15| A), alors H = (AT |L,) = <_2 -2 1 O> _

-2 -1 01
1110
120 1)
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Chapitre 2

Le polynéme énumeérateur des poids
Dans ce chapitre, nous donnons la définition et les propriétés du polynome
énumérateur des poids.
polynéme homogéne
Soit f(x1, ..., ;) un polynéme en zi, ..., z, sur K
c’est-a-dire f € Kzy, ..., z,].

Définition 2.1 On dit que f est un polynéme homogeéne de dégré d si:

fltoy, . tey) = t4f (zy, ..., 2)
pour tout t € K

c’est-a-dire tous les termes de f sont de dégré d.

Exemple 2.1
Soit
f(zy,m0) = 2° + 2i9 + 1125 + 25
alors on a :
fltry tay) = 223 + tPaitey + to 22l + 27

= £’ f(21,12)
donc f est homogene de dégré 3.
2.1 Le polyndme énumeérateur des poids

Définition 2.1.1. ([2],[11]) Soit C' un code linéaire de parameétres [n, M, d]
sur F,. Le polynéme énumérateur homogene des poids du code C est le
polynoéme W (x,y) défini par:
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WC(QJ, y) _ Z xnwa(C)ywH(C)
ceC

Soit. A; le nombre de mots de poids ¢ dans C

A ={ceC | wg(c) =i}

I’ensemble { Ao, A1, ..., A, } est appelé la distribution des poids. Le polyndome
énumérateur de C' est:

Woln,y) = 3 an-wn@yun(
ceC

=0
= Agx" + A"y 4+ ..+ Ay
Ici z et y sont indéterminés, et We(x,y) est un polynome homogeéne
de dégré n en z et y. Il est souvent utile que We(x,y) soit un polyndme

homogeéne. Mais nous pouvons toujours nous débarrasser de x en posant
x = 1. Et on définit

We(l,y) =Wely) = ZAz?/Z
i=0

Exemples 2.1.1.
1) Le code C' = {110,000,011,111,010,001} dans F3, on a Ay = 1;
A1:2;A2:2;A3:1,et
Wo(z,y) = 2 + 22y + 2xy® + 4/°.

2) Le code {000,011,101,110} dans F3, noté C, le dual C+ est {000, 111},
et les énumérateurs de poids sont respectivement:
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Weo(z,y) = 2°+ 3z9°
Wei(z,y) = 2°+9°

3) Le code {0000,0011,1100, 1111} dans F3, noté C, est auto-dual: C+ =
C, et

Wel(z,y) = ' + 207" + y4.

Remarque 2.1.1.
On a les relations suivants entre We(y) et We(z,y)

Wely) = We(l,y)
et

We(z,y) = 2" We(z™'y)

Et donné I’énumérateur de poids We(y) ou 'énumérateur de poids ho-
mogene We(z,y), la distribution des poids {4;}!", est determinée par les
coefficients.

Il est clair que I’énumérateur de poids et I’énumérateur de poids homogeéne
peuvent étre écrits en une autre forme, c’est-a-dire

Wely) = Z y i)

ceC
et

Wola,y) =Y anwu@yru,
ceC

Remarque 2.1.2.
Soit C' un code linéaire. Alors A et la distance minimale d(c), qui est égal
au poids minimun, est déterminée par I’énumérateur de poids comme suit:

d(C)=min{i / A; # 0,7 > 0}.
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Il détermine également la dimension k de C (et par suite M = ¢*),
puisque:

Wo(l,1) =) Ai=q" =M.
1=0

Théoréme d’Euler. ([12])

Théoréme 2.1.1. Soit p(x1,xs, ..., x,) une fonction définie sur R"™ avec
valeur dans R, que l’on suppose différentiable en tout point si la fonction ¢
est homogéne de degré m, alors on a

9
me(Ty, Tay ey Ty) = ina—f(xl,mg, ey Tp)
i=1 !

telque pour tout (xy,x9,...,x,) € R"

Preuve. ¢ est une fonction homogene d’ordre m, si

ATy, ATa, oy Ay) = A @(21, T, ..oy )
pour A > 0, on dérive (Azy, Axa, ..., Ax,) par rapport A = 1

do(Aw1, Axg, ...y ATy) Xn: Op(Ax1, Azay .oy Axy)  O(Axy)

X
dA — d(Ax;) o\
alors
_ 2”: Op(A\x1, A\, ...y ATy) « 2,
im1 8()\131)
donc
_ i 890(1’171;27 e xn) X ;.
1 8:1:1

Et on dérive A"p(z1, x9, ..., ;) par rapport A = 1
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d(N"p(z1, 9, ..., )

0 = m)\m_lgo(xl,:vg, ey Tp)

= me(AT1, ATa, ...y ATy).

Remarque 2.1.3 Pour m =1 on a

)

N0
o(x1, T, ..oy ) = ina—f(xl,azz, ey T
i=1
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Chapitre 3
Quelques Applications

3.1 Théoréme de MacWilliams

Dans cette section, nous designons par F, un corps fini d’ordre ¢ = p™
énumérateurs de poids des codes linéaires, ou p est un nombre premier. Les
éléments de F, sont désignés par wy = 0, wy, ..., wy—1 dans un ordre fixe.

Ce théoréme est 'un des résultats les plus remarquables de la théorie du
codage. Il dit que I’énumérateur de poids du code dual C' est complétement
déterminé par I’enumérateur de poids de C.

Lemme 3.1.1. ([2]) Soient A un espace vectoreil sur le corps compleze
C et f:F" — A une application.
On definit la transformation de Fourir par:

flu)y =" fw)(=1)*

veEFR™

alors pour tout code linéaire C' C F" on a

1 ~
> fw) = me(U)-

veC+ ueC

Preuve. On a

Yo Fw =33 f (==Y f) Y (=)
ueC

ueC vefFn veFn ueC

. L . ;. , N . . €1
Siv € C, la somme intérieure est égale a |C| mais si v ¢ C", u.v = 0,
et 1 également souvent et la somme intérieure est égale a zéro.
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Théoréme de MacWilliams (cas binaire) ([11])

Théoréme 3.1.1. Soit F" [’ensemble de tous les vecteurs binaires de
longueur n. Il s’agit d’un espace vectoriel de dimension n sur le corps Fs.
Si C est un code linéaire binaire [n, k| avec code dual C*, alors

Woi(a,y) = = Wolz tyo—y) (1)

|C]
De manieére équivalente
- n— 1 - n—i %
> Apar Tyt = il > Az ) (@ - y) (2)
k=0 i=0

ou

1
$ gnmnyent) _ @ S (@4 ) (g -y (3)

ucCL

les équations (1),(2) et (3) sont parfois appleés identités de MacWilliams.

preuve. Nous applications le lemme avec
flu) = g wn (W) g (u)
ensuite nous avons

f('LL) _ Z (_1)u.vxn7wH(u)ywH(v)

relfn

Soit u = (uy...up); v = (v1...v,). Alors

n

(U) _ Z (_1)u1v1+...+unvn H xlfviyvi

veFn™ =1
1 1 n

= > D D [ty (4)

v1=0 v2=0 v, =0 1=1

=)
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tout comme

a0b000+a0b061 +aoblco+a0b161+alboco+a1 boCl +G1b160+a1b101 = (ao+a1)(bg+b1) (CU+01)

donc (5) est égale a

n n
H (_1)uinxl—wHywH
i=1 w=0
si u; = 0 la somme intérieure est = + y.Si u; = 1, C'est = — y.Ainci

flu) = (@4 y)r=m ) (g — yywn
Ensuit, ’équation (4) lit

S gy Ly (g — gy
ueCt |C|

Lemme 3.1.2. ([11]) Si C est un code linéaire binaire de paramétres
[n, k], alors

1 ~
> )= @Zf(U)

ueCt ueC

Preuve. On a

ueC ueC uekn
donc
= f)> (=1
velFn ueC
alors
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Exemples 3.1.1. Nous appliquons le théoréeme de MacWilliams aux
exemples du page (24)

1) On a We(z,y) = 23 + 222y + 2xy® + o3

Welz+y,z—y) =¢l@+y)P+2@+y)* (e —y) +2@@+y)(z—
y)?+(x—y)’
=23+ %a:gf
2) Ona We(x,y) = 2° + 3zy?
Welr+yz—y) =1z +y)°+ (@ +y)(z—y)?
— B 4P
ce a qui est en effet We.(x,y), encore une fois,
Wer(z+y,z—y) =5z +1)°+ (z —y)°]
=23+ 3xy? = We(z, y)
illustrant que le théoréme est symétrique par rapport aux roles de C' et

Cct.

3) Ona Wg(z,y) = z* + 22%y* + y*, donc
Welz+yz—y) =5[@+y)' +22+y)*(2-y)°+ (@ -y)]
=2t + 227 + y* = We(z,y)
ce qui est correct puisque C' est auto-dual.

Théoréme de MacWilliams sur un corps fini quelconque. ([11])

Théoréme 3.1.2. Soit C* un code de type [n, k] sur F,, alors

1
WCL(xvy) = %WC(‘T + (q - 1>y,$ - y)

Exemples 3.1.2.

1) Le code zéro C' = {0} a un énumérateur de poids homogene x™ est
sont dual F a un énumérateur de poids homogene ((z + (¢ — 1)y)n.

2) Le code de répétition n fois homogene ™ + (¢ — 1)y" et 'énumérateur
de poids homogene de son code dual dans le cas binaire est %(aﬁLy)" +(x—y)
pour arbitraire, nous avous
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1
WCL("an> = 5WC("E + (q - l)y,I - y)

_ éwc«x +(g—1)y)", (g —1)(z —y)")

_ zn: ( n ) (4= 1"+ (@ = VED" iy o

WH q

w=0

Théoréme de MacWilliams pour les codes non linéaire. ([11])

Théoréme 3.1.3. On appelle le (n + 1)-tuple {Ao, ..., A}, ou

A=) C

wpr (v)=1

La distribution de poids de C. C’est la généralisation naturelle de la
distribution de poids d’un code. Bien sar > A; = M.

Welz,y) = Zcﬂn_wH(v)ywH(U)

veFn

— En:AiZL‘n_iyi.
=0

Théoréme 3.1.4.
1
Wos(@,y) = 7 Wor (@ +y,2 —y)

Ce théoréme peut étre considérer comme des théorémes de MacWilliams
pour les codes non linéaire.
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3.2 Probabilité

Dans cette section, nous verrons si les messages regus peuvent étre déchiffrés
correctement ou toutes les erreurs détectées.

Théoréme 3.2.1. ([8]) Soit C' C F} un code linéaire. Notons A; le
nombre des mots de C' de poids i. La probabilité qu’un message re¢cu contienne
une erreur non détectée est donné par

Z Ap'(1—p)" (g —1)"

En particulier, si C' est un code binaire, c’est-a-dire si ¢ = 2, cette prob-
abilité est

> AP (1—p) Tt =We(l—p,p)— (1—p)",
i=1
ot Wel(z,y) est U'énumérateur de poids de C.

preuve. Soit ¢ un mot de code, et supposons que e est I’erreur commise
dans la transmission de ¢ , c’est-a-dire e = x — ¢ ol x est le message regu.
Puisque C' est linéaire, x sera un mot de code si et seulement si e I'est. Ainsi
Ierreur possible est non détecté si e est un mot de code différent de 0.

Supposons que i = wgy(e). La probabilité de i erreurs dans i positions
spécifiés est p'(1 — p)"~*, et le nombre de choix pour ces i positions parmi n
positions est (’Z) Ainsi (7;) p"(1—p)"~" est la probabilité que l'erreur e ait un
poids 1.

D’autre part il y a (T;)(q — 1)" mots de poids i puisqu’il y a (’Z) choix
pour les positions non nulles, et ¢ — 1 choix possibles pour chacune de ces
positions. Ainsi‘7 la probabilité que le mot d’erreur e de poids ¢ soit un mot
de code est A=k

Par suite, la probabilité que e soit un mot de code de poids 7 est la
probabilité que e ait un poids ¢ multipié par la probabilité qu'un mot de
poids 7 soit un mot de code, & savoir
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problwp(e) = i,e€C]= (")(;;—1) : (7)1)"(1 —p)"
= Api(1—p".

Ainsi, la probabilité que e soit un mot de code non nul est la somme de
ces expressions de 7 = 1 & ¢ = n, et cela prouve 'affirmation.

Exemple 3.2.1.
Le code C' = {0000, 1000,0100,1100} dans F3, on a Ay = 1; A; = 2;

Ay =1; A3 =0; Ay = 0, et le polyndome énumérateur de poids est:

Wel(z,y) = zt 4 223y + 2%y,

comme C' est une code binaire, alors la probabilité est:

ZAipi(l —p)"" = We(l—p,p)—(1—p)"

= (1-p)*+2(1=pP’p+ (1 —p)*p*+(1-p)*
= 2p(1—p)* +p*(1—p)*
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Conclusion

Dans ce travial, on a essayé de faire une étude sur le polynéome énuméra-
teur des poids (d’aprés Hamming) en expliquant les notions fondamentales
nécéssaires pour cette étude. Le polynéme joue un roéle important pour déter-
miner la distribution des poids d'un code et a calculer la probabilité liée a
I’erreur de transmission.
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Résume

Dans ce mémoire, nous présentons une étude sur le polynbme énumérateur d’'un code correcteur

d’erreurs selon Hamming .

Nous commencgons par rappelle des notions fondamentales (corps fini, code correcteur d’erreurs),
ensuite nous parlons du polyndme énumérateur et quelques propriétés (homogéniété).

Enfin, nous étions le théoreme de MacWilliams et une application dans le calcul de la probabilité liée
aux codes correcteurs d’erreurs.

Abstract

In This memory, we present a study of the weight enumerator polynomial of an error-correcting code
with respect to Homming. We start by recalling some definition of fundamental notions(Finite Field,

error-correcting code).
After that we talk about the weight enumerator polynomial and some of its properties (homogeniety).

Finally, we state the theorem of MacWilliams and an application to error-correcting codes.




