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Introduction

L’analyse fonctionnelle représente une branche importante de ’analyse mathématique,
malgré sa sophistication ,elle a attiré ’attention de nombreux militants dans le domaine
des mathématiques, et de sa matiére la plus importante:opérateurs fermés et fer-
fermables,c’est ce que nous avons abordé dans notre méme, mais sur tout dans(Espaces
de Hilbert et Espace de Banach), Nous éclairons le concept de opérateur et
clairons de ses types et ses objectifs les plus importante Notre travail se compose

de 3 chapitres :

Dans le premier chapitre:nous rappelons quelques définition les notions de I'analyse
fonctionnelle,les espaces vectoriels normés (evn), 'espace de Banach, ’espace de Hilbert...,
et orthogonale et Projection orthogonale sur espaces de Hilbert et défini (suite Cauchy,
Cauchy Schwarz,...) et les notations sur les opérateurs et opérateurs bornés et non
borné et opérateurs linéaires ,nous donnée quelques classes des opérateurs (I’adjoint,
auto-adjoint,unitaire, continue,symétrique,inverse ,compact,opération algébrique). comme
nous introduit la définition d’opérateur et défini (Théoréme du graphe fermé,
théoréme de Riesz,...)

Dans le deuxiéme chapitre:nous présentons les notations sur spectrale des opérateur
(borné,non borné,compact,...)

Le dernier chapitre: nous présentons les notations sur des opérateur (fermé , fer-

fermables),et propriétés sur spectrale des opérateur(fermé,...)



Notations générales

||.|| norme.

L(E,F) espace des opérateurs linéaires borné de E dans F.

L. (E,F) espace des opérateurs linéaires de E dans F.

suite de Cauchy: Ve > 0,3n. € N,Vn,m > ng; ||z, — x| <€

L(E, F) espace des opérateurs linéaires continus de E dans F.

H espace de Hilbert.

A~1 inverse d’un opérateur A.

A*opérateur adjoint de 'opérateur A.

| . | module

B(H) l’ensembles des opérateurs linéaires bornés sur H.

D(A) Le domaine de l'opérateur A.

K(E), K(E,F) L’espace des opérateurs compacts de E,ou de F dans F.

Im(A) L’image de l'opérateur A.

ker(A) Le noyau de 'opérateurs A

Bo : boule ouverte de centre a € E et de rayon r > 0 I’ensemble
Bo(a,r) ={z € E,||lz —a|| <7}

Bpr : boule fermée de centre a € E et de rayon r > 0 ’ensembl
Br(a,r)={z € E, ||z —a|| <7}

@ : signe de somme direct.

@' : signe de somme direct orthogonale.



N(A) : Espace nul (ou noyau) d’un opérateur linéaire A.
R(A) : son image de A.

Ry (A) : Résolvante de A.

p(A) : Ensemble résolvant de A € L(F).

o(A) : Spectre de A.

o,(A) : Spectre ponctuel de A.

0,(A) : Spectre résiduel de A.

o.(A) : Spectre continu de A.

o.(A): Spectre essentiel de A.

ca4(A): Spectre discret de A.

r(A): Rayon Spectral de A.



Chapitre 1

Rappel

1.1 Espaces vectoriels normés (evn)

Dénitionl1.1.1:Soit E un k -espace vectoriel. On appelle norme sur E toute

application ||.|| : E— R, vérifiant :

1. Vxe E: |[x]| >0 et ||x||=0=2=0

2. Vxye B [[xy]| < X[+ Iyl

3. vxe B VA ek ||Xx]| =|Al|[x]|

Remarquesl.1.1

1. Toute norme définit une distance suivant la formule:

Ve,ye B : d(x,y) = ||lv—yl|

On dit dans ce cas que la métrique d dérive de la norme ||.||.

1.2 Espace de Banach

Définition1.2.1 Tout espace vectoriel normé complet est appelé espace

de Banach.
Remarquel.2.1 Dans un evn, la limite d’une suite convergente est unique.

Exemplel.2.1:(C([0, 1], R),||.||s)est un espace de Banach de



1.3. Espaces de Hilbert

1.3 Espaces de Hilbert

Définition 1.3.1 (Produit scalaire)Soit E un espace vectoriel sur R, un
produit scalaire sur E est application de E x E dans k, notée(., .)possédant

les propriétés suivantes:pour toutz, y, 2z dansF et a, 3 dans R

1. {ax + By, 2) = alx, 2) + [y, 2).
2. (z,y) = (y. x)
3. (z,x) >0

4. (x,x) =0 implique x = 0

Définition1.3.2. Soit E un C espace linéaire, s’il existe un nombre complexe

Z =(x,y) pour tout couple de vecteurs x et y dans X qui vérifie les conditions

suivantes :
1. Vz e FE (x,z) >0
2.Vz ekl (r,2) = O<= 1o =
3. Vx,ye FE (z,y) = (y,2)
4. Vx,y,2 € E (x+y,2)=(x,2) +({y,2)
5.Va,ye B VYAeC (Az,y) = Mz, y)

Alors (x,y) est dit produit scalaire de z et y, et on note par (z,y).

Définition1.3.3. (Espace) Un espace préhilbertien est un espace vectoriel

muni d’'un produit scalaire.

Définition 1.3.4 Un espace de Hilbert est un espace complet par rapport & la norme
induite par un produit scalaire. En d’autres mots, un espace de Hilbert est un espace
de Banach dont la norme est induite par un produit scalaire

Proposition 1.3.1.[1] Tout espace Préhilbertien est un espace vectoriel normé, la norme

est donné par:



1.4. Orthogonalité

|z]]*=(z, z) <= ||z]] = V/{z,z)
Proposition 1.3.2.[2] Un espace vectoriel normé est un espace préhilbertien si et
seulement si, sa norme vérifie I'identité du parallélogramme.
Définition 1.3.5 Un ensemble E = {e;;i € I} d’un espace de Hilbert H est un systéme
orthonormale si :

(eies) =0 =10 % o
Inegalité e de Cauchy Schwarz :
Si x et y sont deux éléments d’un espace préhilbertien alors
(@, )| < [l[|[[yl]
Preuve.
Siy = 0 on a alors,(x,y) = (z,0) = 0(z, ) et la conclusion est claire, soit y # 0 et z # 0
alors pour tout scalaire A nous avons :
Az + 9|2 = Oz +y, Az +y) >0
= Az, Az) + (Az,y) + (y, Ax)

+(y,y) >0
= Mz, 2) + XNz, y) + My, ) + (y,) > 0
= Nz, 2)+ Mz,y) + My, 2) + (y,y) >0 VAeC (i)
On pose: A= _éfgi

alors I'inégalité (i) réduit a :
= (yy)— 22 >0
=y, y){x, ) = [{z,y)|*
D’ot
[z, o) < l2lll]yl]
Exemple 1.3.1
L'espace (2 = {x = (z)r 21 € C,Y 1o |2x]* < o0}

muni du produit scalaire (r,y) = > . x;T;est un espace de Hilbert.

1.4 Orthogonalité

Définition 1.4.1 Soit H un espace de Hilbert .deux vecteurs x,y € H sont

orthogonaux si (z,y) = 0 on note = L y.



1.5. Projection orthogonale

Remarque 1.4.1 La relation d’Orthogonalité possédé les propriétés suivante :

1. Oy L = pour tout xr € H.
2.z 1ly=ylx
3. r Lx=x=0gx

4. L x,,n € Net ||z, —xo|| = x L xg

Théoréme 1.4.1 Si A est un ensemble non vide d’un espace de Hilbert H,
alors
At ={x,x € Hetx L A}

est un sous-espace linéaire fermé de H
At s’appelle la complément orthogonal de A.
Preuve. Observons d’abord que A+ # () puis que au moins 0y € H
Soient 1,79 € A, A\, A\ €k et y € A alors

(T A1 + 2202, y) = Ai{x1,y) + Aa(xa,y) =0
Donc 71\ + T2\g € A+ et AL est un sous-espace linéaire de H.
Soit maintenant zy € A*, alors il existe une suite {z,;n € N} C A+
telle que 71151010 ||z, — x0|| = 0 Nous avons pour tout y € A

(z0,y) = gggoﬁmy) =0

Donc zy € A+ et A est un sous-espace linéaire fermeé.

1.5 Projection orthogonale

Un opérateur A est dit projection orthogonale si et seulement si
A? = A = A*
Exemplel.5.1 Soit 'opérateur A défini par :
A:R3— R3
(z,y,2) = (,0,2)
On a
A%(z,y,2) = A(A(x,y,2)) = A((x,0,2)) = (2,0,2) = A(z,y, z) donc A = A?



1.6. Opérateurs continus:

On vérifie que : A*=A
On pose: U= (x,y,2) et V= (x2,y2,20)
(AU, V) = (A(z,y, 2), (22,92, 22))
= ((z,0,2), (v2, Y2, 22))
= T.T9 + 2.29
= ((z,9,2), (22,0, 2))
A*(x,y,2) = (2,0, 2)
c’est a dire que A* = A donc A? = A = A*

alors A est une projection orthogonale.

1.6 Opérateurs continus:

Soient E et F deux espaces normés, un opérateur linéaire A de E dans F
est dit continu au point xy € E, si pour tout voisinagel du point yo = Axg il
existe un voisinage U du point zgtel que Az € V,désque z e UNFE
L’opérateur A est dit continu, s’il est continu en tout point = € F.
Définition 1.6.1.A € L(E, F) est dit continu si :
V(z,) C E,z, e — Az, e gg
Proposition 1.6.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés sur k et A

un opérateur linéaire de £ dans F' .II y a équivalence entre :

lopérateur linéaire Aest continu.

lopérateur linéaire A est continu en 0.

lopérateur linéaire A est continu en un point.

Il existe une constante ¢>0 telle que||Az|| < ¢||z|| pour tout x€ E

Définition 1.6.2 L’opérateur linéaire A est continu a xy €E si :
Ve > 0,30 > 0,Vzg € E  ||xx0||p < 0 = ||Ax-Axo||r < €
Puis que la continuité de A peut étre caractérisée par les suites, A est

continue a xq si pour toute suite {x,;n € N} C E telle que :

10



1.6. Opérateurs continus:

Tim [z, —2ol[p =0
On a:
le ||Ax,-Axq||r =0
Théoréme 1.6.ISnoi'so X9 € F quelconque, si A€ L,(FE,F) alors Ol &:
A est continue en xy < A est continue sur £ .
Preuve:
A est continue en xy < {nh_>nolo l|zn — 20 |lg=0= nh_)n;OHAa:n — Axol|r = 0}.

Soit xe E quelconque il suffit de montrer que :

lim ||z}, — z||g = 0 = lim ||Az], — Az||p =0
n—o0

n—oo

On a:

lim ||z, — z||g = O@JLIEO||(x;L—x+xO) — zol|lp =0

n—oo

On pose y, =, —x+ xg

On a:

A est continue en xg = lim ||Ay,, — Azo||r =0 i.e
n—oo

lim ||A(x], — x + x9) — Axol|r =0

n—oo

nlljg()”/&% — Az + Axg — Axol|lrp =0 = 7115{.10||Aa7; — Az||p =0
Donc A est continue sur F.

Lemmel.6.1[3] Soit x,, dons un espace normé(F,||.||) contient une sous suite

Tnr convergente vers le méme élément =«

Démonstration

Soit x,une suite Cauchy alors il vient:

Ve > 0,3N.,Vp,q > Neon a |z, — x| <e,

d’ou en particulier pour n, > N.,on a

Vp,ne > Ne, |2, — Tnel| < €

=

11



1.6. Opérateurs continus:

lim ||z, — || = |Jzp — 2f| <€

e —00
D’ou la convergence de la suite x,vers 1’élément x.
Exemple 1.6.1.Prenons E = ¢3(N) et soit (A\,), n € N, une suite
bornée de nombres complexes. Pour une suite z = (z,,) dans ¢?(N), on

pose Ax = (A\;X,,). On vérifie immédiatement que:

[[Az|[* = 32025 [Anxal* < sup| Ao [*[[ [
n

L’opérateur A est donc continu sur ¢?(N)

Les opérateurs linéaires bornées:
Définition 1.6.3 L’opérateur linéaire A €L, (E,F) est borné s’ il
existe un nombre M > 0, tel que
||Ax[[ <M]|x]| (1.6.3)
Pour tout xe E
Proposition1.6.2 La plus petite des constante M verifiant la

relation (1.6.3) est appelée norme de A notée ||A|| et donnée par:

|| Az
EdIbe

= swp |[Aellr = sup [|Ad]|r
llzllp=1 ||z]| 5 <1270

|| Al = sup
x#0

Exemple 1.6.2

a. I: C([0,1])— C([0,1])

est bien borné car :
1Fal] = [fel] < MlJz]l;¥M > 1

b. L’opérateur de multiplication A défini sur l'espace C([1,2]), alors :
|Af]loe = sup [Af(x)|

z€(1,2)
= sup |z.f(z)]
z€[1,2]
<2l[flle (M=2) Vf e C([1,2])
Proposition 1.6.3 Tout opérateur linéaire continu est borné.
preuve.
Soit M C E un ensemble borné. Supposons que ’ensemble AM C F

ne soit pas borné. Alors dans F il existe un voisinage de zéro V tel

qu’aucun des ensembles %AM n’est contenu dans V, mais alors il

12



1.7. Inverse d’un opérateur

existe une suite d’éléments x,, € M telle qu’aucun des éléments %Axn
n’appartient & V. Par suite d’une part, on a %mn — 0 dans E et d’autre part,
la suite%Aa:n ne converge pas vers 0 dans F, ceci contredit ’hypothese de
continuité de 'opérateur A.

Exemple 1.6.3

D:C([0,1]) — ([0, 1))

g(t) —gt)
Alors,
1Dgllc = [19lloc = sup |g'(?)]
te(0,1]
gllereqo.yy = sup |g(¢)| + sup [g'(?)]
t€[0,1] t€[0,1]
= 19/l + [19'l
d’ou,

11Dgls0 < gl o,

Donc D est borné

Définition 1.6.4.(Théoréme du graphe f ermé) Soient E,F deux espaces
de Banach et A opérateur linéaire , AlorsG(A) fermé dans
ExF<sAcL(EF)

Théoréme de Riesz H espace de Hilbert,le dual H* deH est
isométriquement isomorphe & H par l'identification(antilinéaire)

{o* —aVy € H, (y,2*) = (y|z")}.

1.7 Inverse d’un opérateur

Définition 1.7.1Soient EF deux espaces normés, A € L(E,F).
L’opérateur A est dit Inversibilité, si pour tout y € F I’équation
Ax=y
a une solution et une seule
Définition 1.7.2 On dit que A € L(E,F) est inversible s'il est
bijectif et si son inverse est continu.

Exemplel.7.1 Soit E=¢?, L’Opérateur A défini par :

13



1.8. Opérateur adjoint

Az, 72,0y 0) = (21, 3, .., ™) neN”
A est borné, car

2
|| A<x1’x2>""xn)|| = Zlig < Z |$$|2 = ||(I1,l‘2, 7In)||
i>1 i>1

A est inversible, et son inverse est donné par:
—1 o
A N xy, 29, .y ) = (21, 229, ..., nTy)

Cependant,A™" est non borné. En effet, si (e,), oy est la suite

défini par

e, = (2,28, ...,2) avec e = {(1) ] :ml;n
On a
llea|| =1 et ||A71e,|| = n, Donc A~! n’est pas borna.

1.8 Opérateur adjoint

Définition1.8.1 Soient E et F deux espace de Hilbert
et A€ L(E, F) Vopérateur A* € L(FE, F')tel que pour
tout x € I,y € F on ait
(Az,y)r = (2, A"y)p
est appelé adjoint de A.
Exemplel.8.10n a (Iz,y)r = (z, [*y)g or (Iz,y)r = (,y)E
pour tout x,y € H. Donc
I* =
Propriétésl1.8.1

1. (aA+bB)" = @A* + bB*, pour tout a,bc k.
2. (AB)" = B*A*
3. Si A est inversible, A* est aussi et on a (A*)™! = (A71)*.

4. (A7) = A

14



1.9. Opérateurs auto-adjoints

5. |[AT]| = []All

1.9 Opérateurs auto-adjoints

Définition1.9.1 Un opérateur A est dit auto-adjoint (ou hermitien)
si A*=Aie.
(Az,y) = (x, Ay),Vx,y € H
Exemplel.9.1
Considérons I'opérateur A défini sur L? (R) par:
(Az) (t) = ez (t)
A est un opérateur borné auto-adjoint. En effet,

(Aw,y) = [TZe Mz (t)y(t) dt
= [ a(t) [e—lt\y(t)] dt

=(z, Ay)
Proposition1.9.1 Si A est un opérateur auto-adjoint,alors
4] = sup (47, )
Exemplel.9.2 Pour tout Ac L(E, F') 'opérateur A*A € L(FE)

est auto-adjoint,car

(A*A)* = A*A™ = A*A

1.10 Opérateurs compacts

[5]Soient E, F des espaces de Banach et H un espace de Hilbert.
Définition1.10.1 :On appelle opérateur compact de F dans F
tout élément A € L(E, F'),pour lequel I'image de toute partie bornée
de E est relativement compacte dans F'. On note K (F, I') I’ensemble
des opérateurs compacts de E dans F,ou simplement si £/ = F.

Proposition1.10.1: K (F, F) est un idéal bilatéral pour le produit de

15



1.10. Opérateurs compacts

composition et également un sous espace fermé de L£(E, F') contenant
tous les opérateurs de rang fini. Dans le cas particulier ot F' est un espace
de Hilbert, on a précisément

K(E,F)={u:E — F:dim(u(F)) < co}
Proposition1.10.2:Soit A € K(F),alors

1. le sous-espace Ker(A — Idg) est de dimension finie,

2. le sous-espace Im(A — Idg) est fermé,

3. lopérateur (A — Idg) est inversible si et seulement si il est injectif

Exemple 1.10.2 On définit l’opérateur A comme suit A: C([0,1]) — C([0,1]) t

- i g
ou k : [0,1] x [0,1] — C est continu.

On montre :

1. A est un opérateur linéaire compact.

2. Dans le cas k(x,t) = e”™ détermine la norme de A.

Solution :
1) La boule unité dans C([0,1]) est Br(0,1) = {g € C([0,1)), ||g]lc < 1}

Pour montrez que A Br(0, 1)est relativement compact dans C([0,1]) on, utilise le

théoréme d’Arzela-Ascoli

a) ABp(0,1) est uniformément borné : En effet Vg € Br(0,1) on a

| Ag(@)| = | [y k(x,t)g(t)dt
< [ |k x,t>||g< )\dt
< lglloo fy [k, t)]dt
< Jfy |k(x, t)|dt

= sup | Ag(z)| < sup | k(x,t)|dt.
g€BF(0,1) z€[0,1]

16



1.10. Opérateurs compacts

On pose: M = sup | k(x,t)|dt.on trouve ||Ag(z)|| < M. D’Ou Bp(0,1) est
x€[0,1]
uniformément borné.

[Ag(y) — Ag(z)| = |f01[k<y,t — k(a,)]g(t)d|
< Jo 1k(y.0) = ka.0)]llg(0) dt
< Hgl\ool f [k(y,t) — k(x, )]|dt
< fo edt = [et]y = €(1) — €(0) = ¢
Donc 30 = € tel que |y — x| < §, d’ou A Bp(0,1) est équicontinu

2) Déterminons la norme de A on a

Ag(@)| = | [ eHg(a)at
’fo e“etg(x dt]
= e [ el lg(a)dt
< e*lg(a) | ;. |ed
< e(e = Dllg@)llo
= [[Ag9(7)[loo < e(e = Dllg(x)[[ccDonce [[Al] < e(e — 1)
Maintenant, on montre ||A|| > e(e — 1) on prend (h(z) = 1,Vx € [0, 1])
Ah(z) = fol e tdt
=e” fol etdt
Donc ||A|| > ||Ah(z)]| = e(e — 1),alors
1Al = e(e — 1)
Opération algbrique:

e la somme
(A+ B)(z) = A(z) + B(x) évade D(A+ B) = D(A) N D(B)
e la produit
(AB)(z) = A(B(z)) avec D(AB) = {z € D(A) tel que :A(x) € D(B)}
o les lois usuelles d’associativite:

(A+B)+C=A+(B+C);(AB)C = A(BC)

17



1.11. Opérateur non borné

e les lois des distributivité

(A+B)C=AC+BC,C(A+B)>DCA+CB
car il se peut que (A + B)z € D(C) méme si Az ou Bx n’est pas dans D(C)

e Multiplication par scalaire : si A =0

Si A =0 alors

DMNA)=Het A\ A=0
Si A # 0 alors

D(MA) = D(A) et D(AA)z = A(Ax)
pour z € D(A)
Opérateurs symétriques:Les opérateurs symétriques sont des
opérateurs bornés qui ont un comportement particulier par rapport
au produit scalaire.
Définition1.10.2So0it A un opérateur borné sur un espace de
Hilbert H. L’adjoint de A est 'opérateur noté A*défini par la
relation :

(Az,y) = (x, A*y), Ve,y € H (1.10.1)

Si A = A* nous disons que A est symétrique
Théorémel.10.1

Soit A un opérateur symétrique sur un espace de Hilbert H. Alors,

|Al] = sup [(Az,2)| = sup [(Az, z)]

[lz]|<1 [lz]|=1

1.11 Opérateur non borné

Dénition1.11.1.[9] Soient £, F' deux espaces de Banach. Soit D C E
un s.e.v de E .Un opérateur linéaire A : D — F' est appelé opérateur
non borné.D est le domaine de définition de A noté D(A) (D(A) est un
s.e.v de F). Un tel opérateur est entiérement décris par son graphe
I'(A) = {(z,Az),z € D(A)}

De maniére analogue un opérateur linéaire peut étre considéré comme
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1.12. Opérateur adjoints non borné

un s.e.v 'de £ x F' (muni de la topologie induite deE x F)
Dénition1.11.2

o A est a domaine dense si D(A) est dense F (D(A) = F ).

e Si B est un autre opérateur de D(B) — F S est une extension

de T si G(A) C G(B)et on écrit A C B.i.e
D(A) c D(B) Bx=Ax ,Vx € D(A)

e On définit opérateur A+ B : D(B + A) — F avec
(B+ A)(z) = B(x) + A(x) de domaine D(A) N D(B)
e On définit 'opérateur BA : D(BA) — F avec

(BA)(xz) = B(A(x)) et D(BA) ={x € D(A): A(x) € D(B)}
Exemplel.11.1 L’opérateur B : D(B) — H défini par B(g) = i¢’
ou D(B)=g€ H;¢g € Het H= Ly([0,1],C) ou

D(B)={g € H,¢ € H} est un opérateur non borné

1.12 Opérateur adjoints non borné

Définition 1.12.1[16] L’adjoint d’un opérateur (A, D(A)) a
domaine dense est I'unique opérateur A* ayant pour domaine.
D(A*) ={x € H:ye D(A) — (x, Ay) est continue}.
et verifant :

Vo € D(A*),Vy € D(A), (Az,y) = (A*z,y)
Gréce a la densité de D(A) dans H, pour chaque = € D(A*) la
forme linéaire y — (x, Ay) s’étend a un unique élément de H
qu’on écrit par le théoréme de Riesz comme (A*z,.)y on
considére l'isometrie g: H & H — H® H;G(x,y) = (—y,x)
pour tout z,y € H En particulier on a G*(z,y) = —(z,y) et si E est
un sous-espace de H @ H alors G(E') = G(E)*
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1.12. Opérateur adjoints non borné

Proposition1.12.1S0it(A, D(A)) un opérateur a domaine dense alors :
1) K(A%) = [GK(A)]*
2) K(A) = [GK(A")]*
Preuve
1) On a:
(x,y) e (A" & (x,A2) = (y,2) Vze D(A)
& ((z,y);(—Az,2)) =0 Vze D(A)
& (x,y) € GT(A)*
2) K(A) = (K(A)")*" = (G*(K(A)")*" = (GIGK(A)]Y)*" = GE (A7)

Opérateurs auto-adjoints non bornés
Deéfnition1.12.1[17]Un opérateur & A domaine dense est dit
symétrique si A C A*c’est a dire D(A) C D(A*) et
Az = A*z Vo € D(A) Autrement dit ;

Ve e D(A) Yye D(A) (Azx,y) = (x, Ay)
Défnition1.12.30n dit qu'un opérateur A & domaine dense
est auto-adjoint si A = A*;c’est a dire:

D(A) = D(A*) et Az = A*x Vx € D(A)

Remarquel.12.1

1. Si A est un opérateur auto-adjoint alors A = A* = A**

Théorémel.12.1

Soit A un opérateur symétrique. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est auto-adjoint
2. A est fermé et ker(A* +i) = {0}
3. Im(A*+i)=H

Preuve (1) = (2); Soit A est auto-adjoint et p € D(A*) = D(A) tels que
¢ € ker(A* £ 4) suit alors que
+i(p, ) = (£ip, ) = (A", ¢) = (p, Ap)
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1.12. Opérateur adjoints non borné

= (p, A* ) = F(p, ©)
D’'Ou =0

21



Chapitre 2

Théorie spectrales des opérateurs

2.1 Spectre d’un opérateur

Définition 2.1.1(valeurs propres et vecteurs propres)[6]Soit A € L(H), le
nombre complexe \est dit valeur propre de A s’il existe un vecteur x
dans H—{0g }(s’appelle vecteur propre associé¢ a \) tel que
(A =Mg)r =0, Az = A\x.

Définition 2.1.2[6]Soit A € L(H), on dit que A € C appartient a ’ensemble
résolvant de A si A — Ay est une bijection de H dans H et que
(A— Xg)™! € L(H) L’ensemble résolvant de A est notép(A) , i.e.

p(A) = {\ € C, A — A\ inversible}
Définition 2.1.3 Soit A € L(H),on appelle spectre de A, et on note o(A)
le complémentaire dans C de p(A). Le spectre de Aest donc ’ensemble
des A € C tels que A — Ay non inversible, ceci équivalant & définir o(A)
comme ’ensemble des A € C tels que A — A gn’est pas bijective, i.e.

o(A) ={\ € C,A— Ay non inversible},
Remarque 2.1.1

1. o(A) = C/p(A)

2. c(A)Np(A) =10
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2.1. Spectre d’un opérateur

3. o(A)Up(A) =C

Définition 2.1.4:On appelle spectre ponctuel de A I'ensemble
des valeurs propres de A,noté¢ o,(A)
tel que

op(A) = {\ € 0(A), A— Ay non injectif}

Remarque 2.1.2:Lorsque H est dimension finie, alors 0(A) =o,(A).
Mais si Hest dimension infinie, on a 0,(A) C o(A).
Définition 3.1.5[20]Soit A € B(H) . On appelle résolvante de A
I’application
Ra:p (A) — B(H); A — Ra(\) = (A— M)t
avec
RA(N) - H — Hiy — Ra()) = (A — Aln) (1)
Remarque2.1.3 L’application R4 est bien définie
Proposition2.1.1 Pour tous A, u € p (A)
Ra(A) = Ra(p) = (A = ) Ra(MRa(p) = (A = p) Ra(p) Ra(X)

Preuve

i) Ra(\) = (A—Ay)™!

ii) Ra(p) = (A—ply)™

()-(i)  Ra(A) = Ralp) = (A= Aly) ™" = (A = ply)™!

= (A= My) (A= ply) — (A= Mpg)|(A— ply)™"
= (A= AMp) (A= (4 Mg — A) (A — ply)™?
~— —— — ——
Ra() Ra(p)

=(A—p) Ra(A) Ra(p)

(ii)-(i) Ra(p) = Ra(N) = (A — plg)™" = (A= M)~
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2.2. Propriétés spectrales des opérateurs continus

= (A — ply) (A= ply) — (A= Mp)] (A= My)™
—_— —_——
Ra(p) Ra(A)

= (A=) Ra(p)Ra(A)

Proposition2.1.2 Pour tout A € B(H)

lim ([RaO)]| = Jim [[(A— AZ)~'[| = 0
[Al =00 |A| =00

Preuve|vair|[20]]

Exemple 3.1.1

Soit A € My (R) défini par: A= () J)

10

On a
det(A—Map) =7 | =)?-9=(A-3)(A+3)
det(A— M) =0=XA=3 ou A=-3

Alors,

0(A) =op(A) = {=3,3}

2.2 Propriétés spectrales des opérateurs continus

[8]Soit E un espace de Hilbert,L(F) est alors une algébre de Banach. On aimerait
deéfinir g(A) lorsque g est une fonction d’une variable complexe et A un élément
de L(E). Prenons d’abord g un polynome a coefficients complexes, g(z) = > apa”,
Il n’y a aucune difficulté a définir g(E) par :g(A) = > a, A"
en convenant que A’ = I (’opérateur identité) et g(A) appartient a £(E). On vérifie
également que si p; et py sont deux polynoémes a coefficients complexes:

(/\1]71 + )\2292)(14) = )\1]71(’4) + )\2]72(14); p1p2(A) =D <A>p2<A>

2.3 Théorie spectrale des opérateurs compacts

Cette théorie est pour 'essentiel la création du mathématicien hongrois F.
Riesz, aux alentours de 1910. Le théoréme de Riesz (qui affirme que si E est
un espace vectoriel normé, alors By est compacte si et seulement si F est de
dimension finie) est 1'un des points clés de cette théorie.

Lemme 2.3.1 Soit K € L£(FE) un opérateur compact et A = Idg — K
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2.4. Spectre d’un opérateur non borné

Supposons qu’il existe un sous-espace fermé F' de E tel que A soit

injectif de F' dans F. Alors il existe une constante C' > 0 telle que:
1A@)I| = Cllzll,  VeeF;

En particulier, 'image A(F)est fermée.

Preuve:

Raisonnons par I’absurde en supposant qu’il n’existe pas de constanteC' > 0 telle
que: |[|A(z)|| > C|[z|| pour tout z € F,On peut alors trouver une suite(z,), ., de
vecteurs de F', de norme 1 telle que ||Az,|| — 0,n — oo,Puisque K est compact,

il existe une sous-suite(y, ), telle que K (x,,) converge; mai

Az, ) = ©p, — K (x,,) tend vers 0,donc x,, converge vers un vecteur

r € E Comme F est fermé, nécessairement,z € F' et de plus ||z|| = 1, Donc

en particulier z # 0.1l reste alors a remarquer que par continuité de A, on a

Ax = ]}Lrgo Az, = 0,ce qui contredit l'injectivite de A sur F. Ainsi il existe

une constante C' > 0 telle que ||A(z)|| > C||z|| pour tout x € F' Le fait que

I'image A(F)soit fermée résulte d’arguments standards laissés en exercice

au lecteur.

Proposition 2.3.1 Soit F un espace de Banach, K € £(FE) un opérateur compact et
A =1Idg — K. Alors le noyau de A est de dimension finie et I'image A(FE) est fermée.
Preuve

Notons FE; = ker(A) = ker(Idy — K). On vérifie facilement que Bp; C K( Bg) et
commeK est compact on obtient que By est compact. Le théoréme de Riesz implique
alors que E; est de dimension finie. implique alors qu’il existe un sous-espace
fermé F de F tel que E =ker(A) @ F Alors A est injectif surF” et le lemme 3.2.1
entraine que A(F) = A(F)est fermée.

2.4 Spectre d’un opérateur non borné

[19]Soit (D(A), A) un opérateur non borné de domaine D(A) dense dans un espace
de Hilbert H. On appelle ’ensemble résolvent de A, I’ensemble p(A) des nombres

complexes A tels que
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2.4. Spectre d’un opérateur non borné

1. Im(AI — A) est dense dans H

2. (M — A) est inversible de D(A) dans Im(AI — A) d’inverse borné

On noteRy(A) = (Ml — A)™!  si X € p(A)

Ry (A) est appelé opérateur résolvent ou bien résolvante de 'opérateur A.

Défnition2.4.1

Soit (D(A), A) un opérateur non borné sur un espace de Hilbert H ;

(D(A)dense dans H) On dit “signe par o(A) le complémentaire dans C de ’ensemble

p(A); o(A) est appelé le spectre de 'opérateur A.

Remarquons que A € p(A) si et seulement si les deux conditions (1) et (2) de

I'ensemble résolvant sont satisfaites donc A € o(A) si et seulement si (1) est satisfaite

et pas(2) ou bien (2) est satisfaite et pas (1)ou bien (1) et (2) ne sont pas satisfaites

Ainsi 0(A) est la réunion de trois ensembles disjoints notés respectivement o,(A),0.(A), 0,.(A)
o(A)=0,Uc.Uo,

ou

0,(A) ={A € C / (M — A) n’est pas inversible de D(A) dans Im(A\] — A)}

0.(A) ={A € C / (M — A) inversible de D(A) dans Im(AI — A);Im(AI — A)

dense dans H mais (A — A)~! n’est pas borné}

0.(A) ={\ € C / (M — A) inversible de D(A) dans Im(\ — A);et

Im(AI — A) n’est pas dense dans H }
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Chapitre 3

opérateurs fermés et fermables

3.1 opérateurs fermés
Définition3.1.1[10]

e A est dit fermé si son graphel'(A) est fermé

e A est dit fermable 8’il admet une extension B fermé (A C B)

Proposition3.1.1 Un opérateur (A, D(A)) est fermé si et seulement
si pour toute suite (x,),,de D(A) telle que 7115{.10:1:71 =z ona
alors x € D(A)et y = Az
Preuve4.1.1

(=)Supposons que A est fermé alors I'(A) = I'(A); soit(x,), C D(A)
qui converge vers z, (A(x,)), converge vers y, (x,, A(x,)), € I'(A) fermé
alors lim (x,, A(x,)), € I'(A) = (z,y) € D(A) (carl'(A) est fermé)alors

n—oo

rel(Aety=Ax

(<=)Soit (z,y) € I'(A) = 3 (x,, A(xy))n € F(A),nlirgo(xn) = x’nlggo A(z,) =y
alors © € D(A) et y = Ax alors I'(A) est fermé.

Corollaire3.1.1[11]Soit A un opérateur fermé. Alors A est borné si et
seulement si D(A) = E

Proposition3.1.2 A est fermable si et seulement si I'(A) est le graphe
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3.1. opérateurs fermés

d’un opérateur .On a alors I'(A) = F(A\),Ofl A est la plus petite extension
fermé de A,appelée la fermeture de A.

Proposition3.1.3 Un opérateur A et fermable si et seulement si pour

toute suite (z,,), de D(A) qui converge vers 0 € E et telle que (A(z,,)),
converge vers y dans F' alors y = 0

Lemmel.4.1[12]Si A: D(A) C E — F est un opérateur fermé,

alors ker(A) est ferme.

Démonstration Soit x,, € ker(A)une suite convergeant vers = dans

E Alors la suite Ax, est convergente puisqu’elle est identiquement nulle.
Comme A est fermé on en déduit que z € D(A) et Az = 0.

Lemme3.1.2 Si A: D(A) C E — F est un opérateur fermé et bijectif

de D(A) sur F,alors A~ lest également fermé.

Démonstration Soit z,, € F telle que x,, — x dans F et A~'x, — y dans E.
Posons :z, = A7 'z,.Alors 2, — y dansFet Az, — z dans F. Comme A est
fermé, il en résulte que y € D(A) et Az =y, soit y = A~ 'w

Théoréme du graphe fermé Soit A un opérateur de E dans F dont le
domaine est égal & E et qui est un opérateur fermé, alorsA est borné

de E dans F'.

Autrement dit :si A: D(A) C E — F est un opérateur non borné et fermé,
alors on a nécessairement D(A) # E.

Théoréme3.1.2 Soit A: D(A) C E — F un opérateur fermé et bijectif

de D(A) sur F,alors A~ 'est borné de F dans F

Theéoréme3.1.2 [14]Soit (A, D(A)) un opérateur fermé et symétrique sur
un espace de Hilbert H. Alors, A est autoadjoint si 'un des critéres équivalents

suivants est vérifie
e ker(A*+i)=0
e Im(A*+i)=H

Theéoréme3.1.3 Soit (A, D(A)) un opérateur sym “etrique sur un espace de

Hilbert H. Alors, est A essentiellement autoadjoint si I'un des critéres
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3.2. opérateurs fermables

équivalents suivants est vérifie
o ker(A*+1i)=0
e Im(A* £ 1) est dense dans H

Pour des opérateurs semi-bornés, on a les critéres suivants
Proposition 3.1.4 Soit A un opérateur non borné tel que D(A*) est
dense, alors A* est un opérateur fermé
Démonstration

Soit {fn, gn) € T(A*) une suite qui converge vers (f, g) € H x H. Par définition,
gn = A* fr Cest-a-dire que (x,g,) = (Ax, f,,) pour tout x € D(A). Or, a x fixé,
(Az, f,) converge vers (Az, f) et(x, g,) vers (x, g) de sorte que pour tout
xz € D(A), (Az, f) = (x,g). Ainsi,par Cauchy-Schwarz, pour tout x € D(A),
[(Az, £)] < llgllll2]] et donc £ € D(A*) et g = A°f

On laisse en exercice le fait que si A; et Ay sont deux opérateurs, avec

Ay C Ay, alors A7 C Aj. En utilisant ce fait,on montre la proposition suivante

3.2 opérateurs fermables

[14]Soit H un espace de Hilbert et(A, D(A)) un opérateur non borné a domaine dense

sur H. Les r esultats suivants sont classiques. On renvoie a [13]pour les preuves.

1. Un opérateur (A, D(A)) est fermable si la fermeture de I'(A) est un graphe

2. Soit (P, D(P)) un opérateur différentiel sur L? fermable et tel que C>*° C D(P).
Alors

D(P) C {x € L?, Pz € L*}

ou Pz est a prendre au sens des distributions. En effet, si z € D(P) et z = lim x,, et
n—oo

Px = lim Pz, dans L2. Alors z,, — x et Pz, — Pz dans D’. Par suite Px = Px W 2

n—oo

3. Un opérateur A est fermable s’il posséde une extension fermée. On
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3.2. opérateurs fermables

appelle fermeture de A la plus petite de ces extensions que ’on note A.

4. Tout opérateur symétrique est fermable et dans ce cas, on a A = (A*)*
5. Un opérateur(A, D(A)) est autoadjoint si(A, D(A)) = (A*, D(A")).

Défnition3.2.1[18]On dit qu'un opérateur non borné(D, A) est fermable s’il
existe une extension(D(B), B) de A de graphe I'(A). On notera une telle
extension A.

En fait, A est unique, c’est la plus petite extension fermé de A. D’autre part,

si on définit sur D(A) la norme de graphe ||z, = v/||z|]? + || Az||?, alors D(A)

est le complété de D(A) pour cette norme. On laisse ces deux affirmations en exercice.
Par exemple, Tj est fermable et T = T}. En effet, le complété de Cg° pour la norme
du graphe est exactement H?(R?)
On remarque que si A est fermé, alors D(A) est fermé pour la norme du
graphe. Un opérateur fermé est en fait assimilable & un opérateur dans
L(G,H) ou G = D(A)est un espace de Hilbert pour la norme du graphe.
On a une notion d’adjoint en passant par le dual pour de tels opérateurs,
comme pour tout opérateur d’'un Banach vers un Banach (voir par exemple
le deuxiéme paragraphe du chapitre 4 de [15]). Pour un opérateur borné de £(H)
d’adjoint coincide avec celle que 'on a défini plus haut. Cependant, pour
un opérateur de L(G, H),la définition de ladjoint ne nous convient pas car
elle ne calque pas bien les propriétés qui nous intéressent dans le cadre des
espaces de Hilbert. On va donc s’empresser de définir une nouvelle forme

dradjoint, qui n’est pas la méme en général
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Résumé

Dans cette note, nous avons discuté de la breve définition des espaces
norm et de Hilbert, et nous avons défini toutes sortes d'influences, et
nous avons parlé de la chose la plus importante, qui est les opérateurs
fermés et définitinon opérateurs fermables.

Mots clés: Espace , Opérateur fermés,Opérateurs fermables
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Abstract

In this note we discussed the brief definition of norm and Hilbert spaces,
and we defined all kinds of influences, and we talked about the most
important thing, which closed operators and closable operators.

Keywords : space, operator,closabde operators.closed operators
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