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Résumé

g) ans ce mémoire, on s’intéresse a 1’étude d'un probléme aux limites
mixtes de type parabolique fortement non linéaire pour un opérateur
p-Laplacien. Sous certaines conditions sur les données, en se basant sur les
approximations de Faedo-Galerkin combinées a la méthode de monotonie et
quelques résultats d’analyse fonctionelle appliquée, nous démontrons exis-

tence locale et I'unicité d’une solution faible.

Mots-Clés :

Existence et unicité, Faedo-Galerkin, Méthode de Monotonie, Opérateur
p-Laplacien, Probléme parabolique.
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Notations

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes.
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Un ouvert de R"

L’adhérence de €2

La frontiere réguliére de (2

Une partie de la frontiere I'.

La mesure de Lebesgue (n — 1) dimensionelle de T';.
La mesure superfficielle sur I" induite par dzx.

Le cylindre de R}, x R,

La frontiere latérale de ().

La mesure superfficielle sur X

La mesure superfficielle sur une partie de la frontiere de &

L’exposant conjugué dep: ¢ = Ll
p e

L’exposant conjugué de Sobolev.

Presque partout.
La dérivée partielle par rapport a la variable z;.

Gradient de w.

Divergence de w.

p-Laplacien de u.

La limite supérieure.

La limite inférieure.

Espace des fonctions de classe k dans 2.
Support de la fonction w.

La convergence faible (fort) de la suite f,, vers f
La norme sur l'espace L*(12).

La norme euclidienne sur R".

L'espace de sobolev d’ordre m — _ sur T
La normale unitaire sortante a I'.

Le vecteur normale de w.

Désigne l'espace de Banach.

L’espace topologique de V.

La norme sur l'espace V.

Le produit scalaire de V.

Le crochet de dualité entre I’espace V' dans son dual topologique V".
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Le produit scalaire d'un espace de Hilbert L?(Q)

La topologie faible-* définie sur V".

La topologie faible définie sur V.

Espace des fonctions dérivables a support compact dans (2.
L’espace des distibutions sur €.

L’adhérence de D(£2) dans W'*(Q)

Dual de W!?(Q)

L’injection continue de A dans B.

L’injection compacte de A dans B.

L’'pplication de trace dans LP(I").
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Introduction générale

Notre compréhension des phénomeénes du monde réel et notre technologie sont aujourd hui
en grande partie basées sur les équations aux dérivées partielles (E.D.P). C’est en effet, grace a la
modélisation de ces phénomeénes a travers des équations aux dérivées partielles, qui nous per-
mettent de comprendre le role de tel ou tel parametre, et surtout obtenir des prévisions parfois
extrémement précises. En particulier les équations d’ondes modélisent plusieurs phénomenes

naturels en : Physique, Chimie, Biologie.

Il a été question dans ce travail sur la méthode de monotonie, elle est 'une des méthodes
de résolution des probléemes aux limites pour les équations aux dérivées partielles non-linéaires.
Ce concept a été intensément étudié dans le cadre de la solvabilité des équations différentielles
partielles non linéaires. D’ailleurs essentiellement lorsque 1'opérateur traité a des propriétés
de type monotonie sur un espace de Banach, est d’utilisation plus facile que la méthode de
compacité, en plus elle est applicable sur 1’opérateur p-Laplacien, qui est un modéle d’opéra-
teurs elliptiques quasi-linéaires de type monotonie qui permet de modéliser des phynomenes
physiques tels que les systemes de réaction-diffusion, I’élasticité non-linéaire, extraction de pé-
trole, I'astronomie, la propagation a travers des milieux poreux, pélissier modélise 1'écoule-
ment des glaciers de montagne par des équations aux dérivées partielles faisant intrvenir le

p-Laplacien.

Dans ce travail, on s’intéresse a I’étude de 1’existence locale et 1’unicité des solutions d’'un
probléme aux limites non linéaire pour les équations p-laplaciennes. Plus précisément, sous
certaines conditions sur les données en se basant sur la méthode de Monotonie on démontre un

résultat d’existence et d'unicité d’une solution du probléme considéré.

Ce travail est constitué de trois chapitres : Dans le premier, on présente quelques notions fonda-
mentales ainsi que des résultats principaux qui nous permettent de I'étude des équations aux

dérivées partielles nonlinéaires. Ces outils sont utilisés pour obtenir des résultats d’existence
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et (souvent d’unicité ) pour quelques exemples de problemes d’EDPs de natures paraboliques

non linéaires.

Le deuxieme chapitre est consacré a 1'étude de 1'opérateur p-laplacien, suivant :
9 (| ou]" ou

—Ayu = — Z .
i1 8% aZI}Z aZL’Z

Nous en présentons un probléeme de Dirichlet associé au p-Lalacien dans un ouvert borné de

R™, lorsque p > 2.

—Ayu = f, dans ), weVet feV'.
u =0, sur T.

Afin d’introduire les propriétés générales de 1" opérateur p-Lapacien défini sur un espace de

Banach V' dans son dual topologique V.
Il est dégénéré lorsque p = 2 a 'opérateur de Laplace usuel.
Le dernier chapitre est consacré a démontrer un théoreme d’existence et d"unicité pour un pro-

bleme aux limites mixtes parabolique fortement non linéaire, pour un opérateur p-Laplacien

défini par :

Chercher u telle que u: QQ — R"™ satisfaisant,

0

a—?—FAUZf, reQ, te€]0,T]

u =0, sur ¥, =1'1x]0, T,
n p—2

8877—7; ZD> g—; g—;.nA =h, sur Yo =19%]0,T],

u(z,0) = u(x), xz € Q.

Ou A est I'opérateur p-Laplacien défini sur un epace de Banach V' dans V' et Q2 un ouvert borné
de R™ de frontiere I' assez réguliere; () = 2x]0,T], {I'1,';}est une partition de I'. On suppose
que mesI';y >0 et on pose Xy =1I1x]0,T[ et Xy =T1%x]0,7T[, ou T est un réel fini, p est

un entier > 2. avec f, h et u, sont des fonctions données.
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CHAPITRE 1

RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONELLE

ans ce chapitre, Nous allons consister a rappeler de quelques notions et complémnts mathé-
matiques en relation avec le travail, présentons en particulier certains espaces fonctionels

et premieres propriétés.

Contenu :

1. Espace de Banach;
1.1 . Espace réflexif et espace séparable.

2. Espaces fonctionels;
2.1. Espace de Lebesgue;
2.2. Espace de fonctions différentiables;
2.3. Rappels sur les distributions;
2.4. Espace de Sobolev;

2.5. Espace de Lebesgue a valeurs vectorielles.
3. Théorie d’opérateur monotone.

4. Convergence faible et convergence *-faible.



1.1. ESPACE DE BANACH 9

1.1 Espace de Banach

1.1.1 Espace séparable et Espace réflexif

Espace séparable
Cette notion repose sur la notion d’ensemble dénombrable.

Définition 1.1. Soit X un ensemble, on dit que X est dénombrable si et seulement s’ il existe

une application injective de X dans N.
Remarque 1.1. Tout ensemble fini est dénombrable .
Proposition 1.1. Soit X un ensemble dénombrable infini. Alors, il existe une bijection de N sur X.

Corollaire 1.1. La réunion d’une famille finie d’ensembles au plus dénombrables est au plus dénom-
brable. Si 'un des ensembles de la famille finie est dénombrable, la réunion est dénombrable.
Définition 1.2. Soient A, B deux parties de X.

1. On dit que A est dense dans B si B C A4;

2. On dit que A est partout dense dans X si 4 = X.

Définition 1.3. (Esapce Séparable) On dit q'un espace métrique est séparable, s’il existe un

sous-ensemble de D C FE dénombrable et dense.

Théoreme 1.1. Soit E un espace métrique séparable et soit F' un sous-ensemble de E, alors F est

séparable.

Proposition 1.2. Soit E un espace de Banach tel que E' soit séparable, alors E est séparable.

Espace réflexif

Définition 1.4. Soit £ un espace vectoriel normé réel. On note £’ son dual topologique, c’est-a-
dire I'ensemble des formes linéaires et continues de F dans R muni de sa norme naturelle (E” est
un espace de Banach. Pour tout = € E, on définit 'application J, de E’ dans R par J,(T") = T'(x)
pour tout 7' € E', on a

[ (D) = T@)| <[ T ezl = [l&-

Et donc J, est une forme linéaire et continue sur E’, ce qu’on note J, € E” ot E” est le bidual

de E, c’est-a-dire le dual topologique de E’. On peut montrer par le théoréme de Hahn-Banach

Meslem S. Probleme parabolique fortement non linéaire pour les équations p-Laplaciennes



1.2. ESPACES FONCTIONELS 10

qu’on rappelle dans le paragraphe suivant, que || J, || z=| = ||£ .
L'application J, définie de ' dans E” par J(z) = J, pour tout € E, et donc une isométrie

linéaire de E sur son image, notée Im(.J), et on a évidemment Im(.J) C E".

Définition 1.5. (Espace réflexif) On dit que E est un espace réflexif si Im(J) = E”, ce qui

revient a dire que J est surjective.

Proposition 1.3. [13] Soit E un espace de de Banach réflexif, et soit M C E un sous-espace vectoriel

fermé, alors M muni de la norme induite par E est réflexif.
Théoréme 1.2. [13|] Soit E un espace de Banach, alors E est réflexif si et seulement si £’ est réflexif.
Définition 1.6. Soient £ un espace de Banach. On appelle le dual topologique noté E’ 1’espace

vectoriel constitué de ces formes linéaires et continues, c’est-a-dire

E'={f:E — K linéaire et continue},

cet espace est muni de la norme

s Iz s

1.2 Espaces Fonctionels
1.2.1 Espace de Lebesgue

Définition 1.7. Soit {2 un ouvert de R" a frontiere réguliére et p un nombre réel supérieur ou

égal a 1. On définit I'espace de Lebesgue L?((2) par :

LP(Q) ={f:Q— R mesurable et (/ ]f|pdx>p < 00}
Q

On le munit de la norme suivante :

| £ o=l 7 llp= ( / |f|pd:v>p el

Quand p = 2, cette norme provient d"un produit scalaire.

Meslem S. Probleme parabolique fortement non linéaire pour les équations p-Laplaciennes
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11

(s V) 20 :/u.vdx.
Q

De plus sip = 400, 0on a:

[ f le@=inf{C: |f(z)| <C, V2 e Q.

Définition 1.8. Si on note do la mesure superficielle sur I' induite par la mesure de Lebesgue

dx, on définit LP(I'), 1 < p < oo comme 'ensemble des fonctions f : I' — R telles que | f |7

soit intégrable sur I'. C’est un espace de Banach muni de la norme

0 llro= ( / [ o(o) P da) |

qui est réflexif si 1 < p < oo. Aussi l'espace L*(T") muni du produit scalaire :

(w, 0) pory = /Fuv(a)da,

est un espace de Hilbert.

Lemme 1.1. [2](Inégalié de Holder généralisée)

Soient p,q et v > 1 tels que -+ =, alors pour tous f € LP(Q) et g € LI(Q), ona:

If-g ler@<l Fllo - 1l 9 llg

Sir=1, (¥) s’appelle inégalité de Holder.
Sir=1, p=q=2, s’appelle inégalité de Cauchy Schwartz.

Lemme 1.2. [2](Inégalité de Yaung)
Soient a, b deux réels positifs et p, ¢ > 1, alors
a? bl 1 1

ab< T4l T4
p q p q

De plus, pour ¢ > 0,
ab < ea? + C(e)b’.

(*)

Meslem S. Probleme parabolique fortement non linéaire pour les équations p-Laplaciennes



1.2. ESPACES FONCTIONELS 12

Théoréme 1.3. (La convergence dominée de Lebesgue)

Soit (f,)n une suite de fonctions de L' () convergeant presque partout vers une fonction mesurable f.
On suppose qu'il existe g € L'(Q) telle que pour tout n > 1, on ait | f, |< g p.p sur Q, alors
feLy(Q)et:

i || fo— f =0, lim /fn(:c)dx:/f(x)dx, Vreq.

1.2.2 Espace de fonctions différentiables

Définition 1.9. (Les espaces C*())
Soit Q un ouvert de R". On désignera C°(Q2) (resp. C*(2)) 'espace des fonctions continues (resp.

continiement différentiables)sur €2 a valeurs complexes puis, pour £ € N, k£ > 2, on pose

~Ou
1 8@

CH(Q) = {u € CF Q) ECTL,: =1 . ).

C’est I'espace des fonctions k fois contintiement différentiables sur 2 a valeurs dans C. On

notera enfin

C™®(Q) = NkenC* (),

I'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur ). Pour désigner les dérivées par-

tielles d’ordre superieur a 1.

1.2.3 Rappels sur les Distributions

Définition 1.10. (Espace des fonctions tests)

N

L’espace des fonctions tests est un espace des fonctions C* a support compact inclus dans un

ouvert €2 de R™ est noté D((2).

Notation 1.1. Un multi-indice « est un uple d’entiers, a = (o, ... ®,) € N*, on pose

la] = a1 + ...+ ay.

o« (0 o o\
0" = (8x1) ’ ’(&rn) .

Meslem S. Probleme parabolique fortement non linéaire pour les équations p-Laplaciennes




1.2. ESPACES FONCTIONELS 13

Définition 1.11. On dit qu'une suite des fonctions (u,), converge vers u dans D({2) si :
a) Il existe un compact K C R" contenant les supports de toutes les fonctions u,,, pour tout

n € N,

b) lim,, 00 SUP,e g [DYun(X) — D*u(X)] = 0, pour tout p € N* et tout o multi-indice, tel

que:

a|a|un €T
X = (21,20, 28)", et Duy(z) = 01210219 : )EﬂaNxN7

pour T € D'(Q) et p € D(2), onnote (T, p) et T(yp).

Définition 1.12. Le dual topologique de D(f2) est I'espace des distributions, noté D’(2),
D'(Q) ={T : D(Q2) — K linéaire et continue},
ot K1'un de corps R v C.

Notation 1.2. Notons L!

loc

(2) 'espace des (classe de) fonctions f : 2 — C qui sont localement
intégrables sur (, c’est-a-dire telles que f € L'(Q) pour tout compact K C Q. On a pour 1 <
p<o00:

LP(Q) € Lyge().

Proposition 1.4. (Distribution réguliere)

Soit f € L},.(2), on lui associe a une distribution T} définie par

(T ) = / f(2)-plx)dz, Vo € D(Q).

Définition 1.13. (Distribution de Dirac)

La distribution de Dirac a I’origine est une fonctionelle notée 4, définie par
(60, 0) = ¢la), Vo € D(QY), a€R.

Proposition 1.5. (Dérivation)

Pour toute distribution T' € D'(Q2), la formule :

oT Op , i
<a_730> - _<T7 %>7 p e D(Q>, ] € N*.

Zj j

définit une distribution 5- € D'(Q), appelée la dérivée de T.

Meslem S. Probleme parabolique fortement non linéaire pour les équations p-Laplaciennes



1.2. ESPACES FONCTIONELS 14

Remarque 1.2. Si f € L}, .(2), associée & une distribution 7}, on définit la dérivée

Ty, 0) = (Tyr, ), © €D(Q).

Proposition 1.6. [4](Dérivée d'une fonction discontinue)
Soit f : R — C une application de classe C*, mais présentant une discontinuité en x = a, k=1,...,n

c’est-a-dire les limtes :

flag) = lim f(2), flag)= lim f()

x%ak m%ak

existent et sont distinctes. On introduit le saut de f au point ay, ..., ay,
o = flar+) — flax—); K> 1.

Alors si f € L}, (Q), on a la formule de saut :

loc

(Tf)/ = Tf/ 2l Z 010gk-
k

1.2.4 Espace de Sobolev

Définition 1.14. L'espace de Sobolev IW"?((2) est un espace fonctionel défini pour 1 < p < oo

etm € N par
WmP ={u € LP(Q) : D%u € LP(Q) pour tout a € N" tel que |a] < m}.

muni d’une norme :

1

| ( 20§|a|§m | D%u ||]2p(9)>p ) st 1 <p<+oo,
u Wm,p(Q):

maxog‘agm || Do‘u ”LOO(Q)’ S1 p = —+00.

Proposition 1.7. [10] L'espace (W™ (), || ||wma(q)) est un espace de Banach pour 1 < p < +oc.

Proposition 1.8. [10](Séparabilité) Soit Q) un ouvert de R" (n > 1), m e N et 1< p < +oo,

'espace WP (S)) est séparable.

Proposition 1.9. [10[(Réflexivité) Soit Q2 un ouvert de R* (n > 1), m € N et 1 < p < +o0,

I'espace WP ()) est un espace réflexif.

Meslem S. Probleme parabolique fortement non linéaire pour les équations p-Laplaciennes



1.2. ESPACES FONCTIONELS 15

Proposition 1.10. [2] Soient m > 0 et 1 < p < +o00, on définit le sous-espace Wy'" (1) de W™P(Q)
comme l'adhérence de D(2) dans W™P(Q2), on écrit :

wrr(Q) =Dy,

En d’autres termes :
Vu € WP(Q); (i) C D(Q) || ¢r — u [[wmr@)— 0 (k= +00).

Remarque 1.3. 1. D(Q2) est dense dans W"™P(R™).

2. SiQ #R", D(Q) n'est pas dense dans W™P((2).

3. On définit alors D(Q2) = {ulg :u € D(R™)} ot u|g désigne la restriction de ua 2. On a

D(2) est dense dans W"™P((Q2).
Proposition 1.11. [2] Pour m = 1, on définit I'espace de Sobolev W' (Q) par
Whe(Q) ={u:Q =R, ue L’(Q), Vue (L’(Q)"},

et muni de la norme :

Il lwre@=[lw llp + | V|l - (N)
Lemme 1.3. [3]] L'espace W' (Q) muni de la norme est un espace de Banach pour 1 < p < +o0.

Démonstration. Soit {u,},n € N une suite de Cauchy dans I'espace W'?(2). Alors, la suite Vu,,
est de Cauchy dans L?(2). Rappelons alors que I'espace LP((2) est complet et de ce fait, il existe
des fonctions u et £ telles que u,, et Vu,, convergent respectivement vers u et ¢ dans LP((2).
De plus, vu que L*(Q) C L,.(2), on voit que

1
loc

U, — u dans L;,.(Q) quand n — +oo,

ou encore

u, — u dans D'(Q) quand n — +oo.

Donc, on a d'une part
Vu, — Vu dans D'(Q) quand n — +oo,

et d’autre part

Vu, — & dans D'(Q) quand n — +o0.

Maintenant, grace a la séparabilité de D(f2), on voit que Vu = £. Alors, le lemme en découle.

]

Meslem S. Probleme parabolique fortement non linéaire pour les équations p-Laplaciennes



1.2. ESPACES FONCTIONELS 16

Trace des fonctions sur W7 (())

Soient Q C R", T'=0Q lebordde Qet1 <p<+oo, 1<q<+o00.

Théoreme 1.4. [14] Soit I'application

7 : D(Q) — C(T),
U ’70(“’) = u|F'

est linéaire et continue de D(Q) muni de la norme de W™?(Q) dans C=(T') muni de la norme de
W v (T).

Elle se prolonge alors en une application linéaire et continue notée encore ~,.

Yo : WMP(Q) —s W™ v(T).
u— Yo(u).

De plus elle est surjective.
» Dans la suite, on prend m = 1, c’est suffisant pour notre travail.

Théoréme 1.5. [14] Soit Q) un ouvert de frontiere réguliere dans R™. Alors il existe une application
linéaire continue v,, dite application trace de W'P()) dans LP(T') telle que si u € C(Q) N WP(Q),
l'image ~,: WHP(Q) — LP(T"), u — u(x) bien définie sur T,

yu=mu p.p. surl si ue C(Q)NWHLQ).
Théoreme 1.6. [14] Soit 'application
Yo : WHP(Q) — LP(T)

u— Yo(u),

est linéaire et continue, Yu € WHP(Q), 3C > 0, alors :

| You [ o< C || w [[wirq) -
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Définition 1.15. Soient 2 un ouvert de R" borné de frontiere I' réguliere, on définit I’espace
Wy (Q) = {ue W"(Q) avec you=0 sur T'}.
Cette équation muni d'une norme équivalente a la norme donnée par :
lullyao @ = 190l 0.

Définition 1.16. Le dual de W}P(2) est noté par W~¢(Q2) ot q est le conjugué de p, * +

Sl
Q=

Définition 1.17. (Caractérisation de W ~1¢(Q)))
FEW™MQ) e f=Ff+> Difi, fofi,or . fo€LYRQ).
=1

Définition 1.18. £(F,K) estnoté £, est appelé le dual de E. C’est toujours un espace de Banach.
PP ) p

Définition 1.19. Soient (2 un ouvert de R"” borné de frontiére I' réguliére tel que 002 = I'y U T,

I'y NIy = (), on définit I'espace V par :
V={veW"(Q), you=0 sur I'},
En désignant par V' son dual

Proposition 1.12. [4] Soit V un sous-espace de W*(Q), alors :
1. V est un espace Banach, pour 1 < p < +o0.
2. V est un espace Séparable, pour 1 < p < +o0, (i. e admet un ensemble dénombrable dense).
3. V est un espace réflexif, pour 1 < p < +o0.

4. V' est un espace de Banach.

Lemme 1.4. [3(Inégalité de Poincaré)

Soit Q2 un domaine borné de frontiere réguliére, alors il existe C' > 0.

| f @< C Il VI ey, Vf € WeP(Q).

Conséquence, la quantité || f || o=l V.f ||(zr())» définit une norme sur Wy (Q) équivalente a la

norme || |lwir) -
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Injections de Sobolev

Définition 1.20. Soient £ et F' deux espaces de Banach.
On dit que £ s’injecte continiement dans F' et on note £/ — I si les conditions suivantes sont
vérifiées :

(i) E estun sous-espace de F.

(ii) Toute suite convergente dans E est convergente dans F.

Autrment dit, l'identité I : E — F est continue .Autrment dit, il existe C' > 0 telle que
| wl|r<|| w||g, pour toutu € E.

Définition 1.21. Soient A et B deux espaces vectoriels normés. On dit que A s’injecte contintie-
ment dans B s’il existe une injection continue i de A dans B, c’est-a-dire une injection 7 et une
constante ¢ > 0, telle que

Vae A, lia)llp<clalla-

On note alors

A B.

On désigne I'injection compacte de A dans B par A —, B.

et il

* 1
Théoréme 1.7. [1] Soit 1 < p < N, alors W"*(R") C L*" (R") oit p* est donné par — = <
p

1
p
existe une constante C' = C'(p, N), telle que

| u HLP*(Rn)S C || Vu ||Lp(Rn), Yu € Wl’p(]R”).
On note alors WHP(Q) — LP" ().

Corollaire 1.2. [2|] Le cas limite p = N,

ona WHN(R™) C LYR"), Vq € [N,+oo| avec injection continue.
Théoreme 1.8. [2|] Soit p > N, alors
W2(R™) C L™(R™) avec injection continue.

Corollaire 1.3. [2] Soit Q un ouvert de R" de classe C', avec I' = 9 borné, soit 1 < p < oo, ona
. « o1
*Si 1<p< N alors WH(Q) — LF" (Q) oil E:i_%_
*Si p=N alors W'(Q) < L1(Q) o Vg€ [N,+ool.
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*Si p> N alors W'P(Q) < L>(Q).

Proposition 1.13. [2] Soientp > 1, ¢ > let .+, =1, ona WyP(Q) < W=14(Q) de maniere

continue

2N

pour p > 5.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que W, "(Q) < L*(Q).
Ona sip > N, alors W, (Q) — L*(Q).

Sip < N, alors W,?(Q) < L*" (Q) < L*(Q). car p* = p—_Np > 2. & p> %5 Dou:

WP (Q) — L*(Q) = (L*(Q)) — W 19(Q).

Formule de Green

Cette formule est un outil fondamental pour la résolution des EDPs. Elle coincide, en dimension 1,

avec la formule dintégration par parties.

Notation 1.3. Dans cette formule, 7 est le vecteur unitaire normal a I' au point z, dirigé vers

I'extérieur de €.

Théoréme 1.9. [13/[Formule de Green]

Soit Q un ouvert borné de classe C' et " son bord. Yu € C*(Q),v € C*(Q),ona:

/Auvda::/@vdF—/VuVde.
Q r On 9

9u — V. (la dérivée normale de u).

on on
Théoreme 1.10. [8]

Soient p et q deux réels vérifiant 1 < p < oo et i + % =1, Q un ouvert borné de R", de bord I, variété
lipschizienne de dimension n — 1, n = (ny,--- ,n,) la normale extérieur a Q2 en un point de I', alors

on a la formule suivante dite formule de Green :

ou Jv
v c WhH(Q) x W (Q) d :/ i d / d
(u,v) (Q) x (Q) aniv T Fuvn 5+ Quaxi x,

ot la normale est notée n = (ny,--- ,ny,).
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1.3

Fonctions a valeurs vectorielles

1.3.1 Espace de Lebesgue a Valeurs Vectorielles

Définition 1.22. Soit V' un espace de Banach et p € [1,4+00[, a et b finis.

On appelle espace de Lebesgue a valeurs vectorielles dans V, et on note L?(a, b; V') 'espace des

fonctions f :|a,b|— V mesurable t — f(t) avec:

b 1/p
o = ([ Ir0la) <o

pour 1 < p < oo,

| fllzoe(abv) = supessiea || f ()|l < oo,

Pour p = +o0.

Ou

supess || v(s) |ly=1nf{C > 0, [|v(t)|ly < C, p.p, t€ [a,b]}.

Propriétés 1.1. [1]

1.

2.

Pour tout p élément de [1, o], ||f]|, est une norme sur L?(a,b; V).

L'espace L*(a, b; V) est un espace de Banach pour cette norme.

Pour 1 < p < oo etsi V est séparable, alors L?(a, b; V') est aussi séparable.

Pour 1 < p < oo etsi V est réflexif, alors L?(a, b; V') est aussi réflexif.

Si l'espace V' est de plus réflexif, 1 < p < oo Si ¢ vérifie ]lj + é = 1, alors le dual de
LP(a,b; V') s’identifie a L%(a, b; V).

Si Vet W désignent deux espaces de Banach, V inclus dans W avec injection continue,
alors il existe une injection continue L?(a, b; V') dans LP(a, b; W).

L (a,b; V) <= L%(a,b; V) avec injection continue, 1 < ¢ < r < 0.

Sil'injection de V dans W est continue, alors L"(a, b; V) < L%(a,b; W), pour 1 < ¢ <r <

Q.

Remarque 1.4. Soit X un espace de Banach réflexif contenu dans un espace de Hilbert 17, X C

H, avec injection continue X étant dense dans H, désignant X' le dual de X, on peut alors

identifier H a un sous-espace de X', de sorte que X C H C X'.
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Remarque 1.5. Comme W, ”(Q) C V ott V = {u € W"(Q); y,u =0 surl';} et D(Q) est dense
dans W, (2), donc
D(Q) C WP (Q) C V C L¥Q).

En prenant le dual

(L*(Q)) Cc V' C (WyP()) € D'(Q).

Ce qui implique
VCc*(QcV cw Q) cD(Q) =V cw Q).

DouV c V'
Comme W, ”(Q) C V, V! c W19(Q) et Wy P(Q) — W H(Q)=> V< V.

Remarque 1.6. On peut en fait préciser de la remarque [1.4 que V = {u € W'(Q), ~,u =
0 sur '} est un espace de Banach réflexif, et V' son dual, on peut alors identifier H = L*(2) un
espace de Hilbert de sorte que

Ve H<—V.

Propriétés 1.2. [12] Soient V' un espace de Banach réflexif, V' son dualetV — V', onal <p <
00, et ¢ vérifie % + % = 1,si L0, T; V") désigne le dual de LP(0,T; V) alors :

LP(0, T3 V) = L9(0,T; V'),
de maniere continue pour 1 < ¢ < p < co.

Démonstration. Lecasp =q:

d’apres les properiétés (1.1)), comme V' et V' désignent deux espaces de Banach et V' — V",
alors il existe une injection continue telle que L?(0,7; V) — LP(0,7; V).

D’autre part le cas ¢ = 2% < p, comme V' — V' alors il existe une injection continue telle
que:

LP(0,T;V) < L0, T;V"), pour 1<q<p<oo.
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Proposition 1.14. Soit V un espace de Banach séparable réflexif et soit 1 < p < oo, - + é = 1. Alors,

1
P
on a pour chaque f € L% (a,b; V') et g € LP(a,b;V),ona

b
UF, 9 Loty ooy = / (), (). Vg€ LP(ab V).

Remarque 1.7. a) Soient u € LP(0,7;V) et L1(0,T; V"), la formule d’intégration par parties

suivante est vérifiée

/ { (4/(r),v(r) ) + (ulr), v'(r) ) Yr = (u(t), v(t)) = (u(s), v(s)), (EQ)
pour tout s, ¢ € [0,T].
b) De on peut déduire que :

ult), o)) = (u(0),0(0)) + (u(0), (1))

c) Pour tout s, € [0, 7], et (en prenant u = v)

¥ d 2 2 =
/5 — lu(r)? dt = Ju(®) = Ju(s) .

Remarque 1.8. Pour u € L?(0,7;V) et v € L9(0,T;V') Yve V,ona:

d

E(u(),v) = (v/(.),v) dans D'(]0,T]). (1.1)

Lemme 1.5. [8] Soit V' un espace de Banach. Soit f :]0,T[— V, donc s'il existe p € [1,4o00[ tel que
f.f =9 ¢ LP(0,T;V), alors f apres modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de

ot
(0,7T), continue de [0,T] — V.
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1.4 Théorie d’opérateur monotone

V' désigne un espace de Banach, V' son dual topologique. A : V — V', w — Au est un opérateur.

1.4.1 Monotonie
Définition 1.23. Un opérateur A : V — V"’ est dit monotone si :
(Au— Av,u —v) >0, VYu,veV.
A est strictement monotone si
(Au — Av,u —v) >0, Yu,v €V u#w.
Remarque 1.9. Si A est strictement monotone alors A est monotone.

Proposition 1.15. (Inégalité de convexité)
Va,b e R", a #b, p>1
(|a["~%a — [b]P~2b) (a — b) > 0.

Démonstration. Posons f(t) =| a +t(b—a) |7,
f estdérivable donc, f'(t) =p|a+t(b—a) P2 (a+t(b—a))(b—a), Vp>1.

On consideére la fonction x —| x |P est convexe, alorsV a, b€ R*, 3 t € [0,1], ona:
la+t(b—a)[P=| (A =tha+tbP<[a " +i(|b[" —|al’), Vp>1

D’autre part, on a
f(£) = f(0) + f(0)(t = 0) + te(t),

il en résulte

la+tb—a)|P=|al’ +pt|a P=2 a(b — a) + te(t),

lalP+t (0 —]al)2lal”+pt|al"™ a(b - a) +te(t),

en divisant sur ¢, lorsque ¢ — 0, on obtient :

(b =lal)=plal™alb—a).
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Donc, on obtient

lalalb—a) > =(l0]" —[al’), Vp>1. 1)

'EI>—‘

D’apres (1), on a

(b bb—a) > (b —|al’), Vp>1 (2)

’BIH

On additionne (I) a (2), on obtient :

(lala= [0 b)(b—a)>0.

Lemme 1.6. Soient z, y € R" et (.,.) le produit scalaire usuel dans R". Alors
<|x|p—2x - |y|p—2y7x - y> Z Cp | r—=y |p st p Z 2.

Démonstration. Par homogénéité, on peut supposer que | « |= 1 et | y |< 1. Par ailleurs en

choisissant une base dans R", nous posons

r=(1,0,...,0),y = (y1,¥2,0,...,0) et \/y3 +y3 < 1.

II suffit de montrer que

=2

1—y(yi+3)7 ] Q—y)+Wi+u3)=
(1—y)2+42)°

Posons t = M et s = 7, y)

z | [z lly |

puis, il faut montrer que la fonction

1— (Pt +t)s+tP
(1 —2ts +12)2

f(t’ 8) -

)

est borné inférieurement. On a pour un ¢ fixé, af =0si

P2 41

1— (" +t)s+ 1t = (1 —2ts +t2).

Alors pour un point critique s de f,on a

=2 41 1 1 241 1 . 241 1
p—2 2 - 5 Z — min —— — Z )
Po(1-2s+)%  pplt+1)7 posi<i (t+1)P 2p

f(t,s) =

D’ou f est bornée inférieurement. O
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1.4.2 Bornitude

Définition 1.24. Soient (V, || . [|), (V.|| . ||+) deux espaces de Banach et A : V — V' un opérateur,
on dit que A est un opérateur borné, sil'image d’un borné dans V' est borné dans V’. Autrement

dit, pour tout p > 0, il existe R > 0, tel que

VueVilul<p=| Au |,< R.

1.4.3 Hémicontinuité

Définition 1.25. Soient A : V' — V' un opérateur, (u,) une suite de V etu € V. On dit que A

est continu si u,, — u dans V implique Au,, — Au dans V' lorsque n — oo, Autrement dit
st ||uy, — ul| — 0 alors || Au, — Au|| — 0.
Définition 1.26. Soit A : V' — V'’ un opérateur, on dit que A : V' — V' est hémicontinu si
Vu,v,w € V, lafonction A — (A(u + \v),w),
est continue de R — R.

Remarque 1.10. Si A est continu alors A est hémicontinu.

1.4.4 Coercivité

Définition 1.27. Soit A : V' — V' un opérateur, on dit que A est coercif si et seulement si
¢ : RT — RY, limgy00((s) = +00 et (A(u),u) > ¢ (lul]) |lu]. Autrement dit, A coercif
signifie

(A(u), u)

lull o0 =y = 00
[l

Définition 1.28. (Dérivée directionelle)
Soient w une partiede V' et J : w — R une fonction a valeurs réelles. Siu € w et v € V sont
tels que pour ¢ > 0 assez petiton a u +tv € w, on dit que J admet (au point u) une dérivée dans

la direction v si
lim J(u+tv) — J(u)

t—0+ t ’

existe. On notera cette limite par J,u.
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Définition 1.29. (Différentiabilité au sens de Gateaux)
Soit J : V. — R une application. On dit que J est différentiable au sens de Gateaux ou (G-
différentiable), s’il existe une application linéaire et continue : v — J'(u).v de V — R telle

que

L’application J’ est appelée la différentielle de J au sens de Gateaux

Définition 1.30. Soit f : V — R une application. On dit que f : V — R est convexe si

V(z,y) e V2, z#y, YAel0,1]

FOz+ (1= XNy) < Mf(z)+ (1= N F(y).

Proposition 1.16. Soit la fonctionelle :

J:V—R

vi— J(v) = ;1)2?:1 Jo, | Div|Pda.
Siv — J(v) est une fonctionelle différentiable au sens de Gateaux sur V et convexe, alors I'appli-
cation
J:V—V
ur— J'(u),

est monotone et hémicontinue.

Démonstration. D’apres la convexité de J.

J((1—O)u+6v) < (1-0)J(u) +06J(), YO €]o,1[.

Donc
ST+ 00 —w) — J(w)) < J(v) ~ J(w).
. Ju+0(v—u))— J(u)
élin)o 5 < J(w) — J(u),
donc

J (u)(v—u) < J(w) — J(u).

Echangeant le role de u et v, et ajoutant on trouve

J(w)(u—v) > J(u)— J().
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—J'(u)(u—v) > —=J(u) — J(v).

Alors
(J'(u) = J'(v))(u —v) > 0.

]

Remarque 1.11. On a une propriété réciproque, si .J est différentiable au sens de Gateaux et si

u — J'(u) est monotone, hémicontinue de V- — V', alors J est convexe.

1.5 Topologie faible

Définition 1.31. Soit £/ un espace de Banach réel.Il est muni de la topologie engendrée par les
boules ouvertes, que I'on appellera topologie forte. La topologie faible de £ est la topologie
le moins fine (c’est-a-dire comportant le moins d’ouverts possibles) pour laquelle toutes les

formes linéaires continues ¢ € E’ restent continues. On la note o (£, E’), ou plus rapidement w.

1.5.1 Convergence faible

Proposition 1.17. [[13|] Soit V' un espace de Banach de dual V'.

La suite (x,,),>1 converge vers x pour la topologie faible si et seulement si

O(Tn) —notoo P(2), Vo € E' = L(E,R).

On notera

w U(V>V/)
ry, — T ou x, —— X Ou encore T, — I.

Remarque 1.12. La limite faible d"une suite (z,),>; existe, elle est unique.

Proposition 1.18. [2] Toute suite (x,,),>1 faiblement convergente dans un espace de Banach est bor-

née.De plus, si la limite est x,on a || z ||< lim, inf || z, || .

Proposition 1.19. [2|] Toute suite (x,),>1 faiblement convergente dans un espace de Banach est bornée.

De plus, si la limite est x, on a || x ||> lim,, sup || z, || .
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1.6 Topologie *-faible sur un dual

Définition 1.32. On appelle topologie *-faible ou topologie weak-star sur £’ la topologie la

moins fine rendant continues toutes les formes linéaires issues de F
T E —R
¢ — 2(p) = p(z), pourz € E.

On la note o(E’, E), ou plus simplement w*, on dit aussi que que c’est la topologie préfaible
sur E*.

D’apres la définition, w* est moins fine que la topologie faible w.

1.6.1 Convergence *-faible

Définition 1.33. Soient V' un espace de Banach et V' son dual.
On dit qu'une suite (¢, )en de V' et ¢ € V' pour la topologie de *-faible, si on a ¢, () — ¢(z),

pour tout x € V. On notera

Remarque 1.13. Si V est un espace de Banach réflexif, alors la convergence faible équivalent a

la convergence de faible étoile.

Résultats importants

Lemme 1.7. [13]] Soit V un espace de Banach, séparable et soit (o), une suite bornée dans V', alors il

existe une sous-suite extraite (p,, ) de V' qui converge pour la topologie o(V', V'), c’est a dire

(on,2) — (p,2), YeeV.
Lemme 1.8. [13] Soit V' un espace de Banach réflexif, alors de toute suite bornée (x,),, de V, on peut
extraire une sous-suite (x,, ) qui converge pour la topologie o(V, V'), c’est a dire

(T, ) — (T,z), ¥ TeV.
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CHAPITRE 2

PROBLEME NON-LINEAIRE POUR LES
EQUATIONS P-LAPLACIENNES

ans ce chapitre, nous allons donner des résultats principaux concernant I’opérateur p-Laplacien
sur un espace de Sobolev dans son dual, ainsi que leurs propriétés les plus importantes dans notre
étude en se concentrant sur la propriété de monotonie satisfaite par le p-laplacien. En se basant sur les

proporiétés de I'opérateur p-Laplacien, nous allons montrer un résultat d’existence pour v’ — A,u = f.

Contenu
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2. La Formulation variationelle du probleme.
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2.1. Borné;
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2.3. Monotone;
2.4. Coercif.

4. Existence de la solution a v’ — Ayu = f.

29
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2.1 Probleme non linéaire associé au p-Laplacien

Les équations aux dérivées partielles non-linéaires ont été étudiées par de nombreux auteurs

en se basant sur I'étude du probleme de Dirichlet associé au p-Laplacien

{ —Apu=f, sur Q, p>2 M

u =0, sur I

L'étude de I'opérateur — A, de W, *(Q) dans son dual W~="4(Q) nous a permet d’introduire

les propriéts générales d'un opérateur défini sur un espace de Banach V' dans son dual V.

En mathématiques, p-Laplacien est un opérateur différentiel partial elliptique quasiliniéaire, de
second order, c’est une généralisation non-linéaire de I'opérateur p-Laplacien oti 1 < p < oo, et on

I'écrit comme
Apu=V. (| Vu [P7* Vu),

ou sous forme de divergence

Apu = div (| Vu [P7% Vu),

ot

et | Vu [P~ est définie par:

ou\? ou \? 7
p—2__
| Vu | _[<8x1) +"'+(8xn)] :

Dans le cas p = 2, cet opérateur réduit au Laplacien usuel.

Les solutions générales des équations impliquant le p-laplacien n’ont pas des dérivées de second
order dans le sens classique, alors les solutions a ces équations doivent étre comprises comme des

solutions faibles.
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2.2 La Formulation Variationelle du probleme

La formulation variationelle consiste, sous certaines conditions sur les données, a réecrire (I
sous-forme

a(u,v) = L(v), Yv e Wh(Q),
Soit u une solution de (I), pour f € W=14(Q), ona
—Ayju=f, Vp>2.
En multipliant cette équation par un élément v € Wr(Q), il vient :
(—Apu,v) = (f,0), Vo € WH(Q),

ou encore sous la forme

- (|5

En utilisant la formule de Green, il en résulte

n p72
O — Ox;

8:16,-
Sion impose v =0 sur T, il vient :

2|5

D’oil on peut définir I'application suivante sur (W, (Q))? :

(u,v) = a(u,v) = /Z

oz, 8%) Skt — / f.vdz. (PV)

—2
P72 ou

852'

L
8:162-

8u

v ds.

p—2 n
ou 82} ou

P72 Hu Ov

Bz, dz & /Qf vdx, Yo € WyP(9Q).

P72 du Qv

ox;

Lemme 2.1. Pour f € W~14(Q), le probleme (I) s’écrit sous la forme variationelle suivante :
Trouver u € WHP(Q) solution de a(u,v) = L(v), pour tout v € Wy *(Q), oit

a(u,v) =< A(u),v >

=< —=Apu,v >, p>2

/Z p—2 ou Ov
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L(v) = /Q f d,

L'application A : W, P(Q) — (W, P(Q)), u > Au est notée par :

"0 [|oulP? du
—Au:—/ dr, p > 2.

A=—-A,(—A si p=2).

appelée p-Laplacienne.

2.3 Propriétés de 'opérateur —A,

Soit Q2 un ouvert borné de R™, p un réel tel que 1 < p < +o0, et on introduit le réel q qui vérifie

1 1 _
54—5—1.

Proposition 2.1. L'application définie sur LP(S2) par :
ur—| u P72 u,
est a valeurs dans L9(S2), de plus elle est continue.

Démonstration. Si v appartient a LP(S2), alors

/||u|p_2u|qdﬂc:/|u]q(p_1)das
0 0

:/|u]pdx < 00.
Q

D’ou 'appartenance a L?((2).

Remarque 2.1. Soit u € WP(Q2), pour tout 1 < i < n, on déduit de la proposition

1) que | g; |p—2 g;z appartient a L(€2), d’ott on peut définir I'opérateur suivant
sur W, 7(Q) :

—A,  WP(Q) — Wh(Q).
Remarque 2.2. Le résultat précédent reste vrai si on définit notre application —A,, sur V

dans sondual V', ou V = {u € W'?(Q), you=0 sur Ty}

Nous avons les propriétés suivantes :
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2.3.1 Bornitude
Proposition 2.2. L'opérateur —A,, est borné de W, () dans W—19(Q).

Démonstration. De l’expression de la norme dans un espace dual, on en déduit :
Yu € Wir(Q),
| =Apu [[w-1q@)= sup | < —=Apu,v>|,

veW, P (Q)
llv]<1

pour tout v de W}P(Q).

D’apreés la formule de Green, on a :

Vi € WHP(Q) : (Au, @) = / |VuP~2Vu. Vo dz.
Q

D’ou
| Aulyroey = s [Augll = swp | [ VP Eavipds).
veWFP(Q) veWP( Q)
0l 10 <1 ol 1 <1
Mais

| fo | VulP2VuVe dz| < [, |VulP~ |Vg| dz.
En appliquant I'inégalité de Holder :

1_p-1 1
§</|Vu|pdx)q (/|V<p|pdx)
Q

<l ull oy llellzoe)

/ | Vu[P2VuVp dx
0

SH UHIPjViOl’p(Q) HSOHW,}’IO(Q)

D’ot, on conclut qu'il existe une constante C' > 0 telle que 1’on ait pour tout u € W7 (2)

I Aw flw o)< C ] ullf,

1p(Q

2.3.2 Hémicontinuité

Proposition 2.3. L'opérateur — A, est hémicontinu de Wy (Q) dans son dual W—19(Q).
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Démonstration. On considere l'opérateur A : R — R,

A= AN = (Ap(u+ ), w)

B z": A(u+ M) [P72 [0(u+ )| ow
N i1 0@ 8@ 8:70, ’
Relativement a cet opérateur on a
" 1O(u 4 M) [P 3(u+)\v u+)\0v
AN — A =
A() = AQ) ' (Z s L)) Z
Posons :
0w+ M)
Ul - ZZI 8ZEZ )
I, — i d(u+ Av)
2 - axz )

Uy — Z -, et p=p—2.

Sion remplace (2.2), (2.3), et (2.4) dans (2.1), on obtient

[AQA) = AQo)l = [ [U1]" Uy — |Ua]" Uy |

=1

On a pour tout p > 0,

|G P U= U P U= U PL U= [ U P UL+ [ U [P UL | = | Us P [Us ]

Pour tous a, b € R, en utilisant 1’égalité suivante, il résulte

" Ow

a(u + )\(ﬂ])

0:1,3-

a*—b"=(a—b) (@ +a" b+ -+ " 2a+ "), YneN.

ow
8561' '

(2.1)

(2.2)
(2.3)

(2.4)
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D’une part, on a
| ULlP = |Ua|? = (JUL| = [Us]) (| Uy |P~H + [ UL P72 U | 4+ | Ua P72 Uy | +]U1P7Y)
<UL = Uo| (|ULP7 4 -+ | Uz |P71).

D’ot, il en découle

| Ur |7 Uy — |Us|?Us| = |(|UL]° — |Ua|?) Uy | + (Uy — Uz) |Us|”|

<|Uy = Us| (JUL|P + -+ |Us]?)

(p+1) U] Si |Us] <| Uy |
< —_
<| U, —=Us | { (p+1) |Uyr Si |Uh] <| Uy |

<(p+1) [Up=Us| sup([thl”,[Us]").

Donc
| A(X) = A() [< (p+ 1)|Us — Up| sup (|U1]7, [U2]?) YO0, |2
<(p+1) Xny |2 182] sup (|UL7, [Ua]?) A=Al
Sion impose C = (p + 1) sup (|U1 |7, |Us|?) D7, g—;’i g—; , il en résulte

A — ARG < C A=Al

D’ot1 'hémicontinuité. O]
2.3.3 Monotonie

Proposition 2.4. L'opérateur —A,, est monotone de W, * () dans W—19(Q).

Démonstration. En utilisant I'inégalité de convexité, voir la proposition (1.15), on peut
vérifier facilement que

(~ By — (~A0) (u—v) = / Z ( g) < o ggg) dz > 0.

D’ot1 la monotonie de A, O]

)
=% Ou

8:1:1-

ov
83,"1-

ou
T

0

2.3.4 Coercivité
Proposition 2.5. L'opérateur —A,, est coercif de W, () dans W=19(Q).

Démonstration. Soit Q2 un ouvert de R", on déduit de 1'inégalité de Poincaré que
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ou

A= [ > o

> C g

P
dx

) -

D’ou le résultat car on a p supérieur a 1. O

2.4 Existence de la solution de v’ — Aju = f

Théoréme 2.1. (Théoréme d’existence)

Soit V' un espace de Banach, séparable et réflexif, contenu dans un espace de Hilbert H, et V'
désigne le dual de V' de sorte que V. — H — V', avec une injection continue.

Soit A un opérateur non linéaire de V. — V' ayant les propriétés suivantes :
o A est hémicontinude V. — V',
e A est borné, on a plus précisement ||A(v)|. < c || v [[P71,
e Aest monotonede V — V',
o Aest coercif au sens queV v eV ,3a >0, (A),v)=Zalv]|P, (1<p<o0).

Alors pour tout f € L9(0,T; V"), il existe au moins v € LP(0,T; V'), solution de

u + Au = f.

Lemme 2.2. Soient Q un ouvert borné de R", V = {u € W'?(Q), v,u = 0 sur I'y} comme

dans la situation de la remarque (1.6), on considere l'opérateur A : V. — V' défini par :

"9 P72 du
Au:—Apu:—E ( ), p > 2.
i1 8-772

&vi
Alors l'opérateur A vérifie toutes les hypotheses du théoreme ([2.1)

ou
81’2'

Démonstration.
Moyennant les démonstrations utilisées pour montrer les propositions (2.2), (2.3),
(2.4) et (2.5)), on peut vérifier que A est borné, hémicontinu, monotone et coercif

respectivement en remplagant W!?(Q) par V et W=14(Q) par V' O

Remarque 2.3. D’apres la proposition ([1.16)), on peut rattacher la propriété (2.3) et
la propriété (2.4) de A a une propriété plus générale, comme l'indique ci-dissous :
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Propriétés 2.1. Introduisons la fonctionelle sur V' :

V—R, v~ J / Z\Dv|dm p>2 D;=—

L
On a les propriétés suivantes :
1. J est différentiable au sens de Gateaux de V — R,

2. (J'u,p) = (Ayu, ) est la différntielle de J pour chaque ¢ € V est linéaire et continue
deV — R,

3. J est convexede V' — R.
Alors l'application J' : V. — V', u — J'u = A,u est monotone et hémicontinue.
Démonstration.

1) Considérons la fonction ¢ : R” — R définie par ¢(z) = i|x\p qui est une fonction

de classe C! et Vo(z) =| z [P~ z, pour z,y € R", on a:

i P 1Y) — o() =

lim . .T. 48

Par conséquent :

» 1 P
limZ|Du( z) +t Dwle) P ~|Diulz Z]Du ) [P .Diu(z).Div(y), p.p sur €.

t—0 t

On pose ¥(\) = | X + \Y [P est dérivable de R" dans R, en appliquant le théoreme

des accroissements finis en [0, A[, alors il existe © dans |0, \[ tel que

P(A) = 9(0) = A¢'(O).

Ou encore sous la forme

X +AYP—|X[P=Ap| X +6OY |P? (X +6Y).Y.
D’ou

| X +0Y P2 —|XP
A

—p | X +0OV 2.(X +0OY)Y.
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Par conséquent

| X +0Y P72 —| X
A

En utilisant le fait, pour tous a,b € R, il existe une constante ¢ > 0 telle que

<p|X+OY Pl Y]

la+0b[*<c (la]*+|b]*), YVa>0,
il en découle

| X + AY|]P — | X|P
A

<pc (X +]OP Y Py

<A(XPHIY [HYP), p>1; 0<O<1; A<
D’ot, il vient

t

</ (Z |DiulP™! + | Div| + ]Div|p) e LY(Q).

=1 =1

Grace au théoreme de convergence dominée de Lebesgue (|1.3)), on obtient

—~ | Diu+tDw [P — | Diu |P &
lim/ Z [P + Do | | D | dr = / Z | D;uP~? DsuD;v dz.
=0Je T t Q=1

Enfin J est Gateaux différentiable de VV dans R et :

n
< Ju,v >=< =Ayu,v >= / Z | Dau [P~? Diu Dyvdz.
Q=1

2)Montrons que v — J'w.v est linéaire sur V' dans R.
Yo, eV, Va,f €R, on a
(J'u, avy + Pua) = (J'u, avy) + (J'u, fvg)

= a(Ju,v1) + B{J u, v2).

Montrons que v — J'u.v est continue sur V.
Ona
[(J'u,v)| < |30y fo |1 DiulP~2DiuDivda|

< Z/Q|Diu\p1 |D;v| dz.
i=1
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Par I'inégalité de Holder, on obtient

(Tu,0)] < (Z/ \Diu\pd:c) (Z/ wa\%>
i=1 Y i=1 /%

<l [Tl v o)
<[ w5 v llv -

Pour chaque v € V; il existe une constante C' > 0 telle que

[(Ju, o) <C oy
Ce qui revient a dire que v — J'u.v est linéaire et continu sur V.

3) On peut démontrer immédiatement que J est convexe ie: V u, v eV, V O €]0,1].

On a

J((l—@)u—i—@v)—%/Z](l—@)Diu—i—@Div P dz.
=1

En utilisant le fait que pour tous a, b € R, il existe une constante positive ¢ > 0, telle que

la+b]°<c (Ja]* + |b]%), a> 0.

Pour ¢ = 1, on obtient

J((l—@)u—i—@v)ﬁ}—l)</Z\1—@|P|Diuyp+|@‘P|Div|de>
Q=1
1 [« 1 -
< 1—@—/ Diupdx—i—@—/ D;v |P dz
( )p Q;\ | 5 Q;| |
< (1-0)J(u)+06J(v).

D’ot le résultat.

Ce qui entraine I’'hémicontinuité et la monotonie de 1'opérateur p-Laplacien A, de

vV —V.
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CHAPITRE 3

PROBLEME PARABOLIQUE FORTEMENT
NON LINEAIRE POUR LES EQUATIONS
P-LAPLACIENNES

(@ms ce chapitre, nous allons considérer un probleme parabolique non linéaire avec conditions aux
limites mixtes (Dirichlet-Neumann). Aprés avoir donné la formulation variationelle, nous allons
démontrer 'existence et I'unicité d’une solution faible en se basant sur les techniques de Faedo-Galerkin

combinées avec la méthode de monotonie.

Contenu

1. Notation et Position du probléme.
2. Hypotheses.
3. Formulation Variationelle.

4. Existence et Unicité;
4.1. Existence;

4.2. Unicité.

40
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3.1 Notation et Position du probleme

Soit ) un ouvert borné de R™ de frontiere I' assez réquliere, on désigne par w un vecteur
u=(uy,...,uy), soit {I'y,I's} une partition de T, ie:00=T=T,UTy I'' NIy =0.
On désigne par ) = Qx]0, T le cylindre de R} x R;, T fini et par 3 la frontiere latérale de () :

S =I'x]0, T].

On suppose que mes I'y > 0, et on pose 3y =T11x]0,T[ et 3y =T9x]0,T].
Le probléme traité dans ce chapitre, il s’agit de trouver une fonction wu :Q = Qx]0,T[— R"

vérifiant :

% +Au = f, dans Q = Qx]0,T]. (P.1)

u =0, sur . (P2)

ou "L Qu P Bu
X _ na = D . .
o Zz:; oz, o7, Na = h, | sur B35 (P.3)
u(z,0) = up(x), = €. (P4)
Oit A est I'opérateur défini par
"0 ou ou
Au=—-Aju=— a B )

f, h et p>2 sontdonnées.

Le but de ce travail est de chercher une fonction u = u(x,t), x € Q, t €]0,T] solution de proble-

me — sous certaines hypotheéses.

Pour simplifier I'écriture, on posera :

ou ,

u(a:,t):u; f(xvt):f; EIU,

Fuflv=Mwll; [ ullo@=wllps [ullv=1wl [|ullze=ul.
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Hypotheses
On donne f, w, et havec les hypotheses :
L1
fely0,7,V);, —+-=1 (H.1)
p g
u, € L*(Q). (H.2)
h e LI(%,). (H.3)

3.2 Formulation Variationelle

Dans ce paragraphe, on démontre que le probleme (P.1) — (P.4)) est équivalent a un probleme
Lemme 3.1. Posons
Oy

variationel (PV)).
A -3 2 i
v i1 833'1 8951 (9.%1 |

Sous les hypotheses (H.T) — (H.3)), le probleme — est formellement équivalent au

probleme variationel suivant

Trouwvez u €V,
(v, v) + a(u,v) = (f,v) + fr2 hovdl Yv eV, (PV)

u(z,0) = up(x), x € Q.
V={ueW"(Q), vu=0 sur I''}.

P72 Oy Qv

ou

dz.
8ari o

a(u, v) :/Qz:

Démonstration. Soit v une solution du probleme (P.1) — (P4), en multipliant ’équation
(P1) par v € WP(Q), il vient

(v, v) + (Au, v) = (f,0),
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ou encore

(UI’U)_/Qgﬁii <

En utilisant la formule de Green, on obtient pour tout v € W'*(Q)

P72 Oy
81‘2-

ou
8:62-

) vdr = (f,v), YveWP(Q).

Ou
ax

81’2‘ axi

(u',v)—i—/ﬂizn; Ou

p—2 n
ou Ov ou

En utilisant le fait que {I'y,I's} est une partition de I, on en déduit

—2
ou <
ox;

(', v +fﬂ g_;g_aidx_frlzz %nAvdfl

_fm n

§—Zm vdly = (f,v).

8:1:1
En posant v = 0 sur ¥, il en résulte
P72 9 v ou
= —aodl’ evV.
() /Z 0x; Ox; Ox; y Ty (97]AU 2= (f0), v

En prenant en considération la condition (P.3) sur I's, on obtient la formulation

variationelle

(u’,v)—l—/QiZ::

Reste a vérifier 'implication inverse :

P=2 Oy Qv

ou
axi

dx—/ hwdls = (f,v), YveV.
1)

Soit u une solution variationelle du probleme (PV)), on a

(u’,v)+a(u,v):(f,v)+/F haoTy YveV.

En utilisant la formule de Green, il découle

v P
8:Ei

2
ov
B ) v dx

s (
s>

= (f;0).

2inyvdl = (f,v) + fp, hovdls, Yo € V.
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D’ou
n o (|ou]t? o n Joul"? 0
(u',v) — fQ Zi:l oz, < BZ 87“) vdr + fFl Z¢:1 a—x“i aTZnA vdly
(3.1)
p—2
+fr2 o g—; g—ZnAvdI’g: (f,v)—i—fF2 h.vdly, Yv eV,
Comme D((2) est dense dans V, alors de (3.1)) et pour v = ¢ € D(f2), on en conclut
o) [ (2 2 e = (1,09, w0 e Doy
’ Q5 8[El 8% ax, i ’ ’ )
Ou encore sous forme
(o', ¥) + (Au, ) = (f,¢), Vo € D(Q).
D’ou I'équation
W+ Au=f, p.p dans Q.
Reste a vérifier les conditions -
Pour toutv € V,onav =0 sur I'y, de plus en remplagant I'équation dans (3.1)
" 0w [P du
> navdls= | huvdly YveV.
| P — ox; Ox; Iy

En admettant que "espace des traces sur I'; est dense dans L?(I'y), on trouve

"L Ou [P ou

Vw e LP(T' dl'y= [ hwdls.
w e (2)7/r2i21 oz, 8xinAw 2 /F2 w dl’y
Ce qui donne
Ju
VUJGLP(F2>,/ —wngz/ hwdF2
r, Ona Iy
D’ou il résulte que a% =h sur I%.
O
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3.3 Existence et Unicité

Dans cette section on va démontrer que le probleme (P.1)) — (P.4), sous certaines hypotheses

qu’on a précisé, posséde une solution unique, commongons par :

3.3.1 Existence

Théoreme 3.1. (Théoréme d’existence)

Sous hypotheses (H.1) — (H.3), le probleme admet au moins une solution u vérifiant
u e LP(0,T; V). (3.2)

u € L(0,T; L*(2)).
Au € LU0, T; V).
Remarque 3.1. L'expression u(z,0) = u,(z) a un sens.
En effet, on doit utiliser 1’équation (P.1), qui s’écrit

ou
= — = A u. .
U 5 f+Ayu (3.3)

Comme
u— Apu applique V. — V',
on vérifie sans peine que
Aju € L0, T; V).
Ona f € L%0,T; V") de sorte que 1’équation (3.3) entraine :

% € LU0, T; V') + L=, T; V').

D’ot1 en particulier
u e LY0,T; V).
D’apres la propriété (|1.2))
ue L0, T;V"). (3.4)

Ce qui, joint a (3.4), montre grace au lemme (1.5, u est continue de [0,7] — V' de

sorte que u, a un sens.
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Démonstration de 1’existence

La démonstration se faite en réalisant les trois étapes suivantes :
* Etape(1) : Construction des solutions “approchées”par la méthode de «Faedo-GalerKin».
* Etape(2) : Etablir, sur ces solutions approchées, des estimations a priori.
* Etape(3) : Passer a la limite, grdce a les propriétés de monotonie.

Etape(1) :(Solution approchée) :

Comme I'espace d’étude est Séparable, on utilise la méthode de Faedo-Galerkin, qui consite a
approcher l'espace V' par une suite d’espaces de dimensions finies et donc approximer un probléme
par une suite de problémes posés dans des espaces de dimensions finies.

D’apres la proposition (1.12)), il existe une suite ayant les propriétés suivantes :

» w; €V, Vi,

» {wy,ws...,wy,} une famille linéairement indépendante de V.,

» V.= {w...wy,}) espace engendré par la famille {w, ... wy,} est dense dans 'V
i. 1 UpsoVin =V, dim V,, = m.

On introduit u,,(t) solution « approchée » du probleme de la fagon suivante :

Pour tout m € N*, on cherche de u,,(t) = u,, dans V,, sous forme

U (t) = Z K (t)w;, (3.5)
dans V,, vérifiant
d

(50m(001) + ati (000 = (0.0 + (10 w0y, (6)

Avec la condition :

U (0) = Upm, Uom = Z%‘m(t) w; — u, dans L*(Q), lorsque m — oo.
7j=1
En utilisant les équations (3.6) et (3.5), il en résulte :
S K1) (g ) + @ (0 BBy, ) = (F(0).) + (D). w5) ey . 91 €107

()
ij(()):Oéjo, Z,j:]., , .
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(P",..) est un systeme d’équations différentielles ordinaires non linéaires du premier order pour

les fonctions réelles t — K;,,(t) de 10, T[. On considere les fonctions :
K (t) = (Kim (1), - - -, K (1)), F(t) = ((f(t),w1), ..., (f(1), wim)),

H(t) = ((h(),w1) oy o s (A w0 22r)
et les matrices
B = (wj, wi)i<ij<m, A= (a(wj, wi))i<ij<m-
Comme la famille {w, ..., wy,} est linéairement indépendante (i. e det(w;,w;) #0),
la matrice B est inversible, par conséquent le systeme (P’,,)) est résoluble par rapport a K, (t);

alors K;,,(t) est solution de

%Km(z&) — _BA(K, () + B-UF(t) + B-LH(), it €]0,T].

Kj (O):(l/jo, i,jzl,---,m.
Alors ce systeme admet au moins une solution locale w,, dans (0,t,,;V,,). t,, dépend de m,
I'étape qui suit montre que t,, = T pour tout m € N*.

Etape (2) : Estimation a prioti :

En multipliant (3.6) par K., (t) en faisant la somme sur j, on obtient :

d

(St (8), wn(6) + (Al (1)), (1)) = (£(2), () + / BT, (3.7)

Cela définit u,,(t) dans un intervalle [0,t,,], t,, > 0. Mais on note que

(A(u),u) > aflul”, a>0 (3.8)
et
d 1 d ,
(%um(a)/um(o’)) - 5% |Um(0')| .

Alors, on déduit de que

1d

L i+ alluml” < () + / Bty dTy.
2 dt r, 2
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En intégrant sur (0,t), il en résulte :

1 t t
3 lun®F + o [ un@)Pdo < [ (7o) un@Ndo+ [ [ o) an(m)dE+ 5 o
0 0 Y2

En valeur absolue en utilisant l'inégalité de Holder (1.1), il vient

1 t t t 1
(O +0 [ un@)Pde < [ F@) (ot [ 1A0) oy ()l o 5l

Comme Uy, € L*(Q2), on obtient

’uom’2 S Cl-

Et par conséquent, on a

1 t t 1
31 OF +a [ lun@)Pde < [ 1@l lnto)ldr+ 1) uac linfe) zsoyde+ o

En tenant en compte la continuité de la fonction trace, il résulte

1 t t t
3 lun(®F+0 [ lent@)Pdo < [ F@lun()lldo+Co | 1o e ()l do+C.

Comme V — WP(Q), donc ||.|lwir) < |||, et par conséquent

3 lunOF +a [ unlo)lPdr < [ @ lun(@)ldo +Co [ 1@ ln(o)ldr + .

Remarquons que d’apres 'inégalité de Yaung, voir le lemme (1.2)) il en résulte :
b P —q
ab=(ca)- < ZaP + S b1 Ve > 0
€ P q

On aura alors

/0 ()l < =~ / | Folde+ = / (o) [Pdor
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o« e P
En choisissant ¢ de sorte que % =q,ona:

[ @ untonds <cs [ o)itr+ 5 [ funio)pan 39

et

o [ Il ()l < €5

ey [
2 oo + 2 [ o)1

En choisissant € de sorte que 02% =% ona:

t
(0]
ca/|m za(eallm(o mw<cu/1m Wit + 5 [ lunlo)lPdo. (310)
0

De et (3.10), on déduit

]um )| +a/ | um (o) ||Pdo <C’3/ | fo) || do+—= / |um (o |de+C4/ 17(0) | Ta(rpdo+Ch.

En utilisant les hypotheses (H.T) et , on conclut que

1 t t
Slin@F +a [ Jun(@)Pdo <€ +5 [ funio)lPdo + G
0 0

1 2 (6% t
= —|un(®)|”+ = ||t (0)]|Pdo < C.
2 2 Jo
Alors
Jum (t)]* < Cr,

t
/ |t (0)||Pdo < C5.
0
D’ou, I'on déduit que t,,, = T et que :

() demeure dans un borné de L>(0,T; L*(2)) N L*(0,T;V).

Etape(3) : Passage a la limite

On déduit du lemme (1.8)), qu’on peut extraire une sous-suite (u,,) de (u,,) telle que
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u,, — u dans L=(0,T; L*()) faible — x, (3.11)
u, — wdans LP(0,T;V) faible, (3.12)
u,(T) — & dans L®(0,T; L*()) faible, (3.13)
A(uy,) — x dans LY(0,T; V") faible. (3.14)

car || A(um) ||< ¢ || up [P~ et donc  A(u,,) demeure dans un borné de L9(0,T; V).

» Vérification des conditions initiales
Introduisons u,:(t), A(u;(t)), th) prolongement de [0,T]a R de un,(t), A(un(t)), f(t)
respectivement telle que :

T | unl@) si t €0,
um(t)—{ 0, hailleurs

~

Signifiant que c’est une distribution, voir I'équation (1.1)), désigné par w,,(t) associée a une
fonction discontinue et sa dérivée vaut

~

d
— 7.
dtum(t),Vt €0, 7

En utilisant la formule établie dans la proposition (1.6|), on obtient au sens de distribution :

d ~ o duy(t) _ : : :
o) = 25l ) 0+l ) O

_ dug(t)
== T U (0)05 — U (T) 07

Alors (3.6) donne

(%u;(t)awi) + (Au:(t),wi> = (f(Nt),wZ) + (o, w;) (t — 0) — (w, (T),w;) 6t —T)  (3.15)

On peut maintenant passer a la limite dans (3.15) avec m = v et i fixé, d’oit 'on déduit
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(%@&%W)+<%uo——Gﬁ%w)+@%m@5@—®—%&wﬁ&t—TL\M

et par conséquent

~

WX =T+ uodlt —0) — £6(t 7). (3.16)

Restreignant (3.16)) a |0, T'[, on déduit que

WA x=f (3.17)
Donc u(0) et u(T) ont un sens et comparant a on en déduit que :

alf0) =1, cilu(T) =6
» On aura donc démontré 'existence d'une solution, si I’on montre que

X = A(u). (3.18)

N g /
Vu e V;3Iy e V' telque Y g vy
Au) = x; oV, V).

La propriété (2.4) de monotonie, résulte que

X, = /T(A(uu(t)) — A(v(t)), u,(t) —o(t))dt >0, Vve LP(0,T;V). (3.19)
0
Or de résulte que

T T 1 1
[t it = [ (e g Lol = 5T

Et donc

T

X = [t 5 o P =5l (DF = [ (A, 00t = [ (AGw), = o)
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D’apres (3.11) — (3.14), on a
T T
| e~ [ (e
0 0
T T
Ry e
0 0

T T
/ (A(v),u,)dt —>/ (A(v),u)dt.
0 0
D’apres la proposition (1.18), on a
limanf | w,(T) |*>| w(T) |*.

Alors, en prennant la limsup X,,, on trouve

T 1 1 T T
limsup X, < / (f,u)dt + B | uol§ y 5 | w(T) —/ (x,v) dt—/ (A(v),u — v) dt.
0 0 0

Mais, en multipliant (3.17) on déduit par des intégrations par parties sur [0, 1] que

T

T 1 N | )
/0<f,U)dt+§|uo‘ —§|U(T)|:/O (x,u) dt.

Ce qui, jointa 3.19) et (3.20), donne

/OT(X — A(v),u —v)dt > 0.

On utilise maintenant I'hémicontinuité pour montrer que (3.21)) entraine (3.18).

Onprend v =u— Aw, A > 0, w € LP(0,T; V) quelcongue, alors (3.20) donne

)\/OT(X — A(u — Aw),w)dt > 0.

Donc

/T(X — A(u — Aw),w)dt > 0.

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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Faisant X\ — 0 dans (3.22)), c’est loisible d’apres le théoreme de Lebesgue (1.3), on en déduit
T
/ (x — A(u),w)dt > 0, Vuw. (3.23)
0

De méme pour v = u + Aw, on obtient

- /OT(X — A(u+ Mw),w)dt > 0. (3.24)

Donc

T
/ (x — A(u), w)dt < 0. (3.25)
0
De (3.23)) et (3.25), on peut facilement obtenir
(x — A(u),w) =0.

Alors
X = A(u).

Ce qui prouve I'existence d’une solution u du probleme (P.1) — (P4).

3.3.2 Unicité

Soient uy et uy deux solutions du probleme. Alors w = uy — uq vérifie

w' + A(uy) — A(ug) = 0, w(0) =0,

(W', w) + (A(uy) — A(uz), uy — ug) =0,

et grdce a la monotonie :

w’—ld w
24t

donc l'application t — |w(t)|* est décroissante. Comme elle est positive et |w(0)|* = 0

t)° <o,

alors |w(t)|* =0, Vt d'oitw =0, cequi prouve I'unicité de la solution du probleme

©D) - ).
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Conclusion et Perspectives

D ANS CE MEMOIRE, nous avons démontré un résultat d’existence et d'unicité pour un probléme
aux limites mixtes, de type parabolique pour les équations p-Laplaciennes. Les techniques utilisées sont
celles de Lions[8l, lorsque I'opérateur a des propriétés de monotonie, la méthode de monotonie est mieux
adaptée a I'étude des problemes non linéaires, car elle nécessite moins d’estimations que, la méthode de
compacité, et lorsqu’elle est applicable, elle est d’utilisation plus facile que la méthode de compacité.
Comme perspective, il est intéressant de faire une étude comparative entre les techniques basant
sur la méthode de monotonie et celles basant sur la méthode de compcité, pour quelques modéles types

pour montrer la complexité de chacune de méthodes.
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Résumé : Dans ce mémoire, on s'intéresse a I'étude d'un probleme aux limites
mixtes de type parabolique fortement non linéaire pour un opérateur p-Laplacien.
Sous certaines conditions sur les données, en se basant sur les approximations de
Faedo-Galerkin combinées avec la méthode de monotonie et quelques résultats
d’analyse fonctionelle appliquée, nous démontrons I’existence locale et I'unicité
d’une solution faible.

Mots-Clés :
Existence et unicité, Faedo-Galerkin, Méthode de Monotonie, Opérateur p-
Laplacien, Probleme parabolique.

Abstract : In this memoir, We're interested in study of a strongly nonlinear
parabolic mixed boundary problem for a p-Laplacian operator. Under some
hypothesis on the initial data, by basing on Faedo-Galerkin approximations
combined with the monotony method and some applied functional analysis
results, we show the local existence and uniqueness of the weak solution.

Keywords :
Existence and uniqueness, Faedo-Galerkin, Monotony Method, p-Laplacian
operator, parabolic problem.




	RAPPELS d'analyse fonctionelle
	Espace de Banach
	Espace séparable et Espace réflexif

	Espaces Fonctionels
	Espace de Lebesgue
	Espace de fonctions différentiables
	Rappels sur les Distributions
	Espace de Sobolev

	Fonctions à valeurs vectorielles
	Espace de Lebesgue à Valeurs Vectorielles

	Théorie d'opérateur monotone
	Monotonie
	Bornitude
	Hémicontinuité
	Coercivité

	Topologie faible
	Convergence faible

	Topologie *-faible sur un dual
	Convergence *-faible


	Problème non-linéaire pour les équations p-Laplaciennes
	Problème non linéaire associé au p-Laplacien
	La Formulation Variationelle du problème
	Propriétés de l'opérateur -p
	Bornitude
	Hémicontinuité
	Monotonie
	Coercivité

	Existence de la solution de u'-pu=f 

	Problème parabolique fortement non linéaire pour les équations p-Laplaciennes
	Notation et Position du problème
	Formulation Variationelle
	Existence et Unicité
	Existence
	Unicité



