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Résumé

Dans ce mémoire on va présenter quelques conditions suffisantes pour résoudre

des problèmes de Dirichlet de type : − div
(
|∇u|p(x)−2∇u

)
= f(x, u), x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω.

où Ω un ouvert borné de RN , p : Ω → R est une fonction continue avec p(x) > 1 pour

tout x ∈ Ω et f : Ω×R→ R est une fonction de Carathéodory. On donne des conditions

suffisantes qui permettent d’utiliser des méthodes variationnelles et topologiques dans

le cas de p(x)-laplacien pour prouver l’existence et multiplicité des solutions faibles du

problème.

La discussion est basée sur des méthodes variationnelles ainsi que la théorie points

critiques et le cadre fonctionnel s’appuit sur la théorie des espaces de Lebesgue et de

Sobolev avec exposant variable.

Mots-Clés : p(x)-laplacien ; Solution faible ; Espaces de Lebesgue-Sobolev avec exposant

variable ; Points critiques.
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Introduction

L’étude des problèmes de Dirichlet contenant p(x)-laplacien est un sujet intéres-

sant ces dernières années. En particulier, dans le cas p(x) = p (constante) est le

problème de Dirichlet bien connu avec p-laplacien. Il y a eu un grand nombre d’articles

sur l’existence de solutions pour les équations p-laplaciennes dans un domaine borné.

Par exemple, Dinca et al. ([10], [9]) ont prouvé l’existence de solutions faibles pour

le problème de Dirichlet avec p-laplacien en utilisant des méthodes variationnelles et

topologiques.

Dans ce travail, on considère le problème elliptique suivant :

(P )

 − div
(
|∇u|p(x)−2∇u

)
= f(x, u), x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω.

où Ω un ouvert borné de RN , p : Ω → R est une fonction continue avec p(x) > 1

pour tout x ∈ Ω et f : Ω × R → R est une fonction de Carathéodory qui satisfait

des conditions inspirée du cas p(x) = p, ces conditions suffisantes nous permettent

d’appliquer quelques théorèmes (principe de minimisation, théorème du Mountain-

pass, théorème du point fixe,...) pour démontrer l’existence de solutions faibles ainsi la

multiplicité via le théorème de Fountain, tous ces résultats sont des généralisations de

résultats connus pour les problèmes p-laplaciens.

Notre travail est basé essentiellement essentiellement sur l’ article [26] où il s’agit de

présenter de nouvelles conditions sur f pour assurer l’existence des solutions faibles.

Notre travail se propose de reprendre systématiquement toute les démonstrations de

[26] en les détaillant dans l’espoir de les rendre plus claires pour un public plus large.
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Introduction vi

Cela nous amène à rappeler ou à détailler certaines notions fondamentales utilisées

telles les espaces de Lebesgue et de Sobolev avec exposant variable, la dérivation sur

un espace de Banach, la théorie de minimisation et point critiques...

L’opérateur p(x)-laplacien apparaît dans certains problèmes physiques, par exemple,

dans la théorie de l’élasticité et de la mécanique des fluides ... (voir [18] et [20]).

Ce mémoire se compose de quatre chapitres. Dans le premier chapitre, on donne

quelques résultats classiques concernant les espaces de Lebesgue et les espaces de So-

bolev. On y donne en plus quelques outils de base qui nous seront utiles (Dérivation

dans un espace de Banach, Notions sur les opérateurs et quelque inégalités premiers).

Dans le second chapitre, on introduit les espaces de Lebesgue et de Sobolev à expo-

sant variable accompagnés de quelques résultats fondamentaux qui nous seront utiles

dans l’étude de notre problème. Ce chapitre est basé sur les articles [3, 5, 26].

Le chapitre 3 est consacré à étudié l’existence des solutions faibles dans W 1,p(x)
0 (Ω)

pour le problème (P).

Université de M’sila



CHAPITRE 1

ESPACES FONCTIONNELS CLASSIQUES

ET GÉNÉRALITÉS

1.1 Espace de Lebesgue classique

Dans tout ce qui suit, Ω désignera un ouvert de RN .

Définition 1.1. Soit p ∈ R avec 1 ≤ p <∞.

On pose :

Lp(Ω) =
{
f : Ω −→ R | f mesurable et ‖f‖Lp(Ω) <∞

}
muni de la norme ‖f‖Lp suivante :

‖f‖Lp(Ω) =

[∫
Ω

|f(x)|pdx
] 1
p

.

Définition 1.2. On pose

L∞(Ω) = {f : Ω→ R | f mesurable et il existe une constant c ≥ 0

telle que |f(x)| ≤ c p.p. dans Ω}

cet espace muni de la norme :

‖f‖L∞(Ω) = inf {c ∈ R+ | |f(x)| ≤ c p.p. dans Ω} .

Lemme 1.1. (de Fatou) Soit {fn}n≥1 une suite de fonctions positives de L1(Ω),telle que

sup
n

∫
Ω

fn(x)dx <∞.

Alors f ∈ L1(Ω) et ∫
Ω

lim inf
n→+∞

fn(x)dx ≤ lim inf
n→+∞

∫
Ω

fn(x)dx

7



1.2. ESPACE DE SOBOLEV CLASSIQUE 8

Théorème 1.1. (de convergence dominée de Lebesgue) Soit {fn}n≥1 une suite de fonction

deL1(Ω) convergeant presque partout vers une fonction f . On suppose qu’il existe g ∈ L1(Ω),

telle que pour tout n,on ait |fn| 6 g p.p. sur Ω. Alors

lim
n→+∞

∫
Ω

fn(x)dx =

∫
Ω

f(x)dx.

1.2 Espace de Sobolev classique

Soit Ω ⊂ RN un ouvert, avec p ∈ [1,+∞[ et q tel que 1
p

+ 1
q

= 1.

Définition 1.3. [11] L’espace de Sobolev d’ordre 1,W 1,p(Ω) est l’ensemble suivante.

W 1,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω),∃gi(i = 1, . . . , n) tel que

∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
= −

∫
Ω

giϕ, ∀ϕ ∈ D(Ω)

}
L ’espace W 1,p(Ω) est un espace de Banach, quand on muni de la norme :

‖u‖W 1,p(Ω) =
(
‖u‖pLp(Ω) + ‖∇u‖pLp(Ω)

)1/p

≡ ‖u‖Lp(Ω) + ‖∇u‖L>(Ω)

Quand p = 2, on note W 1,2(Ω) = H1(Ω) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire.

(u | v)H1(Ω) = 〈∇u,∇v〉L2(Ω)

et par suite, on a.

‖u‖H1(Ω) =
√

(u, u) = ‖u‖L2(Ω) + ‖∇u‖L2(Ω).

Remarque 1.1. D(Ω̄) est dense dans W 1,p(Ω).

Définition 1.4. W 1,p
0 (Ω) désigne la fermeture de D(Ω) dans W 1,p(Ω) on écrit

W 1,p
0 (Ω) = D(Ω)

W 1,p(Ω)
,

on note

H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω).

Le conjuguée de Hölder de p est le nombre q tel que :

1

p
+

1

q
= 1.

Université de M’sila



1.3. DÉRIVATION DANS UN ESPACE DE BANACH 9

1.3 Dérivation dans un espace de Banach

Dérivé au sens de Gâteau

Définition 1.5. Soient Ω une partie d’un espace de Banach E et I : Ω −→ R

une fonction à valeurs réelles. Si u ∈ Ω et v ∈ E sont tels que pour t > 0 assez petit on a

u+ tv ∈ Ω, on dit que I admet (au point u ) une dérivée dans la direction v si la limite

lim
t→0+

I(u+ tv)− I(u)

t

existe. On notera cette limite I ′v(u).

On notera qu’une fonction I peut avoir une dérivée

directionnelle dans toute direction v ∈ E, sans pour autant être continue. Lorsque la dérivée

directionnelle de I existe pour certains v ∈ E on introduit la notion de dérivée au sens de

Gâteaux.

Définition 1.6. Soient Ω une partie d’un espace de Banach E et I : Ω −→ R.

Si u ∈ Ω, on dit que I est dérivable au sens de Gâteaux (ou G-dérivable ou encore G -

différentiable ) en u, s’il existe A ∈ E ′ tel que dans chaque direction v ∈ E où I(u + tv)

existe pour t > 0 assez petit, la dérivée directionnelle I ′V (u) existe et on a :

lim
t→0+

I(u+ tv)− I(u)

t
= 〈A, v〉.

On posera I ′(u) := A.

Exemple 1.1. Soit Ω une ouvert de R et soit 2 < p < +∞.

Les fonctionnelles

ϕ(u) =

∫
Ω

|u(t)|pdt, ψ(u) =

∫
Ω

∣∣u+(t)
∣∣p dt,

où u+ est la partie positive de u, sont de classe C1 (Lp(Ω),R) et

〈ϕ′(u), h〉 = p

∫
Ω

|u(t)|p−2u(t)h(t)dt, 〈ψ′(u), h〉 = p

∫
Ω

{
u+(t)

}p−1
h(t)dt.

Dérivé au sens de Fréchet

Définition 1.7. Soit E un espace de Banach, Ω ⊆ E un ensemble ouvert et soit I : Ω −→ R

une fonctionnelle.

Université de M’sila



1.3. DÉRIVATION DANS UN ESPACE DE BANACH 10

On dit que I est différentiable au sens de Fréchet en u ∈ Ω, sil existe A ∈ E ′ tel que :

lim
‖v‖→0

I(u+ v)− I(u)− Av
‖v‖

= 0.

Donc, pour I une fonctionnelle différentiable on a :

I(u+ v)− I(u) = Av + o(‖v‖)

si I est différentiable, A est unique et on note I ′(u) := A.

L’ensemble des fonctions différentiables de Ω→ R sera noté C1(Ω,R) Ce qui implique que si I

est différentiable en u, alors I est continue en u.

Proposition 1.1. Supposons que Ω ⊆ E un ensemble ouvert, tel que I Gâteau différentiable

dans Ω et que I ′G est continue en u ∈ Ω.

Alors I est aussi différentiable en u, et bien sur

I ′G(u) = I ′(u).

Remarque 1.1. L’importance de la proposition (1.1) réside dans le fais qu’il est souvent

techniquement plus facile de calculer la dérivée au sens de Gâteau et ensuite de prouver qu’il

est continu, plutôt que de prouver directement la différentiabilité au sens de Fréchet.

Points critiques

Définition 1.8. Soient Ω un ouvert d’un espace de Banach E.

Supposons que I ∈ C1(Ω,R).

On dit que u ∈ Ω est un point critique de I, si :

I ′(u) = 0.

Si u n’est pas un point critique, alors on dit que u est un point régulier de I .

Si c ∈ R, alors on dit que c est une valeur critique de I, s’il existe u ∈ Ω tel que :

I(u) = c et I ′(u) = 0.

Si c n’est pas valeur critique, alors on dit que c est une valeur régulière de I .

Université de M’sila



1.4. NOTIONS SUR LES OPÉRATEURS 11

1.4 Notions sur les opérateurs

Soit E et Y , deux espaces de Banach .

Définition 1.9 (Convergence d’une suite). Soit (xn)n une suite de E et x0 ∈ E.

On dit que (xn)n converge vers x0( en norme ) si :

lim
n→∞

‖xn − x0‖E = 0,

et on écrit xn −→ x0 dans E.

Définition 1.10 (Opérateur borné). On dit qu’ un opérateur T : E → Y est borné si l’image

de tout borné dans E par T est un borné de Y .

i.e : pour tout ensemble D borné dans E, T (D) est borné dans Y .

On note B(E, Y ) l’ensemble des applications linéaires et bornées de E dans Y .

Le cas Y = R est très important par la suite.

Définition 1.11 (Espace dual). La classe des fonctionnelles linéaires et bornées définies sur

E, sera notée par E ′.

On munit E ′ de la norme

‖J‖E′ = sup
x∈E,‖x‖E≤1

|〈J, x〉|, pour J ∈ E ′,

E ′ muni de cette norme est un espace de Banach et nous avons l’inégalité

|〈J, x〉| ≤ ‖J‖E′‖x‖E, ∀J ∈ E ′, ∀x ∈ E.

Définition 1.12 (Convergence faible). On dit qu’une suite (xn) ⊂ E converge faiblement

vers x, si

∀J ∈ X ′, 〈J, xn〉 −→ 〈J, x〉,

et on écrit xn → x.

Proposition 1.2. [13] Soit (xn) une suite de E.

On a :

1. Sixn → x, alors xn → x.

2. Sixn → x, alors (xn) est bornée et ‖x‖x ≤ lim inf
n→+∞

‖xn‖x.

Université de M’sila



1.4. NOTIONS SUR LES OPÉRATEURS 12

3. Sixn → x, et Jn −→ J dans E ′, alors 〈Jn, xn〉 −→ 〈J, x〉.

Proposition 1.3. [13] Lorsque E est de dimension finie, une suite (xn) converge faiblement si

et seulement si elle converge fortement.

Définition 1.13. On dit que E est réflexif si i(E) = E ′′ ( i.e. i est surjective de E sur E ′′ )

Définition 1.14 (Continuité des opérateurs). L’opérateur T : E → Y est dit continu en

x ∈ E, si pour toute suite (xn) ⊂ E qui converge vers x, T (xn) converge vers T (x).

T est dit continu sur un ensemble A ⊂ E si T est continu en tout point x ∈ A.

Définition 1.15 (Semi-continue inférieurement). pour tout ε > 0, il existe un voisinage

U de x0 tel que :

pour tout x ∈ U : f(x) ≥ f (x0)− ε.

Ou

lim inf
x→x0

f(x) ≥ f (x0) ,

où lim inf désigne la limite inférieure (d’une fonction en un point).

Définition 1.16 (Compacité des opérateurs). Un opérateur T : E → Y est dit compact si

pour toute suite (xn)n bornée dans E, la suite (T (xn)) admet une sous suite convergente.

Définition 1.17 (Suite minimisation). Une suite minimisante d’une fonctionnelle J : E −→

]−∞,+∞] est une suite (xn) telle que :

lim
n→+∞

J (xn) = inf
E
J.

Définition 1.18 (Opérateur monotone). Un opérateur T : E → E ′ est dit monotone si

〈T (x)− T (y), x− y〉 ≥ 0, pour toute x, y ∈ E.

Définition 1.19 (Opérateur coercitif). Un opérateur T : E → E ′ est dit coercitif si

lim
‖u‖→∞

〈T (x), x〉
‖x‖

=∞.

Théorème 1.2. (Voir [19]) SoientE un espace de Banach réflexif, et ϕ une fonctionnelle définie

sur E, telle que :

Université de M’sila



1.5. QUELQUE INÉGALITÉS UTILISÉS 13

1. lim
‖x‖x
→ +∞, ϕ(x) = +∞ ( coercivité uniforme)

2. ϕ est (f.s.c.i),

alors ϕ est bornée inférieurement sur E et atteint sa borne inférieure en un point x0. De plus,

si ϕ est Gâteaux-différentiable en x0, alors Grad ϕ (x0) = 0.

Théorème 1.3 (Minty-Browder). [21] Soit E un espace de Banach réflexif et T : E → E ′

un opérateur continu monotone et coercitif. Donc, T est surjectif.

1.5 Quelque inégalités utilisés

Lemme 1.2. Soit x, y ∈ RN et 〈, ·〉 le produit scalaire standard en RN . Alors,

〈
|x|p−2x− |y|p−2y, x− y

〉
≥

 cp|x− y|p, si p ≥ 2

cp
|x−y|2

(|x|+|y|)2−p , si 1 < p < 2

Preuve. Par homogénéité, on peut supposer que |x| = 1 et |y| ≤ 1. En choisissant une

base canonique dans RN , on peut supposer

x = (1, 0, . . . , 0), y = (y1, y2, 0, . . . , 0) , et
√
y2

1 + y2
2 ≤ 1.

(i) Cas 1 < p < 2. Il est clair que l’inégalité est équivalente à la suivante :

{(
1− y1

(y2
1 + y2

2)
2−p
2

)
(1− y1) +

y2
2

(y2
1 + y2

2)
2−p
2

} (
1−

√
y2

1 + y2
2

)2−p

(1− y1)2 + y2
2

≥ C.

Mais

1− y1(√
y2

1 + y2
2

)2−p ≥

 1− y1
|y1|2−p

≥ (p− 1) (1− y1) , if 0 ≤ y1 ≤ 1

1− y1 ≥ (p− 1) (1− y1) , if y1 ≤ 0,

alors,

(p− 1)
{

(1− y1)2 + y2
2

} (1 + y1 + y2)
2−p
2

(1− y1)2 + y2
2

≥ p− 1.

(ii) Cas p ≥ 2. L’inégalité est équivalente à prouver que :[
1− y1 (y2

1 + y2
2)

p−2
2

]
(1− y1) + y2

2 (y2
1 + y2

2)
p−2
2(

(1− y1)2 + y2
2

) 2
2

≥ C.

Université de M’sila



1.5. QUELQUE INÉGALITÉS UTILISÉS 14

Posons t = |y|
|x| et s = 〈x,y〉

|x||y| , alors, il suffit de montrer que la fonction

f(t, s) =
1− (tp−1 + t) s+ tp

(1− 2ts+ t2)
2
2

,

est bornée. Le calcul direct montre que pour t est fixé, ∂f
∂s

= 0 si

1−
(
tp−1 + t

)
s+ tp =

tp−2 + 1

p

(
1− 2ts+ t2

)
,

alors on a :

f(t, s) =
tp−2 + 1

p

1

(1− 2ts+ t2)
e−2
2

≥ 1

p(t+ 1)p−2

≥ tp−2 + 1

p
min

0≤t≤1

tp−2 + 1

(t+ 1)p−2

≥ 1

2p
.

Université de M’sila



CHAPITRE 2

ESPACE DE LEBESGUE ET DE SOBOLEV

AVEC EXPOSANT VARIABLE

2.1 Espaces Lp(·)(Ω)

Les espaces de Lebesgue sont considérés comme cas particulier des espaces

d’Orlicz qui appartiennent à une grande famille appelée espaces modulaires voir ([16,

24] ; Chapitre 3). Cette approche correspond à la norme de Luxemburg et Orlicz sur

Lp(·). Si la fonction p est finie presque partout sur Ω, alors Lp(·) est un cas particulier de

ce qu’on appelle espace de Musielak-Orlicz traité par J.Musielak [14].

On considère Ω un ouvert de Rn, on pose

P(Ω) = {p : mesurable ; p : Ω −→ [1,+∞]} .

Les élément de P(Ω) sont appelés exposants variables sur Ω, on pose

p+
Ω = sup

x∈Ω
ess p(x) et p−Ω = inf

x∈Ω
p(x)

Si Ω = Rn, on pose p+
Rn = p+ et p−Rn = p−

Ω1 = {x ∈ Ω : p(x) = 1}

Ω∞ = {x ∈ Ω : p(x) =∞}

Ω∗ = {x ∈ Ω : 1 < p(x) <∞}

Définition 2.1. Soit p ∈ P(Ω). On définit l’espace de Lebesgue à exposant variable Lp(x)

suivant :

Lp(x)(Ω) =

{
f est une fonction mesurable sur Ω :

∫
Ω

|f(x)|p(x)dx <∞
}

15



2.1. ESPACES LP (·)(Ω) 16

posons

%p(·)(f) =

∫
Ω\Ω∞

|f(x)|p(x)dx+ sup
Ω∞

ess |f(x)|

et

‖f‖p(·) = inf

{
λ > 0,

∫
Ω

∣∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣∣p(x)

dx ≤ 1

}
.

Dans la proposition suivant, on rassemble quelques propriétés du module %p(·)

Proposition 2.1. Soit p ∈ P(Ω). La fonction %p(·) satisfait les propriétés suivantes :

(a) %p(·)(f) ≥ 0 pour toute fonction f.

(b) %p(·)(f) = 0 si et seulement si f = 0 p.p.dans Ω.

(c) %p(·)(−f) = %p(·)(f), ∀ f.

(d) %p(·) est convexe.

(e) Si |f(x)| > |g(x)| p.p. x ∈ Ω et si %p(·)(f) <∞ alors %p(·)(f) > %p(·)(g).

(f) Si 0 < %p(·)(f) <∞, alors la fonction λ 7−→ %p(·)
(
f
λ

)
est continue et décroissante dans

[1,+∞[.

(g) %p(·)
(

f
‖f‖p(·)

)
≤ 1 pour tout f avec 0 < ‖f‖p(·) <∞.

(h) Si ‖f‖p(·) ≤ 1, alors %p(·)(f) ≤ ‖f‖p(·).

(i) Si f est une fonction mesurable sur Ω et Ω′ ⊂ Ω est vérifie la condition Ω′ ⊂ Ω∞ ou

bien Ω′ ⊂ (Ω∞)c on a

‖f‖Lp(·)(Ω′) ≤ ‖f‖Lp(·)(Ω)

Preuve. Les propriété (a), (b) et (c) sont faciles à vérifier.

(d) Soient u : Ω −→ R et v : Ω −→ R deux fonctions mesurables. On utilise la

convexité de la fonction R+ 3 t 7→ tp, p ≥ 1, il vient

|αf(x) + βg(x)|p(x) ≤ α|f(x)|p(x) + β|g(x)|p(x)

∀α, β ∈ [0, 1], avec α + β = 1, p.p. x ∈ Ω. En intégrant sur Ω\Ω∞ on obtient∫
Ω\Ω∞

|αf + βg|p(x) dx ≤ α

∫
Ω\Ω∞

|f |p(x) dx+ β

∫
Ω\Ω∞

|g|p(x) dx.

Et on a

|αf + βg| ≤ α|f |+ β|g|,
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2.1. ESPACES LP (·)(Ω) 17

donc
sup
Ω∞

(|αf + βg|) ≤ sup
Ω∞

ess(α|f |+ β|g|)

≤ sup
Ω∞

ess(α|f |) + sup
Ω∞

ess(β|g|)

≤ α sup
Ω∞

ess |f |+ β sup
Ω∞

ess |g|.

Alors
%p(·)(αf + βg) =

∫
Ω\Ω∞

|αf + βg|p(x) dx+ sup
Ω∞

ess(|αf + βg|)

≤ α

∫
Ω\Ω∞

|f |p(x) dx+ β

∫
Ω\Ω∞

|g|p(x) dx+ α sup
Ω∞

ess |f |+ β sup
Ω∞

ess |g|

≤ α

(∫
Ω\Ω∞

|f |p(x) dx+ sup
Ω∞

ess |f |
)

+ β

(∫
Ω\Ω∞

|g|p(x) dx+ sup
Ω∞

ess |g|
)

≤ α%p(·)(f) + β%p(·)(g).

(e) Soient f, g deux fonctions mesurables telles que

|f(x)| ≥ |g(x)| p.p. x ∈ Ω. Pour p : Ω −→ [1,+∞[ une fonction mesurable, on a

|f(x)|p(x) ≥ |g(x)|p(x).

En intégrant sur Ω on obtient∫
Ω

|f(x)|p(x) dx ≥
∫

Ω

|g(x)|p(x) dx,

ce qui veut dire

%p(·)(f) ≥ %p(·)(g).

(f) Soit λ un point de l’intervalle
[
1,+∞

[
et {λn}n≥1 ⊂ [1,+∞[ une suite tendant

vert λ. Donc

lim
n→∞

∣∣∣∣f(x)

λn

∣∣∣∣p(x)

=

∣∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣∣p(x)

et on a
∣∣∣f(x)
λn

∣∣∣p(x)

≤ ‖f(x)‖p(x) ∈ L1(Ω).

Alors, le théorème de convergence dominée de Lebesgue donne

lim
n→∞

∫
Ω

∣∣∣∣f(x)

λn

∣∣∣∣p(x)

dx =

∫
Ω

∣∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣∣p(x)

dx,

ce qui montre que limn→+∞ %p(·)

(
f
λn

)
= %p(·)

(
f
λ

)
.

Donc la fonction λ 7→ %p(·)
(
f
λ

)
est continue. Soit maintenant λ1 > λ2 deux
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2.1. ESPACES LP (·)(Ω) 18

nombres appartenant à [1,∞[. On a :∣∣∣∣f(x)

λ1

∣∣∣∣p(x)

≤
∣∣∣∣f(x)

λ2

∣∣∣∣p(x)

.

En intégrant sur Ω, on obtient %p(·)
(
f
λ1

)
≤ %p(·)

(
f
λ2

)
ce qui montre que la fonc-

tion λ 7→ %p(·)
(
f
λ

)
est décroissante.

(g) En utilisant la propriété caractéristique de la borne inférieure, on voit qu’il existe

une suite Ef = {γn}n≥1 de points de l’ensemble
{
λ > 0 | %p(·)

(
f
λ

)
≤ 1} tendant

vers ‖f‖p(·). En utilisant le lemme de Fatou, la propriété(f) et la définition ten-

dant vers ‖f‖p(·). En utilisant le lemme de Fatou, la propriété(f) et la définition

de la norme ‖ · ‖p(·), on obtient

%p(·)

(
f

‖f‖p(·)

)
=

∫
Ω

lim inf
n→∞

∣∣∣∣f(x)

γn

∣∣∣∣p(x)

dx ≤ lim inf
n→+∞

%p(·)

(
f

γn

)
≤ 1.

(h) Comme ‖f‖p(·) ≤ 1, en utilisant la convexité de %p(·)(f) on obtient

%p(·)(f) = %p(·)

(
‖f‖p(·)

f

‖f‖p(·)

)
≤ ‖f‖p(·)%p(·)

(
f

‖f‖p(·)

)
‖f‖p(·)

par ce que %p(·)
(

f
‖f‖p(·)

)
≤ 1.

(i) Soit u une fonction mesurable sur Ω et Ω′ ⊂ Ω et vérifie la condition Ω′ ⊂ Ω∞ ou

bien Ω′ ⊂ (Ω∞)c on a :

%Ω′

p(·)(f) =

∫
Ω′\Ω′∞

|f(x)|p(x) dx+ sup
Ω′∞

ess |f(x)| ≤ %p(·)(f)

donc {
λ > 0 | %p(·)

(
f

λ

)
≤ 1

}
⊂
{
λ > 0 | %Ω′

p(·)

(
f

λ

)
≤ 1

}
donc

inf

{
λ > 0 | %Ω′

p(·)

(
f

λ

)
≤ 1

}
≤ inf

{
λ > 0 | %p(·)

(
f

λ

)
≤ 1

}
ce qui implique

‖f‖Lp(·)(Ω′) ≤ ‖f‖Lp(·)(Ω)
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2.1. ESPACES LP (·)(Ω) 19

2.1.1 Norme sur Lp(·)(Ω)

Définition 2.2. Soit p ∈ P(Ω).

On définit l’espace de Lebesgue avec exposant variable Lp(·)(Ω) par :

Lp(·)(Ω) =
{
f mésurable : ‖f‖p(·) <∞

}
.

Proposition 2.2. L’application

Lp(·)(Ω) −→ R+

f 7−→ ‖f‖p(·)

est une norme sur l’espace Lp(·)(Ω).

Preuve.

1. Si f = 0 p.p, alors

‖0‖p(·) = inf

{
λ > 0, %p(·)

(
0

λ

)
≤ 1

}
= inf{λ > 0} = 0.

Et si ‖f‖p(·) = 0, on a :

%p(·)(f) ≤ ‖f‖p(·)

d’après la propriété (h) de la Proposition 2.1 ce qui implique que %p(·)(f) = 0

donc ‖f‖p(·) = 0 si et seulement si f = 0 p.p.

2. Pour prouver que

‖αf‖p(·) = |α|‖f‖p(·),

on remarque que si α = 0 l’égalité est vraie. Si α ∈ R?, on a :

‖αf‖p(·) = inf

{
λ > 0, %p(·)

(
αf

λ

)
≤ 1

}
= |α| inf

{
λ

|α|
> 0, %p(·)

(
f

λ/|α|

)
≤ 1

}
= |α|‖f‖p(·).

3. L’inégalité triangulaire est évidemment vraie si l’une des fonctions f ou g est

nulle.
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Supposons donc que f 6= 0 et g 6= 0.

Grâce à la convexité de %p(·) et la propriété (g), on a :

%p(·)

(
f + g

‖f‖p(·) + ‖g‖p(·)

)
= %p(·)

(
‖f‖p(·)

‖f‖p(·) + ‖g‖p(·)
f

‖f‖p(·)
+

‖g‖p(·)
‖f‖p(·) + ‖g‖p(·)

g

‖g‖p(·)

)
≤

‖f‖p(·)
‖f‖p(·) + ‖g‖p(·)

%p(·)

(
f

‖f‖p(·)

)
+

‖f‖p(·)
‖f‖p(·) + ‖g‖p(·)

%p(·)

(
g

‖g‖p(·)

)
≤ 1.

Proposition 2.3. [3, 6] L’espace
(
Lp(x)(Ω), ‖ · ‖p(x)

)
est séparable, espace Banach, uniformé-

ment convexe et son espace conjugué est Lq(x)(Ω), où 1
q(x)

+ 1
p(x)

= 1.

De plus, pour toute u ∈ Lp(x)(Ω) et v ∈ Lq(x)(Ω), on a :∫
Ω

|fg|dx ≤
(

1

p−
+

1

q−

)
‖f‖p(x)‖g‖q(x). (2.1)

L’inégalité 2.1 est appelé de Hölder généralisé (voir[17, 2])

Proposition 2.4. Si %p(·)(f) > 1, alors

%p(·)(f) ≥ ‖f‖p(·).

Preuve. Il suffit d’utiliser la convexité de la fonction %Lp(·)(Ω), en effet :

%p(·)

(
f

%p(·)(f)

)
≤ 1

%p(·)(f)
%p(·)(f) = 1

Alors

%p(·)(f) ≥ ‖f‖p(·).

Proposition 2.5. Si la fonction p(x) = p est constante, alors

‖ · ‖p(x) = ‖ · ‖p,

où ‖ · ‖p est la norme usuelle de l’espace Lp(Ω), 1 ≤ p <∞.
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Preuve. Si f = 0, c’est immédiat. Supposons que f 6= 0. Donc,

‖f‖p(x) = inf

{
λ > 0 : %

(
f

λ

)
≤ 1

}
= inf

{
λ > 0 :

∫
Ω

1

λp(x)
|f(x)|p(x) dx ≤ 1

}
= inf

{
λ > 0 :

1

λp
‖f‖pp dx ≤ 1

}
= inf {λ > 0 : ‖f‖p ≤ λ}

= ‖f‖p.

Proposition 2.6. (a) Soit f ∈ Lp(x)(Ω)\{0}.

Alors,

‖f‖p(x) = a si et seulement si %p(·)

(
f

a

)
= 1.

(b) Soit f ∈ Lp(x)(Ω).

Si λ > 1, alors

%p(·)(f) ≤ λ%p(·)(f) ≤ λp
−
%p(·)(f) ≤ %p(·)(f)(λf) ≤ λp

+

%p(·)(f)

et si 0 < λ < 1, alors

λp
+

%p(·)(f) ≤ %p(·)(λf) ≤ λp
−
%p(·)(f) ≤ λ%p(·)(f) ≤ %p(·)(f)

Preuve. (a) (⇒). On pose If = [a,+∞[. Soit ‖f‖p(x) = a, alors,

%p(·)

(
f

a

)
≤ 1.

Supposons que

%p(·)

(
f

a

)
< 1.

Pour t > 0, la fonctiont 7→ %p(·)
(
f
t

)
est convexe, décroissant et continue. Par

conséquent, il existe δ > 0 tel que

%p(·)

(
f

t

)
< 1, pour t ∈ (a− δ, a+ δ).

Donc on a a− δ
2
∈ If , ce qui est absurde. Par conséquent,

%p(·)

(
f

a

)
= 1.
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(⇐). Soit %p(·)
(
f
a

)
= 1, alors, a ∈ If , d’où, ‖f‖p(x) ≤ a. Supposons que ‖f‖p(x) <

a. Donc, il existe λ0 ∈ If tel que

‖f‖p(x) ≤ λ0 < a.

on obtient :

%p(·)

(
f

a

)
< %p(·)

(
f

λo

)
≤ 1,

c’est à dire,

‖f‖p(x) = a.

(b) Soit f ∈ Lp(x)(Ω). Si λ > 1, alors on a :

|f(x)|p(x) ≤ λ|f(x)|p(x) ≤ λp
− |f(x)|p(x) ≤ |λf(x)|p(x) ≤ λp

+|f(x)|p(x), p.p. dans Ω.

Si 0 < λ < 1, on a :

λp
+|f(x)|p(x) ≤ |λf(x)|p(x) ≤ λp

−|f(x)|p(x) ≤ λ|f(x)|p(x) ≤ |f(x)|p(x), p.p. dans Ω.

En intégrant les inégalités ci-dessus dans les deux cas, nous obtenons le résultat.

Proposition 2.7. Soit %p(·)(f) =
∫

Ω
|f |p(x)dx, ∀f ∈ Lp(x)(Ω), alors,

(i) ‖f‖p(x) < 1(= 1;> 1)⇔ %(f) < 1(= 1;> 1);

(ii) ‖f‖|p(x) > 1⇒ ‖f‖p
−

p(x) 6 %(f) 6 ‖f‖p
+

p(x);

(iii) ‖f‖p(x) < 1⇒ ‖f‖p
−

p(x) > %(f) > ‖f‖p
+

p(x).

Preuve. (i) Soit f ∈ Lp(x)(Ω).

Si f = 0. c’est immédiat. On suppose que f 6= 0 :

Si ‖f‖p(x) = 1⇔ %p(·)(f) = 1, d’après le point (a) la proposition 2.6.

Si ‖f‖p(x) = a < 1, alors 1 < 1
a
. Puisque %p(·)(λf) croissant dans λ ∈ [0,+∞),

on a :

%p(·)(f) < %p(·)

(
f

a

)
< 1.

Si ρ(f) < 1, alors 1 ∈ If , alors d’après le point (a) la proposition 2.6, nous

obtenons le résultat ‖f‖p(x) < 1.

La preuve de l’autre équivalence est similaire.

Université de M’sila



2.1. ESPACES LP (·)(Ω) 23

(ii) Soit ‖f‖p(x) = a > 1. Alors,

%p(·)

(
f

a

)
= 1.

Étant 1
a
< 1, par le point (b) de la proposition 2.6 on a :

1

ap+
%p(·)(f) ≤ %p(·)

(
f

a

)
= 1 <

1

ap−
%p(·)(f),

alors,

‖f‖p−p(x) ≤ %p(·)(f) ≤ ‖f‖p+p(x).

(iii) Sémilaire à (ii).

Proposition 2.8. Soit p ∈ P(Ω), (fn) ⊂ Lp(.)(Ω) et f ∈ Lp(·)(Ω);n = 1, 2, ....

Les propriété suivantes sont équivalentes :

1. lim
n→+∞

‖f − fn‖p(x) = 0;

2. lim
n→+∞

%p(·) (f − fn) = 0.

Preuve. (1)⇒ (2).

Si lim
n→∞

‖fn − f‖p(x) = 0, pour toute 0 < ε < 1 il existe n0 ∈ N tel que n ≥ no implique

‖fn − f‖p(x) < ε < 1.

Donc,

ρ (fn − f) ≤ ‖fn − f ||p−p(x) < εp− < ε.

Alors,

lim
n→∞

ρ (fn − f) = 0.

(2)⇒ (1).

Si lim
n→∞

%p(·) (fn − f) = 0, pour toute 0 < ε < 1 il existe no ∈ N tel que n ≥ no implique

%p(·) (fn − f) < εp+ < ε < 1.

Alors, d’après la proposition 2.7 on a :

‖fn − f‖p(x) < 1,
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∀ n ≥ no. Alors, d’après la proposition 2.7 on a :

‖fn − f |p+p(x) ≤ ρ (fn − f) < εp+, pour toute n ≥ n0.

Alors,

lim
n→∞

‖fn − f‖p(x) = 0.

2.2 l’espace W 1,p(x)(Ω) et W 1,p(x)
0 (Ω)

Définition 2.3. On définit l’espace de Sobolev généralisé W 1,p(x)(Ω) (où encore espace de So-

bolev d’exposant variable) par :

W 1,p(x)(Ω) =
{
f ∈ Lp(x)(Ω) : |∇f | ∈ Lp(x)(Ω)

}
muni de la norme :

‖f‖1,p(x) = ‖f‖p(x) + ‖∇f‖p(x)

pour tout f ∈ W 1,p(x)(Ω).

L’espace W 1,p(x)
0 (Ω) est défini comme la fermeture de C∞0 (Ω) dans W 1,p(x)(Ω) par rapport

à la norme ‖f‖1,p(x) .

Corollaire 2.1 (Inégalité de Poincaré). [11] Soit p ∈ C(Ω̄) tel que p− > 1.

Alors, il existe C > 0 telle que :

‖f‖p(x) ≤ C‖∇f‖p(x) ∀f ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) 1 ≤ p <∞,

en particulière l’expression ‖∇f‖p(x) est un norme surW 1,p(x)
0 (Ω) qui est équivalent à la norme

‖f‖W 1,p(x)(Ω).

D’après la corollaire 2.1, on peut écrire :

‖f‖ = ‖∇f‖p(x) ∀f ∈ W 1,p(x)
0 (Ω).

Pour toute p ∈ C(Ω̄), on définit l’exposant critique de Sobolev :

p∗(x) =

 Np(x)/(N − p(x)), p(x) < N

∞, p(x) > N
.
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Proposition 2.9 (L’injection continue et compacte). Soit r ∈ C+(Ω̄), si r(x) < p∗(x) pour

tout x ∈ Ω̄, on a l’injection

W
1,p(x)
0 (Ω) ↪→ Lr(x)(Ω)

est compact et continue.

Proposition 2.10. (voir Fan et Zhao [3] et Zhao et Fan [4]) Si f : Ω×R→ R est une fonction

Caratheodory et satisfait

|f(x, s)| 6 a(x) + b|s|p1(x)/p2(x) pour toute x ∈ Ω, s ∈ R,

où p1, p2 ∈ C+(Ω̄), a(x) ∈ Lp2(x)(Ω), a(x) > 0 et b > 0 est une constante, alors, le opérateur

Nemytsky de Lp1(x)(Ω) à Lp2(x)(Ω) défini par :

(Nf (u)) (x) = f(x, u(x))

est un opérateur continu et borné.
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CHAPITRE 3

SUR L’OPÉRATEUR p(x)-LAPLACIEN

3.1 Dérivabilité de la fonctionnelle J

Dans cette section, on va étudier quelques propriétés de l’opérateur p(x)-laplacien,

qui sera utilisés dans l’étude de notre problème fondamental.

Définition 3.1. Soit u ∈ W 1,q(x)(Ω), on définit l’opérateur p(x)-laplacien par :

−∆p(x)u = − div
(
|∇u|p(x)−2.∇u

)
.

On considère la fonctionnelle suivante :

J(u) =

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx, u ∈ E := W

1,p(x)
0 (Ω).

Lemme 3.1. La fonctionnelle J est de classe C1(E,R), de plus :

〈J ′(u), v〉
∫

Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇vdx ∀v, u ∈ E.

Preuve.
J : w

1,p(x)
0 (Ω) −→ R

u 7−→ J(u) =
∫

Ω
1

p(x)
|∇u|p(x)dx

J ∈ C1(E,R).

Étape 1 : Déterminer de Au telle que :

lim
t→0

J(u+ tv)− J(u)

t
= 〈Au, v〉

26
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lim
t→0

J(u+ tv − J(u)

t
= lim

t→0

1

t

∫
Ω

1

p(x)
(∇u+ t∇v)p(x) dx−

∫
Ω

1

p(x)
(∇u)p(x)dx

= lim
t→0

1

t

[∫
Ω

1

p(x)

[
(∇u+ t∇v)p(x) − |∇u|p(x)

]
dx

]
on pose :

g(s) = |∇u+ s∇v|p(x); s ∈ [0, t].

D’après le théorème des accroissements finis sur la fonction g, on a :

∃ct ∈] 0, t [: g(t)− g(0) = g′ (ct) t ,

et par suite :

|∇u+ t∇v|p(x)− |∇u|p(x) = p(x) |∇u+ ct∇v|p(x)−2 (∇u+ ct∇v) t. (3.1)

D’où :

lim
t→0

|∇u+ t∇v|p(x) − |∇u|p(x)

p(x)t
= lim

ct→0
|∇u+ ct∇v|p(x)−2 (∇u+ ct∇v)∇v

= |∇u|p(x)−2 −∇u∇v. (3.2)

Par le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on vérifie que :

lim
t→0

∫
Ω

1

p(x)

|∇u+ t∇v|p(x) − |∇u|p(x)

t
dx =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2 −∇u∇vdx

En effet :

D’après (3.2) On a :

hn(x) −→ h(x) p.p dans Ω.

Où t = 1
n

et :

hn(x) =

(
|∇u+ 1

n
∇v|p(x) − |∇u|p(x)

)
n

p(x)

h(x) = |∇u|p(x)−2∇u∇v.

D’autre part, d’après 3.1

|hn(x)| = |∇u+ cn∇v|p(x)−2 |∇u+ cn∇v|; 0 < cn <
1

n
< 1

= |∇u+ cn∇v|p(x)−1

≤ |∇u+∇v|p(x)−1 .
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Pour terminer cette étape, il suffit de vérifier que : |∇u+∇v|p(x)−1 ∈ L1(Ω).

L’inégalité de Hölder 2.1 conduit à :∫
Ω

|∇u+∇v|p(x)−1 dx ≤ ‖1‖Lp(x)

∥∥∥|∇u+∇v|p(x)−1
∥∥∥
Lq(x)

où :
1

p(x)
+

1

q(x)
= 1⇒ 1

q(x)
= 1− 1

p(x)
=
p(x)− 1

p(x)

c’est à dire : ∫
Ω

|∇u+∇v|p(x)−1 dx ≤ c
∥∥∥|∇u+∇v|p(x)−1

∥∥∥
p(x)
p(x)−1

alors, on déduit :

‖u‖ <∞⇔ %p(·)(u) <∞

c’est à dire : ∫
Ω

|
(
|∇u+∇v|p(x)−1

) p(x)
p(x)−1

dx <∞

ce qui implique que :∫
Ω

|∇u+∇v|p(x)dx <∞ car u, v ∈ W 1,p(x)

et par suite |∇u+∇v|p(x)−1 ∈ L1(Ω).

Et on a :

lim
t→0

J(u+ tv)− J(u)

t
=

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇vdx

〈Au, v〉 =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇vdx.

Étape 2 : L’application :

Au : W
1,p(x)
0 (Ω) −→ R

v 7−→ 〈Au, v〉 =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇vdx

est linéaire et continue.

Pour la linéarité est facilement à vérifie, et pour la continuité, il suffit d’appliquer l’in-

égalité de Hölder pour trouver une constante C > 0 telle que :

|〈Au, v〉| ≤ C‖v‖
W

1,p(x)
0 (Ω)

.
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Plus précisément on a :

|〈Au, v〉| ≤
∫

Ω

|∇u|p(x)−1∇vdx

Hölder
≤ ‖∇v‖p(x)‖ |∇u|p(x)−1 ‖ p(x)

p(x)−1

≤ C‖∇v‖p(x)‖∇u‖p(x)

alors,

Au = J ′G(u) (Jest Gâteaux différentiable)

Étape 3 : On prouve que l’opérateur

A : W
1,p(x)
0 (Ω) −→

(
W

1,p(x)
0 (Ω)

)′
u 7−→ Au

est continu. (Voir théorème 3.1).

3.2 Propriétés topologiques de J ′

Théorème 3.1. (i) J ′ : E → E ′ est un opérateur continu, borné et strictement monotone.

(ii) J ′ est une application de type (S+) , i.e. si un ⇀ u dans E et

lim
n→∞

(J ′ (un)− J ′(u), un − u) 6 0,

alors un → u dans E;

(iii) J ′ : E → E ′ est un homéomorphisme.

Preuve. (i) Il est évident que J ′ est continu et borné. Pour la strictement monotonie

de J ′ il suffit d’appliquer les inégalités suivantes (voir lemme 1.2) :

〈
|x|p−2x− |y|p−2y, x− y

〉
≥

 cp|x− y|p, si p ≥ 2

cp
|x−y|2

(|x|+|y|)2−p , si 1 < p < 2.
(3.3)

(ii) De (i), si un → u et

lim
n→∞

(J ′ (un)− J ′(u), un − u) 6 0,

alors

lim
n→∞

(J ′ (un)− J ′(u), un − u) = 0.
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D’après (1) et (2),∇un converge vers∇u en mesure dans Ω, nous obtenons donc

une sous suite (que nous désignons toujours par∇un ) satisfaisante

∇un(x)→ ∇u(x) p.p. x ∈ Ω.

Par lemme de Fatou 1.1, on obtient :

lim
n→∞

∫
Ω

1

p(x)
|∇un|p(x) dx >

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx. (3)

De un → u, on a

lim
n→∞

(J ′ (un) , un − u) = lim
n→∞

(J ′ (un)− J ′(u), un − u) = 0 (4)

On a :

(J ′ (un) , un − u) =

∫
Ω

|∇un|p(x) dx−
∫

Ω

|∇un|p(x)−2∇un∇udx

>
∫

Ω

|∇un|p(x) dx−
∫

Ω

|∇un|p(x)−1 |∇u|dx

>
∫

Ω

|∇un|p(x) dx−
∫

Ω

(
p(x)− 1

p(x)
|∇un|p(x) +

1

p(x)
|∇u|p(x)

)
dx

>
∫

Ω

1

p(x)
|∇un|p(x) dx−

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx. (5)

D’après (3)− (5), on obtient

lim
n→∞

∫
Ω

1

p(x)
|∇un|p(x) dx =

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx. (6)

De (6), on déduit que les intégrales de la famille de fonctions
{

(1/p(x)) |∇un|p(x)
}

une suite absolument équicontinu Ω (voir [12], chapitre 6, section 3).

Puisque

1

p(x)
|∇un(x)−∇u(x)|p(x) 6 C

(
1

p(x)
|∇un(x)|p(x) +

1

p(x)
|∇u(x)|p(x)

)
(7)

les intégrales de la famille
{

(1/p(x)) |∇un(x)−∇u(x)|p(x)
}

sont également

absolument équicontinu sur Ω (voir [12]) et donc

lim
n→∞

∫
Ω

1

p(x)
|∇un(x)−∇u(x)|p(x) dx = 0 (8)
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Par (8)

lim
n→∞

∫
Ω

|∇un(x)−∇u(x)|p(x) dx = 0 (9)

D’après la proposition 2.8 et (9) un → u dans E, c’est-à-dire que J ′ est de type

(S+).

(iii) Par la strictement monotonie, J ′ est une injection.

Puisque

lim
‖u‖→∞

(J ′u, u)

‖u‖
= lim
‖u‖→∞

∫
Ω
|∇u|p(x)dx

‖u‖
=∞,

J ′ est coercitif, donc J ′ est une surjection au vu du théorème de Minty – Browder

(voir [7], théorème 26A).

D’où J ′ admet une inverse J ′−1 : E ′ → E.

Par conséquent, la continuité de J ′−1 est suffisante pour garantir que J ′ soit un

homéomorphisme.

Si fn, f ∈ E ′, fn → f, soit un = J ′−1 (fn) , u = J ′−1(f), alors

J ′ (un) = fn, J
′(u) = f

donc {un} est borné par E.

Sans perte de généralité, on peut supposer que un ⇀ u0. Comme fn → f , alors

lim
n→∞

(L (un)− L (u0) , un − u0) = lim
n→∞

(fn,un − u0) = 0 (10)

puisque J ′ est de type (S+), alors un → u0, on conclus que un → u, et par suite

J ′−1 est continu.
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CHAPITRE 4

EXISTENCE DE SOLUTIONS FAIBLES

D’UE PROBLÈME CONTENANT

L’OPÉRATEUR p(x)-LAPLACIEN

4.1 Présentation du problème

On considère le problème non linéaire suivant :

(P )

 −∆p(x)u := −div
(
|∇u|p(x)−2∇u

)
= f(x, u), x ∈ Ω

u = 0, x ∈ ∂Ω
(4.1)

où Ω ⊂ RN est un ouvert borné, 1 < p(x), et p(x) ∈ C(Ω̄). Notre objectif est de donner

plusieurs résultats d’existence de solutions faibles pour le problème (P ). Ces résultats

sont des extensions de celui des problèmes p-laplaciens.

Définition 4.1 (Solutions faible du (P )). On appelle u ∈ W 1,p(x)
0 (Ω) est une solution faible

de (P ) ; si ∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇v dx =

∫
Ω

f(x, u)v dx ∀v ∈ E := W
1,p(x)
0 (Ω).

4.2 Résultat d’existence d’un problème quasi-linéaire

On commence par le cas ou f est ne dépend pas de u.
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Théorème 4.1. Si f(x, u) = f(x), f ∈ Lα(x)(Ω), où α ∈ C+(Ω̄), satisfait

1

α(x)
+

1

p∗(x)
< 1, pour toute x ∈ Ω̄,

alors (P ) admet une solution faible unique.

Preuve. Considérons la fonctionnelle Tf définie par :

Tf : E −→ R

v 7−→ Tf (v) =

∫
Ω

f(x)v dx.

On montre que Tf est linéaire et continu.

∀α, β ∈ R, ∀v1, v2 ∈ E

Tf (αv1 + βv2) =

∫
Ω

f(x) (αv1 + bv2) dx

= α

∫
Ω

f(x)v1 + β

∫
f(x)v2

= αTf (v1) + βTf (v2).

Donc Tf est linéaire.

Soit β ∈ C(Ω̄) telle que :
1

α(x)
+

1

β(x)
= 1, ∀x ∈ Ω̄.

Donc, en utilisant l’hypothèse, on a :

1

β(x)
=
α(x)− 1

α(x)
>

1

p∗(x)
, ∀x ∈ Ω̄.

Alors,

β(x) < p∗(x), pour toute x ∈ Ω̄.

Alors, d’après (ii) de la proposition 2.9, on obtient que l’injection :

E ↪→ Lβ(x)(Ω).

est continue, c’est-à-dire il existe C1 > 0 tel que :

‖v‖β(x) ≤ C1‖v‖, pour tout v ∈ E. (4.2)

En raison de l’inégalité de Hölder (2.1),

|Tf (v)| =
∣∣∣∣∫

Ω

f(x)v dx

∣∣∣∣ ≤ C‖f‖α(x)‖v‖β(x). (4.3)
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Où :

C =
1

α−
+

1

β−
.

Par (4.2) et (4.3), on obtient :

|Tf (v)| ≤ C2||v||, pour tout v ∈ E,

ce qui montre la continuité de Tf .

On considère la fonctionnelle suivante :

∀ Tf ∈ E ′, ∃! u ∈ E : J ′(u) = Tf

ϕ(u) =

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x) dx−

∫
Ω

F (x, u) dx

〈ϕ′(u), v〉 =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇v dx =

∫
Ω

f(x)v dx ∀v ∈ E := W
1,p(x)
0 (Ω).

On sait que u est un point critique de ϕ si : ϕ′(u) = 0 c’est-à-dire :

〈ϕ′(u), v〉 = 0, ∀v ∈ E.

D’où : ∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇v dx =

∫
Ω

f(x)v dx, pour tout v ∈ E,

ce qui signifie que u est une solution faible de (P ).

4.3 Application d’un principe de Minimisation

Maintenant, soit f : Ω× R→ R une fonction vérifie l’hypothèse suivante (f0) :

(f0) f : Ω× R→ R satisfait Carathéodory, de plus :

∃ C1, C2 > 0 : |f(x, t)| ≤ C1 + C2|t|α(x)−1, ∀(x, t) ∈ Ω× R,

où α ∈ C+(Ω̄) et α(x) < p∗(x).

On a besoin de prouver les lemmes suivants :

Lemme 4.1. La fonctionnelle g : X −→ R défini par :

g(u) =

∫
Ω

F (x, u) dx,
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Où :

F (x, t) =

∫ t

0

f(x, s) ds,

est de classe C1(E,R).

Preuve. Soit u, v ∈ E, x ∈ Ω et soit 0 < |t| < 1, par le théorème des valeurs interme-

diaires, il existe λ(x, t) = λ ∈ (0, 1) tel que :

F (x, u+ tv)− F (x, u)

t
= f(x, u+ λtv)v. (4.4)

Alors, :

lim
t→0

F (x, u+ tv)− F (x, u)

t
= f(x, u)v, p.p dans Ω. (4.5)

On sait que :

v ∈ L1(Ω), Lα(x)(Ω).

Comme ça,

(|u|+ |v|)α(x)−1 ∈ L
α(x)
α(x)−1 (Ω).

Donc, en utilisant l’inégalité de Hölder (2.1) et la condition (fo) , on a :

|f(x, u+ λtv)v| ≤ C1|v|+ C2|u+ λtv|α(x)−1|v|

≤ C1|v|+ C2(|u|+ |v|)α(x)−1|v| ∈ L1(Ω). (4.6)

On utilise maintenant (4.4)-(4.6) et le théorème de convergence dominée, nous obte-

nons :

g′(u) · v = lim
t→0

∫
Ω

F (x, u+ tv)− F (x, u)

t
dx =

∫
Ω

f(x, u)v dx.

La continuité de g′ découle de l’injection continueE ↪→ Lα(x)(Ω) et l’inégalité de Hölder

(2.1.) Par conséquent, g est de classe C1(E,R)

Lemme 4.2. Par les Lemmes (3.1) et (4.1) la fonctionnelle ϕ est de classe C1(E,R), et on a :

ϕ′(u)v =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇v dx−
∫

Ω

f(x, u)v dx, pour tout u, v ∈ E.

Ainsi, les solutions faibles de (P ) sont exactement les points critiques de ϕ.

Lemme 4.3. L’opérateur g′ : E −→ E ′ donné par

g′(u).v =

∫
Ω

f(x, u)vdx

est complètement continue, c’est-à-dire si un ⇀ u dans E alors g′ (un) −→ g′(u) dans E ′.
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Preuve. Soit un ⇀ u et soit v ∈ E, en utilisant la condition (f0) et l’inégalité de Hölder

(2.1), nous avons

|(g′ (un)− g′(u), v)| =
∣∣∣∣∫

Ω

(f (x, un)− f(x, u)) vdx

∣∣∣∣
≤ C ‖Tf (un)− Tf (u)‖α(x)−1

α(x)−1

‖v‖α(x)

≤ C̃ ‖Tf (un)− Tf (u)‖ α(x)
α(x)−1

‖v‖

Alors,

‖g′ (un)− g′(u)‖ ≤ C̃ ‖Tf (un)− Tf (u)‖ α(x)
α(x)−1

(4.7)

L’injection compacte E ↪→ Lα(x)(Ω) nous permet de voir que

un −→ u dans Lα(x)(Ω) (4.8)

Alors, l’opérateur

Tf : Lα(x)(Ω)→ L
α(x)
α(x)−1 (Ω)

est continue, par (4.8) on a :

Tf (un) −→ Tf (u) dans L
α(x)
α(x)−1 (Ω)

Par conséquent, de (4.7), on conclu que

‖g′ (un)− g′(u)‖ −→ 0.

Lemme 4.4. La fonctionnelle g : E → R définie par

g(u) =

∫
Ω

F (x, u) dx

Où : F (x, t) =
∫ t

0
f(x, s)ds, est faiblement continu, c’est-à-dire si un → u, alors

g (un) −→ g(u).

Preuve. Puisque f satisfait la condition (fo) , on a :

|F (x, t)| =
∣∣∣∣∫ t

0

f(x, s)ds

∣∣∣∣
≤
∫ t

0

(
C1 + C2|s|α(x)−1

)
ds

≤ C1|t|+ C2|t|α(x)

Université de M’sila



4.3. APPLICATION D’UN PRINCIPE DE MINIMISATION 37

≤ C
(
1 + |t|α(x)

)
, pour tout t ∈ R. (4.9)

On considère l’opérateur Nemytskii suivant :

TF : Lα(x)(Ω)→ L1(Ω)

On sait que l’injection suivante :E ↪→ Lα(x)(Ω) est compact, alors on a :

un −→ u dans Lα(x)(Ω) (4.10)

De (4.10) et de la continuité de TF ,on a :

TF (un) −→ TF (u) dans L1(Ω) (4.11)

On a les estimations :

|g (un)− g(u)| =
∣∣∣∣∫

Ω

(F (x, un)− F (x, u)) dx

∣∣∣∣
≤
∫

Ω

|F (x, un)− F (x, u)| dx

=

∫
Ω

|TF (un)− TF (u)| dx. (4.12)

Donc, en combinant (4.11) et (4.12), on conclu que :

g (un) −→ g(u).

Théorème 4.2. Si f satisfait la condition :

|f(x, t)| 6 C1 + C2|t|β−1, où 1 6 β < p−, (4.13)

alors (P ) admet au moins une solution faible dans W 1,p(x)
0 (Ω).

Preuve. De (4.13) on a :

|F (x, t)| 6 C
(
1 + |t|β

)
,

et
ϕ(u) =

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x) dx−

∫
Ω

F (x, u) dx

>
1

p+
‖u‖p− − C

∫
Ω

|u|β dx− C3

>
1

p+
‖u‖p− − C4‖u‖β − C3 → +∞, quand ‖u‖ → +∞.

Comme ϕ est faiblement semi-continu inférieurement, alors d’après le théorème 1.2, ϕ

admet un point minimum u dans E, et u est une solution faible de (P ).
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4.4 Existence de solutions non triviales via le théorème

du Col

On introduit un critère de compacité important appelé la condition de Palais-Smale.

Définition 4.2 (Condition de Palais–Smale (PS)). Soit ϕ : E → R une fonctionnelle.

On dit que ϕ est satisfait la condition de Palais–Smale (PS), si pour toute suite {un} ⊂ E

telle que :

|ϕ (un)| 6 0 et ‖ϕ′ (un)‖E′ → 0 quand n→∞.

On peut extraire une sous-suite convergente dans E.

Lemme 4.5. Si f satisfait l’hypothèse suivant :

(f1) ∃M > 0, θ > p+ tel que :

0 < θF (x, t) 6 tf(x, t), |t| >M, x ∈ Ω,

alors, ϕ satisfait la condition (PS).

Preuve. Soit {un} ⊂ E, {ϕ (un)} est borné et ‖ϕ′ (un)‖ → 0.

∀ n ∈ N définir l’ensemble suivant :

Ωn = {x ∈ Ω : |un(x)| ≥M}

Utilisons l’hypothèse du lemme et (fo) , on obtient :∫
Ω

F (x, un) dx =

∫
Ωn

F (x, un) dx+

∫
Ωcn

F (x, un) dx

≤
∫

Ωn

un
θ
f (x, un) dx+ C3

∫
Ωcn

(
1 +Mα(x)

)
dx

≤
∫

Ωn

un
θ
f (x, un) dx+ C4. (4.14)

Remarquons :∫
Ωn

un
θ
f (x, un) dx =

∫
Ω

un
θ
f (x, un) dx−

∫
Ωcn

un
θ
f (x, un) dx

≤
∫

Ω

un
θ
f (x, un) dx+

M

θ

∫
Ωcn

(
C1 + C2M

α(x)−1
)
dx
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≤
∫

Ω

un
θ
f (x, un) dx+ C5. (4.15)

Supposons que ‖∇un‖p(x) > 1, pour toute n ∈ N. Donc, en utilisant (4.14) et (4.15), on

a :
C > ϕ (un) =

∫
Ω

1

p(x)
|∇un|p(x) dx−

∫
Ω

F (x, un)dx

>
∫

Ω

1

p(x)
|∇un|p(x) dx−

∫
Ω

un
θ
f (x, un) dx− C6

>
∫

Ω

(
1

p(x)
− 1

θ

)
|∇un|p(x) dx+

∫
Ω

1

θ

(
|∇un|p(x) − unf (x, un)

)
dx− C6

>

(
1

p+
− 1

θ

)
|∇un|p

−

p(x) −
1

θ
‖ϕ′ (un)‖ ‖un‖ − C6. (4.16)

car : ∫
Ω

(
|∇un|p(x) − unf (x, un)

)
dx = ϕ′ (un)un ≤ ‖ϕ′ (un)‖ ‖un‖ .

Puisque :

‖ϕ′ (un)‖ −→ 0.

on déduit de (4.16) que {‖un‖} est bornée. Comme E est un espace de Banach réfléxif,

il existe une sous-suite telle que un → u, par lemme 4.3, on a :

g′ (un) −→ g′(u) (4.17)

D’une part on a :

J ′ (un)− g′ (un) = ϕ′ (un) −→ 0,

alors, par (4.17), on obtient :

J ′ (un) −→ g′(u).

Donc :

un −→ J ′
−1

(g′(u)) ,

car J ′ est un homéomorphisme, nous concluons que :

un −→ u.

Donc, ϕ satisfait la condition (PS).

On introduit un théorème important qui assure l’existence d’un point critique d’une

fonctionnelle qui appelé théorème du col (Mountain pass).
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Théorème 4.3 (du Col de montagne). (Voir [15, 22]) Soient E un espace de Banach,

ϕ ∈ C1(E,R) vérifiant la condition de Palais-Smale. On suppose que ϕ(0) = 0 et que :

(i) il existe R > 0 et a > 0 tels que si ‖u‖ = R, alors ϕ(u) ≥ a;

(ii) il existe u0 ∈ E tel que ‖u0‖ > R et ϕ (u0) < a.

Alors ϕ possède une valeur critique C telle que C ≥ a. De façon plus précise, si on pose

B := {ϕ([0, 1]); ϕ ∈ C([0, 1], X), ϕ(0) = 0, ϕ(1) = u0} ,

et :

C := inf
A∈B

max
v∈A

ϕ(v),

alors C est une valeur critique de ϕ, et C ≥ a.

On considère l’hypothèse suivant :

(f2) lim sup
t→0 x∈Ω

f(x, t)

|t|p+−1
= 0.

Lemme 4.6. Si f vérifie les hypothèses (f0) et (f2), alors on a :

F (x, t) ≤ ε|t|p+ + Cε|t|α(x), ∀ (x, t) ∈ Ω× R, où α− > p+.

Preuve. Supposons que f vérifie (f0) et (f2), c’est-à-dire :

(f0) F (x, t) ≤ C1 + C2|t|α(x), ∀ (x, t) ∈ Ω× R.

(f2) lim sup
t→0 x∈Ω

f(x, t)

|t|p+−1
= 0.

Si t > 0 :

(f0) ⇒
∫ t

0

−C1 − C2|s|α(x)−1 ds ≤
∫ t

0

f(x, s) ds ≤
∫ t

0

C1 + C2|s|α(x)−1 ds,

⇒ F (x, t) ≤ C1s+
C2

α(x)
sα(x)

]t
0

= C1t+
C2

α(x)
tα(x).

Si t < 0 :

F (x, t) ≤ C1(−t) +
C2

α(x)
(−t)α(x).

Alors,

F (x, t) ≤ C1|t|+
C2

α(x)
|t|α(x).
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On sait que :

p+ < α− ≤ α(x) < p∗(x), pour toute x ∈ Ω̄.

Donc, l’injection suivante :

E ↪→ Lp
+

(Ω)

est continue, c’est-à-dire il existe Co > 0 tel que :∫
Ω

|u|p+dx ≤ Co‖u‖p
+

, pour toute u ∈ E. (4.18)

Par (f2) , on a : ∀ ε > 0, ∃ δ = δ(ε) > 0, ∀ t ∈ R tel que : |t| < δ implique

|f(x, t)|
|t|p+−1

≤ ε, pour toute x ∈ Ω.

Alors,

|f(x, t)| ≤ ε|t|p+−1, pour toute x ∈ Ω.

Par (fo) , pour tout |t| ≥ δ, on a :

δα
+−1 < δα(x)−1 ≤ |t|α(x)−1,

alors, on a :
|f(x, t)|
|t|α(x)−1

≤ C1 + C2|t|α(x)−1

|t|α(x)−1

=
C1

|t|α(x)−1
+ C2

≤ C1

δα+−1
+ C2 = Cε.

Alors,

|f(x, t)| ≤ ε|t|α(x)−1, ∀(x, t) ∈ Ω× R. (4.19)

Donc, d’après (4.18) et (4.19) on a :

|f(x, t)| ≤ ε|t|p+−1 + Cε|t|α(x)−1, ∀(x, t) ∈ Ω× R,

en intégrant sur Ω :

F (x, t) ≤ ε|t|p+ + Cε|t|α(x), ∀(x, t) ∈ Ω× R. (4.20)
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Lemme 4.7. Si f vérifie l’hypothèse (f1), alors, on a :

F (x, t) > C|t|θ, ∀x ∈ Ω̄, |t| >M.

Preuve. Supposons que f vérifie :

∃M > 0, θ > p+ 0 < θF (x, t) 6 tf(x, t), ∀ |t| >M, x ∈ Ω.

∀ x ∈ Ω et τ ≥M, on a :
θ

τ
≤ f(x, τ)

F (x, τ)
(4.21)

En intégrant (4.21) par rapport τ de M à t, on obtient :

F (x, t) ≥ C4|t|θ, pour toute x ∈ Ω, t ≥M. (4.22)

D’autre part, si τ < −M , alors en utilisant (f1) on obtient :

θ

τ
≥ f(x, τ)

F (x, τ)
. (4.23)

En intégrant (4.23) par rapport τ de t à −M , on obtient :

F (x, t) ≥ C5|t|θ, ∀ x ∈ Ω, t ≤ −M. (4.24)

Alors, il résulte de (4.22) et (4.24) que :

F (x, t) ≥ C6|t|θ, ∀ x ∈ Ω, |t| ≥M. (4.25)

Ceci le résultat fondamental de cette section.

Théorème 4.4. Si f satisfait (f0), (f1) et (f2) où α− > p+ , alors le problème (P) admet une

solution non triviale.

Preuve. D’après le lemme 4.6, on a :

ϕ(u) =

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx−

∫
Ω

F (x, u) dx

>
1

p+

∫
Ω

|∇u|p
+

dx− ε

p+

∫
Ω

|u|p+ dx− Cε
∫

Ω

|u|α(x) dx. (4.26)
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D’après l’injection continue

E ↪→ Lα(x)(Ω),

il existe C3 > 0 tel que :

‖u‖α(x) ≤ C3‖u‖ ≤ RC3 < 1. (4.27)

Par (4.27) et la proposition 2.7, on a :∫
Ω

|u|α(x) dx ≤ ‖u‖α−α(x) ≤ ‖u‖α
−
. (4.28)

En utilisant (4.18) et (4.28) dans (4.26), on a :

ϕ(u) ≥ 1

p+
‖∇u‖p

+

p(x) −
ε

p+
Cp+

o ‖u‖p
+ − Cε‖u‖α

−

≥ C

p+
‖u‖p+ − εCp+

o

p+
‖u‖p+ − Cε‖u‖α

−

≥

(
C

p+
− εCp+

o

p+

)
‖u‖p+ − Cε‖u‖α

−
. (4.29)

Pour

0 < ε <
C

2Cp+
,

par (4.29), on a :

ϕ(u) ≥ C

2p+
‖u‖P+

p(x) − Cε‖u‖α
−
, pour ‖u‖ = R. (4.30)

On choisit R > 0 de sorte que :

C

2p+
RP+ − CεRα− > 0.

C’est-à-dire,

0 < Rα−−p+ <
C

2p+Cε
,

d’où :

0 < R <

(
C

2p+Cε

) 1
α−−p+

.

On prend :

a =
C

2p+
Rp+ − CεRα− .

Par (4.30), alors, on a :

ϕ(u) ≥ a > 0, ∀ u ∈ E avec ‖u‖ = R.
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Maintenant, on montre la deuxième condition géométrique du théorème du Col.

Soit t ∈ R et t > 1, pour w ∈ E\{0}.

Par (4.25) et par un argument similaire pour obtenir l’équation (4.14) et (4.15), on a :

ϕ(tw) =

∫
Ω

1

p(x)
|t∇w||R(x) dx−

∫
Ω

F (x, tw) dx

≤ tp
+

∫
Ω

1

p(x)
|∇w|p(x) dx− C6t

θ

∫
Ω

|w|θ dx− C7

= tp
+

%p(·)(∇w)− C6t
θ‖w‖Lθ − C7. (4.31)

Par (4.31), en utilisant l’hypothèse θ > p+, on a :

lim
t→∞

ϕ(tw) = −∞,

ce qui implique que il existe to > 0 tel que :

‖tow‖ > R et ϕ (tow) < 0,

et on choisit u0 = t0w ∈ E et par suite ϕ(u0) < 0 et ‖u0‖ > R.

Donc, d’après les lemmes 4.6 et 4.7 la fonctionnelle ϕ satisfait les conditions du

théorème du Col de montagne donc elle admet au moins un point critique non trivial

et par suite notre problème admet une soltion non triviale.

4.5 Résultat d’existence et multiplicités

Soit E un espace de Banach avec la norme ‖ · ‖ et E = ⊕j∈Nej avec, dim ej <∞ ∀j ∈

N. Soit

Yk = ⊕kj=0ej, Zk = ⊕∞j=kej,

et

Bk = {u ∈ Yk : ‖u‖ ≤ ρk} . Nk = {u ∈ Zk : ‖u‖ = rk} pour ρk > rk > 0.

On a le résultat suivant :

Théorème 4.5. Si f satisfait (f0), (f1) et

(f3) f(x,−t) = −f(x, t), x ∈ Ω, t ∈ R, alors ϕ a une suite de points critiques {un} tel que

ϕ (un)→ +∞ et (P ) a une infinité de paires de solutions.
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Afin de prouver le théorème 4.5, nous avons besoin du résultat préliminaire. Soit E

un espace de Banach réflexif et séparable, alors il existe {ej} ⊂ E et
{
e′j
}
⊂ E ′ tel que

E = vect {ej | j = 1, 2, . . .}, E ′ = vect
{
e′j | j = 1, 2, . . .

}
,

et

〈e′i, ej〉 =

 1, i = j,

0, i 6= j.

Nous écrivons

Ej = vect {ej} , Yk = ⊕kj=1Ej, Zk = ⊕∞j=kEj.

Lemme 4.8. Si α ∈ C+(Ω̄), α(x) < p′(x) pour toute x ∈ Ω̄, dénoter

βk = sup
{
‖u‖α(x) | ‖u‖ = 1, u ∈ Zk

}
,

alors, lim
k→∞

βk = 0.

Preuve. Évidemment, 0 < βk+1 6 βk, alors βk → β > 0. D’après la caractérisation de la

borne supérieure vérifie :

∀1

k
> 0, ∃uk ∈ Zk, ‖uk‖ = 1, βk −

1

k
< ‖uk‖α(x) 6 βk,

donc,

∀1

k
> 0, ∃uk ∈ Zk, ‖uk‖ = 1, 0 6 βk − ‖uk‖α(x) <

1

k
.

Alors il existe une sous-suite de {uk} (que nous désignons toujours par uk) de telle que

uk ⇀ u, et 〈
e′j, u

〉
= lim

k→∞

〈
e′j, uk

〉
= 0, j = 1, 2, . . . .

Ce qui implique que u = 0, et donc uk → 0. Comme l’injection de W 1,p(x)
0 (Ω) dans

Lα(x)(Ω) est compact, alors uk → 0 dans Lα(x)(Ω). Par conséquent, nous obtenons βk →

0.

Preuve du théorème 4.5. D’après (f3) , (f1), la fonctionelle ϕ satisfait la condition (PS)

. Nous prouverons que si k est assez grand, alors il existe ρk > γk > 0 telle que :

(A1) bk := inf {ϕ(u) | u ∈ Zk, ‖u‖ = γk} → ∞ (k →∞);
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(A2) ak := max {ϕ(u) | u ∈ Yk, ‖u‖ = ρk} 6 0 :

Soit x ∈ Ω, t ∈ R, on a :

ϕ(u) =

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x) dx−

∫
Ω

F (x, u) dx

ϕ(−u) =

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx−

∫
Ω

F (x,−u) dx (4.32)

et on a :

F (x,−u) =

∫ −u
0

f(x, s) ds,

on pose

s = −t.

ds = −dt.

Alors,

F (x,−u) = −
∫ −u

0

f(x,−t) dt

=

∫ u

0

f(x, t) dt

= F (x, u). (4.33)

D’après (4.32) et (4.33), on a :

ϕ(−u) = ϕ(u),

donc ϕ est paire.

L’affirmation du théorème 4.5 peut être obtenue à partir du théorème de fontaine (voir

[21]).
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(A1) Pour toute u ∈ Zk, |u| = γk =
(
Cα+βα

+

k

)1/(p−−α+)
, on a :

ϕ(u) =

∫
Ω

1

p(x)
|∇u|p(x)dx−

∫
Ω

F (x, u) dx

>
1

p+

∫
Ω

|∇u|p(x)dx− C
∫

Ω

|u|α(x) − C1

>
1

p+
|u|p− − C|u|α(ξ)

α(x) − C2, où ξ ∈ Ω

>

 1
p+
|u|p− − C − C2 si |u|α(x) 6 1

1
p+
‖u‖p− − Cβα+

k |u|α
+ − C2 si |u|α(x) > 1

>
1

p+
|u|p− − Cβx+k |u|α

+ − C3

=
1

p+

(
Cα+βα

+

k

)p−/(p−−α+)
− Cβα+

k

(
Cα+βα

+

k

)α+/(p−−α+)
− C3

=

(
1

p+
− 1

α+

)(
Cα+βα

+

k

)p−/(p−−α+)
− C3 →∞ (k →∞)

car p+ < α+ et βk → 0.

(A2) de la part de (f1) , on a :

F (x, t) > c1|t|θ − C2.

Par θ > p+ et dimYk = k, il est facile de voir que g(u) → −∞ comme ‖u‖ → +∞ pour

u ∈ Yk.
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Conclusion

La méthode de point critique est un outil permettant de montrer l’existence d’ou

moins une solution faible de problème semi linéaire grâce à la fonctionnelle

d’énergie associée à ce problème.

En perspective : En généralisé l’équation 4.1 dans l’espace d’Olicz Sobolev et démon-

trer l’existence et I’unicité par la mémé méthode.
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