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Avant-propos

Ce polycopié est le fruit des années d’enseignement de modules d’Algèbre multilinéaire pour

la première année master Analyse fonctionel domain mathématique et Informatique filière

mathématique.

Chaque chapitre est subdivisé en rappel complet, un cours et des exemples, suivis par

une série d’exercices avec des solutions detaiée. Le but de ce polycopié est de donnée des

initiations de l’Algèbre linéaire et de l’Algèbre multilinéaire.

Au début, je parlerai de la structure d’espaces et sous-espaces vectoriels qui sont des

structures algébriques que l’on retrouve quasiment partout en mathématiques et qui sont

la structure de base en algèbre linéaire. La notion d’espace vectoriel est une structure

fondamentale en mathématiques modernes.

Dans le deuxième chapitre, on aborde la notion des applications multilinéaires et les

formes bilinéaires et les formes quadratiques (définition, et toutes leurs propriétés).

Dans le troisième chapitre nous rappelons les inégalités de Cauchy-Schwarz et Minkowski,

la notion d’orthogonalisation, les bases orthogonale, la méthode d’orthogonalisation de

Gram-Schmid et les définitions et propriétés de produit scalaire.

Dans le quatreième chapitre on rappelons les notions préliminaire de formes sesquilinéaires

hermitiennes, formes quadratiques, et le produit scalaire hermitien ; Leurs définitions et pro-

priétés. A la fin du chapitre on expose la notion d’espace hermitien, et les endomorphismes

d’un espace hermitien, en particulier les endomorphismes adjoints, les endomorphismes uni-

taires, les endomorphismes normaux, et les endomorphismes hermitiens.

Enfin, j’espère que l’étudiant et l’enseignant des mathématiques trouvent leurs besoins

dans ce polycopié.
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3.6 Orthogonalité, orthogonalisation de Gram-Schmidt . . . . . . . . . . . . . . 65

3.6.1 Bases orthonormées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

3.6.2 L’orthogonale d’un parties de E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
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Chapitre 1

Rappels sur les espaces vectoriels et

les applications linéaires

1.1 Structure d’espace vectoriel

1.1.1 Structure de corps.

Définition 1.1.1 Un ensemble structuré (K, ∗, T ) est un corps si:

1) (K, ∗, T ) est un anneau unitair.

2) Tout élément de K\{e1} admet un inverse pour la loi T dans K.

∀x ∈ K\{e1} ∃x′ ∈ K : xTx′ = x′Tx = e2.

1.1.2 Définition d’un espace vectoriel

Définition 1.1.2 Soit K un corps (commutatif) et soit E un ensemble muni de deux lois

de composition, l’une interne et notée additivement :

+ : E × E −→ E

(x, y) 7−→ x+ y

l’autre externe et notée multiplicativement :

· : K× E −→ E

(λ, y) 7−→ λ · y

7
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1.1. Structure d’espace vectoriel

On dit que (E,+, ·) est un espace vectoriel sur K ( ou E est un K−espace vectoriel) si :

A)- (E,+) est un groupe commutatif,

B)- Pour x, y ∈ E et α, β ∈ K,

(b1) α · (x+ y) = α · x+ α · y,

(b2) (α +K β) · x = α · x+ β · x,

(b3) α · (β · x) = (α ·K β) · x,

(b4) 1K · x = x,

Remarque 1.1.1 Les éléments de E sont appelés vecteurs et les éléments de K sont

appelés scalaires.

Exercice 1.1.1 Montrer que tout corps K est un espace vectoriel sur lui même. Montrer

également que pour tout entier n, Kn est un espace vectoriel sur K.

1.1.3 Définition d’un sous-espace vectoriel

Définition 1.1.3 Soit (E,+, ·) un K−e.v. et F une partie non vide de E alors on dit que

F est un sous espace vectoriel de E ssi

∀ (α, β) ∈ K2 et ∀ (x, y) ∈ F 2 =⇒ α · x+ β · y ∈ F

Remarque 1.1.2 Soit (E,+, ·)un K−e.v.

1- E et {0E} sont des s.e.v. de E

2- Soit F un s.e.v. de E =⇒ 0E ∈ F.

Exemple 1.1.1 Soit R2 un R−e.v., alors l’ensemble

A = {(x, 0) : x ∈ R}

est un s.e.v. de R2. En effet,

1)- A 6= φ car (0.0) ∈ A.

2)- ∀ (α, β) ∈ K2, ∀ (a, b) ∈ A2 ?
=⇒ α · a+ β · b ∈ A?

on a

 a ∈ A =⇒ a = (x, 0) , x ∈ R

b ∈ A =⇒ b = (y, 0) , y ∈ R

8
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1.1. Structure d’espace vectoriel

alors

α · a+ β · b = α · (x, 0) + β · (y, 0)

= (α · x, 0) + (β · y, 0)

=
(
α · x+ β · y︸ ︷︷ ︸

∈R

, 0
)
∈ A.

Théorème 1.1.1 (exercice) Soit (Fi)1≤i≤n une famille de s.e.v. de E K−e.v. Alors

∩
1≤i≤n

Fi est un s.e.v. de E.

Démonstration. L’intersection d’une famille de s.e.v. de E est un s.e.v. de E?

posons F = ∩
1≤i≤n

Fi, F s.e.v. de E.

1- F 6= φ car 0E ∈ Fi ∀ i = 1...n =⇒ 0E ∈ ∩
1≤i≤n

Fi = F.

2-∀ (α, β) ∈ K2 et ∀ (x, y) ∈ F 2 ?
=⇒ α · x+ β · y ∈ F?

Soit (x, y) ∈ F 2 =⇒ x et y ∈ Fi ∀ i = 1...n car F = ∩
1≤i≤n

Fi

=⇒ α · x+ β · y ∈ Fi ∀ i = 1...n car Fi s.e.v. de E

=⇒ α · x+ β · y ∈ ∩
1≤i≤n

Fi = F.

Remarque 1.1.3 Si F1, F2 deux sous espace vectoriel de K−e.v E. Alors F1 ∪F2 n’est pas

toujours un sous espace vectoriel de E.

Exemple 1.1.2 Soit

F1 = {(x, 0) : x ∈ R} et F2 = {(0, y) : y ∈ R}

deus s.e.v R2 sur le corps R, on a (1, 0) ∈ A1 et (0, 1) ∈ A2 mais (1, 0) + (0, 1) = (1, 1) /∈

A1 ∪ A2.

1.1.4 Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie.

Définition 1.1.4 (Combinaison linéaire) Soient E un K−e.v. et F = {v1, v2, ..., vm} une

famille de vecteurs de E. On dit que v ∈ E est un combinaison linéaire des vecteurs

v1, v2, ..., vm s’il existe un m-uplet (λ1, λ2, ..., λm) d’éléments de K tel que

v = λ1v1 + λ2v2 + ...+ λmvm

9



Dj
er
io
u
Ai
ss
a

1.1. Structure d’espace vectoriel

Exemple 1.1.3 Soit E = R3 et F = {v1 = (1, 1, 1), v2 = (1, 2, 3), v3 = (2,−1, 1)} alors

v = (2,−2,−1) est un combinaison linéaire des vecteurs v1, v2, v3 car il existe λ1, λ2, λ3 tel

que

(v = λ1v1 + λ2v2 + λ3v3) ⇔ ((2,−2,−1) = λ1(1, 1, 1) + λ2(1, 2, 3) + λ3(2,−1, 1))

⇔ (2,−2,−1) = (λ1 + λ2 + 2λ3, λ1 + 2λ2 − λ3, λ1 + 3λ2 + λ3)

⇔


λ1 + λ2 + 2λ3 = 2

λ1 + 2λ2 − λ3 = −2

λ1 + 3λ2 + λ3 = −1

on trouve λ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = 1. Donc v = v1 − v2 + v3.

Définition 1.1.5 Soient E un K−e.v. et F = {v1, v2, ..., vm} ⊂ E. On appelle sous-

espace engendré par la famille F et on note V ect(F) ou V ect(v1, v2, ..., vm) ou 〈v1, v2, ..., vm〉

l’ensemble des combinaisons liné aires des vecteurs v1, v2, ..., vm. Autrement dit

V ect(v1, v2, ..., vm) = 〈v1, v2, ..., vm〉 = {λ1v1 + λ2v2 + ...+ λmvm : λi ∈ K ∀i = 1, ..,m} .

Inversement, la famille {v1, v2, ..., vm} est dit génératrice du sous-espace vectoriel V ect(v1, v2, ..., vm)

de E.

Propriétés 1.1.1 (Exercice)

1) V ect(v1, v2, ..., vm, vm+1 =
m∑
i=1

λivi) = V ect(v1, v2, ..., vm)

2) V ect(v1, ..., α · vi, ..., vm) = V ect(v1, v2, ..., vm), (∀i = 1, ..,m)

3) V ect(v1, ..., vi +
m∑

j=1i 6=j
λjvj, ..., vm) = V ect(v1, v2, ..., vm), (∀i = 1, ..,m).

1.1.5 Famille liée et famille libre.

Définition 1.1.6 Soit F = {v1, v2, ..., vm} une famille d’un un K−e.v. E.

• On dit que {v1, v2, ..., vm} est libre (ou linéairement indépendante) si

∀ (λ1, λ2, ..., λm) ∈ Km,

(
m∑
i=1

λivi = 0E

)
=⇒ (λ1 = λ2 = ... = λm = 0K)

• On dit que {v1, v2, ..., vm} est liée (ou linéairement dépendante) si elle n’est pas libre,

c’est- a-dire s’il existe un m-uplet (λ1, λ2, ..., λm) 6= (0, 0, ..., 0) tel que
m∑
i=1

λivi = 0E.

10
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1.2. Bases et dimension d’un espace vectoriel.

Propriétés 1.1.2

1) (F = {v1} est libre) ⇐⇒ (v1 6= 0E)

2) Si F = {v1, v2, ..., vm} est libre alors toute sous-famille de F est libre.

3) Si F = {v1, v2, ..., vm} est liée alors toute sur-famille de F est liée.

1.2 Bases et dimension d’un espace vectoriel.

Définition 1.2.1 (Base) Soient E un K−e.v. et B = {v1, v2, ..., vn} une famille d’éléments

de E. On dit que B est une base de E si et seulement si:

1) B est une famille libre.

2) B est une famille génératrice de E.

Exemple 1.2.1 La famille B = {v1 = (1, 0, 0), v2 = (0, 1, 0), v3 = (0, 0, 1)} est une base de

R3. On effet

1) la famille B est génératrice de R3, puisque tout vecteur v = (x1, x2, x3) ∈ R3 s’écrit:

(x1, x2, x3) = (x1, 0, 0) + (0, x2, 0) + (0, 0, x3)

= x1(1, 0, 0) + x2(0, 1, 0) + x3(0, 0, 1)

= x1v1 + x2v2 + x3v3

2) la famille B est libre, puisque pour tout λ1, λ2, λ3 ∈ R tel que

λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 = 0R3

alors

[λ1(1, 0, 0) + λ2(0, 1, 0) + λ3(0, 0, 1) = (0, 0, 0)] ⇐⇒ [(λ1, 0, 0) + (0, λ2, 0) + (0, 0, λ3) = (0, 0, 0)]

⇐⇒ [(λ1, λ2, λ3) = (0, 0, 0)]

⇐⇒ [λ1 = 0 et λ2 = 0 et λ3 = 0]

cette base on l’appelle la base canonique de R3.

11
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1.2. Bases et dimension d’un espace vectoriel.

Par la même manière de démonstration on démontre que

B =

{
e1 = (1, ..., 0), e2 = (0, 1, ..., 0), ..., ei = (0, ..., 1︸︷︷︸

i−eme

, ..., 0), ..., en = (0, ..., 1)

}

est une base canonique de Rn.

Théorème 1.2.1 Si B = {v1, v2, ..., vn} est une base de E, alors pour tous scalaires λi 6= 0

∀i = 1, ..., n, la partie B′ = {λ1v1, λ2v2, ..., λnvn} est aussi une base de E.

Théorème 1.2.2 Soit B = {v1, v2, ..., vn} une partie finie d’un K−espace vectoriel E.

Les 4 propriétés suivantes sons équivalentes:

1) B est une base de E.

2) B est une partie libre maximale de E.

3) B est une partie génératrice minimale de E.

4) Tout vecteur v ∈ E est une combinaison linéaire unique des vecteurs de B.

Définition 1.2.2 (Dimension) On appelle dimension d’un K−espace vectoriel E le car-

dinal de l’une de ses bases. On note cette dimension

dimKE ou simplement dimE.

Si ce cardinal est fini, on dit que E est de dimension finie.

Si ce cardinal est infini, on dit que E est de dimension infinie.

Remarque 1.2.1 La notation dimKE met en évidence l’importance du corps K dans le

calcul de la dimension de E. On a par exemple

dimC C =1 et dimR C =2.

Théorème 1.2.3 Soit E un K−espace vectoriel de dimension finie contenant deux parties

finies A ⊂ B ⊂ E, A libre et B génératrice de E.

Alors il existe une partie L de E, A ⊂ L ⊂ B, qui forme une base de E.

Démonstration. Considérions l’ensemble D = {Li libres : A ⊂ Li ⊂ B}. Les parties

A et B étant finies, l’ensemble D est fini. D étant ordonné par inclusion, soit L une partie

12
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1.3. Rang d’une famille finie de vecteurs

maximale de D; c’est donc une partie libre maximale; soit L = {v1, ..., vn}; alors L engendre

le sous espace vectoriel F = {α1v1 + ...+ αnvn, αi ∈ K} de E.

Si F = E, alors L est une base de E; le théorème 1.2.3 est démontré. Si F 6= E, il existe

un vecteur v ∈ E\F.

Puisque L est une partie libre maximale, il s’en suit due L∪{v} est une partie liée; d’où

v =
n∑
i=1

αivi; par suite v ∈ E et v ∈ F . On en déduit E ⊂ F et E = F.

Donc L est une base de E.

Corollaire 1.2.1 Soit A = {v1, ..., vr,1 ≤ r ≤ n} une partie libre d’un K-e.v. E de dimen-

sion finie n. Alors on peut trouver n−r vecteurs vr+i ∈ E, 1 ≤ i ≤ n−r, tels que {v1, ..., vn}

soit une base de E.

Corollaire 1.2.2 Soit G une partie génératrice finie d’un K-e.v. E de dimension finie n.

Alors il existe une partie B de G qui forme une base de E.

Corollaire 1.2.3 Soit F un sous espace vectoriel d’un K-e.v. E finie. Alors

1) F est de dimension finie dimF ≤ dimE.

2) Si dimF = dimE, alors F = E.

1.3 Rang d’une famille finie de vecteurs

Définition 1.3.1 Soient E un espace vectoriel sur K de dimension finie n et F = {v1, v2, ..., vn}

une famille finie de E. On appelle rang de F , et l’on note rg(F), la dimension du sous-

espace de E engendré par F . En d’autres termes:

rg(F) = dimK (V ect (v1, v2, ..., vn)) .

1.4 Produit d’espaces vectoriels

Définition 1.4.1 • Soient E1, E2, ..., En des espaces vectoriels sur le même corps K. On

peut mettre sur l’ensemble produit

E1 × E2 × ...× En = {(x1, x2, ..., xn) : xi ∈ Ei, ∀i = 1, ..., n} ,
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1.5. Somme et somme directe des sous espaces vectoriels de E.

une structure d’espace vectoriel. On définit l’addition par

(x1, x2, ..., xn) + (y1, y2, ...yn) = (x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn) ,

et la multiplication par une scalaire λ ∈ K par

λ · (x1, x2, ..., xn) = (λ · x1, λ · x2, ..., λ · xn)

• Si dimKEi est finie pour ∀i = 1, ..., n alors dimK(E1 × ...× En) =
n∑
i=1

dimKEi.

En particulier, dimK Kn = n.

1.5 Somme et somme directe des sous espaces vecto-

riels de E.

Définition 1.5.1 Soient E un espace vectoriel sur K et F , G deux sous-espaces de E. La

somme de F et G est le sous-espace de E, noté F +G, définie par

F +G = {xF + xG : xF ∈ F , xG ∈ G} = vect(F,G).

Théorème 1.5.1 (Exercice *) Soient E un espace vectoriel sur K de dimension finié et

F , G deux sous-espaces de E, alors

dim (F +G) = dim (F ) + dim (G)− dim (F ∩G) .

Définition 1.5.2 Soient E un espace vectoriel sur K de dimension finié et F , G deux

sous-espaces de E. On dite que E étant somme directe de F et G ou que F est un

supplémentaire de G dans E et on noté E = F ⊕G si:

1) E = F +G,

2) F ∩G = {0E} .

Exemple 1.5.1

C = R + iR.

Théorème 1.5.2 Soient E un espace vectoriel sur K de dimonsion finié et F , G deux

sous-espaces de E. Si E = F ⊕G, alors

dim (E) = dim (F ⊕G) = dim (F ) + dim (G) .

14
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1.6. Les applications linéaires

Démonstration. E = F ⊕ G alors E = F + G et F ∩ G = {0E} d’après le Théorème

présidente on a dim (E) = dim (F +G) = dim (F )+dim (G)−dim (F ∩G), mais dim (F ∩G) =

dim ({0E}) = 0, alors dim (E) = dim (F ⊕G) = dim (F ) + dim (G) .

Proposition 1.5.1 Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit F un sous-espace

de E. Alors F admet un supplémentaire dans E.

Démonstration. Soit B = {v1, v2, ..., vr} est une base de F . C’est une famille libre donc,

on peut la compléter en une base B = {v1, ..., vr, ..., vn} de E. Posons G = V ect(v+1r, ..., vn).

On a E = F ⊕G.

1.6 Les applications linéaires

1.6.1 Définitions

Définition 1.6.1 Soient E et F deux espaces vectoriels sur le même corps commutatif K

et f une application de E dans F On dit que f est linéaire si on a

∀α, β ∈ K,∀x, y ∈ E : f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y)

Exemple 1.6.1 1) Soit E un espace vectoriel sur K, S un ensemble non vide et t un élément

de S. Considérons l’application δt définie par

δt : ES −→ E

f 7−→ f(t)

δt est une application linéaire du K.e.v. ES dans E, appelée forme de Dirac au point t.

ES l’ensemble des applications de S vers E.

2) L’application

f : R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→ f (x, y, z) = (x+ z, x+ y)

est une application linéaire.

3) L’application

I : C0([a, b]) −→ R

f 7−→ I(f) =
∫ b
a
f(x)dx

est linéaire.
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1.6. Les applications linéaires

Remarque 1.6.1 Soit f une application linéaire de E dans F.

• Si f est bijective alors on dit que f est isomorphisme

• Si E = F , alors on dit que f est endomorphisme.

• Si E = F et f bijective, alors on dit que f est automorphisme.

Notation 1.6.1

• On note L(E,F ) l’ensemble des applications linéaires de E dans F , muni des lois

induites (L(E,F ),+, ·) est un espace vectoriel sur K.

• On note L(E) l’ensemble des endomorphismes de E.

Définition 1.6.2 On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans

K. L’ensemble L(E,K) des formes linéaires sur E est aussi noté E∗. C’est un K-e.v appelé

espace dual de E.

Notation 1.6.2 Si x ∈ E et f ∈ E∗, on note parfois f(x) = 〈f, x〉 .

Définition 1.6.3 On appelle bidual de E l’espace dual de E∗, noté E∗∗.

Théorème 1.6.1 (Exercice) Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie et muni

d’une base B = {v1, v2, ..., vn}. Alors B∗ = {v∗1, v∗2, ..., v∗n} des éléments de E∗ définie par

v∗j (vi) =

 1 si i = j

0 si i 6= j

est une base de E∗, on l’appelle base duale de la base B. En particulier, dim(E) = dim(E∗).

Démonstration. B∗ est une base de E∗ ssi:

1) B∗ est une génératrice de E∗.

On a ∀v ∈ E : v = λ1v1 + λ2v2 + ...+ λnvn alors

v∗j (v) = v∗j (λ1v1 + λ2v2 + ...+ λnvn)

= λ1v
∗
j (v1) + λ2v

∗
j (v2) + ...+ λnv

∗
j (vn)

= λj.

16



Dj
er
io
u
Ai
ss
a

1.6. Les applications linéaires

∀v∗ ∈ E∗ :

v∗(v) = v∗(λ1v1 + λ2v2 + ...+ λnvn)

= λ1v
∗(v1) + λ2v

∗(v2) + ...+ λnv
∗(vn)

= v∗1(v)v∗(v1) + v∗2(v)v∗(v2) + ...+ v∗n(v)v∗(vn)

= (v∗(v1)v
∗
1 + v∗(v2)v

∗
2 + ...+ v∗(vn)v∗n) (v),

donc v∗ = v∗(v1)︸ ︷︷ ︸
α1

v∗1 + v∗(v2)︸ ︷︷ ︸
α2

v∗2 + ...+ v∗(vn)︸ ︷︷ ︸
αn

v∗n, alors E∗ = V ect(v∗1, v
∗
2, ..., v

∗
n)

2) B∗ est libre: Soit β1, β2, .., βn ∈ K :

β1v
∗
1 + β2v

∗
2 + ...+ βnv

∗
n = 0

?⇒ βi = 0, ∀i = 1, .., n

alors on a

[(β1v
∗
1 + β2v

∗
2 + ...+ βnv

∗
n)(vi) = 0(vi) = 0]⇒ [βi = 0, ∀i = 1, .., n]

Exemple 1.6.2 1- Soit E = R3 un R.e.v et B = {e1, e2, e3} la base canoniqye de R3. Alors

B∗ = {v∗1, v∗2, v∗3} d’élément de E∗ définie par

v∗j : R3 → R

(x1, x2, x3) 7→ v∗j (x1, x2, x3) = xj

est une base de E∗ pour j = 1, 2, 3.

2- Considérons la base suivante de E = R2 :

B = {v1 = (2, 1), v2 = (3, 1)}

Nous allons déterminer la base B∗ de E∗ qui est duale de B, c’est-à-dire identifier les formes

linéaires sur R2, notées v∗1 et v∗2, telles que :

v∗1(v1) = 1, v∗1(v2) = 0, v∗2(v1) = 0, v∗2(v2) = 1

On écrit ces applications sous la forme :

v∗1(x, y) = ax+ by et v∗2(x, y) = cx+ dy.
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1.6. Les applications linéaires

Il s’agit donc de déterminer les réels a, b, c, d.

Les relations précédentes impliquent : v∗1(v1) = v∗1(2, 1) = 2a+ b = 1

v∗1(v2) = v∗1(3, 1) = 3a+ b = 0

d’où a = −1 et b = 3. Puis : v∗2(v1) = v∗2(2, 1) = 2c+ d = 1

v∗2(v2) = v∗2(3, 1) = 3c+ d = 0

d’où c = 1 et d = −2.

La base duale est donc :

B∗ = {v∗1 : (x, y) 7→ −x+ 3y ; v∗2 : (x, y) 7→ x− 2y}

1.6.2 Image et noyau d’une application linéaire

Définition 1.6.4 Soit f ∈ L(E,F ).

1) On appelle image de f l’ensemble

Im(f) = f(E) = {f(x) ∈ F : x ∈ E}.

2) On appelle noyau de f l’ensemble

ker(f) = f−1({0F}) = {x ∈ E : f(x) = 0F}

Propriétés 1.6.1 (Devoir maison) Soit f une application linéaire de E dans F.

1) f(0E) = 0F .

2) ∀x ∈ E, f(−x) = −f(x).

3) l’image d’un sous espace vectoriel est un sous espace vectoriel.

4) Im(f) est un sous espace vectoriel de F .

5) l’image réciproque d’un sous espace vectoriel est un sous espace vectoriel.

6) ker(f) est un sous espace vectoriel de E.
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1.6. Les applications linéaires

7) f est injective si et seulement ker(f) = {0E} .

8) f est surjective si et seulement Im(f) = F.

9) Le composé de deux applications linéaires est linéaire.

Démonstration. 1) Soit x ∈ E. Alors f(x) = f(x + 0E) = f(x) + f(0E) =⇒ f(0E) =

f(x)− f(x) = 0F .

2) Soit x ∈ E. Alors f(x) = f(x) + 0F = f(x) + [f(−x) + (−f(−x))] et comme + est

associative alors

f(x) = [f(x) + f(−x)] + (−f(−x))

= f(x− x)− f(−x)

= f(0E)− f(−x)

= 0F − f(−x)

= −f(−x).

3) soit H un s.e.v. de E on démontre que f(H) est un s.e.v de F

soient α, β ∈ K, et soient z, t ∈ f(H) : αz + βt ∈ f(H)

(z ∈ f(H) =⇒ ∃x ∈ H : z = f(x)) et (t ∈ f(H) =⇒ ∃x′ ∈ H : t = f(x′)). Alors

αz + βt = αf(x) + βf(x′) = f(αx + βx′) et comme H un s.e.v de E donc αx + βx′ ∈ H

implique que αz + βt ∈ f(H).

1.6.3 Application linéaire en dimension finie

Théorème 1.6.2 Si E et F sont des dimension finie. Alors L(E,F ) est de dimension finie

et dim(L(E,F )) = dim(E) dim(F ).

Corollaire 1.6.1 Si E de dimension finié, alors E∗ est de dimension finié et

dim(E∗) = dim(E).

Démonstration. on a dim(E) est finié et dim(K) = 1, alors

dim(E∗) = dim(L(E,K)) = dim(E) dim(K) = dim(E).
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1.6. Les applications linéaires

Théorème 1.6.3 (dimension) Soit f ∈ L(E,F ). Si E est de dimension finie alors f(E) =

Im(f) est de dimension finie et

dim(E) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)).

Démonstration. Posons dim(E) = n et dim(ker(f)) = r.Montrons alors que dim(Im(f)) =

n− r.

Soit {w1, ..., wr} une base de ker(f) et {v1, ..., vn−r} une famille de vecteurs de E telle

que {w1, ..., wr, v1, ..., vn−r} soit une base de E.

On pose B = {f(v1), ..., f(vn−r)}. Montrons que B est une base de Im(f).

• Montrons que B engendre Im(f).

Soit y = f(x) ∈ Im(f). x s’´ecrit (de manière unique) x = a1w1 + · · · + arwr + b1v1 +

· · ·+ bn−rvn−r. En utilisant la linéarité de f et le fait que les wi appartiennent à ker(f), on

obtient que y est combinaison linéaire des f(vi) donc B engendre Im(f).

• Montrons que B est une famille libre de F .

Soient λ1, ..., λn−r ∈ K tel que λ1f(v1) + · · · + λn−rf(vn−r) = 0. Par linéarité de f ,

on en déduit que λ1v1 + · · · + λn−rvn−r ∈ ker(f) donc il existe α1, ..., αr ∈ K tel que

λ1v1 + · · · + λn−rvn−r = α1w1, ..., αrwr. Comme la famille {w1, ..., wr, v1, ..., vn−r} est libre,

on en déduit que λ1 = · · · = λn−r = 0 et B est libre.

Corollaire 1.6.2 Si f ∈ L(E,F ) et dim(E) = dim(F ), alors les propriétés suivantes sont

équivalentes

i) f est injective

ii) f est surjective

iii) f est bijective.

Démonstration. Si f est bijective, alors elle est injective. On a alors ker(f) = {0}

et, d’aprés le théorème du dimension, dim(E) = dim(Im(f)). Comme Im(f) ⊂ F et que

dim(E) = dim(F ), on en déduit que Im(f) = F et f est surjective. De même, si f est
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1.6. Les applications linéaires

surjective, alors dim(E) = dim(Im(f)) donc dim(ker(f)) = 0 et ker(f) = {0}, ce qui veut

dire que f est injective. Comme on l’a supposé surjective, on a montré qu’elle est bijective.

Corollaire 1.6.3 Si f ∈ L(E). On les équivalences suivantes :

f est bijective⇔ ker(f) = {0} ⇔ Im(f) = E

Définition 1.6.5 (rang) i) Soit f ∈ L(E,F ).On définit le rang de f par

rg(f) = dim(Im(f)).

ii) Si A ∈Mn,p(K), alors le rang de A est le rang de l’application f associée à la matrice

A, noté par

rg(A) = rg(f).

Propriétés 1.6.2 (Propriétés de rang) Soit f ∈ L(E,F ) avec dim(E) = n et dim(F ) =

p, alors

1) rg(f) ≤ min(n, p).

2) (rg(f) = n) ⇐⇒ (f est injective) .

3) (rg(f) = p) ⇐⇒ (f est surjective) .

4) (rg(f) = n = p) ⇐⇒ (f est isomorphisme) .

Théorème 1.6.4 Soit A ∈ Mn(K) et f : Kn → Kn est une application linéaire associée à

la matrice A. Les propriétés suivants sont équivalentes.

1) f est bijective.

2) A est inversible.

3) rg(A) = n.

4) les vecteurs colonnes de A, considérés comme vecteurs de Kn, sont linéairement

indépendants.

Proposition 1.6.1 Si E de dimension finié, alors E∗∗ est isomorphe à E.

Ceci veut dire que l’on peut construire un isomorphisme de E sur E∗∗ sans faire appel à

des choix de bases
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1.6. Les applications linéaires

Démonstration. Soit l’application

ϕ : E → E∗∗

x 7→ ϕ(x) = ϕx

où

ϕ : E∗ → K

f 7→ ϕx(f) = f(x).

Montrons d’abord que l’on a bien ϕx ∈ E∗∗, c’est-à-dire que ϕx ∈ L(E∗,K).

On a, pour f1, f2 dans ∈ E∗ :

ϕx(f1 + f2) = (f1 + f2)(x) = f1(x) + f2(x) = ϕx(f1) + ϕx(f2)

et, si f ∈ E∗ et λ ∈ K

ϕx(λf) = (λf)(x) = λf(x) = λϕx(f).

Don ϕx ∈ E∗∗.

Montrons maintenant que ϕ est linéaire.

Soient x, y ∈ E et f ∈ E∗, on a

ϕx+y(f) = f(x+ y) = f(x) + f(y) = ϕx(f) + ϕy(f)

donc ϕx+y = ϕx + ϕy. De même, si λ ∈ K, on a pour f ∈ E∗

ϕλx(f) = f(λx) = λf(x) = λϕx(f)

c’est-à-dire que ϕλx = λϕx. L’application ϕ est donc linéaire.

Il reste à montrer que ϕ est bijective. Comme dim(E∗) = dim(E), il suffit de montrer qu’elle

est injective. Soit x ∈ E tel que ϕx = 0. Alors, pour f ∈ E∗, ϕx(f) = 0. Soit {e1, ..., en}

une base de E et {e∗1, ..., e∗n} la base duale. On a ϕx(e
∗
i ) = 0 c’est-à-dire e∗i (x) = 0. Or,

par définition d’une base duale, on a, pour tout i ∈ {1, ..., n}, e∗i (x) = xi où xi est la i-ème

composante de x dans la base {ei}. On en déduit que x = 0 et ϕ est injective.

Remarque 1.6.2 En dimension infinie, on peut montrer que ϕ est injectif, mais il n’est pas

nécessairement surjectif. Donc, si la dimension est infinie, E n’est en général pas isomorphe

à E∗∗, mais uniquement à son image par ϕ.
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1.6. Les applications linéaires

1.6.4 Orthogonalité

Définition 1.6.6 Des éléments x ∈ E et ϕ ∈ E∗ sont dit orthogonaux si ϕ(x) = 〈ϕ, x〉 = 0.

• Si F ⊂ E, on note F⊥ = {ϕ ∈ E∗ : ∀x ∈ F, ϕ(x) = 0} . L’ensemble F⊥ est un s.e.v

de E∗ appelé orthogonal de F .

• Si G ⊂ E, on note G◦ = {x ∈ E : ∀ϕ ∈ G, ϕ(x) = 0} . L’ensemble G◦ est un s.e.v de

E appelé orthogonal de G.

Proposition 1.6.2 (Exercice)

i) Si F1 ⊂ F2 ⊂ E, alors F⊥2 ⊂ F⊥1 .

ii) Si G1 ⊂ G2 ⊂ E∗, alors G◦2 ⊂ G◦1.

iii) Si F ⊂ E, alors F⊥ = (V ect(F ))⊥ .

iv) Si G ⊂ E∗, alors G◦ = (V ect(G))◦ .

Démonstration. (i) Supposons que F1 ⊂ F2. Soit g ∈ F⊥2 . Alors, pour tout x ∈ F2,

g(x) = 0. Or F1 ⊂ F2, donc pour tout x ∈ F1, g(x) = 0. On en déduit que g ∈ F⊥1 .

(ii) Supposons que G1 ⊂ G2. Soit x ∈ G◦2. Alors, pour tout g ∈ G2, g(x) = 0. Or

G1 ⊂ G2, donc pour tout g ∈ G1, g(x) = 0. On en déduit que x ∈ G◦1.

(iii) On a F ⊂ V ect(F ) alors (V ect(F ))⊥ ⊂ F⊥. Soit g ∈ F⊥, alors, pour tout x ∈ F ,

g(x) = 0. Soit y ∈ V ect(F ) alors y =
∑p

i=1 λixi tel que λi ∈ K, xi ∈ F , donc g(y) =

g(
∑p

i=1 λixi) =
∑p

i=1 λig(xi) = 0. On en déduit que g ∈ (V ect(F ))⊥ .

(iv) On a G ⊂ V ect(G) alors (V ect(G))◦ ⊂ G◦. Soit x ∈ G◦, alors, pour tout f ∈ G,

f(x) = 0. Soit g ∈ V ect(G) alors g =
∑p

i=1 λix
∗
i tel que λi ∈ K, x∗i ∈ G, donc g(x) =

(
∑p

i=1 λix
∗
i )(x) =

∑p
i=1 λix

∗
i (x) = 0. On en déduit que x ∈ (V ect(G))◦ .

Théorème 1.6.5 Soit E un K-e.v de dimension finie. Alors :

i) Si F est un s.e.v de E, dim(F ) + dim(F⊥) = dim(E) et
(
F⊥
)◦

= F.

ii) Si G est un s.e.v de E∗, dim(G) + dim(F ◦) = dim(E) et (G◦)⊥ = G.
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1.6. Les applications linéaires

Démonstration. (i) Soit r = dim(F ) et {e1, ..., er} une base de F , que nous complétons

en une base {e1, ...er, er+1, ..., en} de E. On a F = V ect(e1, ..., er) donc d’après la proposition

précédente, F⊥ = {e1, ..., er}⊥. Soit ϕ ∈ E∗, ϕ =
∑n

i=1 λie
∗
i . Alors(

ϕ ∈ {e1, ..., er}⊥
)
⇔ (∀i ∈ {1, ..., r} , 0 = ϕ(ei) = λi).

Ainsi, ϕ ∈ F⊥ si et seulement si ϕ ∈ V ect(e∗r+1, ..., e
∗
n) d’où la première égalité de (i).

Maintenant, toujours d’après la proposition précédente, on a
(
F⊥
)◦

=
{
e∗r+1, ..., e

∗
n

}◦
.

Donc (
x =

n∑
i=1

αiei ∈
(
F⊥
)◦)⇔ (∀i ∈ {r + 1, ..., n} , 0 = e∗i (x) = αi) ,

ce qui prouve
(
F⊥
)◦

= F.

(ii) Soit r = dim(G) et {w1, ..., wr} une base de G, complétée en une base {w1, ..., wn}

de E∗.

Soit {e1, ..., en} une base duale de cette dernière, de sorte que ∀i, w1 = e∗i . On a

G = V ect(e∗1, ..., e
∗
r) et en procédant comme plus haut, on trouve G◦ = V ect(er+1, ..., en) et

(G◦)⊥ = V ect(e∗1, ..., e
∗
r) = G.

Proposition 1.6.3 Soit E un K-e.v de dimension finie et F1, F2 deux s.e.v de E. Alors

i) (F1 + F2)
⊥ = F⊥1 ∩ F⊥2 .

ii) (F1 ∩ F2)
⊥ = F⊥1 + F⊥2 .

Soient G1, G2 deux s.e.v de E∗. Alors

iii) (G1 +G2)
◦ = G◦1 ∩G◦2.

iv) (G1 ∩G2)
◦ = G◦1 +G◦2.

Démonstration. La preuve est simple. Pour montrer chaque assertion, on montre une

inclusion triviale puis l’égalité des dimensions grâce au théorème 1.6.5.
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1.7. Transposée d’une application linéaire

1.7 Transposée d’une application linéaire

Théorème et définition 1.7.1 (application transposée) Soient E et F deux K espaces

vectoriels. Soit f ∈ L(E,F ). On définit:

f t : F ∗ −→ E∗

y∗ 7−→ f t(y∗) = y∗ ◦ f

f t est linéaire et est appelée application transposée de f.

Démonstration. Soit y∗ ∈ F ∗ = L(F,K). Comme f ∈ L(E,F ), y∗ ◦ f ∈ L(E,K),

c’est-à-dire f t(y∗) ∈ E∗.

Soient y∗1, y
∗
2 ∈ F ∗, λ1, λ2 ∈ K.

f t(λ1y
∗
1 + λ2y

∗
2) = (λ1y

∗
1 + λ2y

∗
2) ◦ f

= (λ1y
∗
1) ◦ f + (λ2y

∗
2) ◦ f

= λ1(y
∗
1 ◦ f) + λ2(y

∗
2 ◦ f)

= λ1f
t(y∗1) + λ2f

t(y∗2).

Donc f t ∈ L(F ∗, E∗).

Théorème et définition 1.7.2 (transposition ) L’application f 7→ f t est une applica-

tion linéaire de L(E,F ) dans L(F ∗, E∗). On l’appelle transposition.

Démonstration. Soient f, g ∈ L(E,F ). Soient y∗ ∈ F ∗, λ ∈ K.

(λf + g)t(y∗) = y∗ ◦ (λf + g)

= y∗ ◦ (λf) + y∗ ◦ g

= λ(y∗ ◦ f) + y∗ ◦ g

= λf t(y∗) + gt(y∗)

= (λf t + gt)(y∗).

Proposition 1.7.1 Soient E et F deux K-e.v. Si E et F sont de dimension finie, on a
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1.7. Transposée d’une application linéaire

i) rg(f) = rg(f t)

ii) im(f t) = (ker(f))⊥,

et en dimension quelconque

iii) ker(f t) = (Im(f))⊥.

Démonstration. (i) Voir le theoréme suivant.

(ii) Soit h ∈ Im(f t). Il existe y∗ ∈ F ∗ tel que h = y∗ ◦ f, donc pour tout x ∈ ker(f),

h(x) = 0, et donc h ∈ (ker(f))⊥. On vient donc de montrer que Im(f t) ⊂ (ker(f))⊥. Or

dim(Im(f t)) = rg(f t) = rg(f) = dim(E)− dim(ker(f)) = dim((ker(f))⊥), d’où (ii).

iii) Il suffit de remarquer que

(
g ∈ ker(f t)

)
⇔ (g ◦ f = 0)⇔ (Im(f) ⊂ ker(g))⇔

(
g ∈ (Im(f))⊥

)
.

Théorème 1.7.1 Si B est une base de E, B′ une base de F , et B∗, B∗′ les bases duales,

alors

MB′
B (f) =

(
MB∗′
B∗ (f t)

)t
.

En d’autres termes, la matrice dans les bases duales de B et B′ de lu est la transposée de la

matrice de f dans les bases B et B′.

Notamment si f est un endomorphisme, MB
B (f) =

(
MB∗
B∗ (f t)

)t
. Ainsi, si P est la matrice

de passage de B à C, celle de B∗ à C∗ est (P t)
−1

. Donc MC∗
C∗ (f) =

(
P tMB

B (f)P
)t

.

Ce théorème permet de calculer facilement la base duale d’une base de E.

Exercice 1.7.1 Soit E un R-e.v de dimension 3, {e1, e2, e3} une base de E. Soit w∗1, w
∗
2, w

∗
3 ∈

E∗ définis par

w∗1 = 2e∗1 + e∗2 + e∗3, w∗2 = −e∗1 + 2e∗3, w∗3 = e∗1 + 3e∗2.

Montrer que {w∗1, w∗2, w∗3} est une base de E∗ et calculer la base {w1, w2, w3} (en l’exprimant

dans la base {e1, e2, e3}) de E dont elle est la duale.
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1.7. Transposée d’une application linéaire

Solution 1.7.1 Les colonnes de la matrice

M =


2 −1 1

1 0 3

1 2 0


sont les coordonnées des w∗i dans la base {e∗1, e∗2, e∗3}. Pour montrer que {w∗1, w∗2, w∗3} est une

base de E∗, il faut montrer que det(M) 6= 0, comme det(M) = −13 6= 0, alors {w∗1, w∗2, w∗3}

est donc bien une base de E∗.

On a vu (voir le théoreme 1.7.1) que la matrice M de passage de {e∗1, e∗2, e∗3} à {w∗1, w∗2, w∗3}

est (P t)
−1
, P étant la matrice de passage de {e1, e2, e3} à {w1, w2, w3} . Donc M = (P t)

−1
,

ce qui entrâıne P = (M−1)
t
. On calcule facilement (M−1)

t
on trouve

P =
(
M−1)t =

1

13


6 −3 −2

−2 1 5

3 5 −1

 .

Les coordonnées de {w1, w2, w3} dans la base {e1, e2, e3} sont les vecteurs colonnes de P =

(M−1)
t
.

Propriétés 1.7.1 Soient E,F et G des K espaces vectoriels.

i) Pour tous f ∈ L(E,F ), g ∈ L(F,G), on a (g ◦ f)t = f t ◦ gt.

ii) (IdE)t = IdE∗ (dans le cas E = F ).

iii) Si f ∈ L(E,F ) est bijective, alors f t est bijective et (f−1)t = (f t)−1.

Démonstration. i) Soit z∗ ∈ G∗.

(g ◦ f)t(z∗) = z∗ ◦ (g ◦ f)

= (z∗ ◦ g) ◦ f

= gt(z∗) ◦ f

= f t(gt(z∗))

= (f t ◦ gt)(z∗).
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1.8. Série d’exercices avec solution

ii) Soit x∗ ∈ E∗.

(IdE)t(x∗) = x∗ ◦ IdE

= x∗

= IdE∗(x
∗)

iii) On suppose f est bijective.

f ◦ f−1 = IdE donc (f ◦ f−1)t = (IdE)t. Or (f ◦ f−1)t = (f−1)t ◦ f t et (IdE)t = IdE∗

donc (f−1)t ◦ f t = IdE∗ .

On montre de même que f t ◦ (f−1)t = IdE∗ . Par conséquent, f t est bijective et (f−1)t =

(f t)−1.

1.8 Série d’exercices avec solution

Exercice 01. Soient E un K-e.v. Si B = {v1, v2, ..., vn} est une base de E, alors pour tous

scalaires λi 6= 0, ∀i = 1, .., n, la partie B′ = {λ1v1, λ2v2, .., λnvn} est aussi une base de E.

Exercice 02.1) Soit V =


 a b

−b a

 : a, b ∈ R

 un sous ensemble de M2(R).

a) Montrer que V est un sous espace vectoriel de M2(R) et trouver sa dimension.

b) Trouver le sous espace vectoriel U tel que M2(R) = U ⊕ V .

2) Soit ϕ l’application de M2(R) dans M2(R) définie par

ϕ(M) = AM −MA, A =

 1 −1

2 1

 .

a) Vérifier que ϕ est un endomorphisme deM2(R) (application linéaire deM2(R) dans

M2(R)).

b) Déterminer une base de son noyau ker(ϕ).

c) Déterminer la matrice A associée a ϕ dans la base canonique de M2(R).

Exercice 03. Soient E un K-e.v. de dimension n et f une application linéaire de E dans

E. Montrer que

(rg(f) = n) ⇐⇒ (f est bijective)
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1.8. Série d’exercices avec solution

Solution: On à dim(E) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)) et rg(f) = dim(Im(f)).

(⇒) 1) Supposons que rg(f) = n, alors dim(ker(f)) = dim(E)− dim(Im(f)) = n− n = 0,

donc ker(f) = {0E}, alors f est injective.

2) Pour démontrée que f est surjective, on a rg(f) = dim(Im(f)) = n et comme Im(f) est

un s.e.v de E, alors Im(f) = E. Donc f est surjective. de (1) et (2) on a f est bijective.

(⇐) Supposons que f est bijective, alors Im(f) = E, donc dim(Im(f)) = dim(E) = n =

rg(f).

Exercice 04. Soient f et g deux applications linéaires d’un espace vectoriel E dans E de

dimension finie n tels que f ◦ g = 0.

1◦) Montrer que Im ⊂ ker(f).

2◦) En déduire que rg(g) + rg(f) 6 n.

Solution: 1) Im(g) ⊂ ker(f)? Soit y ∈ Im(g) ⇒ ∃x ∈ E, g(x) = y, alor f(g(x)) =

(f ◦ g)(x) = 0 = f(y), donc y ∈ ker(f).

2) On a rg(g) = dim(Im(g)) ≤ dim(ker(f)) = dim(E)− rg(f)⇒ rg(g) + rg(f) ≤ n.

Exercice 05. Montrer qu’une forme linéaire ϕ sur E non identiquement nulle est surjective.

Solution: Soit x0 ∈ E, ϕ(x0) = λ 6= 0. Soit y ∈ K on pose x =
y

λ
x0, alors

ϕ(x) = ϕ(
y

λ
x0) =

y

λ
ϕ(x0) = y.

Exercice 06. 1) Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie et muni d’une base

B = {v1, v2, .., vn}. Montrer que B∗ = {v∗1, v∗2, .., v∗n} d’élément de E∗ définie par

v∗j (vi) =

 1 si i = j

0 si i 6= j

est une base de E∗.

2) Soit E = R2 un R.e.v et B = {v1 = (2, 1), v2 = (3, 1)} une base de E. Déterminer la base

B∗ de E∗

Exercice 07. Soient E et F deux espaces vectoriels. Soit f : E → F une application linéaire

et B = {v1, v2, ..., vn} est une base de E. Montrer que:

1) (f est surjective ) ⇔ ({f(v1), f(v2), .., f(vn)} est une génératrice de F )

2) (f est injective ) ⇔ ({f(v1), f(v2), .., f(vn)} est libre)

3) (f est bijective ) ⇔ (B′ = {f(v1), f(v2), .., f(vn)} est une base de F )
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1.8. Série d’exercices avec solution

Solution: ⇒)Supposons que f est surjective, pour tout w ∈ F, ∃v ∈ E, tel que f(v) = w.

Comme B est une base de E, alors ∃λ1, ..., λn ∈ K, tel que v =
∑n

i=1 λivi, donc f(v) =

f(
∑n

i=1 λivi) =
∑n

i=1 λif(vi) = w. Alors {f(v1), f(v2), .., f(vn)} est une génératrice de F

(⇐)Supposons que {f(v1), f(v2), .., f(vn)} est une génératrice de F, alors pour tout w ∈ F

il éxiste λ1, ..., λn ∈ K, tel que w =
∑n

i=1 λif(vi) = f(
∑n

i=1 λivi), on pose v =
∑n

i=1 λivi.

Donc f est surjective.

2)(⇒) Supposons que f est injective (∀v, v′ ∈ E, sif(v) = f(v′) alors v = v′).

{f(v1), f(v2), .., f(vn)} est libre si et seulement si

∀λ1, λ2, .., λn ∈ K, λ1f(x1) + λ2f(x2) + ..+ λnf(xn) = 0F
?⇒ λ1 = λ2 = .. = λn = 0K.

Comme f est linéaire on a λ1f(x1) + λ2f(x2) + ..+ λnf(xn) = f(λ1x1 + λ2x2 + ..+ λnxn) =

0F = f(0E). Or f est injective, alors λ1x1+λ2x2+ ..+λnxn = 0E ⇒ λ1 = λ2 = ... = λn = 0K

car B = {v1, v2, .., vn} est libre. On obtient {f(v1), f(v2), .., f(vn)} est libre.

(⇐) Supposons que {f(v1), f(v2), .., f(vn)} est libre. Soit v ∈ ker(f) = {v ∈ E : f(v) = 0F} ,

comme B est une base de E, alors ∃λ1, ..., λn ∈ K, tel que v =
∑n

i=1 λivi, alor f(v) =

f(
∑n

i=1 λivi) =
∑n

i=1 λif(vi) = 0, mais {f(v1), f(v2), .., f(vn)} est libre, donc λ1 = ... =

λn = 0, alors ker(f) = {0E} . Donc f est injective.
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Chapitre 2

Les applications Multilinéaires

2.1 Définitions

Définition 2.1.1 Soit p ∈ N ≥ 2. Soient E1, E2, .., Ep et F des K-espaces vectoriels; une

application

f : E1 × E2 × ..× Ep → F

est dite p-linéaire ou multilinéaire (si p = 2, on dit bilinéaire) si elle est linéaire par rapport

à chacune des variables (les autres variables étant fixées), c.-à-d., si pour tout i = 1, ..., p,

on a :

f(X1, X2, .., ti ·Xi +X
′

i , .., Xp) = ti · f(X1, X2, .., Xi, .., Xp) + f(X1, X2, .., X
′

i , .., Xp)

où chaque Xi est dans Ei (et X
′
i ∈ Ei), et ti ∈ K.

Exemple 2.1.1 1) L’application f : R3×R3×R2→ R2 définie par

f(X, Y, Z) = (x1y2z2, x2y1z1) ,

est une application 3 linéaire.

2) Soient Ei = K, pour ∀i = 1, .., p , F = K et p ∈ N.

L’application ϕ : K×K×..×K→ K définie par

f(x1, x2, .., xp) =

p∏
i=1

xi
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2.1. Définitions

est une forme p linéaire.

En effet, pour chaque i ∈ {1, . . . , p}, l’application partielle

xi 7−→ f(x1, .., xi, .., xp)

est linéaire car de la forme xi 7−→ axi.

Notation 2.1.1 1) On notera L(E1, E2, .., Ep;F ) l’ensemble des applications p linéaire, et

si tous les Ei sont égaux à un même espace E, on le notera simplement Lp(E;F ).

2) Lorsque l’espace d’arrivée F est le corps K, l’ensemble L(E1, E2, .., Ep;K) s’appelle

l’ensemble des forme p-linéaire sur E1 × E2 × ..× Ep.

Proposition 2.1.1 1) L’ensemble (L(E1, E2, .., Ep;F ),+, ·) muni des lois induites

∀Xi ∈ Ei, (f + g)(X1, X2, .., Xp) = f(X1, X2, .., Xp) + g(X1, X2, .., Xp),

∀λ ∈ K, ∀Xi ∈ Ei, (λ · f)(X1, X2, .., Xp) = λ · f(X1, X2, .., Xp),

est un espace vectoriel sur K.

2) Si chacun des Ei est de dimension finie ni et si F est de dimension k, alors L(E1, E2, .., Ep;F )

est de dimension finie et on a

dim(L(E1, E2, .., Ep;F )) = k × n1 × n2 × ..× np

Remarque 2.1.1 Si f ∈ L(E1, E2, .., Ep;F ) et on a Xi = 0, alors f(X1, X2, , .., Xp) = 0.

2.1.1 Groupes symétriques: quelques propriétés

On note S(E) (ou parfois G(E)) l’ensemble des bijections de E sur lui même.

Théorème 2.1.1 (Devoir maison) S(E) est un groupe pour la composition des applica-

tions.

Définition 2.1.2 Le groupe S(E) est appelé groupe des permutations de E.

Remarque 2.1.2 Dans le cas où E est réduit à un élément, on peut quand même définir

S(E) et il est réduit à {IdE} .
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2.1. Définitions

Définition 2.1.3 (Groupe symétrique Sn) Pour E = {1, ..., n} ⊂ N, on note Sn le

groupe S(E) et on l’appelle groupe symétrique à n éléments, et il est de cardinal n!, car

une permutation σ est déterminée par la donnée de σ(1), pour lequel il y a n choix, puis de

σ(2), pour lequel il reste n− 1 choix, etc.

Notation 2.1.2 On représente en général un élément σ de Sn par son écriture �à deux

lignes � sur la première ligne, on écrit 1, 2, 3, ..., n, dans cet ordre, et sur la seconde on

écrit les nombres σ(1), σ(2), σ(3), ..., σ(n). Ainsi, par exemple,

σ =

 1 2 3 4 5

σ(1) σ(2) σ(3) σ(4) σ(5)


Exemple 2.1.2 1) désignent les éléments de S4 tels que σ(1) = 4, σ(2) = 3, σ(3) =

2, σ(4) = 1 et, respectivement, τ(1) = 3, τ(2) = 2, τ(3) = 1, τ(4) = 4.

2) désignent les éléments de σ ◦ τ et τ ◦ σ.

3) désignent les éléments de σ−1

Solution 2.1.1 1)

σ =

 1 2 3 4

4 3 2 1

 et τ =

 1 2 3 4

3 2 1 4


2)

σ ◦ τ = στ =

 1 2 3 4

σ(τ(1)) σ(τ(2)) σ(τ(3)) σ(τ(4))

 =

 1 2 3 4

σ(3) σ(2) σ(1) σ(4)


=

 1 2 3 4

2 3 4 1



τ ◦ σ = τσ =

 1 2 3 4

τ(σ(1)) τ(σ(2)) τ(σ(3)) τ(σ(4))

 =

 1 2 3 4

τ(4) τ(3) τ(2) τ(1)


=

 1 2 3 4

4 1 2 3


3)

σ−1 =

 1 2 3 4

4 3 2 1

−1 =

 1 2 3 4

4 3 2 1

 = σ
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2.1. Définitions

Support et orbites d’une permutation

Définition 2.1.4 Le support d’une permutation σ ∈ S(E) est le complémentaire dans E

de l’ensemble de ses points fixes, soit l’ensemble :

Supp(σ) = {x ∈ E : σ(x) 6= x}

Remarque 2.1.3 IdE est l’unique permutation de support vide.

Théorème 2.1.2 Soient σ, τ dans S(E).

1 σ(Supp(σ)) = Supp(σ)

2 Supp(σ) = Supp(σ−1)

3 Pour tout r ∈ Z, on a Supp(σr) ⊂ Supp(σ)

4 Si Supp(σ) ∩ Supp(τ) = Φ alors σ ◦ τ = τ ◦ σ

Démonstration. 1) Soit x ∈ Supp(σ), alors σ(x) 6= x. Comme σ est injective, on

déduit que σ(σ(x)) 6= σ(x) et σ(x) ∈ Supp(σ). On a donc σ(Supp(σ)) ⊂ Supp(σ) (dans

le cas où E est fini, on a l’égalité puisque ces ensembles ont le même nombre d’éléments).

Comme σ est surjective, tout x ∈ Supp(σ) s’écrit x = σ(x′) et σ(x) = σ(σ(x′)) 6= x = σ(x′)

impose σ(x′) 6= x′ , donc x′ ∈ Supp(σ) et x = σ(x′) ∈ σ(Supp(σ)). On a donc Supp(σ) ⊂

σ(Supp(σ)) et σ(Supp(σ)) = Supp(σ).

2) De σ(x) = x équivalent à x = σ−1(x), on déduit que x ∈ Supp(σ) si, et seulement si,

x ∈ Supp(σ−1) et donc Supp(σ) = Supp(σ−1).

3) Soit x /∈ Supp(σ) ⇒ σ(x) = x ⇒ σr(x) = x donc x /∈ Supp(σr), alors Supp(σr) ⊂

Supp(σ).

4) Soient σ, τ telles que Supp(σ) ∩ Supp(τ) = Φ et x ∈ E.

Si σ(x) = x = τ(x), on a alors τ ◦ σ(x) = τ(x) = x = σ(x) = σ ◦ τ(x).

Si x ∈ Supp(σ), alors x /∈ Supp(τ) et τ(x) = x, donc σ ◦ τ(x) = σ(x). Mais on a aussi

σ(x) ∈ Supp(σ), donc σ(x) /∈ Supp(τ) et τ ◦ σ(x) = σ(x) = σ ◦ τ(x).

De manière analogue, on vérifie que τ ◦ σ(x) = τ(x) = σ ◦ τ(x) pour tout x ∈ Supp(τ)

(on permute les rôles de σ et τ). On a donc σ ◦ τ = τ ◦ σ.
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Définition 2.1.5 Le fixe d’une permutation σ ∈ S(E) est l’ensemble :

Fix(σ) = {x ∈ E : σ(x) = x}

Exemple 2.1.3 Soit σ =

 1 2 3 4 5

5 2 4 1 3

 alors Supp(σ) = {1, 3, 4, 5} et Fix(σ) = {2} .

Définition 2.1.6 Soit σ ∈ Sn. On dit que σ est une cycle d’ordre r si Supp(σ) = {x1, x2, .., xr}

et 2 ≤ r ≤ n telle que :
∀k ∈ {1, 2, .., r − 1} , σ(xk) = xk+1

σ(xr) = x1

∀x ∈ E\ {x1, x2, .., xr} , σ(x) = x

On notera :

σ = (x1, x2, .., xr).

Remarque 2.1.4 Si σ = (x1, x2, .., xr) est un r-cycle, on a alors pour tout entier k compris

entre 1 et r :

xk = σk−1(x1).

En effet, c’est vrai pour k = 1 et supposant le résultat acquis pour 1 ≤ k− 1 ≤ r− 1, on a :

xk = σ(xk−1) = σ(σk−2(x1)) = σk−1(x1).

Exemple 2.1.4 1) Soit σ =

 1 2 3 4 5 6 7

7 4 2 1 5 6 3

 = (17324) et Supp(σ) = {1, 2, 3, 4, 7} ,

alors σ est une 5-cycle;

2) Soit τ =

 1 2 3 4 5 6 7

5 1 4 6 2 3 7

 = (152)(346) et Supp(τ) = {1, 2, 3, 4, 5, 6} , alors

τ n’est pas une cycle.

Remarque 2.1.5 1) Les r permutations circulaires :

σ = (x1, x2, .., xr), σ = (x2, x3, .., xr, x1), σ = (xr, x1, .., xr−1)

défnissent le même r-cycle.

2) L’inverse d’un r-cycle est un r-cycle de même support. Précisément, on a :

(x1, x2, .., xr)
−1 = (x1, xr, xr−1, .., x2)
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Définition 2.1.7 On appelle transposition, une cycle d’ordre 2.

Théorème 2.1.3 (Décomposition en produit de cycles de supports disjoints) Soit

σ ∈ Sn. Alors il existe des cycles σ1, σ2, .., σd de supports disjoints, tels que σ = σ1 ·σ2 · .. ·σd.

Cette décomposition est unique.

Exemple 2.1.5 Soit τ =

 1 2 3 4 5 6 7

5 1 4 6 2 3 7

 = (152)(346) = σ1 · σ2.

Remarque 2.1.6 Si σ = (i1i2...ir) une r-cycle. Alors σ est une produit de r − 1 transpo-

sitions tels que

σ = (i1i2)(i2i3) · ..(ir−1ir).

Exemple 2.1.6 Soit τ =

 1 2 3 4 5 6 7

5 1 4 6 2 3 7

 = (152)(346) = (15)(52)(34)(46).

Définition 2.1.8 (Inversion et signature d’une permutation) Soit σ ∈ Sn.

1. On dit qu’un couple (i, j) avec i < j est une inversion de σsi σ(i) > σ(j); on introduit

le nombre d’inversions de σ:

`(σ) = |{(i, j) : i < j et σ(i) > σ(j)}| .

2. On définit la signature de σ par :

ε(σ) = (−1)`(σ).

Exemple 2.1.7 Soit

τ =

 1 2 3 4 5 6 7

5 1 4 6 2 3 7


alors

`(τ) = |{(1, 2), (1, 3), (1, 5), (1, 6), (3, 5), (3, 6), (4, 5), (4, 6)}| = 8

et

ε(τ) = (−1)`(τ) = 1.
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Définition 2.1.9 On dit qu’une permutation σ ∈ Sn est paire, resp. impaire, si ε(σ) = 1,

resp. ε(σ) = −1.

Proposition 2.1.2 (Signature d’un cycle) Tout r-cycle est de signature (−1)r−1.

Lemme 2.1.1 Pour toute permutation σ ∈ Sn et toute transposition τ ∈ Sn, on a :

ε(τσ) = −1ε(σ).

Théorème 2.1.4 Si σ ∈ Sn est produit de p transpositions, on a alors ε(σ) = (−1)p

Exercice 2.1.1 Déterminer la signature de :

σ =

 1 2 3 4 5 6 7 8

5 1 2 3 4 7 6 8


Solution: On a : σ = (15432) (67) et ε(σ) = (−1)5−1 (−1) = −1.

On peut aussi écrire σ comme produit de transpositions :σ = (15) (54) (43) (32) (67) et ε(σ) =

(−1)5 = −1.

2.1.2 Applications multilinéaires alternées et antisymé triques

Définition 2.1.10 (et proposition) Soient E, F deux K-espaces vectoriels et f ∈ Lp(E,F ).

1) On dit que f est alternée si elle vérifie :

f(x1, x2, .., xp) = 0 si x1, x2, .., xp ne sont pas tous distincts.

2) On dit que f est antisymétrique si elle vérifie les conditions équivalentes suivantes :

2.1)

∀i 6= j, f(x1, .., xi, .., xj, .., xp) = −f(x1, .., xj, .., xi, .., xp)

2.2)

∀σ ∈ Sp, f(xσ(1), .., xσ(p)) = ε(σ)f(x1, .., xp)

3) Si f est alternée, elle est antisymétrique.

4) L’ensemble des applications p-linéaires alternées f : Ep → F est un sous-espace

vectoriel de Lp(E,F ), on le notera Ap(E,F ).
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2.2. Les formes bilinéaires et quadratiques

2.2 Les formes bilinéaires et quadratiques

2.2.1 Les formes bilinéaires

Définition 2.2.1 Soient E et F deux espaces vectoriels sur K. f est une forme bilinéaire

sur E × F si f est une application de E × F dans K est linéaire ” par rapport à chacune

des variables”, ce qui signifie:

Pour tous u, u′ de E et v, v′de F et tout λ de K on a:

1)∀u, u′ ∈ E,∀v ∈ F, ∀λ ∈ K, f(u+ λu′, v) = f(u, v) + λf(u′, v),

2)∀u ∈ E,∀v, v′ ∈ F, ∀λ ∈ K, f(u, v + λv′) = f(u, v) + λf(u, v′).

Exemple 2.2.1 1) Si E = F = R. La multiplication (x, y) → xy est une forme bilinéaire

symétrique sur R× R.

2) Si E = F = Rn. L’application

f : E × E → R

(X, Y ) 7−→ f(X, Y ) =
∑n

i=1 xiyi

est une forme bilinéaire.

3) E = F = C([−1, 1] ,R). L’application

E × E → R

(f, g) 7−→
∫ 1

−1 f(x)g(x)dx

est une forme bilinéaire sur E × E.

4) Soit A une matrice n × n sur K . L’application f(X, Y ) = X tAY est une forme

bilinéaire sur Kn ×Kn.

5) L’application f défini sur Mn(R)×Mn(R) dans R par

f(A,A′) = tr(A · A′)

est une forme bilinéaire sur Mn(R)×Mn(R).

Remarque 2.2.1 Si f est une forme bilinéaire sur E×E, alors ∀u ∈ E, f(u, 0) = f(0, u) =

0.
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2.2. Les formes bilinéaires et quadratiques

Notation 2.2.1 • L’ensemble L(E,F ;K) muni des lois induites (L(E,F ;K),+, ·) est un

espace vectoriel sur K.

• On note par Bil(E) = L2(E,K) l’ensemble des formes bilinéaires sur E × E.

Définition 2.2.2 (Formes bilinéaires symétrique) Une forme bilinéaire f sur un es-

pace vectoriel E × E est dite symétrique si, pour tous u et v de E, on a

f(u, v) = f(v, u).

Exemple 2.2.2 1) Soient E = Rn et B = {e1, e2, ..., en} une base de E. Pour tous X et Y

de E, il existe (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn et (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn tels que:

X =
n∑
i=1

xiei et Y =
n∑
i=1

yiei.

Donnons-nous n nombres réels fixes a1, a2, ..., an. Lapplication f de E2 dans R définie par:

f(x, y) =
n∑
i=1

aixiyi

est bilinéaire symétrique.

2) Si `1, `2 ∈ E∗, alors l’application

f(u, v) =
1

2
(`1(u)`2(v) + `2(u)`1(v))

est une forme bilinéaire symétrique sur E × E.

Définition 2.2.3 (Formes bilinéaires symétrique positives) Une forme bilinéaire symétrique f

sur un espace vectoriel E × E est dite positive si, pour tout u de E on a:

f(u, u) ≥ 0.

Définition 2.2.4 (Formes bilinéaires symétrique définie positives) Une forme bilinéaire

symétrique f sur un espace vectoriel E × E est dite définie positive si, pour tout u de

E − {0} on a:

f(u, u) > 0.

Remarque 2.2.2 f est définie positive si, et seulement si, elle est positive et si ∀u ∈ E,

f(u, u) = 0⇒ u = 0.
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2.2. Les formes bilinéaires et quadratiques

Définition 2.2.5 (Formes bilinéaires antisymétrique) Une forme bilinéaire f sur un

espace vectoriel E × E est dite antisymétrique si, pour tous u et v de E, on a

∀(u, v) ∈ E2 f(u, v) = −f(v, u).

Définition 2.2.6 (Formes bilinéaire alterne) Une forme bilinéaire f sur E ×E est dit

alterne si

∀u ∈ E f(u, u) = 0.

Théorème 2.2.1 Soit f une forme bilinéaire sur E × E. Alors on a:

1) ( f est alterne )⇐⇒ ( f est antisymétrique )

2) Si f est alterne, alors

i) ∀(u, v) ∈ E2 f(u+ v, v) = f(u, v).

ii) Si u, v sont linéairement dépendante alors

f(u, v) = 0.

Démonstration. 1) =⇒) Supposons que f est alterne, alors

f(u+ v, u+ v) = f(u, u+ v) + f(v, u+ v)

= f(u, u) + f(u, v) + f(v, u) + f(v, v)

= f(u, v) + f(v, u)

= 0

donc f(u, v) = −f(v, u), alors f est antisymétrique.

⇐=) (exercice) Soit u un élément quelconque de E. En appliquant f est antisymétrique au

couple (u, u) on obtient f(u, u) = −f(u, u).

Comme le corps de base est R ou C, cela entrâıne f(u, u) = 0.

2) i)

f(u+ v, v) = f(u, v) + f(v, v) = f(u, v)

ii) f(u, v) = f(λv, v) = λf(v, v) = 0.

Proposition 2.2.1 Soit f : E × E → K une forme bilinéaire telle que pour tous u, v ∈

E, f(u, v) = 0⇔ f(v, u) = 0. Alors f est symétrique ou alternée.
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2.2. Les formes bilinéaires et quadratiques

Démonstration. Soit u, v ∈ E, alors

f(u, u)f(u, v) = f(u, f(u, v)u) = f(u, f(u, u)v)

⇔ f(u, f(u, v)u− f(u, u)v) = 0

⇔ f(f(u, v)u− f(u, u)v, u) = 0

⇔ f(u, v)f(u, u)− f(u, u)f(v, u) = 0

⇔ f(u, u) [f(u, v)− f(v, u)] = 0. (2.2.1)

Supposons que f n’est pas alternée. Soit u0 ∈ E tel que f(u0, u0) 6= 0. Alors d’après 2.2.1,

on a :

f(u0, v) = f(v, u0)

pour tout v ∈ E.

Soit u, v ∈ E. Si f(u, u) 6= 0, alors f(u, v) = f(v, u). Si f(u, u) = 0, soit f(u, u0) = 0 et

alors f(u + u0, u + u0) = f(u0, u0) 6= 0 ⇒ f(u + u0, v) = f(v, u + u0) ⇒ f(u, v) = f(v, u);

soit f(u, u0) 6= 0 et alors si t = − f(u,u0)
f(u0,u0)

, on a

f(u+ tu0, u+ tu0) = −t2f(u0, u0) 6= 0

donc

f(u+ tu0, v) = f(v, u+ tu0)⇒ f(u, v) = f(v, u)

et dans tous les cas f(u, v) = f(v, u) i.e. f est symétrique.

2.2.2 Représentation martricielle d‘une forme bilineaire

Soit E un espace vectoriel de dimension fini n et B = {v1, v2, ..., vn} une base de E. Soit

F un espace vectoriel de dimension fini m et B′ = {w1, w2, ..., wm} une base de F et f une

forme bilinéaire sur E × F.

Soient X ∈ E,∃xi ∈ K,tel que X =
∑n

i=1 xivi et Y ∈ E,∃yi ∈ K,tel que Y =
∑m

j=1 yjwj.
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2.2. Les formes bilinéaires et quadratiques

alors

f(X, Y ) = f(
n∑
i=1

xivi, Y )

=
n∑
i=1

xif(vi, Y )

=
n∑
i=1

xi

( m∑
j=1

yjf(vi, wj)︸ ︷︷ ︸
aij

)
.

En introduisant la matrice

A = (aij)1≤i≤n1≤j≤m =


f(v1, w1) · · · f(v1, wm)

...
. . .

...

f(vn, w1) · · · f(vn, wm)

 .

Alors A la matrice representative a la forme bilineaire f dans les bases B et B′.

• Inversement si A ∈Mn,m(K) alors, la forme bilineaire associee a la matrice A dans les

bases canoniques de Kn et Km est

f : Kn ×Km → K

(X, Y ) 7−→ f(X, Y ) = X tAY

Exemple 2.2.3 Soit la forme bilineaire

f : R3 × R2 → R

(X, Y ) 7−→ f(X, Y )

tel que

f(X, Y ) = x1y1 + 2x1y2 + x2y1 + 3x3y1 − x3y2.

Déterminer la matrice associée à f dans B = {v1 = (1, 0, 0), v2 = (1, 0, 1), ..., v3 = (2, 1, 0)}

la base de R3 et B′ = {w1 = (1, 0), w2 = (2,−1)} la base de R2.

Solution 2.2.1 La matrice associée à f dans B et B′ est

A = (aij)1≤i≤31≤j≤2 =


f(v1, w1) f(v1, w2)

f(v2, w1) f(v2, w2)

f(v3, w1) f(v3, w2)


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2.2. Les formes bilinéaires et quadratiques

alors

f(v1, w1) = f




1

0

0

 ,

 1

0


 = 1,

f(v2, w1) = f




1

0

1

 ,

 1

0


 = 4,

f(v3, w1) = f




2

1

0

 ,

 1

0


 = 3,

f(v1, w2) = f




1

0

0

 ,

 2

−1


 = 0

f(v2, w2) = f




1

0

1

 ,

 2

−1


 = 7

f(v3, w2) = f




2

1

0

 ,

 2

−1


 = 4.

Donc

A =


1 0

4 7

3 4

 .

Proposition 2.2.2 Soit B = {v1, v2, ..., vn} une base de E et f une forme bilinéaire sur

E × E. Si f est symétrique, alors la matrice A associée a f dans la base B est symétrique

Démonstration. On a A = (aij)1≤i,j≤n tel que aij = f(vi, vj), donc A est symétrique

si f est symétrique.

Théorème 2.2.2 Une application f : E × E → K est une forme bilinéaire (respective-

ment symétrique) sur E × E si, et seulement si, il existe une matrice A = (aij)1≤i,j≤n ∈

Mn(K) (respectivement symétrique) et des formes linéaires v∗1, v
∗
2, ..., v

∗
n ∈ E∗ linéairement

indépendantes telles que

f(x, y) =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijv
∗
i (x)v∗j (y).

Démonstration. Si f est bilinéaire, on a dans une base B = {v1, v2, ..., vn}, pour tout

(x, y)2 ∈ E

f(x, y) =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijxiyj =
n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjv
∗
i (x)v∗j (y).
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2.2. Les formes bilinéaires et quadratiques

où {v∗1, ..., v∗n} est la base duale de B∗ : v∗i (x) = xi, ∀i ∈ {1, ..., n}. De plus la matrice

A = (aij)1≤i,j≤n est symétrique si, et seulement si, f est symétrique. La réciproque est

immédiate.

Définition 2.2.7 (Matrice de passage) Soit E un K-espace vectoriel de dimension n,et

soient B = {v1, v2, . . . , vn} et B′ = {w1, w2, . . . , wn} deux bases de E.

• La matrice de passage de B à B′ noté : P est la matrice définit par

P =

v1

v2
...

vn

w1 w2 · · · wn
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a1n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann


• Soit x ∈ E, ayant pour coordonnés les matrices colonne X,X ′ respectivement dans

B,B′. Alors

X = PX ′

Théorème 2.2.3 (Changement de bases) Soit f une forme bilinéaire sur E ×F, B est

une bese de E et B1 est une bese de F . Soient B′ une nouvelle base de E, B′1 une nouvelle

base de F . On note P la matrice de passage de B à B′ et Q la matrice de passage de B1 à

B′1. Alors

M
B′1
B′ (f) = P t ·MB1

B (f) ·Q.

En particulier, le rang r de la matrice associée ne change pas car P et Q sont inversibles.

On dit que r est le rang de la forme bilinéaire f .

Remarque 2.2.3 La matrice de changement de base de B à B1 = {w1, w2, ..., wm} est la

matrice inversible P dont la j− ème colonne est formée des coordonnées de wj dans la base

B.
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2.2.3 Formes bilinéaires non dégénérées

Définition 2.2.8 On dit qu’une forme bilinéaire f : E × F → K est régulière ou non

dégénérée si les deux conditions suivantes sont vérifiées:

1) f(u, v) = 0 pour tout u ∈ E entrâıne v = 0,

2) f(u, v) = 0 pour tout v ∈ F entrâıne u = 0.

Exemple 2.2.4 Si E = F = Kn, alors la forme bilinéaire f(u, v) = u1v1 + · · · + unvn est

non dégénérée.

Proposition 2.2.3 Une forme bilinéaire symétrique définie positive est non dégénérée.

Démonstration. En effet, si f était dégénérée, il existerait v 6= 0 ∈ E tel que f(v, w) =

0 pour tout w ∈ E. En particulier on aurait f(v, v) = 0 ,ce qui est contraire à l’hypothèse.

Théorème 2.2.4 Supposons E, F de dimension finie. Si f : E × F → K est une forme

bilinéaire régulière, alors dim(E) = dim(F ) et pour chaque base B = {v1, v2, ..., vn} de E, il

existe une unique famille B′ = {w1, w2, ..., wn} de F telle que :

∀1 ≤ i, j ≤ n f(vi, wj) =

 1 si i = j

0 si i 6= j
(*)

de plus, les wj forment une base de F . On dit que deux bases B, B′ de E et F qui vérifient

( *) sont duales l’une de l’autre.

Démonstration. Soit

ψ : F → Kn

w 7−→ ψ(w) = (f(v1, w), ..., f(vn, w)) .

C’est une application linéaire injective car

(ψ(w) = 0)⇔ (∀v ∈ E, f(v, w) = 0)⇒ (w = 0) .
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Donc dim(F ) ≤ n = dim(E). De même, dim(E) ≤ dim(F ). Donc dim(E) = dim(F ) = n.

Donc ψ est surjective. Soit e1, e2, ..., en la base canonique de Kn. Soient w1, w2, ..., wm ∈ F

tels que ψ(wj) = ej. On a alors :

∀1 ≤ i, j ≤ n f(ei, wj) =

 1 si i = j

0 si i 6= j.

Les wi forment une base de F car ils sont linéairement indépendants (car leurs images le

sont). Si {w′1, w′2, ..., w′n} vérifient aussi:

∀1 ≤ i, j ≤ n f(ei, w
′
j) =

 1 si i = j

0 si i 6= j.

Alors ∀i, j, f(ei, wj − w′j) = 0 donc ∀j, wj − w′j = 0. D’où l’unicité.

2.2.4 Formes quadratiques

Définition 2.2.9 Une application ϕ : E → K est appelée forme quadratique sur E s’il

existe une forme bilinéaire symétrique f sur E × E telle que

∀x ∈ E ϕ (x) = f (x, x) .

La forme quadratique ϕ est dite associée à la forme bilinéaire symétrique f .

Exemple 2.2.5 1) Pour a1, a2, ..., an ∈ R, l’application

x 7−→
n∑
i=1

aix
2
i ,

est une forme quadratique sue Rn associée à la forme bilinéaire

(x, y) 7−→
n∑
i=1

aixiyi.

2) Si E = C([−1, 1] ,R). L’application

f 7−→
∫ 1

−1
f 2(x)dx,

est une forme quadratique sur E associée à la forme bilinéaire symétrique

(f, g) 7−→
∫ 1

−1
f(x)g(x)dx.

est une forme bilinéaire.
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2.2. Les formes bilinéaires et quadratiques

Exercice 2.2.1 Une forme quadratique ϕ sur E est une application ϕ : E → R vérifiant

les deux conditions suivantes :

1) ∀v ∈ E, ∀α ∈ R, ϕ(αv) = α2ϕ(v).

2) L’application (u, v) 7→ 1
2

[ϕ(u+ v)− ϕ(u)− ϕ(v)] est bilinéaire symétrique.

Exemple 2.2.6 L’application

ϕ : M3(R) → R

A 7−→ det(A)

n’est pas quadratique car ϕ(αA) = α3 det(A) 6= α2ϕ(A).

Remarque 2.2.4 A priori, il n’y a pas unicité des formes bilinéaires associées à une forme

quadratique. Par exemple sur R2, les formes bilinéaires

f(x, y) = x1y1 + x2y2 et g(x, y) = x1y1 + x1y2 − x2y1 + x2y2

définissent la même forme quadratique ϕ(x) = f(x, x) = x21 + x22 = g(x, x).

L’unicité de f est assurée par le résultat suivant :

Théorème 2.2.5 Si ϕ est une forme quadratique sur E, alors il existe une unique forme

bilinéaire symétrique f telle que ϕ(x) = f(x, x) pour tout x ∈ E.

Démonstration. La forme quadratique ϕ est définie par ϕ (x) = f0 (x, x) pour x ∈ E

où f0 est une forme bilinéaire sur E (qui n’est pas forcement symétrique). L’application f

définie sur E × E par

f(x, y) =
1

2
[f0 (x, y) + f0 (y, x)]

est bilinéaire et symétrique avec ϕ (x) = f (x, x) pour x ∈ E, ce qui prouve l’existence de f .

Comme f est bilinéaire symétrique, on a pour tout x, y ∈ E

ϕ (x+ y) = f (x+ y, x+ y) = f (x, x) + 2f (x, y) + f (y, y)

de sorte que

f(x, y) =
1

2
[ϕ (x+ y)− ϕ (x)− ϕ (y)]

ce qui prouve l’unicité.
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2.2. Les formes bilinéaires et quadratiques

Proposition 2.2.4 Soit ϕ une forme quadratique sur E et f la forme bilinéaire symétrique

associée. On a

1) ∀v ∈ E, ∀α ∈ K, ϕ(αv) = α2ϕ(v).

2) ∀u, v ∈ E, ϕ (u+ v) = ϕ (u) + 2f (u, v) + ϕ (v) .

3) ∀u, v ∈ E, f(u, v) = 1
2

[ϕ (u+ v)− ϕ (u)− ϕ (v)] .

4) ∀u, v ∈ E, f(u, v) = 1
2

[ϕ (u) + ϕ (v)− ϕ (u− v)] .

5) ∀u, v ∈ E, f(u, v) = 1
4

[ϕ (u+ v)− ϕ (u− v)] .

6) ∀u, v ∈ E, ϕ (u+ v) + ϕ (u− v) = 2 [ϕ (u) + ϕ (v)] .

Démonstration. Il suffit d’expliciter le calcul de ϕ (u+ βv) = f(u + βv, u + βv) en

tenant compte de la bilinéarité et de la symétrie de f .

ϕ (u+ βv) = f(u+ βv, u+ βv)

= f(u, u) + βf(u, v) + βf(v, u) + β2f(v, v)

= ϕ (u) + 2βf(u, v) + β2ϕ (v)

Tous les points (de (1) à (6)) se déduise de cette dernière formule.

2.2.5 Représentation marticielle d‘une forme quadratique

Soit f une forme bilinéaire symétrique sur E × E et ϕ la forme quadratique associée à f ,

alors la matrice associée à ϕ dans la base B = {v1, v2, ..., vn} la matrice de sa forme polaire.

Proposition 2.2.5 Soit E l’espace vectoriel Rn et B = {e1, e2, ..., en} la base canonique de

E.

• Soit A = (aij) une matrice symétrique d’ordre n à coefficients dans R et ϕ la forme

quadratique sur Rn dont la matrice associée dans la base B est égale à A. Donc ϕ est

définie par :

x = (x1, x2, ..., xn) 7→ ϕ(x) =
n∑
i=1

aiix
2
i +

n∑
1≤i<j≤n

aijxixj.
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2.3. Série d’exercices avec solution

• Si ϕ la forme quadratique sur Rn associée à f , alors la matrice associée à ϕ dans la

base canonique B de E peut s’écrire

A =
1

2


∂ϕ
∂x1

(e1)
∂ϕ
∂x1

(e2) · · · ∂ϕ
∂x1

(en)

∂ϕ
∂x2

(e1)
∂ϕ
∂x2

(e2) · · · ∂ϕ
∂x2

(en)
...

...
. . .

...

∂ϕ
∂xn

(e1)
∂ϕ
∂xn

(e2) · · · ∂ϕ
∂xn

(en)

 .

Exemple 2.2.7 Soit la forme quadratique

ϕ : R3 → R

x 7−→ ϕ(x) = x21 − x23 + 2x1x2 − 4x2x3

la matrice associée à ϕ dans la base canonique de R3 est:

∂ϕ
∂x1

= 2x1 + 2x2
∂ϕ
∂x2

= 2x1 − 4x3
∂ϕ
∂x3

= −2x3 − 4x2

donc

A =
1

2


∂ϕ
∂x1

(e1)
∂ϕ
∂x1

(e2)
∂ϕ
∂x1

(e3)

∂ϕ
∂x2

(e1)
∂ϕ
∂x2

(e2)
∂ϕ
∂x2

(e3)

∂ϕ
∂x3

(e1)
∂ϕ
∂x3

(e2)
∂ϕ
∂x3

(e3)

 =


1 1 0

1 0 −2

0 −2 −1

 .

2.3 Série d’exercices avec solution

Exercice 01. Dans R3 muni de sa base canonique, on considère les applications ω et α

suivantes :

ω : R3 × R3 → R α : R3 → R

(X, Y ) 7→ x1y2 − x2y1 et (X) 7→ x3

1◦) Montrer que ω est antisymétrique et bilinéaire.

A l’aide de ω et α, on définit une nouvelle application, notée ω ∧ α, de la façon suivante :

ω ∧ α : R3 × R3 × R3 → R

(X, Y, Z) 7→ ω (X, Y )α (Z) + ω (Y, Z)α (X) + ω (Z,X)α (Y )
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2.3. Série d’exercices avec solution

2◦) Montrer que ω ∧ α est alternée.

3◦) Montrer que ω ∧ α est trilinéaire.

4◦) Calculer ω ∧ α(e1, e2, e3).

Solution: 1◦) ω est antisymétrique et bilinéaire.

*) ∀(X, Y ) ∈ (R3)2, ω(X, Y ) = x1y2 − x2y1 = y2x1 − y1x2 = −(y1x2 − y2x1) = −ω(Y,X)

*) ∀(X,X ′ , Y ) ∈ (R3)3, ∀λ ∈ R, ω(λX +X
′
, Y ) = (λx1 + x

′
1)y2 − (λx2 + x

′
2)y1 = (λx1y2 −

λx2y1) + (x
′
1y2 − x

′
2y1) = λω(X, Y ) + ω(X

′
, Y ).

*) ∀(X, Y, Y ′) ∈ (R3)3, ∀λ ∈ R, ω(X,λY + Y
′
) = −ω(λY + Y

′
, X) = −(λω(Y,X) +

ω(Y
′
, X) = −(−λω(X, Y )− ω(X, Y

′
)) = λω(X, Y ) + ω(X, Y

′
).

2◦) ω ∧ α est alternée: ∀X ∈ R3, ω ∧ α(X,X,X) = 3ω (X,X)α (X) = 0.

3◦) ω ∧ α est trilinéaire.

i)∀(X,X ′ , Y ) ∈ (R3)3, ∀λ ∈ R, ω∧α(λX+X
′
, Y, Z) = ω

(
λX +X

′
, Y
)
α (Z)+ω (Y, Z)α

(
λX +X

′)
+

ω
(
Z, λX +X

′)
α (Y ) = (λω(X, Y )+ω(X

′
, Y ))α (Z)+ω (Y, Z) (λα(X)+α(X

′
))+(λω(Z,X)+

ω(Z,X
′
))α (Y ) = (λ(ω(X, Y )α (Z) + ω (Y, Z)α(X) + ω(Z,X)α (Y ) + (ω(X

′
, Y )α (Z) +

ω (Y, Z)α(X
′
) + ω(Z,X

′
)α (Y )) = λω ∧ α(X, Y, Z) + ω ∧ α(X

′
, Y, Z).

4◦)ω ∧ α(e1, e2, e3) = 1.

Exercice 02. Soit n ∈ N∗. Déterminer la signature de la permutation suivante :

σ =

 1 2 ... n− 1 n

n n− 1 ... 2 1

 .

Solution: On note `(σ) le nombre d’inversions de la permutation σ

`(σ) = |{(i, j) : i < j et σ(i) > σ(j)}|

on a ε(σ) = (−1)`(σ) et `(σ) se calcule en dénombrant, pour chaque de terme de la seconde

ligne, le nombre de termes inférieurs qui le suit.

`(σ) = (n− 1) + (n− 2) + ···+ 1 + 0 =
n(n− 1)

2

don ε(σ) = (−1)
n(n−1)

2 .

Exercice 03. Soit L’application f définie par

f : R2 × R2 → R

(X, Y ) 7−→ f(X, Y ) = x1y2 − x2y1
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2.3. Série d’exercices avec solution

Montrer que f est une forme bilinéaire alternée.

Solution: f est une forme bilinéaire?

i) Soit X = (x1, x2), X
′ = (x′1, x

′
2), Y = (y1, y2) ∈ R2 et λ ∈ R, alors

f(X + λX ′, Y ) = f((x1 + λx′1, x2 + λx′2), (y1, y2)) = (x1 + λx′1)y2 − (x2 + λx′2)y1

= x1y2 − x2y1 + λx′1y2 − λx′2y1

= f(X, Y ) + λf(X ′, Y ).

ii) Soit X = (x1, x2), Y = (y1, y2), Y
′ = (y′1y

′
2) ∈ R2, et λ ∈ R, alors

f(X, Y + λY ′) = f((x1, x2), (y1 + λy′1, y2 + λy′2)) = x1(y2 + λy′2)− x2(y1 + λy′1)

= x1y2 − x2y1 + λx1y
′
2 − λx2y′1)

= f(X, Y ) + λf(X, Y ′).

de (i) et (ii) f est une forme bilinéaire.

iii) f est alternée? Soit X = (x1, x2) ∈ R2, alors

f(X,X) = f((x1, x2), (x1, x2)) = x1x2 − x2x1 = 0,

donc f est alternée.

Exercice 04. Soit L’application f définie par

f : Rn[X]× Rn[X] → R

(p(x), q(x)) 7−→
∫ 1

0
p(x)q(x)dx

1◦) Montrer que f est une forme bilinéaire

2◦) Déterminer la matrice associée à f dans la base B = {1, x, x2, ..., xn} .

Solution: 1◦) f est une forme bilinéaire. i) Soient p1(x), p2(x), q(x) ∈ Rn[X] et λ ∈ R, alors

f(p1(x) + λp2(x), q(x)) =

∫ 1

0

(p1(x) + λp2(x)) q(x)dx

=

∫ 1

0

p1(x)q(x)dx+ λ

∫ 1

0

p2(x)q(x)dx

= f(p1(x), q(x)) + λf(p2(x), q(x))

ii) f est symétrique.

f(p(x), q(x)) =

∫ 1

0

p(x)q(x)dx =

∫ 1

0

q(x)p(x)dx = f(q(x), p(x))
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2.3. Série d’exercices avec solution

Comme f est symetrique alors

f(p1(x) + λp2(x), q(x)) = f(q(x), p1(x) + λp2(x)) = f(q(x), p1(x)) + λf(q(x), p2(x))

de (i) et (ii) f est une forme bilinéaire.

2◦) D’après la définition, la matrice représentative de f dans la base B est définie par:

A = (f(ei(x), ej(x)))1≤i,j≤n+1 tel que ei(x) = xi−1, où 1 ≤ i ≤ n+ 1

On calcule successivement:

A = (f(ei(x), ej(x)))1≤i,j≤n+1 =
(
f(xi−1, xj−1)

)
1≤i,j≤n+1

=

(∫ 1

0

xi−1xj−1dx

)
1≤i,j≤n+1

=

(∫ 1

0

xi+j−2dx

)
1≤i,j≤n+1

=

(
1

i+ j − 1
xi+j−1

∣∣∣∣1
0

)
1≤i,j≤n+1

=

(
1

i+ j − 1

)
1≤i,j≤n+1

et donc

A =


1 1

2
· · · 1

n+1

1
2

1
3
· · · 1

n+2
...

...
. . .

1
n+1

1
n+2

· · · 1
2n+1


Exercice 05. Soit L’application f définie par

f : R2 × R2 → R

(X, Y ) 7−→ f(X, Y ) = 33x1y1 − 14(x1y2 + x2y1) + 6x2y2

1◦) Montrer que f est une forme bilinéaire symétrique.

2◦) Déterminer la matrice associée à f dans la base canonique de R2.

3◦) Déterminer la matrice associée à f dans la base B′ = {w1 = (2, 5), w2 = (1, 2)} de R2.

4◦) Déterminer la forme quadratiques ϕ associée à f .

Solution: 1◦) f est une forme bilinéaire

2◦) Soit B = {e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)} la base canonique de R2. D’après la définition, la
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2.3. Série d’exercices avec solution

matrice représentative de f dans la base B est définie par :

A = (aij)1≤i,j≤2 = (f(ei, ej))1≤i,j≤2

=

 f(e1, e1) f(e1, e2)

f(e2, e1) f(e2, e2)


On calcule successivement:

f(e1, e1) = f((1, 0), (1, 0)) = 33, f(e1, e2) = f((1, 0), (0, 1)) = −14,

f(e2, e1) = f((0, 1), (1, 0)) = −14, f(e2, e2) = f((0, 1), (0, 1)) = 6

et donc

A =

 33 −14

−14 6


3◦) On utilise la formule de changement de base A′ = P tAP où P la matrice de La matrice

de passage de B vers B′, alors

w1 = (2, 5) = (2, 0) + (0, 5) = 2(1, 0) + 5(0, 1) = 2e1 + 5e2

w2 = (1, 2) = (1, 0) + (0, 2) = (1, 0) + 2(0, 1) = e1 + 2e2

donc la matrice de passage est

P =

 2 1

5 2


et donc

A′ = P tAP

=

 2 5

1 2

 33 −14

−14 6

 2 1

5 2


=

 −4 2

5 −2


︸ ︷︷ ︸

P tA

 2 1

5 2


︸ ︷︷ ︸

P

=

 2 0

0 1



53



Dj
er
io
u
Ai
ss
a

2.3. Série d’exercices avec solution

4◦) La forme quadratique ϕ associée à f est

ϕ : R2 → R

X 7−→ ϕ(X) = f(X,X) = 33x21 − 28x1x2 + 6x22

Exercice 06. Soit la forme quadratique ϕ : R2 → R définie par:

ϕ(x1, x2) = 33x21 − 28x1x2 + 6x22.

1◦) Déterminer la matrice A associée à ϕ dans la base canonique de R2.

2◦) Déterminer l’application bilinéaire f associée a ϕ.

Solution: 1◦) La matrice A associée à ϕ dans la base canonique de R2.

A =
1

2

 ∂ϕ
∂x1

(e1)
∂ϕ
∂x1

(e2)

∂ϕ
∂x2

(e1)
∂ϕ
∂x2

(e2)


On calcule successivement:

∂ϕ

∂x1
= 66x1 − 28x2,

∂ϕ

∂x2
= 12x2 − 28x1,

alors

A =
1

2

 66 −28

−28 12

 =

 33 −14

−14 6


2◦) Methode 1: Soient X t = (x1, x2) , (Y )t = (y1, y2) ∈ R3, alors f : R2 × R2 → R est

f(X, Y ) = X tAY = (x1, x2)

 33 −14

−14 6

 y1

y2


= 33x1y1 − 14(x1y2 + x2y1) + 6x2y2.

Methode 2:

f(X, Y ) =
1

2
[ϕ (X + Y )− ϕ (X)− ϕ (Y )] .

Exercice 07. Soit l’application ϕ : E → K. Montrer que

(ϕ forme quadratiques)⇔


i) ϕ(2v) = 4ϕ(v)

ii) lappliction
g : E × E → K

(u, v) 7−→ ϕ(u+ v)− ϕ(u)− ϕ(v)

est une forme bilinéaire


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2.3. Série d’exercices avec solution

Solution: ⇒) Supposons que ϕ est une forme quadratique. Soit f : E × E → K la forme

bilinéaire symétrique associée à ϕ.

i) On a ϕ(2v) = f(2v, 2v) = 4f(v, v) = 4ϕ(v).

ii) On a

f(u, v) =
1

2
[ϕ (u+ v)− ϕ (u)− ϕ (v)] =

1

2
g(u, v) =⇒ g(u, v) = 2f(u, v)

Comme f est bilinéaire, donc g est bilinéaire.

⇐) Supposons (i) et (ii). On pose

f : E × E → K

(u, v) 7−→ f(u, v) = 1
2
g(u, v)

a) f est bilinéaire car g est bilinéaire

b) f est symétrique car

f(u, v) =
1

2
[ϕ (u+ v)− ϕ (u)− ϕ (v)] = f(v, u)

c)

f(u, u) =
1

2
[ϕ (u+ u)− ϕ (u)− ϕ (u)]

=
1

2
[ϕ (2u)− 2ϕ (u)]

=
1

2
[4ϕ (u)− 2ϕ (u)]

= ϕ (u)

Donc ϕ est une forme quadratique associée a f .
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Chapitre 3

Les éspaces euclidiens

Définition 3.0.1 Soit E un R espace vectoriel. Tout f ∈ Bil(E,R) se nomme alors forme

bilinéaire réelle sur E × E et son associée ϕ se nomme forme quadratique réelle sur E.

3.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz et Minkowski

Théorème 3.1.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit f une forme bilinéaire symétrique

positive sur E × E et ϕ la forme quadratique associée. Alors

∀u, v ∈ E, |f(u, v)| ≤
√
ϕ (u)ϕ (v).

Dans le cas où f est définie positive, on a égalité si, et seulement si, (u, v) est une famille

liée dans E.

Démonstration. Soit (u, v) ∈ E2, l’application de R dans R 0 ≤ P (α) = ϕ (u+ αv) =

ϕ (u) + 2αf(u, v) +α2ϕ (v) est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal à 2 dont

les valeurs sont positives.

• Si ϕ (v) 6= 0, alors ϕ (v) > 0 et le discriminant réduit du trinôme P (α) est (f(u, v))2−

ϕ (u)ϕ (v) ≤ 0. D’où le résultat.

• Si ϕ (v) = 0, on a ∀α ∈ R, P (α) = ϕ (u) + 2αf(u, v) ≥ 0. Si f(u, v) 6= 0, α 7→ P (α)

est une fonction polynomiale de degré un et donc change de signe, d’où f(u, v) = 0 et

l’inégalité est vérifiée.
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3.1. Inégalité de Cauchy-Schwarz et Minkowski

Supposons que f est définie positive. Si les deux vecteurs u, v sont liés, alors u = βv où

β ∈ R donc

(f(u, v))2 = β2f(u, u) = β2(ϕ (u))2 = ϕ (u)ϕ (βu) = ϕ (u)ϕ (v) .

Réciproquement, si (f(u, v))2 = ϕ (u)ϕ (v), alors dans le cas où ϕ (v) = 0, on a v = 0 et

(u, v) est liée , dans le cas où ϕ (v) 6= 0, on a la fonction polynomiale P (α) a un discriminant

nul, d’où l’existence de λ ∈ R tel que P (α) = 0. Comme P (λ) = ϕ (u+ λv), u + λv = 0

puisque f est définie positive.

Théorème 3.1.2 (Inégalité de Minkowski) Soit f une forme bilinéaire symétrique pos-

itive sur E × E et ϕ la forme quadratique associée. Alors

∀u, v ∈ E,
√
ϕ(u+ v) ≤

√
ϕ (u) +

√
ϕ (v).

Démonstration. On à

ϕ(u+ v) = ϕ (u) + 2f(u, v) + ϕ (v) ≥ 0,

comme

f(u, v) ≤ |f(u, v)| ≤
√
ϕ (u)ϕ (v),

alors

ϕ(u+ v) ≤ ϕ (u) + 2
√
ϕ (u)ϕ (v) + ϕ (v)

=
(√

ϕ (u) +
√
ϕ (v)

)2
.

Donc √
ϕ(u+ v) ≤

√
ϕ (u) +

√
ϕ (v)

Exemple 3.1.1 Si E = C([a, b] ,R).Soit la forme bilineaire

f : E × E → R

(u, v) 7−→ f(u, v) =
∫ b
a
u(x)v(x)dx
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3.2. Orthogonalité, noyau et rang d’une forme bilinéaire

la forme quadratique associée à f est

ϕ : E → R

u 7−→ ϕ(u) =
∫ b
a
u2(x)dx.

Alors l’inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski sont respectivement∣∣∣∣∫ b

a

u(x)v(x)dx

∣∣∣∣ ≤
√∫ b

a

u2(x)dx

√∫ b

a

v2(x)dx

et √∫ b

a

(u(x) + v(x))2 dx ≤

√∫ b

a

u2(x)dx+

√∫ b

a

v2(x)dx.

3.2 Orthogonalité, noyau et rang d’une forme bilinéaire

Définition 3.2.1 Soit ϕ une forme quadratique sur E. On suppose E de dimension finie.

Le rang de ϕ est le rang de sa forme bilinéaire f c-à-d le rang de la matrice (f(vi, vj))1≤i,j≤n

pour une base B = {v1, v2, ..., vn} de E quelconque. C’est indépendant de la base choisie.

Définition 3.2.2 Soit f une forme bilinéaire symétrique sur E×E. On dit que deux vecteur

u, v ∈ E sont orthogonaux relativement à f ou encore f − orthogonaux si, et seulement si

f(u, v) = 0.

Exemple 3.2.1 Sur R2 le produit scalaire usuel

(x, y) 7−→ x1y1 + x2y2

définit une forme bilinéaire symétrique, alors u = (1, 0) et v = (0, 1) sont orthogonaux

relativement à la produit scalaire usuel.

Définition 3.2.3 On dit que la base B = {v1, v2, ..., vn} de E est orthogonale si f(vi, vj) = 0

dès que i 6= j.

Définition 3.2.4 Un vecteur u ∈ E est f−orthogonal à une partie F de E si, et seulement

si,

∀v ∈ F, f(u, v) = 0.

On notre F⊥f le f − orthogonal de F , c’est-a-dire

F⊥f = {u ∈ E : f(u, v) = 0, ∀v ∈ F} .
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3.2. Orthogonalité, noyau et rang d’une forme bilinéaire

On vérifie assez facilement les propriétés suivante

Proposition 3.2.1 (Exercice) 1) Pour toute partie F ⊂ E, F⊥f est un sous espace

vectoriel de E.

2) Pour toutes parties F et G de E, on a G ⊂ F ⇒ F⊥f ⊂ G⊥f .

3) Pour toute partie F ⊂ E, F⊥f = (vect(F ))⊥f .

4) {0E}⊥f = E et E⊥f = {0E} .

5) Pour tout sous-espace vectoriel F ⊂ E, F⊥f , on a F ⊂ (F⊥f )⊥f .

Définition 3.2.5 On appelle noyeau de la forme bilinéaire symétrique f le sous-espace

vectoriel

ker(f) = E⊥f = {u ∈ E : f(u, v) = 0, ∀v ∈ E} .

Remarque 3.2.1 1) Si ϕ la forme quadratique sur E associée à f , alors le noyau de ϕ est

le noyau de sa forme bilinéaire f i.e. :

ker(ϕ) = {u ∈ E : f(u, v) = 0, ∀v ∈ E} .

2) Il ne faut pas confondre le noyau de ϕ et son cône isotrope :

C(ϕ) = {u ∈ E : ϕ(u) = 0} .

On a toujours ker(ϕ) ⊂ C(ϕ) mais attention, en général C(ϕ) n’est pas un sous-espace de

E.

Exemple 3.2.2 1) On considère la forme bilinéaire symétrique sur R3 × R3 le produit

scalaire usuel

(x, y) 7−→ x1y1 + x2y2 − x3y3.

x ∈ ker(f) signifie que f(x, y) = 0, pour tout y ∈ R3 et en particulier pour les vecteurs de

la base canonique e1, e2, e3 et par suite

0 = f(x, e1) = x1, 0 = f(x, e2) = x2 et 0 = f(x, e3) = x3.

On en déduit que ker(f) = {0R3}.

2) Si ϕ(x1, x2) = x1x2, ker(ϕ) = {(0, 0)} et C(ϕ) = {(1, 0) ou (0, 1)}
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3.2. Orthogonalité, noyau et rang d’une forme bilinéaire

Théorème 3.2.1 Soit f une forme bilineaire symétrique positive et ϕ la forme quadratique

associée a f . Alors

ker(f) = E⊥f = {u ∈ E : ϕ(u) = 0} .

Démonstration. Soit E⊥f = {u ∈ E : f(u, v) = 0, ∀v ∈ E} etA = {u ∈ E : ϕ(u) = 0}

on démentre que E⊥f = A.

1) E⊥f ⊂ A?

Soit u ∈ E⊥f , alors f(u, v) = 0, pour tout v ∈ E. Donc pour u = v on a f(u, u) =

0 = ϕ(u) ce qui donne u ∈ A, alors E⊥f ⊂ A.

2) A ⊂ E⊥f?

Soit u ∈ A, alors ϕ(u) = f(u, u) = 0, pour tout v ∈ E on a

|f(u, v)| ≤
√
ϕ (u)ϕ (v) =

√
0ϕ (v) = 0.

Comme f est positive alors f(u, v) = 0. Donc u ∈ E⊥f ce qui donne A ⊂ E⊥f .

de (1) et (2) on a E⊥f = A.

Corollaire 3.2.1 Soit f une forme bilineaire symétrique positive sur E × E. Alors

(f alterne)⇔ (E = E⊥f ).

Théorème 3.2.2 Soit f une forme bilineaire symétrique sur E × E non dégénérée et A la

matrice a associée à f dans B. Soit g l’endomorphisme de E ayant A pour matrice dans la

base B. On a

1) ker(f) = ker(g).

2) rg(f) = rg(A).

3) (ker(f) = {0})⇐⇒ (rg(f) = n)⇐⇒ (A ∈ GLn(K)).
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3.3. Produit scalaire

Démonstration. Soit x ∈ E et X ∈ Kn la matrice colonne formée des coordonnées de

x dans la base B. On a

x ∈ ker(f)⇐⇒ ∀y ∈ E, f(x, y) = 0 ⇔ ∀Y ∈Mn,1(K), X tAY = 0

⇔ X tA = 0

⇔ AX = 0

⇔ X ∈ ker(A)

v X ∈ ker(g)

D’ou (1). Les points (2) et (3) découlent du théorème du rang.

3.3 Produit scalaire

Dans toute la suite E est un R espace vectoriel.

Définition 3.3.1 Un produit scalaire sur E×E est un forme bilinéaire symétrique que

nous noterons

〈·, ·〉 : E×E → R

(u, v) 7−→ 〈u, v〉

ayant les propriétés suivantes:

i) ∀u ∈ E, 〈u, u〉 ≥ 0.

ii) ∀u ∈ E, 〈u, u〉 = 0⇔ u = 0E.

Remarque 3.3.1 En générale, on appelle produit scalaire sur E×E une forme bilinéaire

symétrique telle que la forme quadratique associée soit définie positive.

Exemple 3.3.1 Si E = Rn, pour tout X t = (x1, ..., xn) ∈ Rn et Y t = (y1, ..., yn) ∈ Rn

l’application

〈·, ·〉 : Rn×Rn → R

(X, Y ) 7−→ 〈X, Y 〉 = X tY =
∑n

i=1 xiyi

est un produit scalaire sur E × E (produit scalaire canonique de Rn), car est un forme

bilinéaire symétréque et on a
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3.3. Produit scalaire

i) ∀X ∈ Rn, 〈X,X〉 =
∑n

i=1 x
2
i ≥ 0,

ii) ∀X ∈ Rn, 〈X,X〉 =
∑n

i=1 x
2
i = 0⇔ xi = 0, ∀i ∈ {1, ..., n} ⇔ X = 0n.

Propriétés 3.3.1 Soit 〈·, ·〉 un produit scalaire sur E × E. Alors on a les propriétés suiv-

entes:

1) ∀u ∈ E, 〈u, 0E〉 = 0.

2) ∀u ∈ E, 〈u,w〉 = 0⇒ w = 0E.

3) ∀u, v, w ∈ E, 〈u,w〉 = 〈v, w〉 ⇒ u = v.

Démonstration. 1) Vient de la bilinéarité.

2) Se montre en remarquant que l’hypothèse fait donne en particulier 〈w,w〉 = 0.

3) Pour tout w ∈ E, alors si 〈u,w〉 = 〈v, w〉 on a

〈u− v, w〉 = 0⇒ u− v = 0

⇒ u = v.

Définition 3.3.2 (Espace euclidien) On appelle espace euclidien tout espace vectorièle

réel de dimension finie muni d’un produit scalaire.

Les espaces suivants sont ceux dans lesquels on travaillera la plupart du temps.

Exemple 3.3.2 1. Rn muni de son produit scalaire usuel ;

2. Rn[X] muni d’un des produits scalaires usuels ;

3. Des espaces de fonctions comme C([0, 1]) munis de produits scalaires d’efinis avec une

intégrale ;

4. Plus rarement : Mn(R) muni de : 〈A,B〉 = tr(tA ·B).
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3.4. Norme associée à un produit scalaire

3.4 Norme associée à un produit scalaire

Définition 3.4.1 Soit 〈·, ·〉 un produit scalaire sur E ×E. 0n appelle norme associée à cet

produit scalaire que nous noterons

‖·‖ : E → R+

u 7−→ ‖u‖ =
√
〈u, u〉

ayant les propriétés suivantes:

i) ∀λ ∈ R, ∀u ∈ E, ‖λu‖ = |λ| ‖u‖ ,

ii) ∀u ∈ E, ‖u‖ ≥ 0

iii) ∀u ∈ E, ‖u‖ = 0⇔ u = 0,

iv) ∀u, v ∈ E, ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ .

Proposition 3.4.1 On a ‖u+ v‖ = ‖u‖ + ‖v‖ si et seulement si (u, v) est positivement

liée, i.e. si et seulement si u = 0 ou il existe λ ∈ R+ tel que u = λv.

Démonstration. Si u = 0 on a égalité. Si v = λu avec λ ≥ 0, on a ‖u+ v‖ = ‖u+ λu‖ =

‖(1 + λ)u‖ = (1 + λ) ‖u‖ = ‖u‖+ λ ‖u‖ = ‖u‖+ ‖v‖ .

Réciproquement, si on a égalité alors ‖u‖2 + 2 〈u, v〉 + ‖v‖2 = ‖u+ v‖2 = (‖u‖+ ‖v‖)2 =

‖u‖2 + 2 ‖u‖ ‖v‖+ ‖v‖2 et donc 〈u, v〉 = ‖u‖ ‖v‖ . On a donc égalité dans Cauchy-Schwarz,

ce qui implique que (u, v) est liée. Donc u = 0 ou v = λu avec λ ∈ R. On a donc

λ ‖u‖2 = 〈u, v〉 = ‖u‖ ‖v‖ ≥ 0, ce qui implique λ ≥ 0.

Propriétés 3.4.1 ∀λ, µ ∈ R, ∀u, v ∈ E, on a

i) ‖λu+ µv‖2 = λ2 ‖u‖+ 2λµ 〈u, v〉+ µ2 ‖u‖ (Formule de Taylor),

ii) 〈u+ v, u− v〉 = ‖u‖2 − ‖v‖2 ,

iii) 〈u, v〉 = 1
2

(
‖u+ v‖2 − ‖u‖2 − ‖v‖2

)
,

iv) ‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = 2 ‖u‖2 + 2 ‖v‖2 (Egalité du parallélogramme),
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3.5. Distance associée à un produit scalaire

v) 〈u, v〉 = 1
4

(
‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2

)
.

Démonstration.

i) S’obtient en dévloppant 〈λu+ µv, λu+ µv〉 ,

ii) S’obtient de manière analogue,

les autre résultats se déduisent de (i).

3.5 Distance associée à un produit scalaire

Définition 3.5.1 Soit l’application

d : E×E → R

(x, y) 7−→ d(x, y) = ‖x− y‖

On a pour tous x, y, z ∈ E :

i) d(x, y) = d(y, x) ≥ 0,

ii) d(x, y) = 0⇔ x = y,

iii) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

On dit que d est une distance.

Si F est un sous-espace de E, on note d(x, F ) = infy∈F ‖x− y‖ la distance de x à F .

Exemple 3.5.1 Si E = Rn, l’application

d : Rn×Rn → R

(x, y) 7−→ d(x, y) =
√∑n

i=1(xi − yi)2

est une distance.
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3.6. Orthogonalité, orthogonalisation de Gram-Schmidt

3.6 Orthogonalité, orthogonalisation de Gram-Schmidt

3.6.1 Bases orthonormées

Définition 3.6.1 Soit E un espace euclidien. L’ensemble {v1, v2, ..., vn} de E est dit

i) Orthogonal si 〈vi, vj〉 = 0, ∀i 6= j (on écrit vi ⊥ vj)

ii) Unitaire si 〈vi, vi〉 = 1, ∀i ∈ {1, ..., n}

iii) Orthonormée si 〈vi, vi〉 =

 1, ∀i = j

0, ∀i 6= j
.

Théorème 3.6.1 Soit E un espace euclidien. Soit B = {v1, v2, ..., vn} une base orthonormée

de E et u ∈ E. Alors

u = 〈u, v1〉 v1 + 〈u, v2〉 v2 + · · ·+ 〈u, vn〉 vn.

Démonstration. Comme B est une base, il existe λ1, ..., λn ∈ R tels que

u = λ1v1 + · · ·+ λnvn.

On a

〈u, vi〉 = 〈λ1v1 + · · ·+ λnvn, vi〉 = λ1 〈v1, vi〉+ · · ·+ λn 〈vn, vi〉 .

Or, comme 〈vj, vi〉 = 0 si j 6= i et 〈vi, vi〉 = ‖vi‖2 = 1, on a

〈u, vi〉 = λi

et par conséquent

u = 〈u, v1〉 v1 + 〈u, v2〉 v2 + · · ·+ 〈u, vn〉 vn.

On appelle les scalaires

〈u, v1〉 , 〈u, v2〉 , ..., 〈u, vn〉

les coordonnées de u par rapport à la base orthonormée {v1, v2, ..., vn} .
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3.6. Orthogonalité, orthogonalisation de Gram-Schmidt

Théorème 3.6.2 Soit E un espace euclidien. Soit B = {v1, v2, ..., vn} une base orthogonale

de E et u ∈ E. Alors

u =
〈u, v1〉
‖v1‖2

v1 +
〈u, v2〉
‖v2‖2

v2 + · · ·+ 〈u, vn〉
‖vn‖2

vn.

Démonstration. La base

B′ =
{

v1
‖v1‖

,
v2
‖v2‖

, ...,
vn
‖vn‖

}
est orthonormée. Par le théorème précédent, on a donc

u =

〈
u,

v1
‖v1‖

〉
v1
‖v1‖

+

〈
u,

v2
‖v2‖

〉
v2
‖v2‖

+ · · ·+
〈
u,

vn
‖vn‖

〉
vn
‖vn‖

et alors

u =
〈u, v1〉
‖v1‖2

v1 +
〈u, v2〉
‖v2‖2

v2 + · · ·+ 〈u, vn〉
‖vn‖2

vn.

Proposition 3.6.1 Soit E un espace euclidien. Tout famille B = {v1, v2, ..., vm} orthogo-

nale de E non nuls est une famille libre.

Démonstration. Soit {v1, v2, ..., vm} une famille orthogonale de m vecteurs non nuls

de E. Montrons qu’ils forment une famille libre. Soient λ1, ..., λm ∈ R tels que

m∑
i=1

λivi = 0.

On a, d’une part 〈vj,
∑m

i=1 λivi〉 = 0 car 〈u, 0〉 = 0 pour tout u ∈ E et, d’autre part,

〈vj,
∑m

i=1 λivi〉 = λj 〈vj, vj〉 = λj ‖vj‖2 = 0 car les vecteurs sont orthogonaux. Or vj 6= 0 ,

donc λj = 0.

Théorème 3.6.3 (Pythagore) ∀ (u, v) ∈ E2. u et v sont orthogonaux si et seulement si

‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2 .

Démonstration. En utilisant 〈u, v〉 = 1
2

(
‖u+ v‖2 − ‖u‖2 − ‖v‖2

)
pour prouver l’équivalence.
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3.6. Orthogonalité, orthogonalisation de Gram-Schmidt

3.6.2 L’orthogonale d’un parties de E

Définition 3.6.2 Soit E un espace vectoriel euclidien. Si A ⊂ E,

A⊥ = {u ∈ E : 〈u, v〉 = 0, ∀v ∈ A}

est appelé l’orthogonal de A.

Propriétés 3.6.1 Soit E un espace vectoriel euclidien et soit A ⊂ E. Alors on a les

propriétés suivantes:

i) A⊥ est un sous espace vectoriel de E.

ii) {0E}⊥ = E et E⊥ = {0E} .

iii) A ⊂
(
A⊥
)⊥
.

iv) B ⊂ A =⇒ A⊥ ⊂ B⊥.

v) A⊥ = (V ect(A))⊥ .

vi A⊥ = {0E} ⇒ (V ect(A)) = E.

Démonstration. Exercice.

Théorème 3.6.4 Soit E un espace euclidien. Alors pour tout sous-espace vectoriel F de

E, on a

E = F ⊕ F⊥.

On dit que E est somme-othogonal de F et F⊥. On a F =
(
F⊥
)⊥
.

Démonstration. Soit B = {e1, e2, ..., er} une base de F que l’on complète en une base

de E. Un vecteur v =
∑r

i=1 viei de E est orthogonal à F si 〈v, ej〉 = 0 pour j = 1, ..., r, soit

r∑
i=1

vi 〈ei, ej〉 = 0, j = 1, ..., r.

1) On sait d’après la propriété 3.6.1/(i) que F⊥ est un sous-espace vectoriel de E.

2) Vérifions que F ∩ F⊥ = {0E}. Si v ∈ F ∩ F⊥, alors 〈v, v〉 = 0, ce qui signifie que

v = 0E.
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3.6. Orthogonalité, orthogonalisation de Gram-Schmidt

3) Prouvons que (F ⊕ F⊥)⊥ = {0E}.

Comme F ⊂ F ⊕ F⊥, alors (F ⊕ F⊥)⊥ ⊂ F⊥ et que F⊥ ⊂ F ⊕ F⊥, on trouve que(
F ⊕ F⊥

)⊥ ⊂ F ∩F⊥ = {0E} : d’où: (F ⊕F⊥)⊥ = {0E}. Ce qui signifie d’après la propriété

3.6.1/(ii) que F ⊕ F⊥ = E.

3.6.3 Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt est un algorithme permettant de fabri-

quer une famille orthonormée à partir d’une famille libre dans un espace euclidien.

Théorème 3.6.5 Soit E un espace vectoriel euclidien, {v1, v2, ..., vn} une base de E. Alors

il existe une unique base orthonormale {v′′1 , v′′2 , ..., v′′n} de E telle que:

• Pour tout m de {1, ..., n} , V ect(v′′1 , ..., v
′′
m) = V ect(v1, ..., vm).

• Pour tout i de {1, ..., n} , 〈vi, v′′i 〉 ≥ 0

Démonstration. On construit la famille {v′′1 , v′′2 , ..., v′′n} étape par étape. Posons

v′1 = v1

v′2 = v2 + a12v
′
1

v′3 = v3 + a13v
′
1 + a23v

′
2

...
...

v′n = vn + a1nv
′
1 + a2nv

′
2 + · · ·+ a(n−1)nv

′
(n−1)

Plus simplement

v′i = vi +
i−1∑
j=1

ajiv
′
j pour i = 1, ..., n

Pour trouver les aij, il suffit de sopposer que les v′i sont orthogonaux pour ∀i 6= j. Nous

allons trouver

aij = −〈v
′
i, vj〉
‖v′i‖

2 .

Finalment nous obtenous un ensemle orthonormée{
v′′1 =

v′1
‖v′1‖

, v′′2 =
v′2
‖v′2‖

, ..., v′′n =
v′n
‖v′n‖

}
.
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3.7. L’adjoint d’un endomorphisme et ses propriétés

Exemple 3.6.1 Considérons la base B = {v1 = (1, 1, 1), v2 = (0, 1, 1), v3 = (0, 0, 1)} de R3

donnée une base orthonormées de R3 a partir de B.

Le processus d’orthonormalisation de Schmidt donne
v′1 = v1,

v′2 = v2 + a12v
′
1,

v′3 = v3 + a13v
′
1 + a23v

′
2.

Donc on trouve 
a12 = −〈v

′
1,v2〉
‖v′1‖2

= −2
3

a13 = −〈v
′
1,v3〉
‖v′1‖2

= −1
3

a23 = −〈v
′
2,v3〉
‖v′2‖2

= −1
2

et 
v′1 = v1, ‖v′1‖ =

√
3

v′2 = (−2
3
, 1
3
, 1
3
), ‖v′2‖ =

√
2
3

v′3 = (0, −1
2
, −1

2
), ‖v′3‖ =

√
1
2

alors la base orthonormées est:{
w′′1 =

1√
3
w1, w′′2 =

√
2

3
w′2, w′′3 =

√
1

2
w′3

}

Remarque 3.6.1 Géométriquement, la matrice de passage de {v1, v2, ..., vn} à {v′′1 , v′′2 , ..., v′′n}

est triangulaire supérieure, et ses coefficients diagonaux sont strictement positifs.

3.7 L’adjoint d’un endomorphisme et ses propriétés

Théorème 3.7.1 (Définition) Soit E un espace vectoriel euclidien.

Pour tout f ∈ L(E), il existe un unique f ∗ ∈ L(E), appelé adjoint de f et défini par la

relation

∀v, w ∈ E : 〈w, f(v)〉 = 〈f ∗(w), v〉 .

Si B = {v1, v2, ..., vn} est une base orthonormée de E, et si A = MB
B (f) alors A∗ = MB

B (f ∗)

où A∗ = At est la matrice transposée de A.
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3.7. L’adjoint d’un endomorphisme et ses propriétés

Définition 3.7.1 Si un endomorphisme f vérifie f ∗ = f , on dit que f est symétrique ou

auto-adjoint .

Le théorème suivant caractérise les endomorphismes auto-adjoints.

Théorème 3.7.2 Soit E un espace vectoriel euclidien, et f un endomorphisme de E. Alors

f est auto-adjoint si et seulement s’il existe une base orthonormée de E de vecteurs propres

pour f , les valeurs propres étant réelles.

Théorème 3.7.3 Soit E un espace vectoriel euclidien et f ∈ L(E). Les conditions suiv-

antes sont équivalentes

(1) f est auto-adjoint

(2) ∀(x, y) ∈ E2, 〈x, f(y)〉 = 〈f(x), y〉

(3) La matrice de f dans une base orthonormale est symétrique.

(4) La matrice de f dans toute base orthonormale est symétrique.

Démonstration. (1) ⇒ (4) : Soit B une base orthonormale de E, f un endomorphisme

auto-adjoint de E. On a alors MB
B (f) = MB

B (f ∗) =
(
MB
B (f)

)t
, donc MB

B (f) est symetrique.

(4) ⇒ (3): ok (il existe des bases orthonormales)

(3) ⇒ (1) : Soit B une base orthonormale telle que MB
B (f) est symetrique.

Alors MB
B (f ∗) = At = A car B est orthonormale. Donc f ∗ = f

Propriétés 3.7.1

1) (αf + βg)∗ = αf ∗ + βg∗,

2) (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f ∗,

3) Si f est bijective, alors f ∗ est bijective et (f ∗)−1 = (f−1)
∗
,

4) (f ∗)∗ = f,

5) rg(f) = rg(f ∗),
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3.8. L’application orthogonale (isométries)

6) ker(f ∗) = (Im(f))⊥ et Im(f ∗) = (ker(f))⊥ .

Démonstration. Les 5 premières propriétés découlent facilement de l’égalité 〈w, f(v)〉 =

〈f ∗(w), v〉. Enfin, f ∗(v) = 0 si et seulement si pour tout w ∈ E, 0 = 〈f ∗(v), w〉 = 〈v, f(w)〉

si et seulement si v ∈ (Im(f))⊥, Enfin (ker(f))⊥ = (ker((f ∗)∗))
⊥

=
(

(Im(f ∗))⊥
)⊥

= Im(f ∗).

3.8 L’application orthogonale (isométries)

Définition 3.8.1 Soit E un espace vectoriel euclidien et f : E → E une application, on

dit que f est ortogonale ou (isométries) si:

∀v, w ∈ E : ‖f(v)− f(w)‖ = ‖v − w‖ (f conserve les distances).

Si f ∈ L(E) est une isométrie, on dit que f est une isométrie linéaire.

Définition 3.8.2 (Exercice) Soit v0 ∈ E et f ∈ L(E) est une isométrie linéaire. Montrer

que l’application

g : E → E

v 7−→ g(v) = v0 + f(v)

est aussi une isométrie, qu’on appelle une isométrie affine.

Le théorème suivant caractérise les endomorphismes orthogonaux.

Théorème 3.8.1 (Exercice) Soit E un espace vectoriel euclidien et soit f ∈ L(E). On a

les équivalences suivantes.

1) f est une isométrie linéaire:

∀v, w ∈ E : ‖f(v)− f(w)‖ = ‖v − w‖ .

2) f conserve la norme:

∀v ∈ E : ‖f(v)‖ = ‖v‖ .

3) f conserve le produit scalaire:

∀v, w ∈ E : 〈f(v), f(w)〉 = 〈v, w〉 .
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3.9. Matrice orthogonale

4) Si {v1, v2, ..., vn} est une base orthonormée de E, alors {f(v1), f(v2), ..., (vn)} est aussi

une base orthonormée de E.

5) f est orthogonal:

f ∗f = idE.

3.9 Matrice orthogonale

Définition 3.9.1 Soit A ∈Mn(R). On dit que A est orthogonale si

AAt = AtA = In.

Proposition 3.9.1 Soit A une matrice orthogonale. Alors elle est inversible et A−1 = At.

De plus, son déterminant est égal à 1 ou à -1 .

Démonstration. Comme AtA = In = AAt, la matrice A est inversible et son inverse est

égal à sa transposée. De plus, det (AtA) = det(A)2 = det (In) = 1 donc det(A) = ±1.

Exemple 3.9.1 Les matrices de rotation sont orthogonales. Soit θ un angle. Alors la

matrice de la rotation d’angle θ de R2 est

A =

 cos(θ) − sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

 .

Cette matrice est orthogonale. En effet, l’identité

sin2(θ) + cos2(θ) = 1

montre que l’on a

AAt = AtA = I.

Proposition 3.9.2 Si P est la matrice de passage de la base orthonormée B = {e1, . . . , en}

à la base B′ = {u1, . . . , un} de E, alors B′ est une base orthonormée si et seulement si

P tP = In.
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3.9. Matrice orthogonale

Démonstration. Démonstration : le jème vecteur colonne de la matrice P représente

les coordonnées du vecteur uj dans la base {e1, . . . , en}. Le coefficient (P tP )ij représente

donc le produit scalaire du vecteur ui par le vecteur uj. D’où le résultat.

Corollaire 3.9.1 Soit E un espace vectoriel euclidien. La matrice de passage P de la base

orthonormée B à la base orthonormée B′ de E est orthogonale (P−1 = P t).

Théorème 3.9.1 Soit A ∈Mn(R). On a les équivalences suivantes.

1) A est orthogonale.

2) {A1, A2, ..., An} les vecteurs colonne de la matrice A forment une bases orthonormée

de l’espace euclidien usuel Rn.

Démonstration. Soit la matrice

A =

A1 A2 · · · An
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann


alors

At =


a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · an2
...

...
. . .

...

a1n a2n · · · ann


A1

A2

...

An

donc

AtA =


A1A1 A1A2 · · · A1An

A2A1 A2A2 · · · A2An

...
...

. . .
...

AnA1 AnA2 · · · AnAn

 =


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1


(A est orthogonale)⇔ (AtA = In)⇔ AiAj =

 1 si i = j

0 si i 6= j
=
〈
Ai, Aj

〉
.
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3.9. Matrice orthogonale

Proposition 3.9.3 L’ensemble des matrices orthogonales de Mn(R), noté On, est un sous

groupe du groupe GLn(R) des matrices inversibles; on l’appelle groupe orthogonal. L’ensemble

des matrices de On qui sont de déterminant 1 , noté SOn, est un sous-groupe de On; on

l’appelle groupe spécial orthogonal.

Démonstration. On vérifie que le produit de deux matrices orthogonales est une matrice

orthogonale et que l’inverse d’une matrice orthogonale est une matrice orthogonale, ce qui

permet de montrer que On est un sous-groupe du groupe GLn(R) des matrices inversibles.

• On ⊂ GLn(R)

• Soit A,B ∈ On, le produit de deux matrices orthogonales est une matrice orthogonale.

En effet, on a

(AB)t = BtAt

= B−1A−1

= (AB)−1

• L’inverse d’une matrice orthogonale est orthogonale. En effet, on a

A est orthogonale ⇔ A−1 = At

⇔
(
A−1

)−1
=
(
At
)−1

⇔
(
A−1

)−1
=
(
A−1

)t
⇔ A−1 est orthogonale.

De même pour SOn.

Théorème 3.9.2 Soit A ∈Mn(R). Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

i) A est orthogonale.

ii) Pour tout x ∈ Rn, on a ‖Ax‖ = ‖x‖ .

iii) Pour tout x, y ∈ Rn, on a 〈Ax,Ay〉 = 〈x, y〉 .
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3.9. Matrice orthogonale

Démonstration. (i)⇒ (ii) Supposons A orthogonale. On a

‖Ax‖2 = 〈Ax,Ax〉 =
〈
x,AtAx

〉
= 〈x, x〉 = ‖x‖2 .

(ii)⇒ (iii) Supposons que

‖Ax‖ = ‖x‖

Pour tout x ∈ Rn. On a

〈Ax,Ay〉 =
1

4
‖Ax+ Ay‖2 − 1

4
‖Ax− Ay‖2

=
1

4
‖A(x+ y)‖2 − 1

4
‖A(x− y)‖2

=
1

4
‖x+ y‖2 − 1

4
‖x− y‖2

= 〈x, y〉 .

(iii)⇒ (i) On considère (iii) avec x = ei et y = ej des vecteurs de la base standard. Alors

〈x, y〉 est soit 0 (si i 6= j) soit 1 (si i = j)), et est le coefficient Iij de la matrice identité.

D’autre part,

〈Ax,Ay〉 = etiA
tAei

est le coefficient (i, j) de la matrice AtA. Il suit que AtA = I, et donc que A est orthogonale.

Théorème 3.9.3 Soit E et F deux espaces vectoriels euclidiens et dim(E) = dim(F ). Soit

f ∈ L(E,F ), alors on a les équivalences suivantes.

i) f est orthogonale

ii) Il existe une base orthonormale B de E et Il existe une base orthonormale B′ de F tel

que MB′
B (f) est orthogonale.

Démonstration. i)⇒ ii) Supposon que f est orthogonale alors f est injective et comme

dim(E) = dim(F ), alors f est bijective. Soit B = {v1, v2, ..., vn} une base orthonormale de

E, alors B′ = {f(v1), f(v2), ..., f(vn)} est une base de F et on a

〈f(vi), f(vj)〉 = 〈vi, vj〉 =

 1 si i = j

0 si i 6= j
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3.10. Série d’exercices avec solution

Donc B′ une base orthonormale de F et MB′
B (f) = In est orthogonale.

ii)⇒ i) Soit B = {v1, v2, ..., vn} et B′ = {v′1, v′2, ..., v′n} deux bases orthonormales de E et de

F . Soit la matrice orthogonale

MB′
B (f) =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann


alors

f(vi) = a1iv
′
1 + a2iv

′
2 + · · ·+ aniv

′
n, ∀i

f(vj) = a1jv
′
1 + a2jv

′
2 + · · ·+ anjv

′
n ∀j

donc

〈f(vi), f(vj)〉 = a1ia1j + a2ia2j + · · ·+ anianj

=
〈
Ai, Aj

〉
=

 1 si i = j

0 si i 6= j

et on a

〈vi, vj〉 =

 1 si i = j

0 si i 6= j

alors

〈f(vi), f(vj)〉 = 〈vi, vj〉 , ∀i, j

donc f est orthogonale.

3.10 Série d’exercices avec solution

Exercice 01. I) Soit L’application 〈·, ·〉 définie par

〈·, ·〉 : Mn(R)×Mn(R) → R

(A,B) 7−→ 〈A,B〉 = tr(AtB)

1◦) Montrer que 〈·, ·〉 est un produit scalaire.

2◦) Montrer que |tr(A)| ≤
√
n ‖A‖.
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3.10. Série d’exercices avec solution

II) Soit E un espace euclidien. Soit B = {v1, v2, ..., vn} une base orthonormée de E et u ∈ E.

Alors

u = 〈u, v1〉 v1 + 〈u, v2〉 v2 + · · ·+ 〈u, vn〉 vn.

Solution: I) 1◦) On a tr(A+B) = tr(A)+tr(B), tr(A) = tr(At), tr(λA) = λtr(A), (A+B)t =

At +Bt, (AB)t = BtAt.

i) 〈A,B〉 = tr(AtB) = tr((AtB)
t
) = tr(BtA) = 〈B,A〉

ii) 〈(A+ λC) , B〉 = tr((A+ λC)tB) = tr(AtB+λCtB) = tr(AtB) +λtr(CtB) = 〈A,B〉+

λ 〈C,B〉 .

〈A, (B + λC)〉 = tr(At (B + λC)) = tr(AtB + λAtC) = tr(AtB) + λtr(AtC) = 〈A,B〉 +

λ 〈A,C〉 .

iii) 〈A,A〉 = tr(AtA) =
∑n

i=1

∑n
j=1 a

2
ij ≥ 0.

v)
(
〈A,A〉 = tr(AtA) =

∑n
i=1

∑n
j=1 a

2
ij = 0

)
⇔ (aij = 0,∀1 ≤ i, j ≤ n)⇔ (A = 0n) .

2◦) |tr(A)| = |〈In, A〉| ≤
√
〈In, In〉

√
〈A,A〉 =

√
n ‖A‖ .

II) Comme B est une base, il existe λ1, ..., λn ∈ R tels que

u = λ1v1 + · · ·+ λnvn.

On a

〈u, vi〉 = 〈λ1v1 + · · ·+ λnvn, vi〉 = λ1 〈v1, vi〉+ · · ·+ λn 〈vn, vi〉 .

Or, comme 〈vj, vi〉 = 0 si j 6= i et 〈vi, vi〉 = ‖vi‖2 = 1, on a

〈u, vi〉 = λi

et par conséquent

u = 〈u, v1〉 v1 + 〈u, v2〉 v2 + · · ·+ 〈u, vn〉 vn.

Exercice 02. Soit l’espace vectoriel R3 muni du produit scalaire usuel. Considérons la base

B = {v1 = (1, 1, 1), v2 = (0, 1, 1), v3 = (0, 0, 1)} de R3 donnée une base orthonormées de R3

a partir de B.

Solution: Le processus d’orthonormalisation de Schmidt donne
w′1 = w1,

w′2 = w2 + a12w
′
1,

w′3 = w3 + a13w
′
1 + a23w

′
2.
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3.10. Série d’exercices avec solution

Donc on trouve 
a12 = −〈w

′
1,w2〉
‖w′1‖2

= −2
3

a13 = −〈w
′
1,w3〉
‖w′1‖2

= −1
3

a23 = −〈w
′
2,w3〉
‖w′2‖2

= −1
2

et 
w′1 = w1, ‖w′1‖ =

√
3

w′2 = (−2
3
, 1
3
, 1
3
), ‖w′2‖ =

√
2
3

w′3 = (0, −1
2
, −1

2
), ‖w′3‖ =

√
1
2

alors la base orthonormées est:{
w′′1 =

1√
3
w′1, w′′2 =

√
3

2
w′2, w′′3 =

√
2w′3

}
.

Exercice 03. Soit E un espace euclidien et F et G sont des sous espace de E. Montrer

que:

1◦) F⊥ est un sous espace de E.

2◦) G ⊂ F =⇒ F⊥ ⊂ G⊥.

3◦) vect(F⊥) = (vect(F ))⊥.

4◦) E = F⊥ ⊕ F.

5◦) (F⊥)⊥ = F .

6◦) (F +G)⊥ = F⊥ ∩G⊥.

7◦) (F ∩G)⊥ = F⊥ +G⊥.

Solution: 1◦) F⊥ = {u ∈ E : 〈u, v〉 = 0, ∀v ∈ F} est un sous espace de E ssi i) F⊥ 6= φ

ii) ∀s, w ∈ F⊥,∀α ∈ K⇒s+ αw ∈ F⊥.

i) F⊥ 6= φ car 0 ∈ F⊥ (∀v ∈ F, 〈0, v〉 = 0)

ii) Soit α ∈ K et s, w ∈ F⊥, alors

(s ∈ F⊥ ⇒ ∀v ∈ F, 〈s, v〉 = 0) et (w ∈ F⊥ ⇒ ∀v ∈ F, 〈w, v〉 = 0).

pour tout v ∈ F on a

〈s+ αw, v〉 = 〈s, v〉+ α 〈w, v〉 = 0 + α0 = 0
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3.10. Série d’exercices avec solution

alors s+ αw ∈ F⊥. De (i) et (ii) F⊥ est un sous espace de E.

2◦) Supposons que G ⊂ F et on montrons que F⊥ ⊂ G⊥.

Soit w ∈ F⊥ ⇒ ∀v ∈ F, 〈v, w〉 = 0. Comme G ⊂ F ⇒ ∀v ∈ G, 〈v, w〉 = 0⇒ w ∈ G⊥. Donc

F⊥ ⊂ G⊥.

3◦) vect(F⊥) = (vect(F ))⊥.( on demotre que vect(F⊥) ⊂ (vect(F ))⊥ et (vect(F ))⊥ ⊂

vect(F⊥)).

i) vect(F⊥) ⊂ (vect(F ))⊥?

Soit v ∈ vect(F⊥)⇒ ∃λi ∈ K, ∃vi ∈ F⊥ : v =
∑p

i=1 λivi.

Soit w ∈ vect(F )⇒ ∃αj ∈ K, ∃wj ∈ F : w =
∑m

j=1 αjwj.

〈v, w〉 = 〈
∑p

i=1 λivi,
∑m

i=1 αiwi〉 =
∑p

i=1

∑m
i=1 λiαj 〈vi, wi〉 = 0. Donc v ∈ (vect(F ))⊥, alors

vect(F⊥) ⊂ (vect(F ))⊥.

ii) (vect(F ))⊥ ⊂ vect(F⊥)?

Comme F ⊂ vect(F ) de (2◦) on a (vect(F ))⊥ ⊂ F⊥ ⊂ vect(F⊥). De (i) et (ii) vect(F⊥) =

(vect(F ))⊥.

3◦) (
E = F⊥ ⊕ F

)
⇔

 i) F⊥ ∩ F = {0E}

ii) E = F⊥ + F


i) Soit v ∈ F⊥ ∩ F , alors v ∈ F⊥ et v ∈ F , donc 〈v, v〉 = 0 implique v = 0. Donc

F⊥ ∩ F = {0E} .

ii) F est un sous espace de E alors il existe une base B = {v1, ..., vp} orthonormé de F, on

peut trouver une base B′ = {v1, ..., vp, vp+1, ..., vn} orthonormale de E. Il suffit de démontrer

que F⊥ = vect(vp+1, ..., vn).

Soit v ∈ F⊥ ⊂ E, alors v =
∑n

i=1 λivi tel que λi ∈ K, vi ∈ E ∀i = 1, ..., n.

Pour i = 1, ..., p on a

〈v, vj〉 = 0 (car v ∈ F⊥ et vj ∈ F

=

〈
n∑
i=1

λivi, vj

〉

=
n∑
i=1

λi 〈vi, vj〉

= λi (∀i = 1, ..., p)
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3.10. Série d’exercices avec solution

implique que v =
∑n

i=p+1 λivi. Alors F⊥ = vect(vp+1, ..., vn), donc E = F⊥ + F. De (i) et

(ii) E = F⊥ ⊕ F.

5◦) (F⊥)⊥ = F . On montre que F ⊂ (F⊥)⊥ et dim(F ) = dim((F⊥)⊥).

i) Soit v ∈ F et w ∈ F⊥, alors 〈v, w〉 = 0, donc v ∈ (F⊥)⊥ ce qui donne F ⊂ (F⊥)⊥.

ii) on a E = F⊥⊕F , alors dim(E) = dim(F⊥)+dim(F ) = dim((F⊥)⊥)+dim(F⊥) implique

dim(F ) = dim((F⊥)⊥). Donc de (i) et (ii) on a F = (F⊥)⊥.

6◦) (F +G)⊥ = F⊥ ∩G⊥. On montre que (F +G)⊥ ⊂ F⊥ ∩G⊥ et F⊥ ∩G⊥ ⊂ (F +G)⊥.

i) (F +G)⊥ ⊂ F⊥ ∩G⊥?

On a F ⊂ F +G et G ⊂ F +G donc (F +G)⊥ ⊂ F⊥ et (F +G)⊥ ⊂ G⊥, alors (F +G)⊥ ⊂

F⊥ ∩G⊥.

ii) F⊥ ∩G⊥ ⊂ (F +G)⊥?

Soit v ∈ F⊥ ∩ G⊥ et soit w ∈ F + G, alors comme v ∈ F⊥ ∩ G⊥ implique que v ∈ F⊥ et

v ∈ G⊥, et comme w ∈ F + G implique que ∃wF ∈ F et ∃wG ∈ G tel que w = wF + wG.

Donc

〈v, w〉 = 〈v, wF + wG〉 = 〈v, wF 〉+ 〈v, wG〉 = 0,

alors v ∈ (F +G)⊥ ce qui donne F⊥ ∩G⊥ ⊂ (F +G)⊥. Donc de (i) et (ii) on a (F +G)⊥ =

F⊥ ∩G⊥.

7◦) (F ∩G)⊥ = F⊥ +G⊥?

De (6◦) on a (F⊥+G⊥)⊥ =
(
F⊥
)⊥ ∩ (G⊥)⊥, alors de (5◦) on a (F⊥+G⊥)⊥ = F ∩G. Donc

(F⊥ +G⊥) = (F ∩G)⊥ .

Exercice 04. Soit E un espace vectoriel euclidien et soit f ∈ L(E). On a les équivalences

suivantes.

1◦) f est une isométrie linéaire:

∀v, w ∈ E : ‖f(v)− f(w)‖ = ‖v − w‖ .

2◦) f conserve la norme:

∀v ∈ E : ‖f(v)‖ = ‖v‖ .

3◦) f conserve le produit scalaire:

∀v, w ∈ E : 〈f(v), f(w)〉 = 〈v, w〉 .
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3.10. Série d’exercices avec solution

Solution: (1◦)⇒ (2◦) Supposons que f est une isométrie linéaire:

∀v, w ∈ E : ‖f(v)− f(w)‖ = ‖v − w‖ .

Alors pour w = 0 on a

∀v ∈ E : ‖f(v)− f(0)‖ = ‖f(v)‖ = ‖v − 0‖ = ‖v‖ .

(2◦)⇒ (3◦) Supposons que f est conservée la norme:

∀v ∈ E : ‖f(v)‖ = ‖v‖ .

Soient u, v ∈ E, on a

〈f(v), f(w)〉 =
1

2

(
‖f(v)− f(w)‖2 − ‖f(v)‖2 − ‖f(w)‖2

)
=

1

2

(
‖f(v − w)‖2 − ‖f(v)‖2 − ‖f(w)‖2

)
=

1

2

(
‖v − w‖2 − ‖v‖2 − ‖w‖2

)
= 〈v, w〉 .

(3◦)⇒ (1◦) Supposons que f est conservée le produit scalaire:

∀v, w ∈ E : 〈f(v), f(w)〉 = 〈v, w〉 .

Soient u, v ∈ E, on a

‖f(v)− f(w)‖2 = 〈f(v)− f(w), f(v)− f(w)〉

= 〈f(v), f(v)〉 − 2 〈f(v), f(w)〉+ 〈f(w), f(w)〉

= 〈v, v〉 − 2 〈v, w〉+ 〈w,w〉

= ‖v‖2 − 2 〈v, w〉+ ‖w‖2

= ‖v − w‖2 .

Exercice 05. Soit E un espace euclidien et f ∈ L(E). Si f est orthogonale alors f est

injective.

Solution: Soit v ∈ ker(f), alos

(f(v) = 0)⇒ (‖f(v)‖ = ‖0‖ = ‖v‖)⇒ (v = 0) .
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3.10. Série d’exercices avec solution

Donc f est injective.

Exercice 06. Soit la matrice

A =

 cos(θ) − sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

 .

Montrer que A est une matrice orthogonale.

Solution: 1) Méthode 1: La matrice A est orthogonale. En effet, l’identité

sin2(θ) + cos2(θ) = 1

montre que l’on a

AAt =

 cos(θ) − sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

 cos(θ) sin(θ)

− sin(θ) cos(θ)

 =

 cos2 θ + sin2 θ 0

0 cos2 θ + sin2 θ


=

 1 0

0 1

 = AtA = I.

Méthode 2: A est orthogonale ssi les vecteurs colonnes de A forment une base orthonormale

de R2. 〈
Ai, Aj

〉
=

 1 si i = j

0 si i 6= j

On calcule successivement

〈
A1, A1

〉
= cos2 θ + sin2 θ = 1,

〈
A1, A2

〉
= − cos(θ) sin(θ) + cos(θ) sin(θ) = 0,〈

A2, A1
〉

= − cos(θ) sin(θ) + cos(θ) sin(θ) = 0,
〈
A2, A2

〉
= sin2 θ + cos2 θ = 1.
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Chapitre 4

Les éspaces hermitiens

Dans tout ce chapitre E désigne un espace vectoriel de dimension fini sur C.

4.1 Forme sesquilinéaire

4.1.1 Définitions et exemples

Définition 4.1.1 On appelle une forme sesquilinéaire sur E une application f de E × E

dans C vérifiant les propriétés suivantes :

• f est linéaire à droite :

∀x, y, y′ ∈ E, et λ ∈ C on a : f (x, y + λy′) = f(x, y) + λf (x, y′)

• f est semi-linéaire à gauche :

∀x, x′, y ∈ E, et λ ∈ C on a : f (x+ λx′, y) = f(x, y) + λ̄f (x′, y)

Exemple 4.1.1 1) Si h et g sont deux formes C-linéaires sur E,L’application :

f : E × E → C

(x, y) 7−→ h(x)g(y) + g(x)h(y),

est une forme sesquilinéaire sur E2. En effet :

∗ f (x, y + λy′) = h(x)g (y + λy′) + g(x)h (y + λy′)

= f(x) [g(y) + λg (y′)] + g(x) [h(y) + λh (y′)] ( h et g sont linéaire).
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4.1. Forme sesquilinéaire

D’où, f (x, y + λy′) = h(x)g(y) + λh(x)g (y′) + g(x)h(y) + λg(x)h (y′)

= h(x)g(y) + g(x)h(y) + λ
[
h(x)g (y′) + g(x)h (y′)

]
= f(x, y) + λf (x, y′) .

alors, pour x ∈ E fixé : f(x, y) est linéaire par rapport à y.

* On a : f (x+ λx′, y) = h (x+ λx′)g(y) + g (x+ λx′)h(y)

= h(x)g(y) + λh (x′)g(y) + g(x)h(y) + λ (x′)h(y)

= h(x)g(y) + g(x)h(y) + λ̄
[
h (x′)g(y) + g (x′)h(y)

]
= f(x, y) + λ̄f (x′, y) .

Donc, f est semi-linéaire à gauche . Alors f est une forme sesquilinéaire.

2) Soit E le C-espace vectoriel des applications continues de [0, 1] dans C. L’application

f : E × E −→ C

(h, g) 7−→
∫ 1

0

h(t)g(t)dt

est une forme sesquilinéaire sur E2. En effet :

* Pour g ∈ E. Soient h, h′ ∈ E, λ ∈ C on a :

f (h+ λh′, g) =

∫ 1

0

(h+ λ′) (t) · g(t)dt

=

∫ 1

0

h(t)g(t)dt+ λ̄

∫ 1

0

h′(t)g(t)dt

= f(h, g) + λ̄f (h′, g) .

D’où: Ψ est semi-linéaire par rapport à la première variable.

* Pour h ∈ E. Soient g, g′ ∈ E, λ ∈ C, on a :

f (h, g + λg′) = f(h, g) + λf (h, g′)

.

Alors, f est une forme linéaire par rapport à la deuxième variable. Donc f est une forme

sesquilinéaire sur E.

3) Supposons E de dimension finie n, et soit B = {e1, . . . , en} une base de E. Soit

p ∈ {1, 2, . . . , n}. Si x = λ1e1 + · · ·+ λnen et y = µ1e1 + · · ·+ µnen sont des vecteurs de E,

posons :

f(x, y) = λ1µ1 + · · ·+ λpµp.
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4.1. Forme sesquilinéaire

On obtient ainsi une forme sesquilinéaire sur E2.

4.1.2 Forme sesquilinéaire hermitienne

Définition 4.1.2 On appelle forme hermitienne sur E une forme sesquilinéaire f de E×E

dans C telle que:

∀x, y ∈ E : f(y, x) = f(x, y)

.

Exemple 4.1.2 Soit E le C-espace vectoriel des applications continues de [0, 1] dans C.

L’application

f : E × E −→ C

(h, g) 7−→
∫ 1

0

h(t)g(t)dt

est une forme hermitienne sur E2. En effet: : il est claire que f est une forme

sesquilinéaire, alors on montre qu’elle est hermitienne. On a pour tous h, g ∈ E

f(h, g) =

∫ 1

0

h(t)g(t)dt =

∫ 1

0

g(t)h(t)dt = f(g, h).

D’où, f est hermitienne sur E2.

Proposition 4.1.1 si f est une forme sesquilinéaire hermitienne sur E, Alors :

- ∀(x, y) ∈ E2 : f(x+ y, x+ y) = f(x, x) + f(y, y) + 2 Re(f(x, y))

- ∀(x, y) ∈ E2 : f(x− y, x− y) = f(x, x) + f(y, y)− 2 Re(f(x, y))

- ∀(x, y) ∈ E2 : f(x+ iy, x+ iy) = f(y, y) + f(x, x)− 2 Im(f(x, y))

- ∀(x, y) ∈ E2 : f(x− iy, x− iy) = f(x, x) + f(y, y) + 2 Im(f(x, y))

Démonstration. Soient x, y ∈ E
− f(x+ y, x+ y) = f(x, x) + f(y, y) + f(x, y) + f(y, x)

= f(x, x) + f(y, y) + f(x, y) + f(x, y) (f hermitienne)
et comme on a:

∀z ∈ C, z + z̄ = 2 Re(z).

Donc on aura:

∀(x, y) ∈ E2 : f(x+ y, x+ y) = f(x, x) + f(y, y) + 2 Re(f(x, y))
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4.1. Forme sesquilinéaire

− f(x− y, x− y) = f(x, x) + f(y, y)− f(x, y)− f(y, x)

= f(x, x) + f(y, y)− f(x, y)− f(x, y) (f hermitienne )

= f(x, x) + f(y, y)− 2 Re(f(x, y)).

− f(x+ iy, x+ iy) = f(x, x) + f(iy, iy) + f(x, iy) + f(iy, x)

= f(x, x)− i2f(y, y) + f(x, iy) + f(x, iy) (f hermitienne)

= f(x, x) + f(y, y) + f(x, iy) + f(x, iy)

= f(x, x) + f(y, y) + 2 Re(f(x, iy))

= f(x, x) + f(y, y) + 2 Re(if(x, y))
et comme on a:

∀z ∈ C Re(iz) = − Im(z).

Donc on aura:

∀(x, y) ∈ E2 : f(x+ iy, x+ iy) = f(x, x) + f(y, y)− 2 Im(f(x, y)).

− f(x− iy, x− iy) = f(x, x) + f(iy, iy)− f(x, iy)− f(iy, x)

= f(x, x)− i2f(y, y)− f(x, iy)− f(x, iy) (f hermitienne)

= f(x, x) + f(y, y)− f(x, iy)− f(x, iy)

= f(x, x) + f(y, y)− 2 Re(f(x, iy))

= f(x, x) + f(y, y)− 2 Re(if(x, y))

Donc on aura:

∀(x, y) ∈ E2 : f(x− iy, x− iy) = f(x, x) + f(y, y) + 2 Im(f(x, y)).

Définition 4.1.3 Soient n ∈ N∗ et A ∈ Mn(C). On dit que A est hermitienne si At = Ā.

Notons A = (aij)16i,j6n cela signifie que : aji = aij pour tous i, j ∈ {1, . . . , n}.

Exemple 4.1.3 Soit

A =

 1 1 + i

1− i −4

 ∈M2(C).

Donc H est hermitienne car : At = Ā
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4.1. Forme sesquilinéaire

4.1.3 Représentation matriciel d’une forme sesquilinéaire hermi-

tienne

Définition 4.1.4 Soit f une forme hermitienne sur E, et B = {e1, . . . , en}, une base de E.

La matrice de f dans la base B est la matrice :

A = (aij)16i,j6n , où ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, aij = f (ei, ej) .

Proposition 4.1.2 Soit f une forme hermitienne sur E, et A la matrice de f dans la base

B = {e1, e2, . . . , en} de E. On a

- La matrice A est hermitienne.

- Soient X =
∑n

i=1 xiei, et Y =
∑n

j=1 yjej. On note

X =


x1
...

xn

 et Y =


y1
...

yn

 .

Alors on a

f(X, Y ) =
n∑
j=1

n∑
i=1

aijx̄iyj = X tAY.

Démonstration. - Trivial.

- Soient X, Y ∈ E on a : X =
∑n

i=1 xiei, et Y =
∑n

j=1 yjej. Donc

f(X, Y ) = f
( n∑
i=1

xiei,
n∑
j=1

yjej

)
=

n∑
j=1

n∑
i=1

aijx̄iyj où aij = f (ei, ej)

= X tAY

Exemple 4.1.4 Soit la forme hermitienne définit sur C2 par :

f(x, y) = x1x2 + x2x1.

La matrice de f dans la base canonique de C2 est

A =

 0 1

1 0


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4.2. Forme quadratique hermitienne

puisque

x1x2 + x2x1 = (x1x2)

 0 1

1 0

 x1

x2


4.1.4 Changement de base

Proposition 4.1.3 Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie n, f une forme sesquilinéaire

sur E, et soient B et B′ deux bases de E,A,A′ sont respectivement les matrices de f par

rapport aux bases B et B′, et P la matrice de passage de B à B′. Alors on a :

A′ = P tAP = P ∗AP

Démonstration. Soient B = {v1, .., vn} ,B′ = {w1, . . . , wn} deux bases de E. Alors ∀X ∈

E avec X =
∑n

i=1 xivi =
∑n

i=1 x
′
iwi. On a X = PX ′. Comme on a

∀(X, Y ) ∈ E × E : f(X, Y ) = X ′tA′Y ′ = X tAY = (P ·X ′)tA (PY ′) = X ′tP tAPY ′.

Alors on aura

∀ (X ′, Y ′) ∈ E × E : X ′t · A′ · Y ′ = X ′t
(
P tA · P

)
· Y ′.

D’où,

A′ = P tAP

4.2 Forme quadratique hermitienne

4.2.1 Définitions et propriétés

Définition 4.2.1 Soient E un C-espace vectoriel , f une forme sesquilinéaire hermitienne.

Alors, l’application

q : E → C

x 7→ f(x, x)

est appelée, la forme quadratique hermitienne associée à f .
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4.2. Forme quadratique hermitienne

Exemple 4.2.1 L’application

q : C3 → C

(x, y, z) 7→ |x|2 − |y|2 + 3|z|2

est une forme quadratique associée à la forme sesquilinéaire hermitienne :

f : C3 × C3 → C

((x1, y1, x3) , (x2, y2, y3)) 7→ x1y1 − x2y2 + 3x3y3

Définition 4.2.2 Soit q une forme quadratique hermitienne sur E. L’application f : E ×

E → C donnée par :

f(x, y) =
1

4
(q(x+ y)− q(x− y)− iq(x+ iy) + iq(x− iy))

est une forme sesquilinéaire hermitienne appelée forme polaire hermitienne de q.

Exemple 4.2.2 Soit E = C2. On définit q : E −→ C par

q (x1, x2) = 4 |x1|2 + 2Re ((2− i)x1x2)− 5 |x2|2

dont la forme hermitienne associée est :

f : C2 × C2 → C

(x1, x2) , (y1, y2) 7→ 4x1y1 + (2− i)x1y2 + (2 + i)x2y1 − 5x2y2

Proposition 4.2.1 Soient f une forme hermitienne sur E, et q la forme quadratique her-

mitienne associée.

Alors, ∀x, y ∈ E, et λ ∈ C :

• q(λx) = |λ|2q(x).

• f(x, y) = 1
4
(q(x+ y)− q(x− y)− iq(x+ iy) + iq(x− iy)).

Démonstration. Soient x, y ∈ E, et λ ∈ C

• On a

q(λx) = f(λx, λx)

= λ̄λf(x, x)

= |λ|2q(x).
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4.2. Forme quadratique hermitienne

• D’après la proposition 4.1.1 on a :

– q(x+ y) = f(x+ y, x+ y) = q(x) + q(y) + 2 Re(f(x, y))

– q(x− y) = f(x− y, x− y) = q(x) + q(y)− 2 Re(f(x, y))

– q(x+ iy) = f(x+ iy, x+ iy) = q(x) + q(y)− 2 Im(f(x, y))

– q(x− iy) = f(x− iy, x− iy) = q(x) + q(y) + 2 Im(f(x, y))

Donc, on aura

q(x+ y)− q(x− y)− iq(x+ iy) + iq(x− i) = 4(Re(f(x, y)) + i Im(f(x, y))

= 4f(x, y).

Alors

∀x, y ∈ E, f(x, y) =
1

4
(q(x+ y)− q(x− y)− iq(x+ iy) + iq(x− iy)).

Remarque 4.2.1 La forme polaire hermitienne montre que si deux formes sesquilinéaires

hermitiennes sont associées à une même forme quadratique hermitienne, alors elles sont

égales.

Exemple 4.2.3 Soient z1, z2 ∈ C2, avec z1 = (x1, y1) , z2 = (x2, y2) alors

f (z1, z2) = x1x2 − y1y2 +
1

2
y1x2 +

1

2
x1y2

est une forme sesquilinéaire hermitienne de la forme quadratique

q : z = (x, y) 7→ |x|2 − |y|2 +
1

2
ȳx+

1

2
yx̄.

4.2.2 Représentation Matricielle d’une forme quadratique

Soient E un C-espace vectoriel de dimension fini n, q une forme quadratique sur E et f la

forme sesquilinéaire hermitienne associée à q.

Soit B = {v1, v2, . . . , vn} une base de E. Alors ∀X, Y ∈ E on a

f(X, Y ) =
n∑
i=1

n∑
j=1

x̄iyjaij
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4.2. Forme quadratique hermitienne

où aij = f(vi, vj) ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. D’où ∀X ∈ E, ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, on a

q(X) = f(X,X)

=
n∑
i=1

n∑
j=1

xixjaij

=
n∑
i=1

xixiaii +
n∑

i,j=1,i 6=j

x̄ixjaij

=
n∑
i=1

|xi|2 aii +
∑

16i<j6n

(xixjaij + xjxiaji)

=
n∑
i=1

|xi|2 aii +
∑

16i<j6n

(x̄ixjaij + xixjαij) (f est hermitienne ).

Et comme on a x̄ixjaij + x̄jxiaij = 2 Re (x̄ixjaij), donc

∀X ∈ E, q(X) =
n∑
i=1

|xi|2 aii + 2
∑

16i<j6n

Re (x̄ixjaij) .

Remarque 4.2.2 Les coefficients diagonaux aii, ∀i ∈ {1, . . . , n}, sont réels.

Définition 4.2.3 Soit f une forme hermitienne et q la forme quadratique hermitienne as-

sociée.

• On appelle rang de q le rang de la matrice de f dans n’importe quelle base de E.

• On dit que f ou q est non dégénérée si f est de rang n.

Exemple 4.2.4 La matrice de la forme quadratique

q : Z = (x, y) 7→ |x|2 − |y|2 + 2iȳx− 2iyx̄

est  1 −2i

2i −1


Son rang est 2.
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4.2. Forme quadratique hermitienne

4.2.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz et Minkowski

Théorème 4.2.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit f une forme sesquilinéaire her-

mitienne positive sur E × E et ϕ sa forme quadratique. Alors

∀u, v ∈ E, |f(u, v)| ≤
√
ϕ (u)ϕ (v).

Dans le cas où f est définie positive, on a égalité si et seulement si x et y sont liée.

Démonstration. Soit (u, v) ∈ E2, la fonction de C dans C définie pour tout complexe

α par :

P (α) = ϕ (αu− v) = |α|2 ϕ (u)− 2 Re(ᾱf(u, v)) + ϕ (v) ≥ 0,

est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal à 2 dont les valeurs sont positives

puisque la forme quadratique ϕ est positive. En choisissant α = teiθ, où t est un réel ,et θ

désigne un argument de f , on a :

P (α) = t2ϕ (u)− 2t |f(u, v)|+ ϕ (v)

Alors se présente deux cas :

• Si ϕ (u) 6= 0, alors ϕ (u) > 0 et le discriminant réduit du trinôme P (α) est (f(u, v))2−

ϕ (u)ϕ (v) ≤ 0. D’où le résultat.

• Si ϕ (u) = 0, on a ∀α ∈ R, P (α) = ϕ (v) − 2tf(u, v) ≥ 0. Si f(u, v) 6= 0, α 7→ P (α)

est une fonction polynomiale de degré un et donc change de signe, d’où f(u, v) = 0 et

l’inégalité est vérifiée.

Supposons que f est définie positive. Si les deux vecteurs u, v sont liés, alors u = βv où

β ∈ R donc

(f(u, v))2 = β2f(u, u) = β2(ϕ (u))2 = ϕ (u)ϕ (βu) = ϕ (u)ϕ (v) .

Réciproquement, si (f(u, v))2 = ϕ (u)ϕ (v), alors dans le cas où ϕ (v) = 0, on a v = 0 et

(u, v) est liée , dans le cas où ϕ (v) 6= 0, on a la fonction polynomiale P (α) a un discriminant

nul, d’où l’existence de λ ∈ R tel que P (α) = 0. Comme P (λ) = ϕ (u+ λv), u + λv = 0

puisque f est définie positive.
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4.2. Forme quadratique hermitienne

Théorème 4.2.2 (Inégalité de Minkowski) Soit f une forme sesquilinéaire hermitienne

positive sur E × E et ϕ sa forme quadratique. Alors

∀u, v ∈ E,
√
ϕ(u+ v) ≤

√
ϕ (u) +

√
ϕ (v).

Il y a égalité si et seulement si u, v sont positivement liées; c’est à dire u = 0 ou u 6= 0, et

v = αu avec α ∈ R+.

Démonstration. On à

ϕ(u+ v) = ϕ (u) + 2 Re(f(u, v)) + ϕ (v) ≥ 0,

comme

Re(f(u, v)) ≤ |f(u, v)| ≤
√
ϕ (u)ϕ (v),

alors

ϕ(u+ v) ≤ ϕ (u) + 2
√
ϕ (u)ϕ (v) + ϕ (v)

=
(√

ϕ (u) +
√
ϕ (v)

)2
.

Donc √
ϕ(u+ v) ≤

√
ϕ (u) +

√
ϕ (v)

Exemple 4.2.5 Si E = C([0, 2π] ,C). Soit la forme sesquilinéaire hermitienne

f : E × E → C

(u, v) 7−→ f(u, v) =
∫ 2π

0
u(x)v(x)dx

la forme quadratique hermitienne associée à f est

ϕ : E → C

u 7−→ ϕ(u) =
∫ 2π

0
|u(x)|2 dx.

Alors l’inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski sont respectivement∣∣∣∣∫ 2π

0

u(x)v(x)dx

∣∣∣∣ ≤
√∫ 2π

0

|u(x)|2 dx

√∫ 2π

0

|v(x)|2 dx

et √∫ 2π

0

|u(x) + v(x)|2 dx ≤

√∫ 2π

0

|u(x)|2 dx+

√∫ 2π

0

|v(x)|2 dx.
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4.3. Espaces hermitiens

4.2.4 Produit scalaire hermitien

Définition 4.2.4

• On appelle produit scalaire hermitien sur E une forme sesquilinéaire f de E×E → C

hermitienne et définie positive. On le note géneralement par 〈·, ·〉 ou f(·, ·) .

• Un espace vectoriel sur C, muni d’un produit scalaire hermitien est appelé Espace

préhilbertien complexe.

Exemple 4.2.6 Soit E le C-espace vectoriel des applications continues de [0, 2π] dans C.

L’application

〈·, ·〉 : E × E −→ C

(h, g) 7−→
∫ 2π

0

h(t)g(t)dt

définit un produit scalaire sur E2.

* On a déjà montrer que 〈·, ·〉 est une forme sesquilinéaire, alors il suffit de montrer qu’il

est hermitien et défini positif.

* On a

〈g, h〉 =

∫ 2π

0

g(t)h(t)dt = 〈h, g〉.

Alors 〈·, ·〉 est hermitienne.

〈h, h〉 =

∫ 2π

0

h(t)h(t)dt =

∫ 2π

0

|h(t)|2 dt ≥ 0

et de plus

〈h, h〉 = 0⇔
∫ 2π

0

h(t)h(t)dt = 0⇔
∫ 2π

0

|h(t)|2 dt = 0

et comme |h(t)|2 continue positif sur E alors, |h(t)|2 = 0 sur E. Donc on aura, h(t) =

0, ∀t ∈ [0, 2π]. Finalement h = 0. D’où 〈·, ·〉 définie un produit scalaire hermitien sur E.

4.3 Espaces hermitiens

4.3.1 Définition et exemples

Définition 4.3.1 Soit E Un espace vectoriel de dimension fini sur C, muni d’un produit

scalaire hermitien. Alors E est appelé Espace vectoriel hermitien.
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4.3. Espaces hermitiens

Exemple 4.3.1 L’espace vectoriel Cn, muni du produit scalaire canonique défini, pour x =

(x1, . . . , xn), et y = (y1, . . . , yn), par

〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn =
n∑
i=1

xiyi,

est un espace hermitien appelé espace hermitien canonique de dimension n.

Remarque 4.3.1 On note que les bonnes propriété du produit scalaire euclidien restent

valable aussi pour la plut part pour le produit scalaire hermitien comme Inégalité de Cauchy-

Schwarz, Inégalité de Minkowski, Algorithme de Gram-Schmidt, théorème de Pythagore et

la projection orthogonale

4.3.2 Norme associée à un produit scalaire hermitien

Définition 4.3.2 Soit E est un espace vectoriel hermitien. Soit 〈·, ·〉 un produit scalaire

hermitien et définie positive sur E × E. 0n appelle norme associée à cet produit scalaire

l’application

‖·‖ : E → R+

u 7−→ ‖u‖ =
√
〈u, u〉

ayant les propriétés suivantes:

i) ∀λ ∈ C, ∀u ∈ E, ‖λu‖ = |λ| ‖u‖ ,

ii) ∀u, v ∈ E, ‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + 2 Re 〈u, v〉+ ‖v‖2 .

iii) ∀u ∈ E, |〈u, v〉| ≤ ‖u‖ ‖v‖ (inégalité de Cauchy-Schwarz) ;

iv) ∀u ∈ E, ‖u‖ = 0⇔ u = 0,

v) ∀u, v ∈ E, ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ .
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4.3. Espaces hermitiens

4.3.3 Endomorphisme d’un espace hermitien

Isomorphisme sesquilinéaire entre E et E∗

Théorème 4.3.1 Soit E un espace hermitien de produit scalaire hermitien noté 〈·, ·〉 .

L’application

ψ : E → E∗

x 7→ 〈·, x〉

est un isomorphisme sesquilinéaire entre E et son dual E∗.

Démonstration. Soit x ∈ E, si ψ(x) = 0, alors (x ∈ kerψ) on a

〈., x〉 = 0⇒ ∀y ∈ E, 〈y, x〉 = 0

⇒ 〈x, x〉 = 0

⇒ x = 0.

Donc ψ est injective, et comme E et E∗ ont même dimension, alors ψ est un isomorphisme

sesquilinéaire.

Endomorphisme adjoint

Proposition 4.3.1 Soit E un espace hermitien. Alors pour tout endomorphisme u de E,

il existe un unique endomorphisme v de E, tel que :

∀x, y ∈ E, 〈u(x), y〉 = 〈x, v(y)〉

Dans ce cas, v s’appelle l’adjoint de u noté u∗.

Démonstration. Pour chaque y ∈ E, on considère la forme linéaire φ sur E définie par :

∀x ∈ E, φy(x) = 〈y, u(x)〉 .

Puisque tout produit hermitien est non dégénéré et puisque E est de dimension finie, alors

l’application

ψ : E → E∗

z 7−→ ψ(z)
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4.3. Espaces hermitiens

Où ∀x ∈ E,ψ(z)(x) = 〈z, x〉, est un isomorphisme d’espace vectoriels. On a : φy ∈ E∗, donc

il existe un unique zy ∈ E, tel que : ψ (zy) = φy, donc si pour chaque y ∈ E, u∗(y) = zy,

considérons l’application u∗ : E → E. Alors u∗, est linéaire, en effet, soient y1, y2 ∈ E, et

λ ∈ C, alors on a :

∀x ∈ E, 〈x, u∗ (y1 + λy2)〉 = 〈u(x), y1 + λy2〉

= 〈x, u∗ (y1)〉+ λ 〈x, u∗ (y2)〉

= 〈x, u∗ (y1)〉+ 〈x, λu∗ (y2)〉

Donc

∀x ∈ E, 〈x, u∗ (y1 + λy2)− λu∗ (y2)− u∗ (y2)〉 = 0,

par suite

u∗ (y1 + λy2)− u∗ (y1)− λu∗ (y2) = 0.

Donc u∗ est linéaire. Et on a

∀x, y ∈ E, φy(x) = ψ (zy) (x)⇔ ∀x, y ∈ E, 〈y, u(x)〉 = 〈zy, x〉

⇔ ∀x, y ∈ E,≤ y, u(x) >= 〈u∗(y), x〉

⇔ ∀x, y ∈ E, 〈u(x), y〉 = 〈x, u∗(y)〉

⇔ ∀x, y ∈ E, 〈u(x), y〉 = 〈x, u∗(y)〉 .

Montrons l’unicité de u∗, soit w un autre endomorphisme de E, tel que :

∀x, y ∈ E, 〈u(x), y〉 = 〈x,w(y)〉

alors, on aura

∀x, y ∈ E,< x, u∗(y) >=< x,w(y) >,

ainsi on deduit que

∀y ∈ E,w(y) = u∗(y).

Proposition 4.3.2 Soit E un espace hermitien. Alors on a

1) ∀u ∈ L(E), u∗∗ = u.
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4.3. Espaces hermitiens

2) ∀u, v ∈ L(E), (u+ v)∗ = u∗ + v∗.

3) ∀u ∈ L(E),∀λ ∈ C, (λu)∗ = λ̄u∗.

4) ∀u, v ∈ L(E), (v ◦ u)∗ = u∗ ◦ v∗.

5) Si β est une base orthonormale de E et si A = Mβ(u), alors on a

Mβ (u∗) = A∗

Démonstration.

1) Soit w = u∗∗ = (u∗)∗, alors w est l’unique endomorphisme de E vérifiant

∀x, y ∈ E, 〈u∗(x), y〉 = 〈x,w(y)〉,

or, par définition de l’adjoint, on a

∀x, y ∈ E, 〈u∗(x), y〉 = 〈x, u(y)〉.

Donc u∗∗ = u.

2) ∀x, y ∈ E,
〈(u+ v)∗(x), y〉 = 〈x, (u+ v)(y)〉

= 〈x, u(y)〉+ 〈x, v(y)〉

= 〈u∗(x), y〉+ 〈v∗(x), y〉

= 〈(u∗ + v∗) (x), y〉 .

Donc (u+ v)∗ = u∗ + v∗.

3) Se démontre de la même manière que 2 .

4) ∀x, y ∈ E, on a 〈(v ◦ u)∗(x), y〉 = 〈x, (v ◦ u)(y)〉 = 〈x, v(u(x))〉 = 〈v∗(x), u(y)〉 =

〈u∗ (v∗(x)) , y〉 = 〈(u∗ ◦ v∗) (x), y〉

Donc (v ◦ u)∗ = u∗ ◦ v∗.
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4.3. Espaces hermitiens

5) Posons A = (aij)16i,j6n, et B = M (u∗, β) = (bij)16i,j6n, alors on sait que

∀i, j ∈ {1, . . . , n}, aij = 〈ei, u (ej)〉 , et bij = 〈ei, u∗ (ej)〉 ,

on aura

bij = 〈ei, u∗ (ej)〉 = 〈u (ei) , ej〉 = 〈ej, u (ei)〉 = 〈aij〉.

Donc, B = Āt = A∗.

Proposition 4.3.3 Soient E un espace hermitien et u un endomorphisme de E, alors

1) ker (u∗) = Im(u)⊥.

2) Im (u∗) = ker(u)⊥.

3) Si F est un sous-espace de E stable par u, alors F⊥ est stable par u∗.

Démonstration.

1) Soit y ∈ E, alors on a

y ∈ ker (u∗)⇔ u∗(y) = 0

⇔ ∀x ∈ E, 〈u∗(y), x〉 = 0

⇔ ∀x ∈ E, 〈y, u(x)〉 = 0

⇔ y ∈ Im(u)⊥.

Donc ker (u∗) = Im(u)⊥.

2) D’après 1., on a ker(u) = ker (u∗) = Im (u∗)⊥ Donc, on aura ker(u)⊥ = Im (u∗).

3) Soit F un sous-espace vectoriel deE stable par u. Vérifions que F⊥ est stable par u∗,

pour cela soient y ∈ F⊥, et x ∈ F , alors on a < u∗(y), x〉 = 〈y, u(x)〉 = 0 ( car u(x) ∈

Fet y ∈ F⊥
)
. Donc F⊥ est stable par u∗.
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Endomorphisme unitaire

Dans ce paragraphe, n est un entier strictement positive.On suppose que Cn est muni de

son produit scalaire canonique .

Définition 4.3.3 Soient E un espace hermitien et u un endomorphisme de E. On dit que

u est unitaire, si u∗u = IdE.

Remarque 4.3.2

• Une matrice A ∈Mn(C) est dite unitaire, si A∗A = Idn.

• Soit B une base orthonormale de E et soit A = MB(u), alors

(u est unitaire )⇔ (A est unitaire ).

• Tout endomorphisme unitaire est inversible et on a u−1 = u∗.

Proposition 4.3.4 Soient E un espace hermitien et u un endomorphisme de E. Alors les

propositions suivantes sont équivalentes :

1) u est unitaire,

2) ∀x ∈ E, ‖u(x)‖ = ‖x‖,

3) ∀x ∈ E, 〈u(x), u(y)〉 = 〈x, y〉.

Démonstration. 1)⇒ 2). Supposons que u est unitaire, donc pour tout x ∈ E, u∗(u(x)) =

x. Soit x ∈ E, alors on a

‖u(x)‖2 = 〈u(x), u(x)〉 = 〈u∗(u(x)), x〉 = 〈x, x〉 = ‖x‖2.

2)⇒ 3). Supposons que

∀x ∈ E, ‖u(x)‖ = ‖x‖.
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Soient x, y ∈ E, alors, d’après l’identité de polarisation, on a :

〈u(x), u(y)〉 =
1

4

3∑
k=0

ik
∥∥u(x) + iku(y)

∥∥2
=

1

4

3∑
k=0

ik
∥∥u(x) + u

(
iky
)∥∥2

=
1

4

3∑
k=0

ik
∥∥u (x+ iky

)∥∥2
=

1

4

3∑
k=0

ik
∥∥x+ iky

∥∥2 = 〈x, y〉.

3)⇒ 1). Supposons que

∀x, y ∈ E, 〈u(x), u(y)〉 = 〈x, y〉.

Soient x, y ∈ E, alors on a

∀x, y ∈ E, 〈u(x), u(y)〉 = 〈x, y〉 ⇒ ∀x, y ∈ E, 〈u∗(u(x)), y〉 = 〈x, y〉

⇒ ∀x, y ∈ E, 〈(u∗u) (x), y〉 = 〈x, y〉

⇒ ∀x, y ∈ E, 〈(u∗u) (x)− x, y〉 = 0.

Fixons x ∈ E, alors on aura

∀y ∈ E,< (u∗u) (x)− x, y >= 0.

Le produit hermitien est non dégénérée, donc on aura x ∈ E, (u∗u) (x)− x = 0. Donc pour

tout x ∈ E, on a (u∗u) (x) = x. D’où le résultat

Remarque 4.3.3 Soit u un endomorphisme unitaire de E et λ ∈ C une valeur propre de

u, alors |λ| = 1. En effet

u(x) = λx =⇒ ‖u (x)‖ = |λ| ‖x‖ = ‖x‖ .

D’où |λ| = 1.

Endomorphisme normal

Définition 4.3.4 Soit E un espace hermitien. On dit qu’un endomorphisme u de E est

normal, si u∗ ◦ u = u ◦ u∗.
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Remarque 4.3.4

• Une matrice A ∈Mn(C) est dite normale, si A∗A = AA∗.

• Soient E un espace hermitien, B = {e1, e2, . . . , en} une base orthonormale de E, u un

endomorphisme de E et A = MB(u), alors

(u est normal )⇔ (A est normal ).

• Si u est un endomorphisme normal, alors pour tout λ ∈ C, λIdE − u est normal.

Exercice 4.3.1 Soient n ∈ N∗, A ∈Mn(C) normale, λ ∈ C, X ∈Mn,1(C). Montrer que

(AX = λX)⇐⇒ (X∗A = λX∗).

Démonstration. Supposons que AX = λX. On a∥∥A∗X − λ̄X∥∥2 =
(
A∗X − λ̄X

)∗ (
A∗X − λ̄X

)
= (X∗A− λX∗)

(
A∗X − λ̄X

)
= X∗AA∗X − λ̄X∗AX − λX∗A∗X + λλ̄X∗X

= X∗A∗AX − λ̄X∗AX − λX∗A∗X + λ̄λX∗X

=
(
X∗A∗ − λ̄X∗

)
(AX − λX)

= (AX − λX)∗(AX − λX)

= ‖AX − λX‖2

= 0.

d’où A∗X = λ̄X, puis X∗A = A∗X = (λ̄X)∗ = λX∗.

Pour la réciproque, appliquer le résultat précédent à
(
A∗, λ̄, X

)
au lieu de(A, λ,X).

Proposition 4.3.5 Soit u un endomorphisme normal de E, alors

1) ∀x ∈ E, ‖u(x)‖ = ‖u∗(x)‖.

2) ker(u) = ker (u∗).

3) ∀λ ∈ C, ker (λIdE − u) = ker (λIdE − u∗).
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Démonstration.

1) Soit x ∈ E, alors on a

‖u(x)‖2 = 〈u(x), u(x)〉 = 〈u∗(u(x)), x〉 = 〈u (u∗(x)) , x〉 = 〈u∗(x), u∗(x)〉 = ‖u∗(x)‖2 .

2) Soit x ∈ E, alors on a

x ∈ ker(u)⇔ u(x) = 0⇔ ‖u(x)‖ = 0⇔ ‖u∗(x)‖ = 0⇔ u∗(x) = 0

⇔ x ∈ ker (u∗) .

3) Soit λ ∈ C, puisque u∗(u) = u (u∗), alors on voit facilement, par un simple calcul, qu’on

a aussi (λIdE− u)∗ (λIdE − u) = (λIdE − u) (λIdE − u)∗, donc pour tout λ ∈ C,

l’endomorphisme (λIdE − u) est normal.

Exercice 4.3.2 Soient E un espace hermitien, f un endomorphisme normal de E, tel que

im(f) = (ker(f))⊥.

Si g est un autre endomorphisme normal de E, démontrer que

g ◦ f = 0⇐⇒ f ◦ g = 0.

Démonstration. Il suffit clairement de démontrer une seule implication. On prend f et

g normaux, et on suppose f ◦ g = 0. Alors, im(g) ⊂ ker(f) = (im(f))⊥. On passe à

l’orthogonal dans cette relation, ce qui inverse l’ordre de l’inclusion

im(f) ⊂ im(g)⊥ = ker(g).

Donc g ◦ f = 0.

Exercice 4.3.3 Soient E un espace hermitien, f un endomorphisme normal de E, λ, ν deux

valeurs propres de f telles que λ 6= ν, x ∈ SEP (f, λ), y ∈ SEP (f, ν).

Montre 〈x, y〉 = 0.

SEP (f, λ) est le sous espace propre pour f associé à la valeur propre λ. SEP (f, ν) est le

sous espace propre pour f associé à la valeur propre ν.
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Démonstration. Puisque f − λe est normal, on a, d’après la proposition 4.3.5

‖(f − λe)∗(x)‖ = ‖(f − λe)(x)‖ = 0,

d’où f ∗(x) = λ̄x.  〈f ∗(x), y〉 =
〈
λ̄x, y

〉
= λ 〈x, y〉

〈f ∗(x), y〉 = 〈x, f(y)〉 = 〈x, νy〉 = ν 〈x, y〉
,

d’où, puisque λ 6= ν alors 〈x, y〉 = 0.

Théorème 4.3.2 Soit E un espace hermitien. Alors pour tout endomorphisme normal de

E, il existe une base orthonormale de E formée de vecteurs propres de u.

Endomorphisme hermitien

Définition 4.3.5 Soient E un espace hermitien et u un endomorphisme de E. On dit que

u est hermitien (ou auto-adjoint), s’il vérifié les conditions équivalents :

• u∗ = u.

• ∀x, y ∈ E, 〈u(x), y〉 = 〈x, u(y)〉.

Remarque 4.3.5 Soit β une base orthonormale de E, et soit A = Mβ(u), alors

()u est hermitien )⇔ (A est hermitien , (A∗ = A)).

Tout endomorphisme hermitien est normal.

Proposition 4.3.6 Soient E un espace hermitien et u un endomorphisme hermitien de E.

Alors toutes les valeurs propres de u sont réelles.

Démonstration. Soit λ ∈ C une valeur propre de u, alors il existe x0 ∈ E, tel que

u (x0) = λx0. Donc, on aura

〈u (x0) , x0〉 = 〈x0, u∗ (x0)〉 ⇒ 〈u (x0) , x0〉 = 〈x0, u (x0)〉 ( car u∗ = u)

⇒ 〈λx0, x0〉 = 〈x0, λx0〉

⇒ λ̄ ‖x0‖2 = λ ‖x0‖2

⇒ λ̄ = λ
(

car ‖x0‖2 6= 0
)

⇒ λ ∈ R.
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4.4 Série d’exercices avec solution

Exercice 01. Est-ce que les matrices hermitiennes forment un sous C-espace vectoriel de

Mn(C) ?, montrer qu’elles forment un sous-espace vectoriel réel, et calculer la dimension

(sur R) de ce sous-espace.

Solution: L’ensemble des matrices hermitiennes de Mn(C), contient la matrice nulle, stable

par addition, mais n’est pas stable par multiplication par les scalaires complexes par exemple

on a : In est une matrice hermitienne mais iIn n’est pas hermitienne. Donc ce n’est pas

un sous-espace vectoriel complexe de Mn(C). Par contre comme L’ensemble des matrices

hermitiennes de Mn(C) est stable par multiplication par les scalaires réels.

Donc c’est un sous-espace vectoriel réel. Notons Ek,l la matrice élémentaire qui a le

coefficient 1 en k-ème ligne et l-ème colonne, et des coéfficients 0 partout .

Alors les Ek,k pour k = 1, . . . , n, les Ek,l +El,k, et les i (Ek,l − El,k) pour 1 6 k < l 6 n,

forment ensemble une base de L’ensemble des matrices hermitiennes de Mn(C) sur R.

En effet toute matrice hermitienne H = (hk,l), (avec hk,k réel et hk,l = hl,k, pour k 6= l )

s’écrit de manière unique comme combinaison linéaire à coefficients réels de ces matrices :

H =
n∑
k=1

hk,kEk,k +
∑

16k<l6n

Re (hk,l) (Ek,l + El,k) +
∑

16k<l6n

i Im (hk,l) (Ek,l − El,k) .

Le décompte des éléments de la base montre que la dimension de L’ensemble des matrices

hermitiennes de Mn(C) est n2.

Exercice 02. Soit 〈·, ·〉 : Mn(C)×Mn(C)→ R, l’application définie par :

∀A,B ∈Mn(C), 〈A,B〉 = tr
(
AtB

)
.

Montrer que 〈·, ·〉 défini un produit scalaire hermitien.

Solution:

• On a déjà montrer que 〈·, ·〉 est hermitien, alors il suffit de montrer qu’il est défini

positif.
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4.4. Série d’exercices avec solution

• Soit A ∈Mn(C) avec A = (aij)∀i, j ∈ {1, . . . , n}. On a :

〈A,A〉 = tr
(
At.A

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

aji · aji

=
n∑
i=1

n∑
j=1

|aji|2 .

Alors 〈·, ·〉 est positif. Supposons que A 6= 0 alors ∃i0, j0 ∈ {1, . . . , n} tel que :

ai0j0 6= 0, et par suite 〈A,A〉 =
∑n

i=1

∑n
j=1 aji · aji 6= 0, d’où par on obtient que si

〈A,A〉 = 0 ⇔ A = 0. Alors 〈·, ·〉 est défini positif. Donc 〈·, ·〉 est un produit scalaire

hermitien.

Exercice 03.

Soit E = l2 ensemble des suites complexes, carrée sommables i.e. :∑
|un|2 ≤ ∞,

l’application définie par :

∀U, V ∈ E, 〈U, V 〉 =
∞∑
i=1

uivi

Montrer que 〈·, ·〉 définit sur E un produit scalaire hermitien.

Solution:

En effet, on a déjà montré que
∑+∞

i=1 uivi est une forme sesquilinéaire hermitienne. Alors

il suffit de montrer qu’elle est définie positive.

∀U ∈ E, 〈U,U〉 =
+∞∑
i=1

uiui =
+∞∑
i=1

|ui|2 ≥ 0

donc elle est positive, et de plus

〈U,U〉 = 0⇔ ui = 0 ∀i ∈ {1, . . . ,∞}.

Alors est bien définie positive. Donc 〈·, ·〉 est un produit scalaire.

Exercice 04.
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4.4. Série d’exercices avec solution

Soit E un espace vectoriel hermitien, (u, v) ∈ E2. Montrer

‖u+ v‖ ‖u− v‖ ≤ ‖u‖2 + ‖v‖2 .

Étudier le cas d’égalité.

Solution:

En notant x = u+ v, y = u− v, on a

‖u‖2 + ‖v‖2 − ‖u+ v‖ ‖u− v‖ =
1

4
‖x+ y‖2 +

1

4
‖x− y‖2 − ‖x‖ ‖y‖

=
1

2
‖x‖2 +

1

2
‖y‖2 − ‖x‖ ‖y‖

=
1

2

(
‖x‖ − ‖y‖

)2 ≥ 0.

Il y’a égalité si et seulement si Re(〈u, v〉 = 0).

Exercice 05.

1. Soient E un espace hermitien, f endomorphisme de E, x ∈ E. Montrer

〈x, f(x)〉2 ≤
〈
x, f 2(x)

〉
‖x‖2 .

2. Soient n ∈ N∗, A,B ∈Mn(C), X, Y ∈Mn,1(C). Montrer

|X∗A∗BY |2 ≤ (X∗A∗AX)(Y ∗B∗BY )

Solution:

1. En effet, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz

〈x, f(x)〉2 ≤ ‖x‖2 ‖f(x)‖2 = ‖x‖2 〈x, f ∗ ◦ f(x)〉 =
〈
x, f 2(x)

〉
‖x‖2 .

2. En effet, On va appliquer l’inégalité de Cauchy-Schwarz à AX,BY dans Mn,1(C) muni

de son produit scalaire canonique, ainsi,

|X∗A∗BY |2 ≤ (X∗A∗AX)(Y ∗B∗BY )
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4.4. Série d’exercices avec solution

Exercice 06.

Soient n, p ∈ N∗, A ∈Mn(C), B ∈Mp(C), f ∈ L (Mn,p(C)) défini par

∀X ∈ (Mn,p(C), f(X) = AX −XB

Déterminer f ∗ . (Mn,p(C) est muni du produit scalaire hermitien canonique).

Solution:

Il est clair que f est linéaire. On a pour tout (X, Y ) de Mn,p(C)

〈f(X), Y 〉 = 〈AX −XB, Y 〉

= tr ((AX −XB)∗Y )

= tr (X∗A∗Y )− tr (B∗X∗Y )

= tr (X∗A∗Y −X∗Y B∗)

= tr (X∗ (A∗Y − Y B∗))

= 〈X,A∗Y − Y B∗〉

Soit

g : Mn,p(C) −→Mn,p(C)

X −→ A∗X −XB∗

il est clair que g est linéaire et

∀(X, Y ) ∈ (Mn,p(C))2 , 〈f(X), Y 〉 = 〈X, g(Y )〉 ,

donc g est l’adjoint de f ainsi,

f ∗ : Mn,p(C) −→Mn,p(C)

X −→ A∗X −XB∗
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