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Avant-propos

Ce polycopié est le fruit des années d’enseignement de modules d’Algebre multilinéaire pour
la premiere année master Analyse fonctionel domain mathématique et Informatique filiere
mathématique.

Chaque chapitre est subdivisé en rappel complet, un cours et des exemples, suivis par
une série d’exercices avec des solutions detaiée. Le but de ce polycopié est de donnée des
initiations de 1’Algebre linéaire et de 1’Algebre multilinéaire.

Au début, je parlerai de la structure d’espaces et sous-espaces vectoriels qui sont des
structures algébriques que 1’on retrouve quasiment partout en mathématiques et qui sont
la structure de base en algebre linéaire. - La notion d’espace vectoriel est une structure
fondamentale en mathématiques modernes.

Dans le deuxieme chapitre, on aborde la notion des applications multilinéaires et les
formes bilinéaires et les formes quadratiques (définition, et toutes leurs propriétés).

Dans le troisieme chapitre nous rappelons les inégalités de Cauchy-Schwarz et Minkowski,
la notion d’erthogonalisation, les bases orthogonale, la méthode d’orthogonalisation de
Gram-Schmid et les définitions et propriétés de produit scalaire.

Dans le quatreieme chapitre on rappelons les notions préliminaire de formes sesquilinéaires
hermitiennes, formes quadratiques, et le produit scalaire hermitien ; Leurs définitions et pro-
priétés. A la fin du chapitre on expose la notion d’espace hermitien, et les endomorphismes
d’un espace hermitien, en particulier les endomorphismes adjoints, les endomorphismes uni-
taires, les endomorphismes normaux, et les endomorphismes hermitiens.

Enfin, j'espere que I’étudiant et ’enseignant des mathématiques trouvent leurs besoins

dans ce polycopié.
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Chapitre 1

Rappels sur les espaces vectoriels et

les applications linéaires

1.1 Structure d’espace vectoriel

1.1.1 Structure de corps.

Définition 1.1.1 Un ensemble structuré (K, ,T) est un corps si:
1) (K,*,T) est un anneau unitair.

2)  Tout élément de K\{e1} admet un inverse pour la loi T dans K.

Ve e K\{e:} 32’ € K : aTa2' = 2'Tx = es.

1.1.2 < Définition d’un espace vectoriel

Définition 1.1.2 Soit K un corps (commutatif) et soit E un ensemble muni de deux lois

de composition, ['une interne et notée additivement :
+: ExE — E
(z,y) — z+y

l'autre externe et notée multiplicativement :

Kx E —



1.1. Structure d’espace vectoriel

On dit que (E,+,-) est un espace vectoriel sur K ( ou E est un K—espace vectoriel) si :
A)- (E,+) est un groupe commutatif,
B)- Pourxz,y€ E et a,p €K,
(bl)a-(z+y)=a-z+a-vy,
(12) (a+x ) =a- o+,
(3) o (8-2) = (ax6)
(b4) 1x - v = =,

Remarque 1.1.1 Les éléments de E sont appelés vecteurs et les éléments de K sont

appelés scalaires.

Exercice 1.1.1 Montrer que tout corps K est un espace vectoriel sur lui méme. Montrer

également que pour tout entier n, K" est un espace vectoriel sur K.

1.1.3 Définition d’un sous-espace vectoriel

Définition 1.1.3 Soit (E,+,-) un K—e.v. et F une partie non vide de E alors on dit que

F' est un sous espace vectoriel de E ssi
V() eK? et V(z,y) € F? = a-z+f-yeF

Remarque 1.1.2 Soit (E, +,:)un K—e.v.
1- E et {Og} sont des s.e.v. de E
2- Soit F un s.e.v. de E — O € F.

Exemple 1.1.1 Soit R? un R—e.v., alors ’ensemble
A={(z,0): 2 € R}

est un s.e.v. de R?. En effet,
1)- A# ¢ car (0.0) € A.
2)-V(a,B) €K2, V(a,b) € A2 = a-a+fB-be A?
a€A = a=(x,0), reR
beA = b= (y,0), yeR

on a



1.1. Structure d’espace vectoriel

alors

a-a+p-b = a-(x,0)+ 8- (y,0)

= (a-z,0)+ (B -y,0)

_ (a.x+5-y,o>eA.
—————

eRr

Théoreme 1.1.1 (exercice) Soit (F;), ., une famille de s.e.v. de E K—e.v. Alors

N F; est un s.e.v. de E.
1<i<n

Démonstration. L’intersection d’une famille de s.e.v. de F est un's.e.v. de E?
posons F'= N F;, F s.ev. de F.

1<i<n
I-F#¢carOpe F;Vi=1.n = OE€1<O< F,=F.

2—V(a,B)EK26tV(Jc,y)€F2:?>a~x+5~y€F?
Soit (z,y) € F? = xetyeF, Vi=1l.ncar F= N F

1<i<n

— a-v+pf-yeF, Vi=1.ncar F;s.ev. de F

= a-x+5-y€1§%nFi:F. [

Remarque 1.1.3 Si Fi, F5 deuz sous espace vectoriel de K—e.v E. Alors Fy U Fy n’est pas

toujours un sous espace vectoriel de E.

Exemple 1.1.2 Soit
Fi={(z,0):zeR} et F,={(0,y):y€R}
deus s.e.v R? sur le corps R, on a (1,0) € A; et (0,1) € Ay mais (1,0) + (0,1) = (1,1) ¢

Ay U As.

1.1.4 Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie.

Définition 1.1.4 (Combinaison linéaire) Soient E un K—e.v. et F = {vy,va, ..., Uy } une
famille de vecteurs de E. On dit que v € E est un combinaison linéaire des vecteurs

V1, V2, vy Uy 8'il existe un m-uplet (Ay, Aa, ..., Ay ) d’éléments de K tel que

v = )\1’(]1 + )\21)2 + ...+ /\mvm



1.1. Structure d’espace vectoriel

Exemple 1.1.3 Soit E = R® et F = {v;=(1,1,1),vo = (1,2,3),v3 = (2,—1,1)} alors
v =(2,—-2,—1) est un combinaison linéaire des vecteurs vy,vs,v3 car il existe A1, A2, \3 tel

que

(v =MAv1 + Avy+ A3v3) < ((2,—2,—1) = A (1,1,1) + \a(1,2,3) + A3(2,—1,1))
S (2,-2,—1) = (A1 + A2+ 223, A1 + 200 — A3, A\ + 3\ + A3)
M4 As 423 =2
& AL+ 2N — A3 = =2
A +3A+ A3 =1

on trouve \y = 1, \g = =1, \3 = 1. Donc v = v; — vy + v3.

Définition 1.1.5 Soient E un K—e.v. et F = {v1,v9, .c;0,} C E. On appelle sous-
espace engendré par la famille F et on note Vect(F) ouwVect(vy, va, ..., V) 0u (U1, Vg, ooy Upy)

l’ensemble des combinaisons liné aires des vecteurs vy, vs, ..., Uy Autrement dit
Vect(vy,ve, ..., Uy) = (U1, V2, ey Up) = {M01+ Aova + oo + Aty - N E K Vi =1,..,m} .

Inversement, la famille {vy, vy, ..., vy, } est dit génératrice du sous-espace vectoriel Vect(vy, vy, ..., Uy,)

de E.
Propriétés 1.1.1 (Exercice)
1) Vect(vy,vay oo, Uppy U1 = i‘l)\ivi) = Vect(vy,va, ..., )
2) Vect(vy,...;a - Uy ey Uy) = Vect(vy, va, ..oy v), (Vi=1,..,m)

3) Vect(vi, v, vi + D AjUj, oy V) = Vect(vy,va, ..., v), (Vi =1,..,m).
=it

1.1.5 Famille liée et famille libre.

Définition 1.1.6 Soit F = {v1, v, ..., v} une famille d’un un K—e.v. E.

o On dit que {v1,va,...,vn} est libre (ou linéairement indépendante) si

V()\l, )\27 ey )\m) € Km, (Z:)\ZUZ = OE) — ()\1 =X=..=\, = OK)
=1

o On dit que {vy, vy, ...,y } est liée (ou linéairement dépendante) si elle n’est pas libre,

c’est- a-dire s’il existe un m-uplet (A1, Aa, ..., Am) 7 (0,0, ...,0) tel que Y N\v; = 0.
i=1

10



1.2. Bases et dimension d’un espace vectoriel.

Propriétés 1.1.2
1) (F ={wn} estlibre) <= (v # 0p)
2) Si F = {v1,v9,...,0} est libre alors toute sous-famille de F est libre.

3) Si F = {v1,v9,...,0m} est liée alors toute sur-famille de F est liée.

1.2 Bases et dimension d’un espace vectoriel.

Définition 1.2.1 (Base) Soient E un K—e.v. et B = {vy,vs, ..., un} unefamille d’éléments
de E. On dit que B est une base de E si et seulement si:
1) B est une famille libre.

2) B est une famille génératrice de E.

Exemple 1.2.1 La famille B = {v; = (1,0,0),v, = (0,1,0),v3 = (0,0,1)} est une base de
R3. On effet

1) la famille B est génératrice de R, puisque tout vecteur v = (1, s, x3) € R® s'écrit:

($1,3§'2, 1’3) = (1’1, 07 0) + (O7$2> 0) + (07 07-1'3)
= “21(1,0,0) + 22(0,1,0) + 25(0,0,1)

= IV + T9Uy + T3V3
2) la famille B est libre, puisque pour tout \i, A, A3 € R tel que
A1 4 AU 4 Agvg = Ops
alors

[Ai(1,0,0) +A2(0,1,0) + A3(0,0,1) = (0,0,0)] <= [(A\1,0,0) + (0, A2,0) + (0,0, A3) = (0,0,0)]
< [(A1;A2,23) = (0,0,0)]

g [)\1:0€t)\2:06t)\320}

cette base on Uappelle la base canonique de R3.

11



1.2. Bases et dimension d’un espace vectoriel.

Par la méme maniere de démonstration on démontre que
B = {61 =(1,..,0),e2 =(0,1,...,0),...,e, = (0,..., . 1 ,...;0),...e, = (0, ..., 1)}

est une base canonique de R™.

Théoreme 1.2.1 Si B = {vy,vs,...,v,} est une base de E, alors pour tous scalaires \; # 0

Vi=1,...,n, la partie B' = {\v1, Agva, ..., \yu, } est aussi une base de E.

Théoreme 1.2.2 Soit B = {v1, v, ..., v, } une partie finie d’un K—espace vectoriel E.
Les 4 propriétés suivantes sons équivalentes:
1) B est une base de E.
2) B est une partie libre mazimale de E.
3) B est une partie génératrice minimale de E.

4) Tout vecteur v € E est une combinaison linéaire unique des vecteurs de B.

Définition 1.2.2 (Dimension) On appelle dimension d’un K—espace vectoriel E le car-

dinal de l'une de ses bases. On note cette dimension
dimg F ou stmplement dim F.

Si ce cardinal est fini, on dit que E est de dimension finie.

Si ce cardinal est infini, on dit que E est de dimension infinie.

Remarque 1.2.1 La notation dimg E met en évidence ['importance du corps K dans le

calcul de la dimension de E. On a par exemple
dim¢c C =1 et dimg C =2.

Théoreme 1.2.3 Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie contenant deux parties
finies AC B C E, A libre et B génératrice de E.
Alors il existe une partie L de EE, A C L C B, qui forme une base de E.

Démonstration. Considérions I'ensemble D = {L; libres : A C L; C B}. Les parties

A et B étant finies, 'ensemble D est fini. D étant ordonné par inclusion, soit L une partie

12



1.3. Rang d’une famille finie de vecteurs

maximale de D; c’est donc une partie libre maximale; soit L = {vy, ..., v, }; alors L engendre
le sous espace vectoriel F' = {aqv + ... + auv,, «; € K} de E.

Si F' = E, alors L est une base de E; le théoreme 1.2.3 est démontré. Si F' # FE, il existe
un vecteur v € E\ F.

Puisque L est une partie libre maximale, il s’en suit due LU {v} est une partie liée; d’ou
v = iaivi; par suite v € E et v € F. On en déduit £ C F et E = F.

[Z)T)ilc L est une base de . m
Corollaire 1.2.1 Soit A = {vy,...,v.,1 <1 < n} une partie libre d’un K-e.v. E de dimen-
sion finie n. Alors on peut trouver n—r vecteurs v,..; € E, 1 <i <n—r, tels que {vy, ..., v,}

soit une base de E.

Corollaire 1.2.2 Soit G une partie génératrice finie dun K-e.v. E de dimension finie n.

Alors il existe une partie B de G qui forme une base de E.

Corollaire 1.2.3 Soit F' un sous espace vectoriel d’un K-e.v. E finie. Alors
1) F est de dimension finie dim F' <-dim E.
2) Si dim F' = dim E, alors ' = E.

1.3 Rang d’une famille finie de vecteurs

Définition 1.3.1 Soient E un espace vectoriel sur K de dimension finien et F = {vy, va, ..., v, }
une famille finie de E. On appelle rang de F, et l'on note rg(F), la dimension du sous-

espace de E engendré par F. En d’autres termes:

rg(F) = dimg (Vect (vy,vs, ..., 1)) .

1.4 Produit d’espaces vectoriels

Définition 1.4.1 e Soient E1, F», ..., E,, des espaces vectoriels sur le méme corps K. On

peut mettre sur ’ensemble produit

Ei x By x...x E, = {(%1,%2, ,.Z(Zn) Tx; € Ei, Vi = 1, ...,n},

13



1.5. Somme et somme directe des sous espaces vectoriels de E.

une structure d’espace vectoriel. On définit l’addition par

(T1, 22, . T0) + (Y1, Y2, -Yn) = (T2 + Y1, T2 + Y2, 00y Tn + Yn)
et la multiplication par une scalaire A € K par

A (21, oy ey @) = (A, ATy oy A - 2y)

e Si dimg E; est finie pour Vi =1, ...,n alors dimg(E; X ... X E,) =Y dimg F;.
i=1

En particulier, dimg K™ = n.

1.5 Somme et somme directe des sous espaces vecto-

riels de E.

Définition 1.5.1 Soient E un espace vectoriel sur K et F', G deux sous-espaces de E. La

somme de F' et G est le sous-espace de E, noté F' + G, définie par
F+G=A{ap+uog:2rp€F, g € G} =vect(F,G).

Théoréme 1.5.1 (Exercice *) Soient E un espace vectoriel sur K de dimension finié et

F, G deux sous-espaces de E, alors
dim (F + G) = dim (F) +dim (G) —dim (F N G).

Définition 1.5.2 Soient E un espace vectoriel sur K de dimension finié et F, G deux
sous-espaces de E. On dite que E étant somme directe de F' et G ou que F' est un
supplémentaire de G dans E et on noté E = F & G si:

1) E=F+G,

2) FNG ={0g}.

Exemple 1.5.1
C=R+iR.

Théoreme 1.5.2 Soient E un espace vectoriel sur K de dimonsion finié et F', G deux

sous-espaces de E. S1 E = F @& G, alors

dim (F) =dim (F & G) = dim (F) + dim (G) .

14



1.6. Les applications linéaires

Démonstration. £ = F @ G alors E = F + G et FNG = {0g} d’apres le Théoreme
présidente on a dim (E) = dim (F 4+ G) = dim (F)+dim (G)—dim (F N G), mais dim (F N G) =
dim ({0g}) = 0, alors dim (E) = dim (F & G) = dim (F) + dim (G) . =

Proposition 1.5.1 Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit F' un sous-espace

de E. Alors F' admet un supplémentaire dans E.

Démonstration. Soit B = {vy, v, ..., v} est une base de F.. C’est une famille libre donc,

on peut la compléter en une base B = {vy, ..., vy, ..., v, } de E. Posons G = Vect(viir, ..., Up).

OnaEF=F3dG. n

1.6 Les applications linéaires

1.6.1 Définitions

Définition 1.6.1 Soient E et F deux espaces vectoriels sur le méme corps commutatif K

et f une application de E dans F' On dit que f est linéaire si on a

Va,B € K,\Va,y € B : flaz + By) = af(z) + Bf(y)

Exemple 1.6.1 1) Soit E un espace vectoriel sur K, S un ensemble non vide et t un élément
de S. Considérons 'application o; définie par
60 ES —FE
[ f)
5, est une application linéaire du K.e.v. ES dans E, appelée forme de Dirac au point t.
E% lensemble des applications de S vers E.
2) L’application
f: R3 — R?
(r,9,2) — f(o,y,2)=(x+z,2+y)
est une application linéaire.
3) L’application
I: C%a,b])) — R
Fooo 1) = [ fa)de

est linéaire.

15



1.6. Les applications linéaires

Remarque 1.6.1 Soit f une application linéaire de E dans F.
e Si f est bijective alors on dit que f est isomorphisme
o St E=F, alors on dit que f est endomorphisme.

o St E=F etf bijective, alors on dit que [ est automorphisme.

Notation 1.6.1
e On note L(E,F) l'ensemble des applications linéaires de E dans F', muni des lois
induites (L(E, F'),+,-) est un espace vectoriel sur K.

e On note L(E) l’ensemble des endomorphismes de E.

Définition 1.6.2 On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans
K. L’ensemble L(E,K) des formes linéaires sur E est aussi noté E*. C’est un K-e.v appelé

espace dual de E.
Notation 1.6.2 Siz € E et f € E*, on note parfois f(x) = (f,z) .
Définition 1.6.3 On appelle bidual de E lespace dual de E*, noté E**.

Théoréeme 1.6.1 (Exercice) Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie et muni

d’une base B = {v1,va, ..., v, }.. Alors B* = {v}, v}, ...,v:} des éléments de E* définie par

. 1 sii=7
vj (vi) = .
0 sit#]
est une base-de E*, on l'appelle base duale de la base B. En particulier, dim(E) = dim(E*).

Démonstration. B* est une base de £* ssi:
1) B* est une génératrice de E*.

OnaVYv e FE:v=M\Nv+ \vs + ... + \,v, alors

vi(v) = vj(Avr+ Az + .+ Apvy)
= Mvj(v1) + A (v2) + o + A0 (vy)

g
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Yo* € B* .

vi(v) = (A1 4 Agve + .. + Ayup)
= Mv*(v1) + Av*(v2) 4+ ... + A0 ()
= v (v)v*(v1) + v3(v)v*(ve) + ... + v (V)V* (V)

= (v*(v1)v] + 0" (ve)v + ... + 0" (v)0)) (V),

o Up

donc v* = v*(vy)vf + v*(v2)vy + ... + V™ (v, )}, alors E* = Vect(v],v;, ..., v})
—— —— ——
[e%1 a9 an
2) B* est libre: Soit f1, Ba, .., Bn € K :
Bivt 4 Bovh + oo+ Bt = 0= B, =0, Vi=1,..,n
alors on a
[(Brv] + Bavs + ... + Bovi)(v;) = 0(v;) = 0] = [5; =0, Vi=1,..,n]

Exemple 1.6.2 1- Soit E = R3 un R.e.v et B = {e1, e, e3} la base canoniqye de R3. Alors
B* = {v},v5,v5} d’élément de E* définie par

vk R3 — R

J

(z1, 29, 73) = vj (T1, 72, 73) = T

est une base de E* pour j = 1,2, 3.

2- Considérons la base suivante de E = R? :
B = {’Ul = (2, 1),1)2 = (3, ]_)}

Nous allons déterminer la base B* de E* qui est duale de B, c’est-a-dire identifier les formes

linéaires sur R?, notées vy et v, telles que :
vi(v1) =1, vi(v) =0, v3(vy) =0, vi(ve) =1
On écrit ces applications sous la forme :

vi(z,y) = ax + by et vy(x,y)=cr+dy.
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1l s’agit donc de déterminer les réels a, b, ¢, d.

Les relations précédentes impliquent :

dota=—1etb=3. Puis :

douwc=1etd= —-2.

La base duale est donc :

vi(vr) =0j(2,1) =2a+b=
vi(vg) =vi(3,1) =3a+b=
vy(vy) =0v5(2,1) =2c+d =
vi(vy) =v5(3,1) =3c+d =

B* = {v]: (z,y) = —x + 3y ; v3a(z,y) =@ — 2y}

1.6.2 Image et noyau d’une application linéaire

Définition 1.6.4 Soit f € L(E, F).

1) On appelle image de f l’ensemble

2) On appelle noyau de f l’ensemble

ker(f) = f({0r}) = {z € E: f(2) = Op}

Propriétés 1.6.1 (Devoir maison) Soit f une application linéaire de E dans F.

1) f(0g) =0p.

2) Ve e E, f(—x) = —f(z).

3) limage d’un sous espace vectoriel est un sous espace vectoriel.

4) Im(f) est un sous espace vectoriel de F.

5) Uimage réciproque d’un sous espace vectoriel est un sous espace vectoriel.

6) ker(f) est un sous espace vectoriel de E.
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7) f est injective si et seulement ker(f) = {0g}.
8) [ est surjective si et seulement Im(f) = F.

9) Le composé de deuz applications linéaires est linéaire.

Démonstration. 1) Soit x € E. Alors f(z) = f(x + 0g) = f(x) + f(0p) = f(0g) =

fx) = fz) = Op.
2) Soit x € E. Alors f(z) = f(x) +0r = f(x) + [f(—2x) + (= f(—x))] et comme + est

assoclative alors

f@) = [f(x) + f(=2)] + (= f(-2))

= fle—=z)— f(-2)
= f(0p) — f(—=)

= 0f — f(—2)

- —f(a)

3) soit H un s.e.v. de E on démontre que f(H) est un s.e.v de F

solent a, f € K, et soient z,t € f(H): az+ ft € f(H)

(z € f(H) = Jx € H: z= f(x)) et (t € f(H) = 32’ € H:t = f(z/)). Alors
az + ft = af(x) + Bf(2') = f(ax 4 f2) et comme H un s.e.v de E donc ax + Sz’ € H
implique que az + ft € f(H). m

1.6.3 Application linéaire en dimension finie

Théoréme 1.6.2 Si.E et I sont des dimension finie. Alors L(E, F') est de dimension finie
et dim(L(FE, F)) = dim(E) dim(F).

Corollaire 1.6.1 Si E' de dimension finié, alors E* est de dimension finié et
dim(E*) = dim(E).
Démonstration. on a dim(F) est finié et dim(K) = 1, alors

dim(£*) = dim(L(E,K)) = dim(£) dim(K) = dim(E).
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Théoréme 1.6.3 (dimension) Soit f € L(E, F). Si E est de dimension finie alors f(E) =

Im(f) est de dimension finie et
dim(F) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)).

Démonstration. Posons dim(E) = n et dim(ker(f)) = r. Montrons alors que dim(Im(f)) =
n—r.

Soit {wy, ..., w,} une base de ker(f) et {vy,...,v,—,} une famille de vecteurs de E telle
que {wy, ..., w,, vy, ..., Uy, } sOit une base de F.

On pose B = {f(v1), ..., f(vn—r)}. Montrons que B est une base de Im(f).
e Montrons que B engendre Im(f).

Soit y = f(z) € Im(f). x s’ ecrit (de maniere unique) z = ayw; + - - - + a,w, + byvy +
+++ by, En utilisant la linéarité de f et le fait que les w; appartiennent a ker(f), on

obtient que y est combinaison linéaire des f(v;) donc B engendre Im(f).
e Montrons que B est une famille libre de F.

Soient Ai, ..., A, € K tel que A\ f(v1) + -+ + A\ f(vn_r) = 0. Par linéarité de f,
on en déduit que \jvq + -+ A\y_pU,_, € ker(f) donc il existe aq,...,a, € K tel que
AU+ Ay Upr = QWY ..y apw,. Comme la famille {wy, ..., w,, vy, ..., v, } est libre,

on en déduit que \; = --+ = \,_, = 0 et B est libre. m

Corollaire 1.6.2 Si f € L(E, F) et dim(E) = dim(F'), alors les propriétés suivantes sont

équivalentes
i) f est injective
it) f est surjective
iit) [ est bijective.

Démonstration. Si f est bijective, alors elle est injective. On a alors ker(f) = {0}
et, d’aprés le théoreme du dimension, dim(F) = dim(Im(f)). Comme Im(f) C F et que
dim(F) = dim(F), on en déduit que Im(f) = F et f est surjective. De méme, si f est
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surjective, alors dim(FE) = dim(Im(f)) donc dim(ker(f)) = 0 et ker(f) = {0}, ce qui veut
dire que f est injective. Comme on I’a supposé surjective, on a montré qu’elle est bijective.

Corollaire 1.6.3 Si f € L(E). On les équivalences suivantes :
[ est bijective < ker(f) = {0} < Im(f) = E
Définition 1.6.5 (rang) i) Soit f € L(E, F).On définit le rang de f par

rg(f) = dim(Im(f)).
ii) Si A € M, ,(K), alors le rang de A est le rang de Uapplication f associée a la matrice
A, noté par
rg(A) =rg(f).
Propriétés 1.6.2 (Propriétés de rang) Soit f € L(E,F) avec dim(E) = n et dim(F) =

p, alors
1) rg(f) < min(n, p).
2) (rg(f) =n) <= (f est injective).
3) (rg(f) =p) <= (f est surjective).
4) (rg(f) =n=p) < _(f est isomorphisme).

Théoréme 1.6.4 Soit A € M,(K) et f: K" — K" est une application linéaire associée a
la matrice A. Les propriétés suivants sont équivalentes.

1) f est bijective.

2) A est inversible.

3) rg(A) =n.

4) les vecteurs colonnes de A, considérés comme vecteurs de K", sont linéairement

dépendants.

Proposition 1.6.1 Si E de dimension finié, alors E** est isomorphe a E.
Ceci veut dire que ’on peut construire un isomorphisme de E sur E** sans faire appel a

des choix de bases
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Démonstration. Soit ’application

p: B — £
T = p(T) =,

ou
p: E* — K
[ ealf) = f(o).
Montrons d’abord que I'on a bien ¢, € E**, c’est-a-dire que ¢, € L(E*,K).
On a, pour fi, fo dans € E* :

u(f1+ f2) = (fi + fo)(2) = fi(2) + fo(7) = @ (fr) + pu(fo)

et,si fe E*et A€ K
pa(Af) = (A)(@) = Af(z) = Apu(f).

Don ¢, € E*.
Montrons maintenant que ¢ est linéaire.

Soient x,y € F et f € E* on a

ary(f) = fdy) = f(2) + f(y) = 0 (f) + 0y (f)

donc w4y = Yz + ¢, Demeéme, si A € K, on a pour f € E*

pra(f) = f(Ax) = Af(2) = Apa(f)

c’est-a-dire que ), = Ap,. L’application ¢ est donc linéaire.

Il reste a montrer que ¢ est bijective. Comme dim(E*) = dim(F), il suffit de montrer qu’elle
est injective. Soit x € F tel que ¢, = 0. Alors, pour f € E*, p.(f) = 0. Soit {e1,...,e,}
une base de E et {e],...,e}} la base duale. On a @,(ef) = 0 c’est-a-dire ef(z) = 0. Or,
par définition d’une base duale, on a, pour tout i € {1,...,n}, €;(z) = z; ol z; est la i-éme

composante de x dans la base {¢;}. On en déduit que x = 0 et ¢ est injective. m

Remarque 1.6.2 En dimension infinie, on peut montrer que ¢ est injectif, mais il n’est pas
nécessairement surjectif. Donc, si la dimension est infinie, & n’est en général pas isomorphe

a E**, mais uniquement a son image par o.
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1.6.4 Orthogonalité

Définition 1.6.6 Des éléments v € E et ¢ € E* sont dit orthogonauz si p(x) = (p,x) = 0.

e Si FCE, onnote F: = {p e E*:Vx € F, p(z) =0}. L’ensemble F* est un s.e.v
de E* appelé orthogonal de F'.

e SiGCE,onnote GC={x € E:VpeG, px)=0}. L'ensemble G° est un s.e.v de
E appelé orthogonal de G.

Proposition 1.6.2 (Exercice)

i) Si Iy C Fy C E, alors F5- C F}-.
ii) Si G1 C G C E*, alors G5 C GY.
iii) Si F C E, alors F+ = (Vect(F))".
w) Si G C E*, alors G° = (Vect(Q))°.

Démonstration. (i) Supposons que Fy C F,. Soit g € F3-. Alors, pour tout = € F,
g(z) = 0. Or F; C Fy, donc pour tout z € Fy, g(x) = 0. On en déduit que g € Fi-.

(ii) Supposons que G; C Gy. Soit x € G5. Alors, pour tout g € Go, g(z) = 0. Or
G C Gy, donc pour toutg € G1, g(z) = 0. On en déduit que = € GY.

(iii) On a F'C Veet(F) alors (Vect(F))"™ ¢ F*. Soit g € F-, alors, pour tout z € F,
g(z) = 0. Soit y € Vect(F) alors y = > .7 N, tel que \; € K,a; € F, donc g(y) =
g M) = S0 Aig(x;) = 0. On en déduit que g € (Vect(F))™".

(iv) On a G C Vect(G) alors (Vect(G))® € G°. Soit & € G°, alors, pour tout f € G,
f(z) = 0. Soit g € Vect(G) alors g = > 5 \af tel que \; € K 2z} € G, donc g(z) =
O hixd)(x) =30 Niaf(z) = 0. On en déduit que z € (Vect(G))?. =

Théoréme 1.6.5 Soit E un K-e.v de dimension finie. Alors :
i) Si F est un s.e.v de E, dim(F) + dim(F+) = dim(E) et (Fl)O =F.

i) Si G est un s.e.v de E*, dim(G) 4 dim(F°) = dim(E) et (G°)" = G.
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Démonstration. (i) Soit r = dim(F') et {ey, ..., e, } une base de F', que nous complétons
en une base {ey, ...6,, €41, ...,e,} de E. Ona F = Vect(ey, ..., e,) donc d’apres la proposition

précédente, F+ = {ey, ..., eT}L. Soit p € E*, p = > 1" Nief. Alors

((p € {ey, ...,eT}L) o (Vie{l,...,r}, 0=p(e)=N).

Ainsi, ¢ € F si et seulement si ¢ € Vect(ef,,,...,e},) d’ol la premiére égalité de (i).
Maintenant, toujours d’apres la proposition précédente, on a (FL)O =4 {ejﬂ, ...,e;“l}o.
Donc

(:c = Zaiei € (FL)()) s Mie{r+1,..,n}, 0=¢(z)=0q),

ce qui prouve (F1)° = F.
(i) Soit r = dim(G) et {wy, ..., w,} une base de G, complétée en une base {wy, ..., w,}
de E*.

*

Soit {ey,...,e,} une base duale de cette derniere, de sorte que Vi, w; = ef. On a

G = Vect(ej, ..., ef) et en procédant comme plus haut, on trouve G° = Vect(e 11, ...,€,) et

oy Cp

(GO)Y" = Vect(et,....e¥) =G. m
Proposition 1.6.3 Soit E un K=e.v de dimension finie et Fy, Fy deux s.e.v de E. Alors

i) (FyNFy)" = F- +Fj.
Soient G,/ Gy deux s.e.v de E*. Alors

i) (G1+G2)? =GyNGs.
i’U) (Gl N Gg)o = G(lj + GS

Démonstration. La preuve est simple. Pour montrer chaque assertion, on montre une

inclusion triviale puis ’égalité des dimensions grace au théoreme 1.6.5. =
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1.7 Transposée d’une application linéaire

Théoréme et définition 1.7.1 (application transposée) Soient E et F' deuz K espaces
vectoriels. Soit f € L(E,F). On définit:
ft: F* — E*
yo o= Uy =yiof

ft est linéaire et est appelée application transposée de f.

Démonstration. Soit y* € F* = L(F,K). Comme f € L(E,F), y* o f € L(E,K),
c’est-a-dire f'(y*) € E*.
Soient y7, y5 € F*, A, Ay € K.

FrOuul + Xays) = (ayr + Nayz) o f
= (M) of+(Nays)of
= Ny o f) + Aa(ys 0 f)
= Nf'(yr) + X f'(13).
Donc ft € L(F*,E*). =

Théoréme et définition 1.7.2 (transposition ) L’application f — f' est une applica-

tion linéaire de L(E, F') dans L(F*, E*). On l'appelle transposition.
Démonstration. Soient f,g € L(E, F). Soient y* € F*, A € K.

Af+9)'(y) = y oA +g)
= Yy o(Af)+y'oyg
= Ay of)+y og
= M'y") +4'(y")
= (')

Proposition 1.7.1 Soient E et F' deuzr K-e.v. St E et F' sont de dimension finie, on a
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i) rg(f) =rg(f*)
ii) im(f!) = (ker(f))*,

et en dimension quelconque
i) er(f') = (Im(/))*.

Démonstration. (i) Voir le theoréme suivant.
(i) Soit h € Im(f*). 1l existe y* € F* tel que h = y* o f, donc pour tout x € ker(f),
h(z) = 0, et donc h € (ker(f))*. On vient donc de montrer que Im(f*) C (ker(f))*. Or

dim(Im(f*)) = rg(f*) = rg(f) = dim(E) — dim(ker(f)) = dim((ker(f))~), ot (i).

iii) 11 suffit de remarquer que

(9 € ker(fY) & (go f = 0) & (Im(f) C kerlg)) & (9 € (Im(f))").

Théoréme 1.7.1 Si B est une base de E, B’ une base de F, et B*, B* les bases duales,

alors
/ o t
ME () = (ME (1)
En d’autres termes, la matrice dans les bases duales de B et B de lu est la transposée de la

matrice de f dans les bases B et B'.

Notamment si [ est un endomorphisme, ME(f) = (M§. (ft))t Ainsi, si P est la matrice
¢

de passage-de B o C, celle de B* & C* est (P")™". Donc MS. (f) = (P'ME(f)P) .
Ce théoreme permet de calculer facilement la base duale d’une base de E.

Exercice 1.7.1 Soit E un R-e.v de dimension 3, {ey, ea, e3} une base de E. Soit w}, wi, w} €

E* définis par
* * * * * * * * * *
wy = 2e] +e;+es, wy=—e; + 23, w3 =€ +3¢.

Montrer que {wy, w5, wi} est une base de E* et calculer la base {wy, wq, w3} (en Uexprimant

dans la base {ey,e9,e3}) de E dont elle est la duale.
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Solution 1.7.1 Les colonnes de la matrice

2 -1 1
M=11 0 3
1 2 0

sont les coordonnées des w; dans la base {e7, 5, e5}. Pour montrer que {w},ws, wi} est une
base de E*, il faut montrer que det(M) # 0, comme det(M) = —13 # 0, alors {w}, w5, wi}
est donc bien une base de E*.

On a vu (voir le théoreme 1.7.1) que la matrice M de passage de {ej, e, es} a {wy, w;, wi}

est (Pt)fl, P étant la matrice de passage de {e1,eq,e3} a {wy,ws, ws}. Donc M = (Pt)fl,

ce qui entraine P = (M~Y)". On calcule facilement (M~1)" on trouve

Les coordonnées de {wy,wy, w3} dans la base {ey,es,e3} sont les vecteurs colonnes de P =

(1Y
Propriétés 1.7.1 Soient E, F et G des K espaces vectoriels.
i) Pour tous f € L(E,F),g€ L(F,G), ona(go f) = flog"
ii) (Idg)t = Idp~ (dans le cas E = F).
iwi) Si f€ L(B, F) est bijective, alors f* est bijective et (f~1)t = (f)~'.
Démonstration. i) Soit z* € G*.

(go f)'(2") = 2"o(gof)
= (2"og)of
= g¢'(z")of
= f{g'(z")
= (fTog")(x").
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ii) Soit z* € E*.

= X

iii) On suppose [ est bijective.

fof ' =1Idydonc (fof V) =(Idg). Or (fof V) =(f"of et (Idp) = Idp
donc (f~!)t o f! = Idp-.

On montre de méme que fo (f~!)! = Idg-. Par conséquent, f*est bijective et (f~!)! =

(f)7"

1.8 Série d’exercices avec solution

Exercice 01. Soient F un K-e.v. Si B = {v3, vy, ...,v,} est une base de E, alors pour tous

scalaires \; # 0, Vi = 1,..,n, la partie B’ = {\1v1, Av2, .., \yv,, } est aussi une base de E.

a b
Exercice 02.1) Soit V = “a,b € R 3 un sous ensemble de My(R).
~b a

a) Montrer que V' est un sous espace vectoriel de Ms(R) et trouver sa dimension.
b) Trouver le sous espace vectoriel U tel que My(R) =U @ V.
2) Soit ¢ l'application de Ms(R) dans Ms(R) définie par

-1
2 1

(M) =AM — MA, A=

a) Vérifier que ¢ est un endomorphisme de My (R) (application linéaire de My (R) dans
Ma(R)).
b) Déterminer une base de son noyau ker(¢p).
c¢) Déterminer la matrice A associée a ¢ dans la base canonique de Mj(R).
Exercice 03. Soient E un K-e.v. de dimension n et f une application linéaire de £ dans
E. Montrer que
(rg(f) =n) <= (f est bijective)
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Solution: On a dim(~£) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)) et rg(f) = dim(Im(f)).
(=) 1) Supposons que rg(f) = n, alors dim(ker(f)) = dim(F) — dim(Im(f)) =n —n =0,
donc ker(f) = {0g}, alors f est injective.
2) Pour démontrée que f est surjective, on a rg(f) = dim(Im(f)) = n et comme Im(f) est
un s.e.v de F, alors Im(f) = E. Donc f est surjective. de (1) et (2) on a f est bijective.
(<) Supposons que f est bijective, alors Im(f) = F, donc dim(Im(f)) = dim(E) = n =
rg(f)-
Exercice 04. Soient f et g deux applications linéaires d’un espace vectoriel £ dans E de
dimension finie n tels que fog = 0.

1°) Montrer que Im C ker(f).

2°) En déduire que rg(g) + rg(f) < n.

Solution: 1) Im(g) C ker(f)? Soit y € Im(g) = Jr € F, g(x) = y, alor f(g(z)) =

(fog)(x) =0= f(y), donc y € ker(f).
2) On arg(g) = dim(Im(g)) < dim(ker(f)) =dim(E) —rg(f) = rg(g) +rg(f) < n.

Exercice 05. Montrer qu’une forme linéaire ¢ sur £ non identiquement nulle est surjective.

Solution: Soit g € E, p(x9) = A # 0. Soit y € K on pose = = %xo, alors

o(2) S(520) = Sip(wo) = y.

Exercice 06. 1) Soit F un espace vectoriel sur K de dimension finie et muni d’une base
B = {vy,vy,..,v,}. Montrer que B* = {v],v;,..,v:} d’élément de E* définie par

1 sit=y

0 sii#j

*

U; (vi) =

est une base de £™*.

2) Soit £ =R? un R.e.v et B={v; = (2,1),v2 = (3,1)} une base de E. Déterminer la base
B* de E*

Exercice 07. Soient E et F' deux espaces vectoriels. Soit f : E — F une application linéaire

et B = {vy,vq,...,v,} est une base de E. Montrer que:

1) (f est surjective ) < ({f(v1), f(v2),.., f(vn)} est une génératrice de F')
2) (f est injective ) < ({f(v1), f(va2),.., f(vn)} est libre)
3) (f est bijective ) < (B = {f(v1), f(v2),.., f(v,)} est une base de F)
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Solution: =)Supposons que f est surjective, pour tout w € F, Jv € E, tel que f(v) = w.
Comme B est une base de E, alors I\, ..., A, € K, tel que v = > | \;, done f(v) =
FOT v) = >0 Nif (v) = w. Alors {f(v1), f(va), .., f(vs)} est une génératrice de F'
(«<)Supposons que {f(v1), f(v2), .., f(v,)} est une génératrice de F, alors pour tout w € F
il éxiste A1,..., A, € K, tel que w = >0 Nif(vi) = f(Oo1, Avs), on pose v = > 0 A,
Donc f est surjective.

2)(=) Supposons que f est injective (Vv,v" € E, sif(v) = f(v') alors v = v').

{f(v1), f(v2),.., f(vn)} est libre si et seulement si

VAL A2y ooy A € K, Af(21) + Aaf (@) + o+ Anf(2) = 0p = M = Ag= .. = \, = Ox.

Comme f est linéaire on a Ay f(x1) + Ao f(z2) + .. + A f () = fF(M121 + Aoxa + .. + Apxy) =
0r = f(Og). Or f est injective, alors Az 4+ Aoxo+..+ Ay, =0 = A\ = o= ... =\, =0k
car B = {vy,vq,..,v,} est libre. On obtient {f(v1), f(v2);.., f(v,)} est libre.

(<) Supposons que { f(v1), f(va), .., f(v,)} est libre. Soitv € ker(f) ={v e E: f(v) =0r},
comme B est une base de E, alors I\, ., \, € K, tel que v = > | Ny, alor f(v) =
FOT iv) = D00 Nif(v) = 0, mais {f(v1), f(v2),.., f(v,)} est libre, donc A\ = ... =
An = 0, alors ker(f) = {0g}. Donc f estinjective.
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Chapitre 2

Les applications Multilinéaires

2.1 Définitions

Définition 2.1.1 Soit p € N > 2. Sotent Ey, Es, .., E, et F' des K-espaces vectoriels; une
application

fiEy X Eyx . x E, = F

est dite p-linéaire ou multilinéaire (si p= 2, on dit bilinéaire) si elle est linéaire par rapport
a chacune des variables (les autres wariables étant fixées), c.-a-d., si pour tout i = 1,...,p,

on a :
FX0, Xoy ooty - X b X0, X)) =t (X0, Xy, Xy o, Xp) + F(X0, Xy o, X7y oy X))
ot chaque X; est dans F; (et X; € E;) ett; e K.
Exemple 2.1.1 1) L'application f : R3xR*xR*— R? définie par
[(X.Y, Z) = (219222, T2y 21) ,

est une application 3 linéaire.
2) Soient E; =K, pourVi=1,..,p, F=KetpeN.
L’application ¢ : K x Kx..xK — K définie par

f(x1, 29, .., 1) = sz
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2.1. Définitions

est une forme p linéaire.

En effet, pour chaque i € {1,...,p}, Uapplication partielle
i — f(xr, ., 2. xp)
est linéaire car de la forme x; — ax;.

Notation 2.1.1 1) On notera L(Ey, Es, .., E,; F') Uensemble des applications p linéaire, et
si tous les E; sont égaux a un méme espace E, on le notera simplement L,(E; F).
2) Lorsque lespace d’arrivée F est le corps K, l'ensemble L(Ey, Eay .., Ey; K) s’appelle

l’ensemble des forme p-linéaire sur Ey X Ey X .. X E,,.
Proposition 2.1.1 1) L’ensemble (L(Ey, Es,..,E,; F), 4, ) muni des lois induites

VX, € E; (f +g)(X1,X2, ..,Xp) = f<X17X27 ..,Xp) +g(X1,X2, ..,Xp>,
V)\ E K, VXl E Ei, ()\ . f)(Xl,Xz, ..,Xp) - )\ . f(Xl,XQ, ..,Xp),

est un espace vectoriel sur K.
2) Si chacun des E; est de dimension finien; et si F' est de dimension k, alors L(Ey, Es, .., E,; F)

est de dimension finie et on a
dim(L(E1, Es, .., By F)) =k Xng Xng X .. X n,

Remarque 2.1:1 Si f € L(E,, Es,..,E, F) et on a X; =0, alors f(X1,Xs,,..,X,) =0.

2.1.1 " Groupes symétriques: quelques propriétés

On note S(F) (ou parfois G(F)) I'ensemble des bijections de E sur lui méme.

Théoréme 2.1.1 (Devoir maison) S(FE) est un groupe pour la composition des applica-

tions.
Définition 2.1.2 Le groupe S(E) est appelé groupe des permutations de E.

Remarque 2.1.2 Dans le cas ou E est réduit a un élément, on peut quand méme définir

S(E) et il est réduit a {Idg} .
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2.1. Définitions

Définition 2.1.3 (Groupe symétrique S,) Pour E = {1,...n} C N, on note S, le
groupe S(E) et on l'appelle groupe symétrique a n éléments, et il est de cardinal n!, car
une permutation o est déterminée par la donnée de o(1), pour lequel il y a n choix, puis de

0(2), pour lequel il reste n — 1 choiz, etc.

Notation 2.1.2 On représente en général un élément o de S, par son écriture <a deux
lignes > sur la premiere ligne, on écrit 1,2,3,....,n, dans cet ordre, et sur la seconde on
écrit les nombres o(1),0(2),0(3),...,0(n). Ainsi, par ezemple,
1 2 3 4 5

o(1) o(2) o(3) o(4) o(5)
Exemple 2.1.2 1) désignent les éléments de Sy tels que (1) = 4,0(2) = 3,0(3) =
2,0(4) =1 et, respectivement, 7(1) = 3,7(2) =2,7(3) = 1,7(4) = 4.

2) désignent les éléments de o oT et To 0.

3) désignent les éléments de o~ !

Solution 2.1.1 1)

o frzsr\ (1234
4321 321 4
2)
o1 2 3 SR I A
7er = o= o(r(1)) o(7(2) o(r(3) o(r(4) ) \ o3) o(2) a(1) o(4)
12 3 4
“las 4
_ B 1 2 3 4 _ bz 4
Too = TO= ro(1) 1(0(2) 7(03) @) ] \ 7@ r3) r©2) (1)
123 4
“la1 23
5)
Lo [123 4 S (12354
T las21) \aszaea)”
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2.1. Définitions

Support et orbites d’'une permutation

Définition 2.1.4 Le support d’une permutation o € S(E) est le complémentaire dans E

de l’ensemble de ses points fixes, soit ’ensemble :
Supp(o) ={x € E: 0(z) # x}
Remarque 2.1.3 Idg est ['unique permutation de support vide.

Théoréme 2.1.2 Soient 0,7 dans S(E).

1 o(Supp(c)) = Supp(o)
2 Supp(o) = Supp(c™")
3 Pour tout r € Z, on a Supp(c”) C Supp(o)

4 Si Supp(c) N Supp(t) = P alorscoT =100

Démonstration. 1) Soit x € Supp(o), alors o(z) # x. Comme o est injective, on
déduit que o(o(x)) # o(x) et a(z) € Supp(o). On a donc o(Supp(c)) C Supp(o) (dans
le cas ou E est fini, on a 1’égalité puisque ces ensembles ont le méme nombre d’éléments).
Comme o est surjective, tout x € Supp(o) s’écrit x = o(2') et o(x) = o(o(2')) # x = o(a’)
impose o(2') # 2’ , done @’ € Supp(o) et © = o(a’) € o(Supp(c)). On a donc Supp(c) C
o (Supp(0)) et o(Supp(a)) = Supp(o).

2) De g(x) = x équivalent & x = o~ 1(x), on déduit que z € Supp(o) si, et seulement si,
x € Supp(a™?) et donc Supp(c) = Supp(c1).

3) Soit x ¢ Supp(o) = o(x) = x = o"(x) = x donc = ¢ Supp(c”), alors Supp(c”) C
Supp(o).

4) Soient o, 7 telles que Supp(o) N Supp(7) =P et x € E.

Sio(x) =z =7(x),onaalors Too(x) =7(x) =x=0(x) =0o7(x).

Si x € Supp(o), alors x ¢ Supp(T) et 7(x) = z, donc o o 7(z) = o(z). Mais on a aussi
o(z) € Supp(o), donc o(x) ¢ Supp(T) et Too(x) =0o(x) =0 o7(z).

De maniere analogue, on vérifie que 7o o(z) = 7(z) = o o 7(x) pour tout x € Supp(7)

(on permute les roles de o et 7). OnadonccoT=700. B
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2.1. Définitions

Définition 2.1.5 Le fize d’une permutation o € S(E) est l'ensemble :
Fiz(o)={r € E:0(x) =1z}

1 2 3 45
Exemple 2.1.3 Soito = alors Supp(o) = {1,3,4,5} et Fiz(o) = {2}.
5 2 41 3

Définition 2.1.6 Soito € S,,. On dit que o est une cycle d’ordre r si Supp(c) = {1, x2, .., 2, }

et 2 <r <n telle que :
Vk e {1,2,..,r =1}, o(xg) = 1
o(x,) =
Ve € E\{z1,29,..,2,}, o(z)=x
On notera :

0= (1‘1,332, "7377”)‘

Remarque 2.1.4 Sio = (z1, 9, .., x,) est un r-cycle, on a alors pour tout entier k compris
entre 1 et r :

zp= oM (x).

En effet, c’est vrai pour k =1 et supposant le résultat acquis pour 1 <k—1<r—1, ona:

1 = o(zpe1) = o(0™2(21)) = 0" H(ay).

1 2 3 45 6 7
Exemple 2.1.4 1) Soito = = (17324) et Supp(o) = {1,2,3,4,7},
74 2 15 6 3

alors o est une 5-cycle;
. 1 234567
2) Soit T = = (152)(346) et Supp(t) = {1,2,3,4,5,6}, alors
51 46 2 37
T n’est pas une cycle.
Remarque 2.1.5 1) Les r permutations circulaires :

0 = (xlaan "7$T)7 0 = (anx& -~7$7’7x1)a 0 = (xhxla ">$r—1)

défnissent le méme r-cycle.

2) L’inverse d’un r-cycle est un r-cycle de méme support. Précisément, on a :

(xla T2y vy x?‘)il = (xlu Lpy Tp—1, -+ .]}'2)
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2.1. Définitions

Définition 2.1.7 On appelle transposition, une cycle d’ordre 2.

Théoréme 2.1.3 (Décomposition en produit de cycles de supports disjoints) Soit
o € 8S,. Alors il existe des cycles 01,09, .., 04 de supports disjoints, tels que 0 = o1-09-..-04.

Cette décomposition est unique.

| 1234567
Exemple 2.1.5 Soit 7 = = (152)(346) = 0y - 03.
5146 2 37

Remarque 2.1.6 Si 0 = (iyiy...i,) une r-cycle. Alors o est une produit-de r — 1 transpo-
sittons tels que

g = (leg)(’LQZg) . ..(ir_lir).

| 1234567
Exemple 2.1.6 Soit T = = (152)(346) = (15)(52)(34)(46).
51 46 2 37

Définition 2.1.8 (Inversion et signature d’une permutation) Soit o € 5,.

1. On dit qu’un couple (i, j) avec i < jest une inversion de osi o(i) > o(j); on introduit

le nombre d’inversions de o:
o) =H(i,j) i <jeto(i)>a(j)}.

2. On définit la signature de o par :

Exemple 2.1.7 Soit

alors

et
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2.1. Définitions

Définition 2.1.9 On dit qu’une permutation o € S, est paire, resp. impaire, si (o) = 1,

resp. €(o) = —1.

Proposition 2.1.2 (Signature d’un cycle) Tout r-cycle est de signature (—1)"1.

Lemme 2.1.1 Pour toute permutation o € S,, et toute transposition T € S,,, on a :
e(ro) = —1e(o).

Théoréme 2.1.4 Si o € S, est produit de p transpositions, on a alorse(o) =(—1)"

Exercice 2.1.1 Déterminer la signature de :

123456738
51 2 3 476 8

Solution: On a : o = (15432) (67) et (o) = (—=1)>7" (=1) = —1.
On peut aussi écrire o comme produit de transpositions ;.0 = (15) (54) (43) (32) (67) ete(o) =
(—=1)° = —1.

2.1.2 Applications multilinéaires alternées et antisymé triques

Définition 2.1.10 (et proposition) Soient E, F' deux K-espaces vectoriels et f € L,(E, F).
1) On dit que [ est.alternée si elle vérifie :

fl@y, z2, .. 2,) = 0 80 21,29, .., 1, ne sont pas tous distincts.

2) On dit que f est antisymétrique si elle vérifie les conditions équivalentes suivantes :

2.1)
Vi # 4, fxr, o miy o, @y, ) = —f(T1, 0, Ty oy Tiy o, Tp)

Vo €5, F(Zoq), - Topy) = €(0) f(21, .., 2p)
3) Si f est alternée, elle est antisymétrique.

4) L’ensemble des applications p-linéaires alternées f : EP — F est un sous-espace

vectoriel de L,(E, F), on le notera A,(E, F).
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2.2. Les formes bilinéaires et quadratiques

2.2 Les formes bilinéaires et quadratiques

2.2.1 Les formes bilinéaires

Définition 2.2.1 Soient E et F' deuz espaces vectoriels sur K. f est une forme bilinéaire

2.

sur - x F si f est une application de E X F dans K est linéaire ” par rapport a chacune
des variables”, ce qui signifie:
Pour tous u,u’ de E et v,v'de I et tout X de K on a:

INu,u' € E,Vv e F, VA €K, flu+ M v) = flu,v) + Af(u,v),

2Nu € E,Yv,v' € F, VA €K, flu,v+ M) = f(u,v) + Af(u,0").

Exemple 2.2.1 1) Si E = F = R. La multiplication (z,y) — xy est une forme bilinéaire
symétrique sur R x R.

2) Si E=F =R". L'application

f: ExE — R
(XY) — JGY) =30 mys
est une forme bilinéaire.
3) E=F =C([-1,1],R). Liapplication
ExE — R
(f.9) w— [ f@)g(x)de

est une forme bilinéaire sur £ x E.
4) Soit A une matrice n x n sur K . L’application f(X,Y) = X'AY est une forme
bilinéaire sur K™ x K".

5) L’application f défini sur M,(R) x M, (R) dans R par
fALA) =tr(A- A
est une forme bilinéaire sur M, (R) x M,(R).

Remarque 2.2.1 Si f est une forme bilinéaire sur EXE, alorsVu € E, f(u,0) = f(0,u) =
0.
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2.2. Les formes bilinéaires et quadratiques

Notation 2.2.1 e L’ensemble L(E, F;K) muni des lois induites (L(E, F;K), +,-) est un
espace vectoriel sur K.

e On note par Bil(E) = Lo(E,K) l’ensemble des formes bilinéaires sur E x E.

Définition 2.2.2 (Formes bilinéaires symétrique) Une forme bilinéaire f sur un es-

pace vectoriel E X E est dite symétrique si, pour tous u et v de E, on a
flu,v) = f(v,u).

Exemple 2.2.2 1) Soient E = R" et B = {ey, e, ...,e,} une base de E. Pour tous X etY
de E, il existe (r1,xa,...,2,) € R™ et (y1,y2, ..., yn) € R™ tels que:

X = zn:xiei et Y = zn:yiei.
i=1 =1

Donnons-nous n nombres réels fives a1, as, ..., an. Lapplication f de E? dans R définie par:

n

flz,y) = Z aiT;Y;

i=1
est bilinéaire symétrique.

2) Si by, 0y € E*, alors application
1
flu,v) =75 (L)l (v) + L(u)h (v))
est une forme bilinéaire symétrique sur £ x E.

Définition 2.2.3 (Formes bilinéaires symétrique positives) Une forme bilinéaire symétrique f

sur un espace vectoriel ¥ X E est dite positive si, pour tout u de E on a:
f(u,u) > 0.

Définition 2.2.4 (Formes bilinéaires symétrique définie positives) Une forme bilinéaire
symétrique f sur un espace vectoriel E X E est dite définie positive si, pour tout u de
E — {0} on a:

f(u,u) > 0.

Remarque 2.2.2 f est définie positive si, et seulement si, elle est positive et si Vu € F,

flu,u) =0=u=0.
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2.2. Les formes bilinéaires et quadratiques

Définition 2.2.5 (Formes bilinéaires antisymétrique) Une forme bilinéaire f sur un

espace vectoriel E X E est dite antisymétrique si, pour tous u et v de E, on a
V(u,v) € E? fu,v) = —f(v,u).

Définition 2.2.6 (Formes bilinéaire alterne) Une forme bilinéaire f sur E x E est dit
alterne s

Yue FE f(u,u) =0.

Théoréme 2.2.1 Soit f une forme bilinéaire sur £ x E. Alors on a:
1) ( [ est alterne )<= ( f est antisymétrique )

2) Si f est alterne, alors
i) Vwv)eE?  flutwv,v)=f(uv)

i) St u,v sont linéairement dépendante alors

f(u,v) =0.
Démonstration. 1) =) Supposons que f est alterne, alors

flu+v,u+v) = flusu+v)+ f(v,u+v)
= flu,u) + f(u,0) + f(v,u) + fv,0)
= f(u,v) + f(v,u)
=0

donc f(u,v) = —f(v,u), alors f est antisymétrique.
<) (exercice) Soit wun élément quelconque de E. En appliquant f est antisymétrique au
couple (u,u) on obtient f(u,u) = —f(u,u).
Comme le corps de base est R ou C, cela entraine f(u,u) = 0.
2) i)
flutv,v) = fu,v) + fv,0) = f(u,v)
i) f(u,v) = f(Av,v) = Af(v,v) =0. =

Proposition 2.2.1 Soit f : E x E — K une forme bilinéaire telle que pour tous u,v €

E, flu,v) =0« f(v,u) =0. Alors f est symétrique ou alternée.
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2.2. Les formes bilinéaires et quadratiques

Démonstration. Soit u,v € E, alors

flu,u)flu,0) = flu, fu,0)u) = f(u, f(u,u)v)
f(u, fu,v)u— f(u,ujv) =0
f(f (u,0)u = f(u, u)o,u) =0
fu,0) f (u,u) = fu,u) f(v,u) =0
A

O

w,u) [f(u,v) — f(v,u)] = 0. (2.2.1)

Supposons que f n’est pas alternée. Soit ug € E tel que f(ug,ug) # 0. Alors d’apres 2.2.1,
on a:
fuo,v) = f(v,uo)
pour tout v € E.
Soit w,v € E. Si f(u,u) # 0, alors f(u,v) = f(v,u). Si f(u,u) =0, soit f(u,uy) =0 et
alors f(u + ug,u + ug) = f(ug,ug) # 0 = f(u+ ug,v) = f(v,u+uy) = f(u,v) = f(v,u);

soit f(u,up) # 0 et alors si t = ——Jf((;g?o))’ on a

fu+ tug, u+ tug) = —t f (uo, ug) # 0
donc
flu+tug,v) = f(v,u+tug) = f(u,v) = f(v,u)

et dans tous les cas f(u;v) = f(v,u) i.e. f est symétrique. m

2.2.2 ~Représentation martricielle d‘une forme bilineaire

Soit E un espace vectoriel de dimension fini n et B = {vy, v, ...,v,} une base de E. Soit
F un espace vectoriel de dimension fini m et B’ = {wy, ws, ..., w,,} une base de F' et f une
forme bilinéaire sur F x F.

Soient X € E,Jr; € Ktel que X = 7" wv; et Y € B, Jy; € Ktel que Y =377 | yw;.
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2.2. Les formes bilinéaires et quadratiques

alors
FXY) = O zw,Y)
i=1

= Z wif(vi, Y)

= 21 l‘i(gyjf(vi?wj))

1=
En introduisant la matrice

flo,wy) - f(ora0,)
A = (ai;) = : ' :

1<i<nl<j<m

f(vnawl) f(vn7wm>

Alors A la matrice representative a la forme bilineaire f dans les bases B et B'.

e Inversement si A € M, ,,(K) alors, la forme bilineaire associee a la matrice A dans les

bases canoniques de K" et K™ est
f: K" xK" — K
(X,)Y) +— f(X,Y)=X'AY
Exemple 2.2.3 Soit la forme bilineaire
f: RRxR*? — R
(X,Y) — f(X)Y)

tel que
[(X,Y) = zy1 + 2212 + Toy1 + 3T3Y1 — T30

Déterminer la matrice associée a f dans B = {v; = (1,0,0),v, = (1,0, 1), ...

la base de R? et B' = {w; = (1,0),wy = (2,—1)} la base de R
Solution 2.2.1 La matrice associée a f dans B et B’ est

f(Ul, wl) f(vlan)
A= (aij)1§i§31§j§2 = flvg,wr) f(ve,we)

fuz,wr)  f(vz, wg)
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2.2. Les formes bilinéaires et quadratiques

alors
[ 1 1
Forw) = £ || o L fnw) = f ] o 21 0
0 0
i 1 1
Foswn) = || o 1, flosw)=f || o0 21 _7
1 1
I 2 2
Fesw) =1 || 1 3, fosw) = 1] 1 21 )
0 0
Donc
1 0
a=| 47
3 4

Proposition 2.2.2 Soit B = {vy,vs,...,0,} une base de E et f une forme bilinéaire sur

E x E. Si f est symétrique, alors la matrice A associée a f dans la base B est symétrique

Démonstration. On a A = (a;;) tel que a;; = f(v;,v;), donc A est symétrique

1<ij<n

si f est symétrique. m

Théoréme 2.2.2 Une application f : E X E — K est une forme bilinéaire (respective-

ment symétrique) sur E x E si, et seulement si, il existe une matrice A = (a;j) €

1<i,j<n
M, (K) (respectivement symétrique) et des formes linéaires vi,vs,...,v: € E* linéairement

dépendantes telles que

f(z,y) = Z Zaijvgk(x)v;<y)'

i=1 j=1

Démonstration. Si f est bilinéaire, on a dans une base B = {vy, va, ..., v, }, pour tout

(z,y)* € E

Flay) =D aymy; = Yzl (x)v](y).

i=1 j=1 i=1 j=1
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2.2. Les formes bilinéaires et quadratiques

ou {vi,...,v:} est la base duale de B* : v(x) = zi,Vi € {1,....,n}. De plus la matrice

A = (a;j), <ij<n €St symétrique si, et seulement si, f est symétrique. La réciproque est

immédiate. =

Définition 2.2.7 (Matrice de passage) Soit E un K-espace vectoriel de dimension n,et

sotent B = {vy,va,...,v,} et B' = {wy,wa, ..., w,} deux bases de E.

e La matrice de passage de B a B' noté : P est la matrice définit par

wl w2 PR wn
(%1 11 Q2 - Aip
V2 Q21 Q22 -+ Aip
P =
Up, An1 Ap2 oo Ann

e Soit v € E, ayant pour coordonnés les matrices colonne X, X' respectivement dans

B,B'. Alors
X = PX'

Théoréme 2.2.3 (Changement de bases) Soit f une forme bilinéaire sur E x F, B est
une bese de E et By est une bese de F'. Soient B' une nouvelle base de E, B} une nouvelle

base de F'. On note P la matrice de passage de B a B’ et QQ la matrice de passage de By a
B;. Alors

Mgi(f) = P'- ME(f)- Q.

En particulier, le rang v de la matrice associée ne change pas car P et () sont inversibles.

On dit que r est le rang de la forme bilinéaire f.

Remarque 2.2.3 La matrice de changement de base de B a By = {wy,ws,...,wy,} est la

matrice inversible P dont la j —eme colonne est formée des coordonnées de w; dans la base

B.
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2.2. Les formes bilinéaires et quadratiques

2.2.3 Formes bilinéaires non dégénérées

Définition 2.2.8 On dit qu’une forme bilinéaire f : E x F — K est régulicre ou non

dégénérée si les deux conditions suivantes sont vérifiées:

1) f(u,v) =0 pour tout u € E entraine v =0,

2) f(u,v) =0 pour tout v € F entraine u = 0.

Exemple 2.2.4 Si E = F = K", alors la forme bilinéaire f(u,v) = ujvy + =+ + u,v, est

non dégénérée.
Proposition 2.2.3 Une forme bilinéaire symétrique définie positive est non dégénérée.

Démonstration. En effet, si f était dégénérée, il existerait v # 0 € F tel que f(v,w) =
0 pour tout w € E. En particulier on aurait f(v,v) = 0 ,ce qui est contraire a ’hypothese.

Théoreme 2.2.4 Supposons E, F de-dimension finie. St f : E x F — K est une forme
bilinéaire réguliére, alors dim(E) = dim(F)) et pour chaque base B = {vy,va, ..., v, } de E, il

existe une unique famille B = {wy, way...,w,} de F telle que :

N 1 sii=j
Vi<igj<n  flo,w) = (%)
0 siij

de plus, les w; forment une base de F'. On dit que deux bases B, B' de E et I qui vérifient

( *) sont duales l'une de ’autre.

Démonstration. Soit

v F o= K"
w ’QZ)(QU):(f(vl,W),...,f(Un,W)).

C’est une application linéaire injective car

(W(w)=0)= VMWekFE, flvyw)=0)=(w=0).
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2.2. Les formes bilinéaires et quadratiques

Donc dim(F) < n = dim(E). De méme, dim(F) < dim(F'). Donc dim(E) = dim(F) = n.
Donc v est surjective. Soit ey, es, ..., €, la base canonique de K". Soient wy, ws, ..., w,, € F
tels que ¢ (w;) = e;. On a alors :

1 sii=y

0 sii# 7.

Les w; forment une base de F' car ils sont linéairement indépendants (car leurs images le

Vi<i,j<n  fle,w;) =

sont). Si {w,w), ..., w,} vérifient aussi:
1 sii=j
0 sii#].

Alors Vi, j, f(ei, w; —wj) = 0 donc Vj, w; — w; = 0. D’ott P'unicité. m

Vi<i,j<n f(ei,w;):

2.2.4 Formes quadratiques

Définition 2.2.9 Une application ¢ : E — K est appelée forme quadratique sur E s’il

existe une forme bilinéaire symétrique f sur B X F telle que
Ve e B (z) = f(x,x).
La forme quadratique ¢ est dite associée a la forme bilinéaire symétrique f.
Exemple 2.2.5 1) Pour ay,ag,..,a, € R, Uapplication
T —> i a;x?,
i=1

est une forme quadratique sue R™ associée a la forme bilinéaire

(z,y) — Z A;TiYi-

i=1
2) Si E =C([-1,1],R). L’application
e
~1
est une forme quadratique sur E associée a la forme bilinéaire symétrique
oy [ @t

est une forme bilinéaire.
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2.2. Les formes bilinéaires et quadratiques

Exercice 2.2.1 Une forme quadratique ¢ sur E est une application ¢ : E — R vérifiant
les deux conditions suivantes :

1)Yv € E, Va € R, p(av) = a?p(v).

2) L’application (u,v) — 3 [p(u +v) — @(u) — p(v)] est bilinéaire symétrique.

Exemple 2.2.6 L’application

¢: MyR) — R
A — det(A)

n’est pas quadratique car p(aA) = o det(A) # a?p(A).

Remarque 2.2.4 A priori, il n’y a pas unicité des formes bilinéaires associées a une forme

quadratique. Par exemple sur R?, les formes bilinéaires

f(z,y) = 2191 + 2212 et g(z,y) = 11y + 11y — Toy1 + Toy
définissent la méme forme quadratique p(x) = f(z,z) = 2% + 23 = g(z, z).
L’unicité de f est assurée par le résultat suivant :

Théoreme 2.2.5 Si ¢ est une forme quadratique sur E, alors il existe une unique forme

bilinéaire symétrique f telle que p(x) = f(z,x) pour tout x € E.

Démonstration. La forme quadratique ¢ est définie par ¢ () = fo (z,x) pour x € E
ou fo est une forme bilinéaire sur £ (qui n’est pas forcement symétrique). L’application f

définie sur £ x F par
Floo) = 5 o (o) + fo (. 2)]

est bilinéaire et symétrique avec ¢ (x) = f (z,x) pour x € E, ce qui prouve I'existence de f.

Comme f est bilinéaire symétrique, on a pour tout x,y € F

plxt+y) =ft+yz+y =f(x,z)+2f(x,9) + f(y,v)

de sorte que

[p(x+y) — @ (x) =9 (y)]

N | —

flz,y) =

ce qui prouve 'unicité. m
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2.2. Les formes bilinéaires et quadratiques

Proposition 2.2.4 Soit p une forme quadratique sur E et f la forme bilinéaire symétrique

associée. On a

1) Yo e E, YVaeK, ¢lav)=a?po(v).

2) Yu,v € E,
3) Yu,v € E,
4) Yu,v € E,
5) Yu,v € E,

6) Yu,v € E,

o (utv) =) +2f (uv)+e ).

flu,0) = 3 lp(u+0) —p(u) — @)

N

f(u,v) =

N

o (u) + ¢ (v) =@ (u—v)].
flu,v) =1l (ut+v) —¢(u—0v).

p(u+o)+o(u—v)=2[p)+e )

Démonstration. Il suffit d’expliciter le calcul de ¢ (u+PBv) = f(u + fv,u + fv) en

tenant compte de la bilinéarité et de la symétrie de f.

p(u+pv) = flutBv,u+pv)
= f(uvu)_'—ﬁf(uvv)+5f(vau>+ﬁ2f(vuv>
= o (u) 28 (u,v) + % (v)

Tous les points (de (1) a (6)) se déduise de cette derniere formule. m

2.2.5 Représentation marticielle d‘une forme quadratique

Soit f une forme bilinéaire symétrique sur £ x E et ¢ la forme quadratique associée a f,

alors la matrice associée a ¢ dans la base B = {vy, v9, ..., v, } la matrice de sa forme polaire.

Proposition 2.2.5 Soit E l’espace vectoriel R™ et B = {ey, e, ...,e,} la base canonique de

E.

o Soit A = (a;;) une matrice symétrique d’ordre n a coefficients dans R et ¢ la forme

quadratique sur R™ dont la matrice associée dans la base B est égale a A. Donc ¢ est

définie par :

n n
T = (T1,T9, ..., xy) — p(x) = Zaii:p? + Z ;T
i=1

1<i<j<n
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2.3. Série d’exercices avec solution

o Si ¢ la forme quadratique sur R™ associée a f, alors la matrice associée a ¢ dans la

base canonique B de E peut s’écrire

d 9 d
o (€1) 5 () B2, (€n)
0 0 d

| Ee B o Ee

2 .
o) 0 0
o (e1) go(ea) o F(en)
Exemple 2.2.7 Soit la forme quadratique
o: R — R

T — p(r) =122 — 13+ 2xim9 — 47973

la matrice associée a @ dans la base canonique de R? est:

g_;i: 21’1+21’2
88_;;02: 2251-41’3
88_53: —21'3—41’2
donc
o] 0 o)
1 22 ()0 22 (e5) 22 (eg) 11 0
A= | ) Zle) @) [=]1 0 -2
2 02 €1 oo €2 Ox2 €3
0 0 0
e #lew) B ) \0 -2 -

2.3 Série d’exercices avec solution

Exercice 01. Dans R? muni de sa base canonique, on considere les applications w et o

suivantes :
w: RExR — R a: R - R

(X,Y) = x1y2 — 2o et (X) = @3

1°) Montrer que w est antisymétrique et bilinéaire.

A Taide de w et «a, on définit une nouvelle application, notée w A a, de la fagon suivante :

wAa: RPxR*xR® — R
(XY, Z) = wX)Y)a(Z)+w,Z)a(X)+w(Z,X)a(Y)
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2.3. Série d’exercices avec solution

2°) Montrer que w A « est alternée.

3°) Montrer que w A « est trilinéaire.

4°) Calculer w A a(eq, g, €3).

Solution: 1°) w est antisymétrique et bilinéaire.

V(X,Y) € (R?)?, w(X,Y) = 21y — Zoy1 = 1om1 — Y182 = — (1122 — 1p71) = —w(Y, X)
V(XX Y) € (R, VA €R, wAX +X',Y) = (Azy 4+ 2))y2 — (Azg + 2)y1 = (Az1ys —
Azoy1) + (21ye — Toy1) = M (X,Y) +w(X,Y).

VXY, Y) € R VA € R, w(X,\Y +Y) = —w(\Y + Y X)) = —Qw(Y,X) +
WV, X) = —(—w(X,Y) —w(X,Y")) = (X,Y) +w(X, Y.

2°) w A est alternée: VX € R, w A a(X, X, X) = 3w (X, X) a(X)=0.

3°) w A «a est trilinéaire.

DV(X, X,Y) € (R®)3, VA €R, wAha(AX+X,Y,Z) =w(AX +X,Y)a(2)4+w (Y, Z)a (AX + X ')+
w(ZAX +X)a(Y) = QX Y)+w(XY)a (2)+w (Y, Z) Aa(X)+a(X))+(w(Z, X)+
w(Z, XNa(Y) = AMw(X,Y)a(Z2) + w(Y,Z2)a(X) + w(Z, X)a (V) + (WX, Y)a (Z) +
w(V,Z)a(X)+w(Z,X)a (V) = wAa(X, Y, 2) +wAa(XY, 7).

4°)w A afeq, ea,€3) = 1.

Exercice 02. Soit n € N*. Déterminer la signature de la permutation suivante :

1 2 ... n—1 n
n n—1 .. 2 1

Solution: On note ¢(a) le nombre d’inversions de la permutation o

lo) = {(i,) i <jeto(i)>o(j)}

on a £(c) = (=1)“) et £(c) se calcule en dénombrant, pour chaque de terme de la seconde
ligne, le nombre de termes inférieurs qui le suit.

n(n—1)

(o) = (n—1)+(n—2) +-+1+0=""

n(n—1)

don e(o) = (—1) 2
Exercice 03. Soit L’application f définie par

f: R2xR? — R
(X)Y) +— f(X)Y) =210 — 221
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2.3. Série d’exercices avec solution

Montrer que f est une forme bilinéaire alternée.

Solution: f est une forme bilinéaire?

i) Soit X = (w1, 22), X' = (},24), Y = (y1,42) € R? et A € R, alors

FX+AXY) = f((z1 4+ M,z + A5)), (y1, y2)) = (21 + Axh)ye — (22 + Axh)yy

= XY — Tay1 + AT Y2 — AT

ii) Soit X = (w1, 22),Y = (y1,42), Y’ = (¥v5) € R?, et A € R, alors
XY +XY) = f((wr,22), (1 + Ay, v2 + As)) = 21(y2 4 M) = 22(y1 + My

= T1y2 — Tay1 + AT1Ys — AT2Y))
= f(X, Y) + )\f(X, Y/).

de (i) et (ii) f est une forme bilinéaire.
iii) f est alternée? Soit X = (z1,75) € R?, alors
f(X, X)) = f((21, 22), (21, 22)) = 2122 — 2971 = 0,

donc f est alternée.

Exercice 04. Soit L’application f définie par

o RIX] xR [X] — R
(p(x),q(z)) > [y pla)a(e)da
1°) Montrer que f est une forme bilinéaire
2°) Déterminer la matrice associée a f dans la base B = {1,z, 2% ...,2"} .

Solution: 1°) f est une forme bilinéaire. i) Soient py(x), pa(z), ¢(z) € R,[X] et A € R, alors
1
for@) 4+ (o) ae)) = [ (1) + dpa(e) a(o)de
0

_ / pu(@)g()dz + A / pa(@)g(x)ds
= f(pi(2),q(x)) + A f(p2(2), q(2))

ii) f est symétrique.
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2.3. Série d’exercices avec solution

Comme f est symetrique alors

f(pi(x) + Apa(x), q(2)) = f(a(2), pr(2) + Apa(x)) = flq(x), p1(x)) + Af(q(2), p2(2))

de (i) et (ii) f est une forme bilinéaire.

2°) D’apres la définition, la matrice représentative de f dans la base B est définie par:
A= (flei(®),€;(®))) 1< jenia tel que e;(x) =2"1, ou 1 <i<n+1

On calcule successivement:

1
A = (@) @i onn = (@27 g g = </ xz_lxrldm)
- 0 1<i,j<n+1
</ i+j— de)
0 1<i,j<n+1
1
( z+j—1 )
vt r 0/ 1<ij<n+1

R ) 1<4,j<n+1

et donc
1 1
L3 i
1 1 1
Az 3 e
n+1 n+2 2n+1
Exercice 05. Soit L’application f définie par
fi RZxR? — R

(X,Y) — f(X,Y) =33z1y1 — 14(z1y2 + 2211) + 62210

1°) Montrer que f est une forme bilinéaire symétrique.

2°) Déterminer la matrice associée & f dans la base canonique de R?.

3°) Déterminer la matrice associée & f dans la base B’ = {w; = (2,5),wy = (1,2)} de R%
4°) Déterminer la forme quadratiques ¢ associée a f.

Solution: 1°) f est une forme bilinéaire

2°) Soit B = {e; = (1,0),es = (0,1)} la base canonique de R?. D’apres la définition, la
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2.3. Série d’exercices avec solution

matrice représentative de f dans la base B est définie par :

A = (ai)i<ij<2 = (f(es, 6j))1§i,j§2

fler,er) f
flez,e1) f

(e1, €2)
(€2, €2)

On calcule successivement:

f(ehel) = f((la 0)7 (170)) =33, f(617€2) = f((l,O), (07 1)) = 14,
f(62761) = f((07 1)) (170)) = _147 f(e2; 62> = f((07 1)7 (07 1)) =6

et donc

—14 6

3°) On utilise la formule de changement de base A’ = P!AP ou P la matrice de La matrice

de passage de B vers ', alors

w; = (2,5)=1(2,0)+(0,5) =2(1,0) + 5(0,1) = 2e1 + Heq
wy = (1,2) =4(1,0) +(0,2) = (1,0) + 2(0,1) = e; + 2e

donc la matrice de passage est

L (21
5 2
et donc
A = P'AP
(25 33 —14 2 1
(12 14 6 5 2
42 2 1
(52 5 2
— L
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2.3. Série d’exercices avec solution

4°) La forme quadratique ¢ associée a f est
p: R? — R
X — oX) = f(X,X) = 3322 — 287,25 + 622
Exercice 06. Soit la forme quadratique ¢ : R? — R définie par:

o(x1,75) = 3377 — 287,79 + 615,

1°) Déterminer la matrice A associée & ¢ dans la base canonique de R?,

2°) Déterminer I'application bilinéaire f associée a ¢.

Solution: 1°) La matrice A associée & ¢ dans la base canonique de R?.

O 0

Y A )
1o o

2\ 22 (e1) 22 (ey)

On calcule successivement:

9 B
Y 66ay — 2843, 2 — 194y — 28,
0xq dry

alors
—28 33 —14
A== -
2\ _28 12 ~14 6

2°) Methode 1: Soient X! = (21, x),(Y)" = (y1,72) € R?, alors f : R? x R? — R est
33 —14
FXY) = X'AY = (21,22) -

= 33z1y1 — 14(x1y2 + 22y1) + 622y0.

Methode 2:
FY) = 5 lo (X +7) =0 (X) — o (V).

Exercice 07. Soit 'application ¢ : £ — K. Montrer que

i) p(2v) = 4p(v)
ExFE — K

(¢ forme quadratiques) < i1) lappliction a
(u,0)  — p(u+v) —pu) — o)

est une forme bilinéaire
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2.3. Série d’exercices avec solution

Solution: =) Supposons que ¢ est une forme quadratique. Soit f : £ x E — K la forme
bilinéaire symétrique associée a .

i) On a p(2v) = f(2v,2v) = 4f(v,v) = 4p(v).

ii) On a

o (u-+0) — 9 (u) — o (0)] = 5g(u,v) = gu,) = 2/, 0)

N[ —

f(u,v) =

Comme f est bilinéaire, donc g est bilinéaire.

<) Supposons (i) et (ii). On pose

f: ExXE — K

(u’ U) — f(u7 U) = %g(uv U)

a) f est bilinéaire car g est bilinéaire

b) f est symétrique car

[o(utv) =) =@ )] = f(o,u)

N | —

f(u,v) =

f(u7 u) N

Donc ¢ est une forme quadratique associée a f.

95



Chapitre 3

Les éspaces euclidiens

Définition 3.0.1 Soit E un R espace vectoriel. Tout f € Bil(E;R) se nomme alors forme

bilinéaire réelle sur E X E et son associée @ se nomme forme quadratique réelle sur E.

3.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz et Minkowski

Théoréme 3.1.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit f une forme bilinéaire symétrique

positive sur £ X E et ¢ la forme quadratique associée. Alors

Vu,v € B, |f(u,0)] < Ve (u) @ (v).

Dans le cas ou f est définie positive, on a égalité si, et seulement si, (u,v) est une famille

lice dans E.

Démonstration. Soit (u,v) € E?, application de R dans R 0 < P(a) = ¢ (u+ av) =
¢ (u) +2af (u,v) + a?p (v) est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal & 2 dont

les valeurs sont positives.

e Sip(v) #0, alors ¢ (v) > 0 et le discriminant réduit du trinéme P(a) est (f(u,v))* —

v (u) @ (v) <0. D'ou le résultat.

e Sip(w)=0,onavVaeR, Pla) = ¢ (u) + 2af(u,v) > 0. Si f(u,v) # 0, a — P(«)
est une fonction polynomiale de degré un et donc change de signe, d’ou f(u,v) =0 et

I'inégalité est vérifiée.
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3.1. Inégalité de Cauchy-Schwarz et Minkowski

Supposons que [ est définie positive. Si les deux vecteurs u, v sont liés, alors u = Sv ou

B € R donc

(f(u,0))* = B2 f (u,u) = B2(p (u))* = ¢ (u) ¢ (Bu) = ¢ (u) ¢ (v).

Réciproquement, si (f(u,v))* = ¢ (u) p (v), alors dans le cas olt ¢ (v) =0, on a v = 0 et
(u,v) est liée , dans le cas ol ¢ (v) # 0, on a la fonction polynomiale P(a) a un discriminant
nul, d’ou l'existence de A € R tel que P(a) = 0. Comme P(\) = ¢ (u+ M), u+ Av =0

puisque f est définie positive. m

Théoréme 3.1.2 (Inégalité de Minkowski) Soit f une forme bilinéaire symétrique pos-

itive sur B x E et ¢ la forme quadratique associée. Alors

Vuv € B, Velu+v) < V(w4 e ()
Démonstration. On a

plu+v) = (u) +2f(u,v) + ¢ (v) 20,

flu,v) < f(u,0)] < Ve (u) @ (v),
alors
lu+v) < @(u)+2vp ) e )+ @)
= (Ve +ve®)
Donc
Veolu+v) < Ve (u)+ o)
| ]

Exemple 3.1.1 Si E = C([a,b],R).Soit la forme bilineaire

f: ExE — R

(u,v) f(u,v):f;u(x)v(x)dx
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3.2. Orthogonalité, noyau et rang d’une forme bilinéaire

la forme quadratique associée a f est
p: E — R
u — pu) = f: u?(x)dz.

Alors Uinégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski sont respectivement

< \//abUQ(x)d:U\//abv2(:1:)d:B
\//ab (u(w) + v())? dx < \//b () da + \//abUQ(x)dx.

3.2 Orthogonalité, noyau et rang d’une forme bilinéaire

/ab u(z)v(x)dx

Définition 3.2.1 Soit ¢ une forme quadratique sur E. On suppose E de dimension finie.

Le rang de ¢ est le rang de sa forme bilinéaire f c-a-d le rang de la matrice (f (v;, vj))1<l.j<n

pour une base B = {vy, vy, ...,v,} de E quelconque. C’est indépendant de la base choisie.

Définition 3.2.2 Soit f une forme bilinéaire symétrique sur Ex E. On dit que deux vecteur

u,v € E sont orthogonauz relativement a f ou encore f — orthogonaux si, et seulement si
f(u,v) = 0.
Exemple 3.2.1 Sur R? le produit scalaire usuel
(2,y) — z1y1 + T2y2

définit une forme bilinéaire symétrique, alors u = (1,0) et v = (0,1) sont orthogonaux
relativement a la produit scalaire usuel.
Définition 3.2.3 On dit que la base B = {vy,vs, ..., v, } de E est orthogonale si f(v;,v;) =0
dés que i # j.
Définition 3.2.4 Un vecteur u € E est f—orthogonal a une partie F' de E si, et seulement
St,

Vv € F, f(u,v) =0.

On notre F*1 le f — orthogonal de F, c’est-a-dire

F'={uecE: flu,v)=0, Yve&F}.
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3.2. Orthogonalité, noyau et rang d’une forme bilinéaire

On vérifie assez facilement les propriétés suivante

Proposition 3.2.1 (Exercice) 1) Pour toute partic F C E, F*/ est un sous espace

vectoriel de E.
2) Pour toutes parties F' et G de E, on a G C F = F*+ c GH/.
3) Pour toute partiec F C E, F1 = (vect(F))*/.
4) {OE}lf =F et E+ ={0g}.
5) Pour tout sous-espace vectoriel F C E, F on a F C (F+/)1).

Définition 3.2.5 On appelle noyeau de la forme bilinéaire symétrique f le sous-espace
vectoriel

ker(f) = E* ={ue E: f(u,v) =0, Vv e E}.

Remarque 3.2.1 1) Si ¢ la forme quadratique sur E associée a f, alors le noyau de ¢ est

le noyau de sa forme bilinéaire f i.e. :
ker(p) ={u € F: f(u,v) =0, YveE}.
2) Il ne faut pas confondre le noyau de ¢ et son cone isotrope :
Clp) ={ue E:p(u) =0},

On a toujours ker(yp) CC(p) mais attention, en général C(p) n’est pas un sous-espace de

E.

Exemple 3.2.2 1) On considére la forme bilinéaire symétrique sur R® x R® le produit

scalaire usuel
(x,y) — T1y1 + T2Yo — T3Ys.

x € ker(f) signifie que f(x,y) = 0, pour tout y € R?® et en particulier pour les vecteurs de

la base canonique ey, es, ez et par suite

0=f(z,e1) =21, 0= f(z,e2) =22 et 0= f(x,e3)=xs.

On en déduit que ker(f) = {Ogs}.
2) Si p(x1,29) = 129, ker(p) = {(0,0)} et C(p) = {(1,0) ou (0,1)}
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3.2. Orthogonalité, noyau et rang d’une forme bilinéaire

Théoreme 3.2.1 Soit f une forme bilineaire symétrique positive et ¢ la forme quadratique

associée a f. Alors

ker(f) = B = {u € E: ¢(u) =0}.

Démonstration. Soit B/ ={u e E: f(u,v) =0, Vv e E}let A={ue E:pu) =0}

on démentre que B+ = A.

1) EY C A?

Soit u € E*+/ alors f(u,v) = 0, pour tout v € E. Donc pour # =« on a f(u,u) =

0 = ¢(u) ce qui donne u € A, alors E+/ C A.

2) AcC E1I?

Soit u € A, alors ¢(u) = f(u,u) = 0, pour tout v € F on a

|f(u0)] < Ve (u) ¢ (v) = V/0p (v) = 0.

Comme f est positive alors f(u,v) = 0. Donc u € E*/ ce qui donne A C E*/.

de (1) et (2) on a B+ = A.

Corollaire 3.2.1 Soit f une forme bilineaire symétrique positive sur £ x E. Alors
(f alterne) < (E = E*Y).

Théoreme 3.2.2 Soit f une forme bilineaire symétrique sur E X E non dégénérée et A la

matrice a associée a f dans B. Soit g l'endomorphisme de E ayant A pour matrice dans la

base B. On a

1) ker(f) = ker(g).
2) rg(f) =rg(A).

3) (ker(f) ={0}) <= (rg(f) = n) <= (A € GL,(K)).
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3.3. Produit scalaire

Démonstration. Soit z € E et X € K" la matrice colonne formée des coordonnées de

z dans la base B. On a

reker(f) <= VyekFE, f(r,y)=0 & VY eM,(K), X'AY =0

& X'A=0
& AX =0

& X € ker(A)
v X € ker(g)

D’ou (1). Les points (2) et (3) découlent du théoreme du rang. m

3.3 Produit scalaire
Dans toute la suite E est un R espace vectoriel.

Définition 3.3.1 Un produit scalaire sur E X E est un forme bilinéaire symétrique que

nous noterons
() BExE “— R
(wsv) — (u,v)

ayant les propriétés suivantes:
i) Yu e E, (u, u)-> 0.
ii) Yu € E, (u,uy=0< u=_0g.

Remarque 3.3.1 En générale, on appelle produit scalaire sur ExE une forme bilinéaire

symétrique telle que la forme quadratique associée soit définie positive.

Exemple 3.3.1 Si E = R", pour tout X' = (z1,...,2,) € R" et Y' = (y1,...,y,) € R"
I’application
(,-): R"xR" — R
(X)Y) — X,Y)=X'Y =" 2y
est un produit scalaire sur E x E (produit scalaire canonique de R™), car est un forme

bilinéaire symétréque et on a
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3.3. Produit scalaire

) VX e R, (X, X) =3 22 >0,
W) VX eR™, (X, X)=>1" 22=0&2,=0,Vie{l,.,nt & X =0,.

Propriétés 3.3.1 Soit (-,-) un produit scalaire sur E x E. Alors on a les propriétés suiv-

entes:
1) Vu € E, (u,0p) = 0.
2) Yu e E, (u,w) =0=w = 0.
3) Yu,v,w € E, (u,w) = (v,w) = u=.

Démonstration. 1) Vient de la bilinéarité.
2) Se montre en remarquant que ’hypothese fait donne en particulier (w,w) = 0.

3) Pour tout w € E, alors si (u,w) = (v,w) on a

(u—v,w)y = 0=u—-v=0

= U =".

Définition 3.3.2 (Espace euclidien) On appelle espace euclidien tout espace vectoriéle

réel de dimension finie muni d’un produit scalaire.

Les espaces suivants sont ceux dans lesquels on travaillera la plupart du temps.
Exemple 3.3.2 1. R™ muni de son produit scalaire usuel ;
2. R"[X] muni d’un des produits scalaires usuels ;

3. Des espaces de fonctions comme C([0, 1]) munis de produits scalaires d’efinis avec une

intégrale ;

4. Plus rarement : M,(R) muni de : (A, B) =tr(tA- B).

62



3.4. Norme associée a un produit scalaire

3.4 Norme associée a un produit scalaire

Définition 3.4.1 Soit (-,-) un produit scalaire sur E' x E. On appelle norme associée a cet

produit scalaire que nous noterons

- B = R,
u o lull = uu)
ayant les propriétés suivantes:
)VAER, Vue E,  [[Au| = [Al[ull,

i) Yue B, |u|=0

iii) Yu € E, lu| =0< u=0,

w) Yu,v € B, Jlu+ vl < lull + [[v]]-
Proposition 3.4.1 On a ||u+v| = |lu]|+ ||v] si et seulement si (u,v) est positivement

liée, i.e. si et seulement st u =0 ou il eriste X € R, tel que u = \wv.

Démonstration. Si u =0 on aégalité. Si v = Au avec A > 0, on a ||u+ v|| = ||u+ Iu|| =

I+ A ull = (14 A) lull = ffull + Mull = fJull + o]l

Réciproquement, si on a égalité alors |[u|® + 2 (u, v) + ||v]|* = |lu+ o] = (Jul + [v])* =
u)® + 2 ||ul| lo)l+ [|v]|> et donc (u,v) = |ju|||[v]|. On a donc égalité dans Cauchy-Schwarz,
ce qui implique ‘que (u,v) est liée. Donc u = 0 ou v = Au avec A € R. On a donc

Aful” = (u, v) = ||lul |[v]| >0, ce qui implique A > 0. m
Propriétés 3.4.1 VA, u € R, Vu,v € E, on a
i) M+ po|” = N {Jul| + 20 (u,0) + g2 |ju)| - (Formule de Taylor),
i) {u+v,u—v) =[] o],
i) (u,0) =3 (Ju+ol” = [l = [lv]*),

w) |lu+ |+ |u—v|* =2ul® +2|v|> (Egalité du parallélogramme),
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3.5. Distance associée a un produit scalaire

0) (u,0) =5 (llu+o]* = u =) .
Démonstration.

i) S’obtient en dévloppant (\u + pv, Au + uv) ,

ii) S’obtient de maniere analogue,

les autre résultats se déduisent de (i). m

3.5 Distance associée a un produit scalaire

Définition 3.5.1 Soit l'application
d: ExE — R
On a pour tous x,y,z € E :
i) d(z,y) = d(y,x) =0,
i) d(z,y) =0z =y,

iii) d(x,y) < d(z,z)+d(z,y).

On dit que d est une distance.

Si F' estun sous-espace de E, on note d(x, F') = inf e ||z — y|| la distance de x a F.

Exemple 3.5.1 Si E = R", l'application

d: R"xR" — R
(l’, y) — d(l’, y) = \/Z?:l(mz - yi)2

est une distance.
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3.6. Orthogonalité, orthogonalisation de Gram-Schmidt

3.6 Orthogonalité, orthogonalisation de Gram-Schmidt

3.6.1 Bases orthonormées

Définition 3.6.1 Soit E un espace euclidien. L’ensemble {vi,vs,...,v,} de E est dit
i) Orthogonal si (v;,v;) =0, Yi#j (on écritv; L v;)
ii) Unitaire si (v;,v;) =1, Vie{l,...,n}

1, Vi=j

iii) Orthonormée si (v;,v;) = .
0, Vi#j

Théoréme 3.6.1 Soit E un espace euclidien. Soit B = {vi;0s, ..., v, } une base orthonormée

de E etu e E. Alors
u = (u,v1) vy + (U, vo) Vo + -+ - 4 (U, Vy) Uy.
Démonstration. Comme B est une base, il existe Ay, ..., A\, € R tels que

U =NV + -+ AU,

(u,vi) = (A1 + 20+ Ay, v) = A (U1, 03) + -+ A (U, 01) -
Or, comme (v;, ;) = 081 j % i et (v, v;) = |u;]|* =1, on a
<uavi> = )\z

et par conséquent

u = (u,v1) v1 + (U, v9) Vo + -+ - + (U, vy,) V.
On appelle les scalaires

(u,v1) , (u,va), ..., {(u,vy,)

les coordonnées de u par rapport a la base orthonormée {vq, vs, ..., v, }.
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3.6. Orthogonalité, orthogonalisation de Gram-Schmidt

Théoréme 3.6.2 Soit E un espace euclidien. Soit B = {vy, vq, ..., v, } une base orthogonale

de E etu e E. Alors

U, v U, v U, Uy,
y b 12>v1+< 2>02+,__+%n'
[ [[va

2
[[val

Démonstration. La base

B/:{ (%1 V2 (%% }
vl vzl [Jvall

est orthonormée. Par le théoréeme précédent, on a donc

U1 (%] V2 (%) Un Un
u = u —|— u, —— _|_ [P _|_ u, ——
< ’ ||v1||> o] < ’ ||v2||> [[02]] < ’ anll> [[on

w—= <Uav12> vy + <U7U22>
vl [[va|

et alors
<ua Un>
[

Vg + -+

Proposition 3.6.1 Soit E un espace euclidien. Tout famille B = {v1,va, ...,v,} orthogo-

nale de & non nuls est une famille libre.

Démonstration. Soit {vy,ve, ..., v, } une famille orthogonale de m vecteurs non nuls

de E. Montrons qu’ils forment une famille libre. Soient Aq, ..., \,, € R tels que

=1

On a, d'une part (v;,» .-, A\v;) = 0 car (u,0) = 0 pour tout u € E et, d’autre part,
(v, S ) = A (vg,05) = A [|vs]|7 = 0 car les vecteurs sont orthogonaux. Or v; # 0

donc \; =0. m
Théoréme 3.6.3 (Pythagore) V (u,v) € E%. u et v sont orthogonauz si et seulement si
2 2 2
lu + 0[] = Jlul]” + [|vf”

Démonstration. En utilisant (u,v) = % (|lu + o||> = |ul] - ||v||2) pour prouver I’équivalence.
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3.6. Orthogonalité, orthogonalisation de Gram-Schmidt

3.6.2 L’orthogonale d’un parties de E

Définition 3.6.2 Soit E un espace vectoriel euclidien. St A C F,
At ={uc E:(uv)=0 YvecA}
est appelé l’orthogonal de A.

Propriétés 3.6.1 Soit E un espace vectoriel euclidien et soit A C E. Alors on a les

propriétés suivantes:

i) AL est un sous espace vectoriel de E.
i) {0g} " =E e  Et={0g}.
iii) Ac (A",

w) BC A= Al c B*.

v) At = (Vect(A))*.

vi AT ={0g} = (Vect(A)) = E.

Démonstration. Ezercice. m

Théoreme 3.6.4 Soit £ un espace euclidien. Alors pour tout sous-espace vectoriel F' de
E, ona

E=F®F-

On dit que E est somme-othogonal de F et F+. On a F = (FL)L.

Démonstration. Soit B = {ey, ey, ..., €.} une base de F' que I'on compléte en une base

de E. Un vecteur v = >, v;e; de E est orthogonal & F si (v,e;) = 0 pour j = 1,...,7, soit
Zvi <ei7€j> :0, jzl,...,T.
i=1

1) On sait d’apres la propriété 3.6.1/(i) que F* est un sous-espace vectoriel de E.
2) Vérifions que FNF+ = {0g}. Siv € FnNF* alors (v,v) = 0, ce qui signifie que

UIOE.
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3.6. Orthogonalité, orthogonalisation de Gram-Schmidt

3) Prouvons que (F & F+)* = {0g}.

Comme F C F @& F* alors (F @ FY)* C Ft et que F+ € F @ F*, on trouve que
(Fo Fl)L C FNFt ={0g}:dot: (F®FL)* = {0g}. Ce qui signifie d’apres la propriété
3.6.1/(ii) que F® F- =FE. m

3.6.3 Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt est un algorithme permettant de fabri-

quer une famille orthonormée a partir d’'une famille libre dans un espace euclidien.

Théoréme 3.6.5 Soit E un espace vectoriel euclidien, {vy, vy, ..., uy} une base de E. Alors

il existe une unique base orthonormale {v{, vy, ...,v!'} de E telle que:

e Pour tout m de {1,...,n}, Vect(v],...,v") = Vect(vy, ..., vm).
e Pour touti de {1,...,n}, (v;,v!) >0

)

Démonstration. On construit la famille {v{;v5, ..., v} étape par étape. Posons

.

v = U
/o /
Vg = V2 +a120;
Ué = V3 + (1131)/1 + a23v§
A / / /
L Up = Up + Q1007 + Q2p Vg + - - - + A(n—1)nV(n_1)

Plus simplement
i—1
/ / .
v; = v; + E a;jiv; pouri=1,...,n
Jj=1

Pour trouver les a;;, il suffit de sopposer que les v; sont orthogonaux pour Vi # j. Nous

allons trouver

)
LT

Finalment nous obtenous un ensemle orthonormée

/

V! V! v
V=L =2 v”:—”}.
{ Ul el el
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3.7. L’adjoint d’un endomorphisme et ses propriétés

Exemple 3.6.1 Considérons la base B = {v; = (1,1,1),v, = (0,1,1),v3 = (0,0,1)} de R3
donnée une base orthonormées de R® a partir de B.

Le processus d’orthonormalisation de Schmidt donne

/
v =y,
/ _ /
Uy = Vg + a12v,
Ué = v3 + Cllg’Ui + &23’0&.

Donc on trouve

‘
-~

v’,v2> _9

/
U1 ,U3> -1

|~

ars = ‘JW\Q o7
'U/,Ug _
K rid
et
o o=o el =3
4 =@3D =y
o =0, =

alors la base orthonormées est:

1 2 1
{w/f = %wla wy = \/;wéa wy = \/;wé}

Remarque 3.6.1 Géométriquement, la matrice de passage de {vy, v, ...,v,} a{v], vy, ..., v

est triangulaire supérieure, et ses coefficients diagonaux sont strictement positifs.

3.7 L’adjoint d’un endomorphisme et ses propriétés

Théoréeme 3.7.1 (Définition) Soit £ un espace vectoriel euclidien.
Pour tout f € L(E), il existe un unique f* € L(F), appelé adjoint de f et défini par la
relation

Yo,we E: (w, f(v)) = (f*(w),v) .

Si B ={vy,vy,...,v,} est une base orthonormée de E, et si A= ME(f) alors A* = ME(f*)

ot A* = A! est la matrice transposée de A.
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3.7. L’adjoint d’un endomorphisme et ses propriétés

Définition 3.7.1 Si un endomorphisme [ vérifie f* = f, on dit que f est symélrique ou

auto-adjoint .
Le théoreme suivant caractérise les endomorphismes auto-adjoints.

Théoreme 3.7.2 Soit E un espace vectoriel euclidien, et f un endomorphisme de E. Alors
f est auto-adjoint si et seulement s’il existe une base orthonormée de E de vecteurs propres

pour f, les valeurs propres étant réelles.

Théoréme 3.7.3 Soit E un espace vectoriel euclidien et f € L(E). Les conditions suiv-

antes sont équivalentes
(1) f est auto-adjoint
(2) V(z,y) € E?,(z, f(y)) = (f(2).y)
(8) La matrice de f dans une base orthonormale est symétrique.

(4) La matrice de f dans toute base orthonermale est symétrique.

Démonstration. (1) = (4) : Seit B une base orthonormale de F, f un endomorphisme
auto-adjoint de E. On a alots ME(f) = ME(f*) = (Mg(f))t, donc ME(f) est symetrique.
(4) = (3): ok (il existe des bases orthonormales)
(3) = (1) : Soit B une base orthonormale telle que ME(f) est symetrique.
Alors ME(f*) = A! = A car B est orthonormale. Donc f* = f =

Propriétés 3.7.1

1) (af + Bg)" = af* + By,

2) (fog) =g of,

3) Si f est bijective, alors f* est bijective et (f*)"" = (f~1)*,
4) (f) =1,

5) rg(f) =rg(f*),
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3.8. L’application orthogonale (isométries)

6) ker(f*) = (Im(f))" et Im(f*) = (ker(f))~

Démonstration. Les 5 premieres propriétés découlent facilement de 1'égalité (w, f(v)) =
(f*(w),v). Enfin, f*(v) = 0 si et seulement si pour tout w € £, 0 = (f*(v),w) = (v, f(w))
L
si et seulement si v € (Im(f))", Enfin (ker(f))* = (ker((f*)"))* = <(Im(f*))L> = Im(f*).

3.8 L’application orthogonale (isométries)

Définition 3.8.1 Soit E un espace vectoriel euclidien et f : E = E wune application, on

dit que f est ortogonale ou (isométries) si:
Vo,we E || f(v) — f(w)|| = [[v—w] (f conserve les distances).
Si f € L(E) est une isométrie, on dit que f est une isométrie linéaire.

Définition 3.8.2 (Exercice) Soitvy € E et f € L(E) est une isométrie linéaire. Montrer

que [’application
g: E — E

v o— g(v) =w+ f(v)

est aussi une isométrie, qu’on appelle une isométrie affine.

Le théoreme suivant caractérise les endomorphismes orthogonaux.

Théoreme 3.8.1 (Exercice) Soit E un espace vectoriel euclidien et soit f € L(E). On a

les équivalences suivantes.
1) f est une isométrie linéaire:

Vo,we E:|[f(v) = f(w)l = [[v—wl.

2) [ conserve la norme:

Voe E: | f)ll =l

3) f conserve le produit scalaire:

Yo,w e E: (f(v), f(w)) = (v,w).
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3.9. Matrice orthogonale

4) Si{vi,vq,...,v,} est une base orthonormée de E, alors { f(v1), f(v2), ..., (v)} est aussi

une base orthonormée de E.

5) f est orthogonal:

3.9 Matrice orthogonale
Définition 3.9.1 Soit A € M,(R). On dit que A est orthogonale si
AA' = A'A = 1,.

Proposition 3.9.1 Soit A une matrice orthogonale.. Alors elle est inversible et A~ = A’

De plus, son déterminant est égal a 1 ou a -1 .

Démonstration. Comme A'A = I, = AA!, la matrice A est inversible et son inverse est

égal a sa transposée. De plus, det (A'A) =det(A)? = det (I,,) = 1 donc det(A) = £1. m

Exemple 3.9.1 Les matrices de rotation sont orthogonales. Soit 0 un angle. Alors la

matrice de la rotation d’angle 6-de R? est

cos(f) —sin(6)
sin(f)  cos(0)

A:

Cette matrice est orthogonale. En effet, l’identité
.2 200\ _
sin“(0) + cos“(0) = 1

montre que ['on a

AA' = A"A = 1.
Proposition 3.9.2 Si P est la matrice de passage de la base orthonormée B = {ey,...,e,}
d la base B = {u1,...,u,} de E, alors B’ est une base orthonormée si et seulement si

PP =1,.
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3.9. Matrice orthogonale

Démonstration. Démonstration : le jeme vecteur colonne de la matrice P représente
les coordonnées du vecteur u; dans la base {e1,...,e,}. Le coefficient (P'P),; représente

donc le produit scalaire du vecteur u; par le vecteur u;. D’otu le résultat. m

Corollaire 3.9.1 Soit E un espace vectoriel euclidien. La matrice de passage P de la base

orthonormée B a la base orthonormée B de E est orthogonale (P~' = P*).
Théoréme 3.9.1 Soit A € M,(R). On a les équivalences suivantes.

1) A est orthogonale.

2) {AY A2, ..., A"} les vecteurs colonne de la matrice A forment une bases orthonormée

de ’espace euclidien usuel R™.

Démonstration. Soit la matrice

Al A2 ... Am
aix Qi - Qip
A= Q21 Qg2+ QAagp
Ap1 Ap2 ¢ Ann
alors
@11 A21 -+ Al Al
At — iz G2z - Gp2 A?
A1p A2n - Ann An
donc
ATAL AlAZ ... AlAr 10 --- 0
g | AT A 01 - 0
APAL AMAZ ... ATAT 00 --- 1
o 1 sit=7 S
(A est orthogonale) & (A'A =1,) & A'A? = I (A", A7)
0 sii#j
[ ]
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3.9. Matrice orthogonale

Proposition 3.9.3 L’ensemble des matrices orthogonales de #,(R), noté O, est un sous
groupe du groupe GL, (R) des matrices inversibles; on ’appelle groupe orthogonal. L’ensemble
des matrices de O,, qui sont de déterminant 1 , noté SO, est un sous-groupe de O,; on

l’appelle groupe spécial orthogonal.

Démonstration. On vérifie que le produit de deux matrices orthogonales est une matrice
orthogonale et que l'inverse d’une matrice orthogonale est une matrice orthogonale, ce qui

permet de montrer que O,, est un sous-groupe du groupe GL,(R) des matrices inversibles.
e 0, C GL,(R)

e Soit A, B € O,, le produit de deux matrices orthogonales est une matrice orthogonale.

En effet, on a
(AB)! = B'A’
— B—lA—l
(AB)~

e L’inverse d’'une matrice orthogonale est orthogonale. En effet, on a
A~ — gt

(A7) = ()"
(A7) = (a7

A est orthogonale <
~
<~
& A! est orthogonale.

De méme pour SO,,. =

Théoreme 3.9.2 Soit A € M,(R). Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
i) A est orthogonale.
ii) Pour tout x € R"™, on a ||Az| = ||z .

iii) Pour tout x,y € R™, on a (Ax, Ay) = (z,vy) .
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3.9. Matrice orthogonale

Démonstration. (i) = (i) Supposons A orthogonale. On a
| Aa|? = (Ax, Az) = (2, A'Az) = (a,2) = |al]*

(¢4) = (¢it) Supposons que
[Az|| = ||z

Pour tout x € R™. On a
1 2 1 2
(Az, Ay) = 7 [ Az + Ay|" — 7 [[Az — Ay

1 1

= 214G+ I - 1A - )
1 1

= JletlP =l -yl

= (z,y).

(1) = (1) On considere (iii) avec z = e; et y = e; des vecteurs de la base standard. Alors
(z,y) est soit 0 (si i # j) soit 1 (si ¢ = j)), et est le coefficient I;; de la matrice identité.
D’autre part,

(Az, Ay) = el A Ae,

est le coefficient (i, j) de la matrice A*A. Tl suit que A*A = I, et donc que A est orthogonale.

Théoréme 3.9.3 Soit E et ' deux espaces vectoriels euclidiens et dim(FE) = dim(F'). Soit

f € L(E,F), alors on a les équivalences suivantes.

i) f est orthogonale

i) Il existe une base orthonormale B de E et Il existe une base orthonormale B de F tel

que ME'(f) est orthogonale.

Démonstration. i) = ii) Supposon que f est orthogonale alors f est injective et comme
dim(E) = dim(F'), alors f est bijective. Soit B ={vy,va,...,v,} une base orthonormale de

E, alors B = {f(v1), f(v2), ..., f(vn)} est une base de F et on a

1 sii=y

f(w), f(v))) = (vi,v;) =
| = / 0 sit#]
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3.10. Série d’exercices avec solution

Donc B’ une base orthonormale de F' et M§ (f) = I,, est orthogonale.
i1) = i) Soit B ={vy,vg,...,v,} et B' = {v],v},...,v]} deux bases orthonormales de E et de

F'. Soit la matrice orthogonale

a1; Qa2 -+ Aip
/ a21 Q22 -+  Q2n
MB (f) =
Ap1 Ap2 - Ann
alors
f(?]l) = Cllﬂ)i + agﬂ)é + -+ ani?};, A\
f(Uj) = aljvi + CLQjUé + e 4 anjU;L VJ
donc
(f(vi), f(vy)) = auia1; + aziag; + - -+ + Apian;
oy
1 siz=y
0 sit#j
et on a
1 sit=7
oy =4
0 sii#j
alors

(f(ui), f(v))) = (Ui vg), Vi, j

donc f est orthogonale. m

3.10 Série d’exercices avec solution

Exercice 01. I) Soit L’application (-,-) définie par

() My(R) x My(R) — R
(A, B) — (A, B) = tr(A'B)

1°) Montrer que (-, -) est un produit scalaire.

2°) Montrer que [tr(A)] < +/n||A].
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3.10. Série d’exercices avec solution

IT) Soit E un espace euclidien. Soit B = {vy, v, ..., v, } une base orthonormée de F et u € E.
Alors

u = (u,v1) vy + (U, Vo) Vo + -+ + (U, Vy) Uy.

Solution: I) 1°) On a tr(A+B) = tr(A)+tr(B), tr(A) = tr(A?), tr(A) = Mtr(A), (A + B)' =
At + Bt, (AB)' = B'A.

i) (A, B) = tr(A'B) = tr((A'B)") = tr(B'A) = (B, A)

i) ((A+AC),B) = tr((A+ \C)' B) = tr(A'B 4+ AC'B) = tr(A'B) + Mr(C*B) = (A, B) +
MO, B).

(A, (B+XC)) = tr(A"(B+ XC)) = tr(A'B + MNA'C) = tr(A'B)+ Atr(A'C) = (A, B) +
A(A,C).

iii) (A, A) =tr(A'A) =370 >0 af; > 0.

v) (<A, Ay = tr(ATA) = S S a2 = o) & (ay; =00W1 <4,j <n) & (A=0,).
2°) [tr(A)] = [{Tn, A)| < /{Tns L)/ (A A) = V|| Al

IT) Comme B est une base, il existe Aq, ..., A\, € R tels que

U= A1+ o0+ Ay,
On a
(u,vi) = (Avr 4+ X, i) = Ap (U1, v3) -+ A (U, 03)
Or, comme (v;,v;) = 0si j #d et (v, v;) = |v;]|> =1, on a
(u,vi) = \;
et par conséquent
u = (u,v1) vy + (U, ve) Vo + -+ + (U, Vy) Uy.

Exercice 02. Soit 1’espace vectoriel R? muni du produit scalaire usuel. Considérons la base
B={v;=(1,1,1),v5 = (0,1,1),v3 = (0,0,1)} de R?® donnée une base orthonormées de R?
a partir de B.

Solution: Le processus d’orthonormalisation de Schmidt donne

/ —
wl — ’LU1,

/ _ /
Wy = wy + ajpWy,

/ _ / !
W, = w3 + a13wy + A23Wy.
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3.10. Série d’exercices avec solution

Donc on trouve

( (whwa) o
_mws) 1
(whws) 4
Qg3 = — ==
S Y
et
W =w, i = V3
wp = (250, il =2
wh = (0,53, bl = /4

1 3
"no__ / "n__ / "o /
{wl = —=wyj, Wy = 4/ =Wy, W= \/§w3 .

Exercice 03. Soit £ un espace euclidien et F' et GG sont des sous espace de F. Montrer

que:

F+G)t=FnGt
) (FNG)*: =F+ +G*
Solution: 1°) F* ={u € E: (u,v) =0, Vv € F} est un sous espace de E ssi

D P
it) Vs,w € F+ Va € K =s+aw € F*.

i) Fr# ¢ car 0 € F*+ (Vv € F, (0,v) =0)

ii) Soit a € K et s,w € F*, alors
(se Fr=WYeF (s,0)=0) et (we€ F-=YoeF, (wuv)=0).
pour tout v € F on a

(s +aw,v) = (s,v) + a(w,v) =0+ a0 =0
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3.10. Série d’exercices avec solution

alors s + aw € F+. De (i) et (ii) F* est un sous espace de E.

2°) Supposons que G C F et on montrons que F+ C G*+.

Soit w € F+ = Vo € F, (v,w) = 0. Comme G C F = Vv € G, (v,w) = 0= w € G*. Donc

F+c G

3°) vect(F+) = (vect(F))t.( on demotre que vect(F+) C (vect(F))* et (vect(F))t C

vect(F1)).

i) vect(F+) C (vect(F))*?

Soit v € vect(F+) = AN €K, Jv; € FH:v=3"_ N,

Soit w € vect(F) = 3a; € K, Jw; € Frw =371, ajw;.

(v,wy = P Nvi, Yoty = S0 ST Ny (v, w;) = 0. Done v € (vect(F))*:, alors

vect(F+) C (vect(F))*.

ii) (vect(F))* C vect(F+)?

Comme F C vect(F) de (2°) on a (vect(F))* C F+ Cwect(F*). De (i) et (ii) vect(F*) =

(vect(F))*+.

3°)

(E=FteF) & i) E={0)
i) E=F++F

i) Soit v € FX N F, alors v.€ F* et v € F, donc (v,v) = 0 implique v = 0. Donc

FfnF ={0g}.

ii) F' est un sous espace de Ealors il existe une base B = {vy,...,v,} orthonormé de F, on

peut trouver une base B"= {vy, ..., Uy, Up+1, ..., Up } orthonormale de E. Il suffit de démontrer

que F+ =weet(vpy1, -y0n)-

Soit v € F+.C E,alorsv =" A\v; tel que \; e K, v; € EVi=1,....n.

Pouri=1,...,pona

(v,v;) = 0(carv € Fretv; € F

= <i AiVi, Uj>
i=1

= Z )\z <’Ui, Uj>
i=1
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3.10. Série d’exercices avec solution

n

implique que v = 3" .| Aiv;. Alors F* = vect(vpy1, ..., vy), done E = F+ + F. De (i) et
i) E=FtaF.
5°) (F+)+ = F. On montre que F C (F+)*t et dim(F) = dim((F4)?1).
i) Soit v € F' et w € F*, alors (v,w) =0, donc v € (F*)* ce qui donne F C (F*)*.
ii)ona F = F+@ F, alors dim(FE) = dim(F*) +dim(F) = dim((F*+)+) +dim(F+) implique
dim(F) = dim((F*)1). Donc de (i) et (ii) on a F = (F*+)*.
6°) (F + G)* = F- NG+ On montre que (F + G)* C FA NGt et FANGEc (F+G)*.
i) (F+G)*cFtnG*t?
OnaFCF+GetGCF+Gdone (F+G)tCFtet(F+G)t Cc Gt alors (F+G)t C
FtnG+.
i) F- NGt C (F+G)*?
Soit v € F- NGt et soit w € F + G, alors comme v € F+ NG+ implique que v € F*- et
v € G, et comme w € F + G implique que Jwr € F et Jwe € G tel que w = wp + we.
Donc

(v,wy = (v, wr + wg) = (v, wr) + (v, wg) = 0,
alors v € (F + G)* ce qui donne F+ NG+ ¢ (F+ G)*t. Donc de (i) et (i) on a (F + G)* =
FtnG+.
) (FNG)t = F+ +GY?
De (6°) on a (F+ +GH)*t = (FL)l N (GL)L, alors de (5°) on a (F+ +G*)t = FNG. Donc
(F-+GH = (FNnG)".
Exercice 04. Soit F un espace vectoriel euclidien et soit f € L(E). On a les équivalences
suivantes.

1°) f est une isométrie linéaire:
Vo,we Ex|f(v) = flw)]| = o —w].

2°) f conserve la norme:

Voe E: | f)l =l

3°) f conserve le produit scalaire:

Yo,we E: (f(v), f(w)) = (v,w).
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3.10. Série d’exercices avec solution

Solution: (1°) = (2°) Supposons que f est une isométrie linéaire:
Vo,we E:|f(v) = fw)]| = llv—w].
Alors pour w =0 on a
voe E:[f(v) = FO) = [lf ()] = [l =0} =[]
(2°) = (3°) Supposons que f est conservée la norme:
Voe E: | f()ll =l

Soient u,v € F/, on a

(f), fw) = 5 (IF @) = f@)” = If@)F=Af(@)])
(ILf (o = w)lI* = L F @)= |1 f (w)II*)

2 2 2
(o = wl” = ol = [[w])

N DN — DN —

I
—~
<

S
~

(3°) = (1°) Supposons que f est conservée le produit scalaire:

Yo,w e E: (f(v), f(w)) = (v,w).

Soient u,v € E, on a

If @)= f@)I” = (f) = f(w), f0) = f(w))
= (f(v), f(v)) = 2(f(v), f(w)) + (f(w), f(w))
= (v,v) —2(v,w) + {(w,w)
= [lol* = 2 (v, w) + ||w]?
= o —w|*.
Exercice 05. Soit F un espace euclidien et f € L(FE). Si f est orthogonale alors f est
injective.

Solution: Soit v € ker(f), alos

(f(v) = 0) = ([[F ()]l = [[0] = [lv]l) = (v =0).
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3.10. Série d’exercices avec solution

Donc f est injective.

Exercice 06. Soit la matrice

cos(f) —sin(6)
sin(f)  cos(6)

A:

Montrer que A est une matrice orthogonale.

Solution: 1) Méthode 1: La matrice A est orthogonale. En effet, I'identité
sin®(0) + cos?(0) = 1

montre que l'on a

At — cos(f) —sin(6) cos(d) sin(d) | cos® § + sin? @ 0
sin(@)  cos(6) —sin(f) cos(0) 0 cos? § + sin? 0
10
01

Méthode 2: A est orthogonale ssi les veeteurs colonnes de A forment une base orthonormale

de R2.
18ii=j

At ATy =
< > Osii#j

On calcule successivement

(A", AYY = cos’f +sin®0 =1, (A", A*) = —cos(0)sin(f) + cos(0) sin(d) = 0,
(A%, AY) = —cos(f)sin(f) + cos(9)sin(d) =0, (A* A%) =sin®f + cos® = 1.
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Chapitre 4

Les éspaces hermitiens

Dans tout ce chapitre F désigne un espace vectoriel de dimension fini sur C.

4.1 Forme sesquilinéaire

4.1.1 Définitions et exemples

Définition 4.1.1 On appelle une forme sesquilinéaire sur E une application f de E X E

dans C vérifiant les propriétés suivantes :

o [ est linéaire a droite :

Ve,y,y € E, et XECona: f(z,y+ ) = f(z,y) + \f (z,9)

o [ est semi-linéaire a gauche :

Ve, o',y e E, et € Cona: f(z+ A, y) = flx,y) + \f (2, y)

Exemple 4.1.1 1) Si h et g sont deuz formes C-linéaires sur E,L application :

f:ExE—C

(z,y) — hz)g(y) + g(x)h(y),

est une forme sesquilinéaire sur E*. En effet :
« [y + M) =h(z)g(y+ M)+ g(@)h(y+ 1)

= f(2) [9(y) +Xg ()] + g(x) [M(y) + Ah(y)] (h et g sont linéaire).
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4.1. Forme sesquilinéaire

Dot f(x,y+N/) = h(@)g(y) + M(x)g () + g(x)h(y) + Ag(x)h ()
= h(x)g(y) + g(x)h(y) + A [h(x)g (¥') + g(@)h ()

flx,y) +Af(z,9).

alors, pour x € E fixé : f(x,y) est linéaire par rapport a y.

¥Ona: fz+X,y)=h(x+ A )g(y) + g (z+ X')h(y)
(@)g(y) + A (2)g(y) + g(x)h(y) + X (z)h(y)
(@)g(y) + g(@)h(y) + X |k (@)g(y) + g (@) hly)

- f(l‘7y) +/_\f (ZE’,y).

Donc, f est semi-linéaire a gauche . Alors f est une forme sesquilinéaire.

Il
>

Il
=

2) Soit E le C-espace vectoriel des applications continues de [0,1] dans C. L’application

est une forme sesquilinéaire sur E*. En effet :

* Pour g € E. Soient h,h' € E,X € C on a :
1
(ot Mog) = L TBT XV - glt)dt
0

:/1mg(t)dt+A/lh’_(t)g(t)dt
= f(h,g) + A (K. 9g).

D’ou: U est semi-linéaire par rapport a la premiere variable.

* Pourh € E. Soient g, € E,LAX€C, on a:

f(h,g+Xg) = f(h,g) + \f(h,g)

Alors, [ est une forme linéaire par rapport a la deuziéme variable. Donc f est une forme
sesquilinéaire sur E.

3) Supposons E de dimension finie n, et soit B = {ey,...,e,} une base de E. Soit
pe{l,2,...,n}. Six =X Ner+ -+ e, ety = pre;+ -+ ppe, sont des vecteurs de E,
posons :

F(,y) = A + -+ Apity.
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4.1. Forme sesquilinéaire

On obtient ainsi une forme sesquilinéaire sur E?.

4.1.2 Forme sesquilinéaire hermitienne

Définition 4.1.2 On appelle forme hermitienne sur E une forme sesquilinéaire f de ExX E

dans C telle que:
Ve,y € B f(y,x) = f(z,y)

Exemple 4.1.2 Soit E le C-espace vectoriel des applications continues de [0,1] dans C.
L’application

f:ExFE—C
1
(hog)— [ Ridatar
0
est une forme hermitienne sur E?. En effet: : il est claire que f est une forme

sesquilinéaire, alors on montre qu’elle est hermitienne. On a pour tous h,g € F

e 1
h,g)= [ h(®)gt)dt = | gt)h(t)dt = h).
i) = [ Aogtva = | Gyt = fia. b
Do, f est hermitienne sur E?.

Proposition 4.1.1 si f est une forme sesquilinéaire hermitienne sur E, Alors :
-V(z,y) € E*: flz+y,2+y) = f(z,2) + f(y,y) + 2Re(f(z,y))
(z,y) € E>s f(z =y, 2 —y) = f(z,2) + f(y.y) — 2Re(f(z,y))
-V(z,yyek?: flutiy,x+iy) = fy,y) + f(z,2) — 2Im(f (2, y))
(z,y) i

-V(z,y) € B2 flo—iy,x —iy) = f(z,x) + f(y,y) + 2Im(f(z,y))

Démonstration. Soient x,y € E
= fltyr+y) =fl@2)+ fy,y) + [(@9) + [y, 2)

= f(z,2) + f(y,y) + f(z,y) + f(z,y) (f hermitienne)
et comme on a:

Vz € C,z+ z = 2Re(2).

Donc on aura:

V(z,y) € E: flx+y,x+y) = f(z,2) + f(y.y) + 2Re(f(z,y))
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4.1. Forme sesquilinéaire

(z,2) + f(y,y) — f(z,y) — fly,z)
(z,2) + fly,y) — f(x,y) — f(x,y) (f hermitienne )
(z,2)

- [fletiy,z+iy) = f(z,2) + f(iy,iy) + f(z,iy) + f(iy, )

= f(z,x) =" f(y,y) + f(z,iy) + f(z,iy) ~ (f hermitienne)
= f(z,2) + [y, 9) + f(x,iy) + f(x,iy)

= f(z,z) + f(y,y) + 2Re(f(z, 1y))

= f(z,2) + f(y,y) + 2Re(if(z,y))

8
8

et comme on a:

Vz e C Re(iz) = —Im(z).

Donc on aura:

V(z,y) € E?: fae+iy,x+iy) = f(z,2) + fly,y) — 2Im(f(z,y)).

- fle—w,z—iy) = f(z,2) + f(iy,iy) — [z, 1y) — f(iy, v)

(w,2) = *f(yy) — f(z,iy) — f(a,iy) (f hermitienne)
(@, 2)+ f(y,9) — flw,iy) — f(x,iy)

(z,2) = f(y,9) — 2Re(f(,iy))

(2,2) + f(y,y) — 2Re(if (z,y))

T, T

=f
=f
=f
=/
Donc on aura:

Y(z,y) € E?: flx —iy,x —iy) = f(z,2) + f(y,y) + 2Im(f(z,y)).

Définition 4.1.3 Soient n € N* et A € M,,(C). On dit que A est hermitienne si A* = A.

Notons A = <aij)1<ij<n cela signifie que : a;; = @;; pour tous i,j € {1,...,n}.

Exemple 4.1.3 Soit

Donc H est hermitienne car : At = A
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4.1.3 Représentation matriciel d’une forme sesquilinéaire hermi-

tienne

Définition 4.1.4 Soit f une forme hermitienne sur E, et B = {e1,...,e,}, une base de E.

La matrice de f dans la base B est la matrice :

A= (aij)lgi’jgn, ot \V/Z,j S {1,2, ce ,n},aij = f (ei,ej) .

Proposition 4.1.2 Soit f une forme hermitienne sur E, et A la matrice de f dans la base
B=/{ees,...,e,} de E. On a
- La matrice A est hermitienne.

- Soient X =370 e, et Y =377 yje;. On note

X1 Y1

Alors on a

j=1 i=1
Démonstration. - Trivial.

- Soient X,Y € Eona: X =37 xe;, et Y =377 yje;. Donc

(X, V) = f(inei,ZyﬁJ')
i—1 j=1
= zn: iaij‘i’iyj ol Qjj = f (ei, ej)

j=1 i=1
= XtAY

Exemple 4.1.4 Soit la forme hermitienne définit sur C? par :

f(z,y) = T120 + Taxy.

La matrice de f dans la base canonique de C* est

A:
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4.2. Forme quadratique hermitienne

PULSQUE
0 1 T
1 O i)

T1% + Taxy = (T1T2)

4.1.4 Changement de base

Proposition 4.1.3 Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie n, f une forme sesquilinéaire
sur E, et soient B et B’ deux bases de E, A, A" sont respectivement les matrices de [ par

rapport aux bases B et B', et P la matrice de passage de B a B'. Alors on a :
A’ = PIAP = P*AP

Démonstration. Soient B = {vy,..,v,},B = {wy, ..., w,} deux bases de E. Alors VX €
Eavec X =5 "  zv; =Y . 2w, Ona X = PX'. Comme on a

VX, Y)EEXE: f(X,Y)=X"tAY' = XIAY = (P- X')'A(PY') = X®"P'APY".
Alors on aura

V(X.Y) € ExE: XT-A.Y =X (P4 P).Y"

D’ou,

A = PtAP

4.2 Forme quadratique hermitienne

4.2.1 Définitions et propriétés

Définition 4.2.1 Soient E un C-espace vectoriel , f une forme sesquilinéaire hermitienne.

Alors, Uapplication
q: EF—C

x> f(z,x)

est appelée, la forme quadratique hermitienne associée a f.
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4.2. Forme quadratique hermitienne

Exemple 4.2.1 L’application
q: c? — C
(z,9,2) = |z’ = [y|* + 3]z
est une forme quadratique associée a la forme sesquilinéaire hermitienne :
f: C3 x C3 — C
((z1,91,23) , (2, 92,93)) > Tiy1 — Tayo + 3733
Définition 4.2.2 Soit q une forme quadratique hermitienne sur E. Lapplication f : E X
E — C donnée par :
1 . . \ .
flz.y) = J(a(z +y) —alz —y) —iq(z +y) +iqla=iy))
est une forme sesquilinéaire hermitienne appelée forme polaire hermitienne de q.
Exemple 4.2.2 Soit £ = C?. On définit ¢ : E — C par
q (21, 2) = 4|21|* +2Re (2 — i) T12) — 5 |22
dont la forme hermitienne associée est :
f: C*xC? — C
(xh 132) ) <y17 y2) = 4$—1y1 + (2 - Z)x_lyZ + (2 + 'l)x_le — 513_23/2

Proposition 4.2.1 Soient f une forme hermitienne sur E, et q la forme quadratique her-

mitienne associée:

Alors, Vx;y € E, et A\ € C :

g(Ar) = |APPq().
o flz,y) = 1lalz +y) —a(z —y) —ig(z + iy) +iq(z — iy)).
Démonstration. Soient z,y € E, et A € C

e On a
g A\z) = f(Az, \z)

= Af(z,2)

= |Mq(2).
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e D’apres la proposition 4.1.1 on a :

—ql@+y)=flz+y.z+y) =q@)+aly) +2Re(f(z,9))
—qlz—y) = flz—y,x—y) =q(@) +q(y) —2Re(f(z,y))
— q(z +iy) = flz + iy, v +iy) = q(z) + q(y) — 2Im(f (z,y))
— q(z —iy) = flz —iy,x — iy) = q(z) + q(y) + 2Im(f(z,y))

Donc, on aura
q(z +y) — q(x —y) —ig(x + iy) + ig(x — i) = 4(Re(f(z;y))+ i Im(f(z,y))
Alors
Vey € B, f(a,y) = jlale+y) - ot Su) ol + i) + gl — i),
| ]

Remarque 4.2.1 La forme polaire hermitienne montre que si deux formes sesquilinéaires
hermitiennes sont associées a une meéme forme quadratique hermitienne, alors elles sont

égales.
Exemple 4.2.3 Soient 21523 € C?, avec z; = (x1,y1) , 20 = (Ta,y2) alors

_ _ 1_ 1
f (217 Z2) = T1T2 — Y1Y2 + §y1x2 + §x1y2

est une forme sesquilinéaire hermitienne de la forme quadratique

11
q:z=(2,y)— |z|* - |y|2+§yw+§ym-

4.2.2 Représentation Matricielle d’une forme quadratique

Soient E un C-espace vectoriel de dimension fini n, ¢ une forme quadratique sur F et f la
forme sesquilinéaire hermitienne associée a q.

Soit B = {vy,v9,...,v,} une base de E. Alors VXY € E on a

FXY) =)0 Zysa;

i=1 j=1
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4.2. Forme quadratique hermitienne

ou a;; = f(v;,v;) Vi,j € {1,2,...,n}. DouVX € E, Vi,j € {1,2,...,n}, on a

q(X) = f(X, X)

n n
=) majay

i=1 j=1

n n
= E CE_leOJ“—i— E .f'iilijaij

i,j=1,i#j

= Z |xl| a;; + Z T + T;205;)

1<i<y<n

= Z || ag; + Z Tixja;; + ;T 05;)  (f est hermitienne ).

1<i<y<n

Et comme on a Z;z;a;; + T;x;a;; = 2Re (Z;2;a;5), donc

VX el qX Z|x,| ai; + 2 Z Re (Z;z;a,5)
1<i<j<n
Remarque 4.2.2 Les coefficients diagonauz a;, Vi € {1,...,n}, sont réels.

Définition 4.2.3 Soit f une forme hermitienne et q la forme quadratique hermitienne as-

sociée.
e On appelle rang de q le rang de la matrice de f dans n’importe quelle base de E.

e On dit que f ou q est non dégénérée si f est de rang n.
Exemple 4.2.4 La matrice de la forme quadratique
q:Z = (x,y) = |z = |y|* + 2igz — 2iyz

est

Son rang est 2.
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4.2.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz et Minkowski

Théoréme 4.2.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit f une forme sesquilinéaire her-

mitienne positive sur B X E et ¢ sa forme quadratique. Alors

Vu,v € B, |f(u,0)] < Ve (u) @ (v).

Dans le cas ou f est définie positive, on a égalité si et seulement si x et y sont lice.

Démonstration. Soit (u,v) € E?, la fonction de C dans C définie pour tout complexe
« par :
P(a) = ¢ (au —v) = |af* ¢ (u) = 2Re(af (u,v)) # ¢ (v) >0,
est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a 2 dont les valeurs sont positives
puisque la forme quadratique ¢ est positive. En choisissant o= te?, ou ¢ est un réel ,et 0

désigne un argument de f, on a :

P(a) = t%p (u) =2t | f(u,v)| + ¢ (v)

Alors se présente deux cas :

e Sip(u) #0, alors ¢ (u) > 0.et le diseriminant réduit du trinme P(«) est (f(u,v))* —

v (u) ¢ (v) <0. D'ou le résultat.

e Sip(u)=0,onaVa eR, Pla)=¢(v) —2tf(u,v) > 0. Si f(u,v) # 0, a — P(«a)
est une fonction polynomiale de degré un et donc change de signe, d’ou f(u,v) = 0 et
I'inégalité est vérifiée.

Supposons que f est définie positive. Si les deux vecteurs u, v sont liés, alors u = v ou

B € R donc

(f(u,0))* = B2 f (u,u) = B(p (u)* = ¢ (u) ¢ (Bu) = ¢ (u) ¢ (v).

Réciproquement, si (f(u,v))? = ¢ (u) p (v), alors dans le cas olt ¢ (v) =0, on a v = 0 et
(u,v) est lie , dans le cas ol  (v) # 0, on a la fonction polynomiale P(«) a un discriminant
nul, d’ou lexistence de A € R tel que P(a) = 0. Comme P(\) = ¢ (u+ M), u+ v =0
puisque f est définie positive.
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Théoréme 4.2.2 (Inégalité de Minkowski) Soit f une forme sesquilinéaire hermitienne

positive sur E x E et ¢ sa forme quadratique. Alors

Vu,o € B, Volu+v) <V (u)+ e ()

1l y a égalité si et seulement si u,v sont positivement liées; c’est a dire uw =0 ou u # 0, et

v = au avec o € RT.

Démonstration. On a

p(u+v) =@ (u) +2Re(f(u,v)) + ¢ (v) 20,

Re(f(u,v)) < |f(u,v)| < V¢ (u) g (v),
alors
put+v) < @u)+2v0 ) ev)+ o)
— (Ve Vo)
Donc
Vie(u+v).< Ve (u) + Ve (v)
.

Exemple 4.2.5 Si E = C([0,2x],C). Soit la forme sesquilinéaire hermitienne

f:  ExXE — C
(u,v) — flu,v) = [ZTu(z)v(z)de
la forme quadratique hermitienne associée a f est
0: E — C
u o pu) = [)7 |u()? de.

Alors l'inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski sont respectivement

/OQWmv(x)dx g\//027r| )| dx\// o)) dx
\// )+ o(a |dx<\// |dx+\// )2 da.
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4.2.4 Produit scalaire hermitien
Définition 4.2.4

e On appelle produit scalaire hermitien sur E une forme sesquilinéaire f de Ex E — C

hermitienne et définie positive. On le note géneralement par (-,-) ou f(-,-) .

e Un espace vectoriel sur C, muni d’un produit scalaire hermitien est appelé Espace

préhilbertien complexe.

Exemple 4.2.6 Soit E le C-espace vectoriel des applications continues. de [0,2x] dans C.

L’application
(w)V:ExE—C

2
wgw%/157
0

* On a déja montrer que (-,-) est une forme sesquilinéaire, alors il suffit de montrer qu’il

définit un produit scalaire sur E?.

est hermitien et défini positif.

*On a
@mzl JDR(B)AL = {h, g).

Alors (-,-) est hermitienne.

(hyh) :/O%Wh(t)dt:/o%]h(t)ﬁ dt >0

hh_()«:)/ dt—0<:>/ ®)*dt =0

et comme |[h(t)|* continue positif sur E alors, |h(t)]*> = 0 sur E. Donc on aura, h(t) =

et de plus

0, Vt € [0,27]. Finalement h =0. D’ot (-,-) définie un produit scalaire hermitien sur E.

4.3 Espaces hermitiens

4.3.1 Définition et exemples

Définition 4.3.1 Soit E Un espace vectoriel de dimension fini sur C, muni d’un produit

scalaire hermitien. Alors E est appelé Espace vectoriel hermitien.
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Exemple 4.3.1 L’espace vectoriel C", muni du produit scalaire canonique défini, pour x =

(xla S 73:71)7 et Y= (yb s 7yn); bar
(@, y) =T + Tatp + ..+ Tt = > Tith,
i=1
est un espace hermitien appelé espace hermitien canonique de dimension n.

Remarque 4.3.1 On note que les bonnes propriété du produit scalaire euclidien restent
valable aussi pour la plut part pour le produit scalaire hermitien comme Inégalité de Cauchy-
Schwarz, Inégalité de Minkowski, Algorithme de Gram-Schmidt, théoréme de Pythagore et

la projection orthogonale

4.3.2 Norme associée a un produit scalaire hermitien

Définition 4.3.2 Soit E est un espace vectoriel hermitien. Soit (-,-) un produit scalaire
hermitien et définie positive sur E x E. On-appelle norme associée a cet produit scalaire

l'application

- B = R
u =l = /)
ayant les propriétés suivantes:

i) VAeC,Vue By ||l = [Alull,

i) Yu,v € B, lu+v]|* = ||lul|* + 2Re (u,v) + ||v]|*.
iii) Yu € E, [{(uy0)| < ||u|| ||v]| (inégalité de Cauchy-Schwarz) ;
i) Yu € E, lu|| =0 < u=0,

o) Vu,v e B, Jlutoll < Jull + o]l

95



4.3. Espaces hermitiens

4.3.3 Endomorphisme d’un espace hermitien
Isomorphisme sesquilinéaire entre £ et E*

Théoréme 4.3.1 Soit E un espace hermitien de produit scalaire hermitien noté (- -).
L’application
v: E — FEf
r = ()

est un isomorphisme sesquilinéaire entre E et son dual E*.

Démonstration. Soit = € E, si ¢(z) = 0, alors (z € ker) on a

(Lx)=0=Vy e E (y,z) =0
= (z,2) =0
=z =0.
Donc 9 est injective, et comme E et E* ont méme dimension, alors ¢ est un isomorphisme
sesquilinéaire. m
Endomorphisme adjoint

Proposition 4.3.1 Soit E un espace hermitien. Alors pour tout endomorphisme u de F,

il existe un unique endomorphisme v de E, tel que :
Ve, y € E, (u(z),y) = (z,v(y))
Dans ce cas, v s’appelle ['adjoint de u noté u*.
Démonstration. Pour chaque y € F, on considere la forme linéaire ¢ sur £ définie par :
Vo € E,¢y(z) = (y,u(z)).

Puisque tout produit hermitien est non dégénéré et puisque E est de dimension finie, alors

I’application
v: E — B

2 U(z)
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OuVz € E,¢(z)(x) = (z, ), est un isomorphisme d’espace vectoriels. On a : ¢, € E*, donc
il existe un unique z, € E, tel que : ¢ (2,) = ¢, donc si pour chaque y € E,u*(y) = z,,
considérons 'application u* : E — E. Alors u*, est linéaire, en effet, soient y;,ys € E, et

A e C, alors on a :
Vo € B, (z,u" (11 + Aya)) = (u(z), 11 + Aya)
= (@, u” (1)) + Az, u” (y2))
= (z,u" (y1)) + (z, 2" (y2))
Donc
Vo € B, (z,u” (y1 + Ay2) — Au (32) — u” (y2)). = 0,
par suite
u (Y1 + Ay2) —u” (y1) — A (y2) = 0.
Donc u* est linéaire. Et on a

Va,y € B,¢,(x) = ¥ (2,) (x) < Vg € B, (yu() = (2,

e Vr,ye B, <y,u(z) >= (u”

)
(
& Va,y € B (u(x),y) = (2, u*(y)
&V, y € E, (u(x), y) = (z,u’(

Montrons 1'unicité de u*; soit w un autre endomorphisme de E, tel que :

v,y € B, (u(x),y) = (z, w(y))

alors, on aura

Ve,y € B, < z,u"(y) >=< x,w(y) >,

ainsi on deduit que

Vy € E,w(y) = u*(y).

Proposition 4.3.2 Soit E un espace hermitien. Alors on a

1) Yu € L(E),u* = u.
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2) Yu,v € L(E), (u+v)" =u* +v*.

3) Yu € L(E),VY\ € C, (\u)* = u*.

4) Yu,v € L(E), (vou)* =u*ov*.

5) Si B est une base orthonormale de E et si A = Mpg(u), alors on a

Mg (u*) = A”
Démonstration.
1) Soit w = u** = (u*)", alors w est 'unique endomorphisme de E vérifiant
Yo,y € B, (u(x), y) = (z,w(y)),
or, par définition de ’adjoint, on a
Vi, y € By (u'(),y) = (z, u(y)).
Donc u™ = .

2) Vo,y € E,

Donc (w+v)* = u* + v*.
3) Se démontre de la méme maniere que 2 .

4) Va,y € E, on a{(vou)*(z),y) = (x,(vou)(y)) = (x,v(u(x))) = (v*(x),uly)) =
(u* (v*(z)),y) = ((u" o v") (2),y)

Donc (vou)* = u*ov*.
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5) Posons A = (a;;) et B =M (u", 8) = (bij) <, j<p» alors on sait que

1<i,j<n’
Vi,je{l,...,n},a; = (e;,u(e;)), et by = (e;,u” (ej)),

on aura

bij = (e, u” (¢5)) = (u(ei) , ¢5) = (ej,u () = {a).

Donc, B = At = A*.

]
Proposition 4.3.3 Soient E un espace hermitien et u un endomorphisme de E, alors

1) ker (u*) = Im(u)*.

2) Tm (u*) = ker(u)=*.

3) Si I est un sous-espace de E stable par u, alors F* est stable par u*.
Démonstration.

1) Soit y € E, alors on a

y € ker(u*) & u*(y) =0
&S Vre B, (u'(y),z) =0
s Vre E (y,u(z)) =0
ey Im(u)*.
Donc ker (u*) =Im(u)*.

2) D’aprés 1., on a ker(u) = ker (u*) = Im (u*)" Donc, on aura ker(u)* = Im (u*).

3) Soit F un sous-espace vectoriel deE stable par u. Vérifions que F'* est stable par u*,
pour cela soient y € F* et z € F, alors on a < u*(y),z) = (y,u(x)) = 0( car u(x) €
Fet y € FL). Donc F* est stable par u*.
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Endomorphisme unitaire

Dans ce paragraphe, n est un entier strictement positive.On suppose que C" est muni de

son produit scalaire canonique .

Définition 4.3.3 Soient EE un espace hermitien et u un endomorphisme de E. On dit que

u est unitaire, si u*u = Idg.
Remarque 4.3.2
e Une matrice A € M, (C) est dite unitaire, si A*A = Id,.
e Soit B une base orthonormale de E et soit A= Mg(u), alors
(u est unitaire ) < (A est unitaire ).

e Tout endomorphisme unitaire est inversible et on a u=' = u*.

Proposition 4.3.4 Soient E un espace hermitien et u un endomorphisme de E. Alors les

propositions suivantes sont équivalentes :
1) u est unitaire,
2) Ve e B, u(z)] = |,
3) Ve e B, Hu(x), uly)) = (x,y).

Démonstration. 1) = 2). Supposons que u est unitaire, donc pour tout = € E, u*(u(x)) =

x. Soit x € K, alors on a

lu(@)1* = (u(z), u(2)) = (w*(u(@)), z) = (@,2) = [«]*.

2) = 3). Supposons que
VeeE, |lu(@)| =zl
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Soient x,y € F, alors, d’apres 'identité de polarisation, on a :

1 3

(u(),uly)) = 7 i Jule) +iFuy)|

k=0

_ %Zz’k u(z) + u (i*y)|

1

3
= S u ety
k=0

1 3
=12 e+l = (o).
k=0

3) = 1). Supposons que
Va,y € E, (u(x),u(y)) = (z,9).

Soient z,y € E, alors on a

Ve,y € B, (u(),u(y) = (z,y) = Ve,y € B, (u'(u()),y) = (z,y)
=Va,y € B, ((u'u)(z),y) = (z,y)
=Ve,ye B, ((u'u)(z)—z,y) =
Fixons z € E, alors on aura

Vy € B, < (u*u) () — z,y >= 0.

Le produit hermitien est non dégénérée, donc on aura x € F, (u*u) () —x = 0. Donc pour

tout x € E, on a(ufu) () = x. D’ou le résultat m

Remarque 4.3.3 Soit u un endomorphisme unitaire de E et A\ € C une valeur propre de

u, alors |\| = 1. En effet

w(z) = Ar = |Ju(@)| = A z]| =[]l
D’ou [N\ = 1.
Endomorphisme normal

Définition 4.3.4 Soit E un espace hermitien. On dit qu’un endomorphisme u de E est

normal, st u* ou = uou*.
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Remarque 4.3.4
e Une matrice A € M, (C) est dite normale, si A*A = AA*.

e Soient E un espace hermitien, B = {e1, ea,...,e,} une base orthonormale de E,u un

endomorphisme de E et A = Mp(u), alors

(u est normal ) < (A est normal ).

e Siu est un endomorphisme normal, alors pour tout A € C, \Idg — u_est normal.
Exercice 4.3.1 Soient n € N*; A € M,,(C) normale, A € C, X € M,,1(C). Montrer que
(AX = 2\X) <= (XTA=)X").
Démonstration. Supposons que AX = AX. On a
[A*X = AX|]" = (A"X = AX) (A"X — AX)
= (X*A - 2X*) (A" X — \X)
= X*AA*X — AX*AX — AX*A*X + XX
= X*A'AX — AX*AX — AXFA*X + XX
= (X*A" = AX") (AX — A\X)
= (AX = A X)"(AX — \X)
— JAX — X
= 0.

dolt A*X = AX, puis X*A = A*X = (AX)* = AX*.

Pour la réciproque, appliquer le résultat précédent a (A*, A\ X ) au lieu de(A, N\, X). =
Proposition 4.3.5 Soit u un endomorphisme normal de E, alors

1) Ve e B, [lu(@)| = [[u(x)]].

2) ker(u) = ker (u*).

3) YA € C, ker (Mdg —u) = ker (A\ldg — u*).
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Démonstration.
1) Soit z € E, alors on a
lu(@)|? = (u(z), u(x)) = (u*(u(z)), 2) = (u(u*(2)),2) = (W (@), 0" (2)) = o (@)
2) Soit « € E, alors on a
z € ker(u) < u(z) = 0 & [lu(z)]| = 0 & [lu*(2)] = 0 & v (@) = 0
&z € ker (u”).

3) Soit A € C, puisque u*(u) = u (u*), alors on voit facilement, par un simple calcul, qu'on
a aussi (Mdg— u)* (AMdg —u) = (Mdg —u) (Mdg —u)",~donc pour tout A € C,

I'endomorphisme (Aldg — u) est normal.
]
Exercice 4.3.2 Soient E un espace hermitien, f un endomorphisme normal de E, tel que
im(f) = (ker(f))".
Si g est un autre endomorphisme normal de E, démontrer que
gof=0<= fog=0.

Démonstration. Il suffit clairement de démontrer une seule implication. On prend f et
g normaux, et on suppose fog = 0. Alors, im(g) C ker(f) = (im(f))*. On passe a

I'orthogonal dans cette relation, ce qui inverse 'ordre de I'inclusion
im(f) C im(g)" = ker(g).
Donc go f=0. =

Exercice 4.3.3 Soient E un espace hermitien, f un endomorphisme normal de E, \, v deuz
valeurs propres de f telles que X # v,z € SEP(f,\),y € SEP(f,v).

Montre (z,y) = 0.

SEP(f,\) est le sous espace propre pour f associé a la valeur propre \. SEP(f,v) est le

sous espace propre pour f associé a la valeur propre v.
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Démonstration. Puisque f — A\e est normal, on a, d’apres la proposition 4.3.5

I(f = Ae)* (@) = I(f = Ae) ()] = 0,

d’ou f*(z) = Ax.
{
{

d’ou, puisque A # v alors (z,y)

[ (@),y) = Qx,y) = Az, y)
FH(2),y) = (2, f(y)) = (w,vy) =viz,y)
0. m

Théoréme 4.3.2 Soit E un espace hermitien. Alors pour tout endomorphisme normal de

E, il existe une base orthonormale de E formée de vecteurs propres de .

Endomorphisme hermitien

Définition 4.3.5 Soient EE un espace hermitien et u un endomorphisme de E. On dit que

u est hermitien (ou auto-adjoint), s’il vérifié les conditions équivalents :

o U =U.

o Vz,y € E (u(x),y) = (x,u(y)).
Remarque 4.3.5 Soit 5 une base orthonormale de E, et soit A = Mg(u), alors
(u est hermitien )< (A est hermitien , (A* = A)).
Tout endomorphisme hermaitien est normal.

Proposition 4.3.6 Soient E un espace hermitien et u un endomorphisme hermitien de E.

Alors toutes les valeurs propres de u sont réelles.

Démonstration. Soit A\ € C une valeur propre de u, alors il existe xqg € FE, tel que
u (zg) = Azg. Donc, on aura
(u(zo) , o) = (wo, u” (20)) = (u (20) , wo) = (w0, u(20)) (caru’ =u)
= (Axg, x9) = (To, AT0)
= Alaol* = Allzo”
= A=A (car |20 ||” # 0)
= AeR.
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4.4 Série d’exercices avec solution

Exercice 01. Est-ce que les matrices hermitiennes forment un sous C-espace vectoriel de
M, (C) 7, montrer qu’elles forment un sous-espace vectoriel réel, et calculer la dimension
(sur R) de ce sous-espace.
Solution: L’ensemble des matrices hermitiennes de M,,(C), contient la matrice nulle, stable
par addition, mais n’est pas stable par multiplication par les scalaires complexes par exemple
on a : I, est une matrice hermitienne mais 7/, n’est pas hermitienne. Donc ce n’est pas
un sous-espace vectoriel complexe de M, (C). Par contre comme L’ensemble des matrices
hermitiennes de M, (C) est stable par multiplication par les scalaires réels.

Donc c’est un sous-espace vectoriel réel. Notons Fj; la matrice élémentaire qui a le
coefficient 1 en k-éme ligne et l-eme colonne, et des coéfficients 0 partout .

Alors les By pour k=1,....n, les Ex; + Ej, et lesi (B, — Eiy) pour 1 < k <1< n,
forment ensemble une base de I’ensemble des matrices hermitiennes de M, (C) sur R.

En effet toute matrice hermitienne H = (hy;), (avec hyy, véel et hy; = hyy, pour k # 1)

s’écrit de maniere unique comme combinaison linéaire a coefficients réels de ces matrices :

H = Z N o Bk 1 + Z Re (hit) (Exy + Erg) + Z ilm (hgy) (Exy — Eg) -

k=1 1<k<I<n 1<k<I<n

Le décompte des éléments de la base montre que la dimension de L’ensemble des matrices
hermitiennes de M,,(C) est n*

Exercice 02. Soit (-, ) +M,(C) x M,(C) — R, 'application définie par :
VA,B € M,(C), (A, B)=tr(A'B).

Montrer que (-, -) défini un produit scalaire hermitien.

Solution:

e On a déja montrer que (-, -) est hermitien, alors il suffit de montrer qu’il est défini

positif.
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e Soit A € M,(C) avec A = (a;;)Vi,j €{l,...,n}. On a:

(A, A) = tr (AL.A)

n n
=Y > @i-az

i=1 j=1

n n
=22 lail

i=1 j=1

Alors (-,-) est positif. Supposons que A # 0 alors Jig,jo € {1,...,n} tel que :
@igj, 7 0, et par suite (A, A) = >0 Y% @ - a;; # 0, d’olipar on obtient que si
(A;A) =0 A =0. Alors (-, ) est défini positif. Donc (-, +)-est un produit scalaire

hermitien.

Exercice 03.

Soit E = [? ensemble des suites complexes, carrée sommables i.e. :
> lunl® < oo,
I’application définie par :

VUVEE, (UV)=) uw
=1

Montrer que (-,:) définit'sur E un produit scalaire hermitien.
Solution:
En effet, on a déja montré que Zj:of u;v; est une forme sesquilinéaire hermitienne. Alors

il suffit de montrer qu’elle est définie positive.
+00 +oo
VUEE, (UU)=) mu=>» |ul>>0
i=1 i=1
donc elle est positive, et de plus
(U,U)=0<=u;=0 Vie{l, ..., o0}

Alors est bien définie positive. Donc (-, ) est un produit scalaire.

Exercice 04.
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Soit F un espace vectoriel hermitien, (u,v) € E?. Montrer
2 2
4ol lu = vl < flul]”+ [l

Etudier le cas d’égalité.
Solution:

En notant  =u+v,y =u—wv, on a
2 2 1 2 1 2
lal™ + ol” = flu + vl lu =l = Zllz+yI"+ 7z = ylI” = llzlidlyl

1 1
= Sllall®+ 5 Il Nzl

1

2
= 5 (el = ) >0

Il y’a égalité si et seulement si Re({u,v) = 0).

Exercice 05.
1. Soient F un espace hermitien, f endomorphisme de E, x € E. Montrer
(a, f(2))° < (x, f2(2)) [l
2. Soient n € N*, A, B € M,,(C), X, Y € M, ;(C). Montrer
|IX*A*BY |* < (X*A*AX)(Y*B*BY)
Solution:
1. En effet, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz

(@, f(2))” < el 1f@)1* = 2l (z, £ o f(@)) = (z, f2(@)) ]|

2. En effet, On va appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz a AX, BY dans M, ;(C) muni

de son produit scalaire canonique, ainsi,

| X*A*BY|* < (X*A*AX)(Y*B*BY)
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Exercice 06.

Soient n,p € N*, A € M, (C), B € M,(C), f € L (M, ,(C)) défini par
VX € (M,,(C), f(X) = AX — XB

Déterminer f* . (M, ,(C) est muni du produit scalaire hermitien canonique).
Solution:

Il est clair que f est linéaire. On a pour tout (X,Y’) de M, ,(C)

(f(X),Y)=(AX — XB,Y)

tr (AX — XB)*Y)

tr (X*A*Y — X*Y BY)

(

tr (X*A'Y) — tr (B*X™Y)
(
tr (

X* (A*Y — Y'BY))
= (X, AY — Y B")

Soit
g: M, ,(C)— M, ,(C)

X —AX -XB*

il est clair que g est linéaire et
V(X Y) € (M, (C))*, (F(X),Y) = (X,9(Y)),

donc g est ’adjoint de f ainsi,

o Mn,p((c) — Mn,p((c)
X — A*X — XB*
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