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Entier naturel, dimension de ’espace de travail.
Espace euclidien muni de sa norme usuelle notée |.|.
est un multi-indice o = (o, a9, -+ , ) €N
Longueur de v : o] =1 + g + -+ +
olely
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Un ouvert régulier de R".
L’adhérence de §2.
La frontiere réguliére de €.
Exposant de Lebesgue.

Dérivée d’ordre o« : D%u =

L’exposant conjugué de p: p' = P 1 sip>1

et p =ocosip=1.

L’exposante conjugué de Sobolev.
Presque partout.

Gradient de u.

Espace des fonctions de classe k sur Q.

Laplacien de u.

Espace des fonctions de classe C*™

a supports compacts dans 2.

Espace Espace des distributions sur €2

Espace Espace des distributions sur 2
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Espace de Lebesgue standards sur €2 d’exposants p.

Espace des fonction intégrable sur tout compact de €.
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Introduction

La théorie des distributions est 'une des théories récentes apparues en mathématiques
pures, créée par le mathématicien Laurent Schwartz au milieu du XXe siecle, ce qui lui a
valu la médaille Fields en 1950.

L’objectif de cette théorie est de généraliser le concept de fonction afin de donner une
signification mathématique aux solutions des équations aux dérivées partielles et autres
types d’équations. Ce qui garantit I'existence de ces solutions, c’est que la distribution
accepte des dérivées de n’importe qu’elle degré. Ce qui signifier que la condition de
condition de continuité et de dérivabilité ne sont pas non nécessaires pour la résolution
des équations. Ainsi, les fruits de cette théorie ont émergé dans de nombreux domaines,
notamment en analyse mathématique et en analyse spectrale en physique ...etc.

Afin de mettre en évidence 'utilité scientifique de cette théorie, je présente dans ce
mémoire des exemples d’équations aux dérivées partielles dans le cadre des distributions
générales, en donnant leur solution générale car se limiter a 1’aspect théorique risquerait
de laisser certaines ambiguités dans ’esprit du lecteur, ce qui entraverait sa véritable
compréhension du sujet.

Le travail de ce mémoire a été divisé en trois chapitres

e Dans le premier chapitre, nous avons abordé quelques concepts généraux sur ’analyse
complexe et les intégrales. Nous avons également abordé la théorie des distributions,
en présentant la définition des distributions et ses propriétés de base. Nous avons
également présenté les le produit de convolution et les transformations de Fourier.

e Dans le deuxiéme chapitre, nous avons présenté une étude théorique concernant le
probléme d’existence et de la régularité de solution pour les équations linéaires aux
dérivées partielles.

e Dans le troisiéme chapitre, nous avons présenté quelques applications de la théorie
des distributions pour résoudre certaines équations telles que 1’équation de Poisson,
I’équation de la chaleur, ’équation des ondes et 1’équation de Schringer, et dans toutes
les cas on donne une expression explicite de la solution au sens des distributions.
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1 Chapitre 1 : Introduction a la théorie des distribu-
tions

1.1 Rappels

Définition 1.1. Une fonction f: U C C — C est holomorphe (analytique) si elle est
C—dérivable en chaque point de U et sa dérivée ' : U — C est continue. On dit qu’elle
est entiére si elle est holomorphe sur C.

Les fonctions holomorphes sont donc des fonctions continument dérivables au sens
complexe, sur tout leur domaine de définition.

Théoréme 1.1 (des zéros isolés). Soient U un ouvert connexe, et f : U — C une
fonction holomorphe non identiquement nulle.

o Chaque zéro de f est isolé. L’ensemble des zéros de f, soit
Z(f)={z€U| f(z) = 0}
est fermé dans U et discret.
e 5t K C U est un compact, l'ensemble Z(f) N K est fini.
o L’ensemble Z(f) des zéros de f est fini ou dénombrable.

Théoréme 1.2 (Formule de Cauchy). Soient U C C un ouvert étoilé et f : U — C
une fonction holomorphe. Soient v un lacet (un chemin fermé) de U et a € U pris hors
du support de ~v. On a alors

Ha)nd(y,a) = —— [ LE) g, (1.1)

271 yZ—a

ol

1 1
Ind(~y,a) = —/ dz
v

211 Z—a

Théoréme 1.3. Soient X C R"™ mesurable et 2 C C ouvert .Soit f : Q2 x X — C telle
que

1. pour tout x € X, la fonction Q> z — f(z,x) est holomorphe
2. pour tout z € §, la fonction X 3 x — f(z,z) est mesurable

3. il existe une fonction ¢ sommable sur X telle que, pour tout (z,z) € Q x X, l'on ait

|f(z,2)] < o().
Alors la fonction

FIQBZP—)/ f(z,z)dx
X

est holomorphe sur ).

11



Définition 1.2 (détermination principale de la racine carré). e On appelle détermi-
nation de la racine carrée sur un ouvert U de C toute fonction continue f: U — C
vérifiant f(2)* = z.

e La détermination principale de la racine carrée est la fonction de C dans C ainsi
définie : si z s’écrit sous forme trigonométrique z = re*? avec “m < ¢ < 7, alors on

pose f(z) = \/re?/?.

5" Remarque 1.1. e (ette détermination principale n’est continue en aucun point
de la demi-droite des réels strictement négatifs, et est holomorphe sur son complé-
mentaire.

e Quand le nombre est dans sa forme algébrique z = a + ib, la définition précédente se

traduit par :
fla+ib) = \/—mﬂzb‘ Ta iu/—mﬂg —a

ot le signe de la partie imaginaire de la racine est choisit comme suivant

— Sib#0 :le signe de b
—Sitb=0eta<0 :lesigne+

Théoréme 1.4. [Han-Banach| Soit P : E — R une application vérifiant
P(Ax) = AP(z) Yxe€ E VA>0,

P(x+vy) < P(x)+ P(y) Vx,y € E.

Soit d’autre part, G C E un sous - espace vectoriel et soit g : G — R une application
linéaire telle que
g(x) < P(z) Vzred.

Alors il existe une forme linéaire f définie sur E qui prolonge g, i,e.
G(z) = f(z) Vexed

et telle que
f(z) < P(x) Vx € E.

Théoréme 1.5. (Convergence domineé de Lebesgue) Soit (f,) une suite des fonc-
tions de L'(2). On suppose que :

1. fo— f pp. sur Q.

2. il existe une fonction g € LY(Q),VYn, |fu(x)| < g(z) p.p. sur Q. Alors

fe L' Q) et ||fo— fllzr —0

12



Théoréme 1.6. Soit f: R" — R une fonction continue et intégrable. Alors

- flz)dx = /0+00 (/aB(o,r) f(a:)dS) dr (1.2)

= /;Oo 7‘“( - f(rw)dw) dr (1.3)

ds :=r""‘dw, r=|v|, r=rw (1.4)

ol

et St est la sphére unité.
Théoréme 1.7. Soit u, v € C*(Q). Alors
1. [, Audz = fm Vu - 1dS.

2. [, Vu-Vodr = — [ ulvdz + [,,uVv - 7 dS.

ot T est le vecteur normale extérieur unitaire en x € OS).

1.2 Distributions

Dans le chapitre 1, on a présenter

1.2.1 Définitions et propriétés

Définition 1.3 (Proposition). Le support d’une fonction p € D(Q) est le sous-ensemble
fermé de R™ noté suppp et défini par l'une des assertions équivalentes suivantes :

o supp o ={x € Q:p(x)# 0}

o (suppp)Cest le plus grand ouvert ou la fonction ¢ est nulle.

o 1y & supp ¢ si seulement s’il existe un voisinage Vx, de xo tel que
Vo € Vx, p)=0
On a alors :

(supp ¢ = ¢) <= (¢ = 0 dans Q),

supp (¢ V) C suppp N suppV¥ ,

o sip € CF(Q), alors pour tout a € N" tell que |o| < K, suppd®p C supp ¢

Définition 1.4 (Espace des fonction tests). L’espace des fonctions teste, noté D(2) est
I’ensemble des fonctions ¢ de classe C'*° a support compacts.

=" Remarque 1.2. La fonction teste a support compact canonique ¢o est définie par :
|z

Ve € R", ®y(x) = eXp(_l——|x|2) si x| < 1.
0 si|a] > 1.

13



1.2.2 Convergence dans D((?)
Définition 1.5. Une suite (¢n)nen d’éléments de D()) converge vers ¢ dans D(2) si :
o [l existe un compact fire K C ) tel que :Vn € N: supp ¢, C K

o La suite (¢p)nen et toutes les suites (0%py,)nen convergent uniformément respective-
ment vers ¢ et 0%p, sur K

I Exemple 1.1. Soit ¢ € D(R), Posons pour n € N,

1
n-+1

Vo € R:pn(2) = oz + ) — ().
Alors ¢, — 0 dans D(QY). En effet, si suppp C [—M, M], alors pour tout n supp @, C
[—M — 1, M + 1], puis par le théoréme des accroissement finis, pour tout k € N,

1 1
(k) LY omn) < o g

1.2.3 Distributions

Nous allons donner deux définitions équivalentes de la notion de distribution. L’une est
fonctionnelle et théorique dans laquelle la continuité est exprimée topologiquement, une
autre effective dans laquelle la continuité est exprimée directement par des estimations.

Définition 1.6 (Définition fonctionnelle). Une distribution sur l'ouvert Q) est une forme
linéaire T : D(2) — K continue en 0 , i.e tell que , pour toute suite (@, )nen d’élément de
D(Q) qui converge vers 0,

n—o0

(T, pn) — 0.

On notera D'(2) l'ensemble des distributions sur )

Proposition 1.8. Une forme linéaire T' sur D(2) est une distribution sur Q si et seulement
st, tout compact K de 1, il eviste n € N et Cy,,, > 0 telle que, pour toute fonction test
weD(Q) telle que suppp C K,

(T, )| < Ck.m max max [0%p(z)|

la|<m zck

I=" Exemple 1.2 (Distribution de Dirac). Soit a € Q. La forme linéaire §, : D(2) — C
définie par

Vi € (), (da, ) = @(a)

est une distribution sur ), s’appelle la distribution de Dirac. En effet. La linéarité est
évidente . Soit K un compact de Q et soit ¢ € D(Q) telle que suppp C K alors

{00, )| <[]l co-

14



I Exemple 1.3 (Distribution réguliere). Soit f € L}, (). On peut lui associer une
distribution, notée Ty telle que

Vo € D(Q), (T}, ¢) / fodx.

Cette distribution est appelée distribution réguliere. En effet. Comme f est L}, (), alors
pour tout compact K C R", on a f € L*(K). Soit ¢ € D(Q). On pose K = suppp. Alors
on a

|| fiodel < ellmiey [ 1flds = Cllglime,
Q K
La forme linéaire o — [, fodx est bien une distribution.
I Exemple 1.4 (distribution de Dirac dérivée). Soient a € Q et a € N*. Posons,
pour tout ¢ € D(Q)
(T, ) = 0%p(a).
Montrons que T' ainsi définie est une distribution. En effet on a

(T, )| = [0%p(a)] < 10%¢lle, Voo € D(Q).
1
I Exemple 1.5 (La valeur principale de— ). Soit ¢ € D(R). On pose
T

Lo ()
<Up(5>, p) = lli% e Tdﬂ

1
Alors vp(—) est une distribution sur R.
x

1.2.4 Convergence dans D'(2)

Définition 1.7. On dit qu’ une suite (T),)neny de distribution sur Q converge vers T €
D(Q) si, pour toute fonction ¢ € D(Q),

lim (T, ) = (T’ ¢).

n——+0o

5" Exemple 1.6. La convergence presque partout n’implique pas la convergence dans

D'(Q). En effet considérons la suite de L (Q) définie par f, : x — /ne™™. Alors pour
tout x # 0, f,(z) — 0, mais la suite (T}, )n>1 converge dans D'(Q) vers /mdy et non pas la
distribution null. En effet, si o € D(Q2), on a par le théoréeme de convergence dominée .

(fnr ) = \/_/ et dx—/Re v (%)dy —noe VT(0) = (V/Tho, ).

15



=" Exemple 1.7. Soit (T,, = Ty, avecf,(z) = et™*) on a T, — 0 dans D'(R) et
v €D(Q) :

(T,p) = / " pdx
R

1 nx\/
= [Gemye

1 . 1 .
S R O
R

mn INT
1 .

= — [ ™Y (x)dr — 0,100
m Jr

donc lim,,_, o, T,, = 0.

1.2.5 Dérivation d’une distribution

Définition 1.8. Soit T € D'(Q) et soiti € {1--- ,n}. la forme linéaire 0,;T défini sur
D(Q) par
Vo € D(Q>’ <6mT7 90> = —<T, az190>

est une distribution sur ) appelée i-ieme dérivée partielle de T.
Le fait que 0,;T soit une distribution est évident. La définition O, T peut étre itérée autant
de fois que voulu, on peut donc défini, pour multi - indice o € N, 0T par

¥y € D(Q),(0°T, p) = (~1)1°(T, 0%).

Proposition 1.9. Soit (T,,)n>0 une suite dans D'(S2) qui converge vers T' € D'(Q2). Alors,
pour tout o € N™, (0T, )n>0 converge vers 0T dans D'(2).

I=" Exemple 1.8. Soit H la fonction de Heaviside qui vaut 0 sur ] — oo, 0|, et vaut 1
sur 10, +ool. Alors H' = 6q . En effet,
Vo € DIR): (H'g) = ~(H¢) == | &la)do = 0(0) = ()
0

1.3 Convolution des distributions
1.3.1 Produit de convolution entre distribution et fonction

On sais déja la définition du produit de convolution de deux fonction dans L'(R™).
Regardons le cas particulier du produit de convolution d’une fonction intégrable par une

fonction dans D(R™).
Soient u € L'(R")et ¢ € D(R") alors pour tout x € R

(wr@)(e) = [ ulw)ele — y)dy = {u ola ~ )

16



Définition| 1.9. Soient T € D'(R™) et ¢ € D(R"). Le produit de convolution entre T et
@ est la fonction définie en chaque point par

Vo € R, (Tx)(x) = (T, oz — ),
et on a T * ¢ € D(R™).
Proposition 1.10. Soient ¢ € D(R™), et « € N™. Alors
ONT xp) — (0°T) x o =T % (0%p).
Plus généralement, pour toute décomposition du multi- indice o« = oy + s , on a
(T %) = (0UT) x (0™¢).

1.3.2 Produit tensoriel de deux distribution

Définition| 1.10 (Produit tensoriel de deux distribution). Soient Q; et Qy deus ouverts
de R™ et R™ respectivement, S € D'() et T € D'(Qy). Le produit tensoriel noté S @ T
sur louvert 21 x Qy de R™ x R™ est la distribution définie par la formule

(S@T,6) = (S,(T,6(21,.)), ¢ €D x ).
On aurait pu également définit T'® S par la formule

<T® S’ ¢> = <T7 <S’ ¢('7$2)>’ d) S D(Ql X QQ)
Ces deux définitions saut équivalentes, comme le montre la

Proposition 1.11. Soient O et Qy deux ouverts de R™ et R™ respectivement, S € D'(£;)
et T € (Qs). Pour toute fonction test ¢ € D( x Qs), on a

(ST, ¢) = (S, (T, d(x1,.))) = (T, (S, (., 22)))-

1.3.3 Produit de convolution de deux distributions

Notation. L’espace des distributions a support compact sur €2 est noté £'(Q).

Définition. 1.11. Soit T € D'(R") et soit S € £ (R"). La forme linéaire notée T + S
définie sur D'(R™) par

Vo € D(R™), (T S,0) = (T ® S, ")
est une distribution appelée convolution des distributions Tet S, ot ¢ : (y,2) — p(y + 2).
Proposition 1.12. Soient T' € D'(R™) , S,U € &'(R"). On a
1 Associativité : Tx (S*U) = (T S)xU.
2 Commutativité : T xS =S*T.
3 élément neutre T x0y=0g*xT =T.
Proposition 1.13. Soient T' € D'(R™), S € E'(R™) et a € N". Alors
0T *S)=(0T) %S =T % (0°9).
En particulier (0%0g)*T = 0“T. Plus généralement pour tout décomposition du multi-indice

a =1+ Qg, On G

(T ) = (97T) % (9™¢).

17



1.4 Transformés de Fourier

1.4.1 Espace de Schwartz S(R")

[Définition’ 1.12. ( Lespace S(R"))
On définit l'espace de Schwartz S(R™) comme ’ensemble des fonctions de classe C* sur
R™ a décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées . Autrement dit, une fonction

¢ € C*(R™) appartient a S(R™) si

sup |2%0°¢(x)| < 0o, Va,B € N
zeR™

I=" Remarque 1.3. La topologie de l’espace S(R™) n’est par une norme, mais par une
famille dénombrable de norme, définies comme suit : pour toute fonction ¢ € S(R™), on
pose

N,y(¢) = Z sup |2°0°p(z)|, p €N

cRn
o], |81<p ™

Grace a la famille de normes N,, on peut définir ce qu’est une suite convergente dans

S(R™)

5" Exemple 1.9. (Quelques fonctions de S) Evidemment D(R") C S(R") .
Toutes les fonctions de la forme

¢(x) = Pla)e "
sont dans S(R™)
Définition| 1.13 (Convergence dans S(R™) ). Une suite (¢p)ns1 de fonctions de S(R™)

converge vers une fonction ¢ € S(R™) dans l’espace S(R™) si

Ny(¢pn — @) — 0, lorsque n — oo, Vp >0

1.4.2 Transformation de Fourier dans I’espace de Schwartz S

Définition| 1.14. A toute fonction ¢ € S(R™), on associe sa transformés de Fourier

F(o)(©) = / i€ g2V, € € R

RN

Proposition 1.14 (Transformés de Fourier et opérations). Soit ¢ une fonction de S(R™).
Alors

(a) La fonction F(¢) est de classe C*(R) et on a, pour tout, j =1,...n
0e; Fo(§) = F(—iz;9) (), & €RY

(b) Pour toutj=1,...n, ona
F(0:9)(§) = i§F(0)(§), & €RY

18



(¢) Pour tout a € R™, la fonction (1,) * ¢ = ¢po7_4 : &+ ¢(x — a) a pour transformée de
Fourier ‘

F((1a) x 9)(€) = e Fo(€), & €R™
(d) Pour tout a € R", on a

F(e7¢)() = (7o) * (FO)(§) = Fd(§ —a), EER™

Théoréme 1.15 (Formule d’inversion de Fourier sur S.). La transformation de Fourier
est un isomorphisme de C-espace vectoriels de 'espace S(R™) sur lui-méme. L’inverse de
cet isomorphisme est donné par la formule

Flu) = oo [ e, ae R

1
(2m)"
Proposition 1.16 (Transformée de Fourier de Gaussienne). Soit une matrice A € M,(R)
telle que A = AT > 0. posons

1
—=(A"lz|z
Ga(z) = ! e SR ), r € R".
(2m)"det(A)
Alors G4 € S(R™) et on a
1(A5|§)
FGal§)=e 2, (R

1.4.3 Distributions tempérées

Définition 1.15 (Distributions tempérées). Une distribution tempérée est une forme
linéaire continue sur S(R™), c’est -a- dire une forme linéaire T sur S(R™) telle qu’il existe
un entier P >0 et C' > 0 pour lesquels

(T, )| < CN,(¢) pour tout ¢ € D(R™).

L’ensemble des distribution tempérées est un C -espace vectoriel, que ’on note S'(R™).
Comme D(R™) C S(R™), toute distribution tempérée T € S'(R™) définit par restriction une
forme linéaire

DR") 3 ¢ — (T, )
qui est un élément de D'(Q) ( S'(2) C D'(2)).
5" Exemple 1.10. e Toute distribution a support compact est tempérée :

£'(R) C S'(R™).

e Toute fonction appartenant a l’espace de Lebesgue LP(R™) avec 1 < p < oo définit
une distribution tempérée :

LP(R™) € S'(R™) pour tout p tel que 1 < p < oo.
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o La distribution sur R

T = Zak(Sk

est tempérée si la suite (ay)rez est a croissance polynomiale, c’est -a-dire s’il existe
un entier p > 0 tel que

ar = O(|k|?) lorsque |k| — 0.

o Les distributions définie par les fonction s
r+— e’ x—sinhx on coshx

ne sont pas des distributions tempérées.

Théoréme 1.17 ( caractérisation des distribution de S’(R")). Tout distribution T' €
S'"(R™) est de la forme

T =0%((1+ |z[*)"f)au sens des distributions
ou o € N ot n est un entier naturel, et ou f est une fonction continue bornée sur R".

1.4.4 La Transformation de Fourier des distributions tempérées

Définition 1.16. A toute distribution tempérée T € S'(R™), on associe sa transformée
de Fourier FT qui est la distribution tempérée définie par

(FT,¢) = (T, F¢)
pour tout fonction ¢ € S(R™).
I Exemple 1.11. (Transformation de Fourier des masse de Dirac) On a

Fop =1 dans S'(R"),
et plus généralement que, pour tout a € R,
(Foo)(€) = e €eR"
Appliquant ensuite la proposition[1.14, on trouve que
(FO%0)(§) = (i€)", & eR™

et plus généralement que, pour tout a € R,

(FO6.)(&) = ()%™, £ eR"
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Théoréme 1.18 ( Formule inverse de Fourier dans 8'(R™)). La transformation de Fourier
F est un isomorphisme du C-espace vectoriel S'(R™) dans lui-méme, dont l'inverse est
donné par la formule

1
(27)"

ou, pour tout distribution S sur R™, on a noté

FIT =

FT,

S =So(~Idgn),
c’est -a-dire que, pour tout fonction test ¢ € D(R™)

(S,¢) = (S, o (—Idrn)) = (S, (—.)).

Définition 1.17 (Transformation de Fourier partielle sur S’(R; x R?)). Soit T € S(R; x
R2). On définit la transformée de Fourier partielle en x de la distribution T par la formule

(F.T,¢) = (T, F.0), pour tout ¢ € S(R; x RY).

Proposition 1.19 (Inversion de Fourier partielle dans S”). La Transformation de Fourier
partielle en x est un isomorphisme de S'(R; x R?) sur lui-méme dont l'inverse est donné
par la formule

(FS'T ) = (T, F '), pour tout € S(R; x RY).

Autrement dit .
]:ng =——F,TolJ
(2m)™

ou J : (t,z) — (t,—x).

Théoréme 1.20. ( Transformation de Fourier et convolution ) Soient deux distribution

T e SR et Sel'(R"); alors
F(S*T)=FS - FT dans S'(R").
Dans le cas particulier ou T' = Ty avec F € S(R™), on a
F(S*f)&) =FSEFf(), pourtout &€ R".

Proposition 1.21 (Transformation F, et opérations). La transformation de Fourier
partielle en x sur S’ (R, x RY) vérifie les propriétés suivantes :

(a) Pour tout T € S'(R; x R?), pour tout n € N et tout « € N, on a
OrogF,T = (1) Fy(x*0]T),
(b) Pour tout T € S'(R; x R?), pour tout n € N et tout « € N, on a

Fo(OrooT) = il F (620rT).
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2 Chapitre 2 : Existence et régularité de la solution élé-
mentaire des EDP linéaires

2.1 Généralités

Définition 2.1. Un opérateur différentielle linéaire L définie sur D'(Q2) a coefficients
constante d’ordre m est une application

L:D(Q) — D(Q)
u — Lu= > a,D"u
la|l<m

012&:(@17()527... ,O{n)GN, |a|:a1—|—a2+..._|_an

dloly,

D% =
8alx18a2x2 e aanxn

I Exemple 2.1. 1) Le laplacien A est un opérateur différentielle linéaire o coeffi-
cients constants d’ordre 2 car

A 0*u N 0*u T 0*u
U = — R “ e -
ox? 03 oz
2) L’opérateur de la chaleurs
L - @ - A

est un opérateur différentielle linéaire a coefficients constants d’ordre 2.

3) L’opérateur des ondes
L=03—A

est un opérateur différentielle linéaire a coefficients d’ordre 2.
4) UVopérateur des constants Schrodinger
L=1i0,T — A
est un opérateur différentielle linéaire a coefficients d’ordre 2.

Définition 2.2. On appelle équation auz dérivées partielles (en abrégé : EDP ) linéaire a
coefficients constants de degré m, toute équation de la forme LT = F ou L est un opérateur
différentielle linéaire définie sur D'(2) a coefficients constante d’ordre m, T' € D'(Q) est
Uinconnue et F € D'(Q) est le second membre et

Définition 2.3. Soit L un opérateur différentielle linéaire définie sur D'(Q) a coefficients
constante d’ordre m. On dit qu’une distribution E € D'(2) est une solution élémentaire de
L si LE =6, ou d est la distribution de Dirac. On parle aussi de "solution fondamentale

de L."

I Remarque 2.1. La distribution F est appelée second membre de I’EDP, lorsque
F =0, on dit que I’EDP est homogéne, et enfin [’équation LT = 0 est appelée équation
homogéne associée a LT = F'.
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2.2 Existence de la solution élémentaire

On donne dans cette partie, un résultat d’existence concernant les solution élémentaires

Théoréme 2.1 (Existence de la solution élémentaire). Toute opérateur différentiel
linéaire a coefficients constants L admet une solution élémentaire. C-a-d l’équation LE = 0
admet une solution E € D'(12).

Pou démontrer ce théoréme, on a besoin de ce résultat.

Théoréme 2.2 (de Paley-Wiener). Une fonction analytique entiére a n variables com-
plexes g(§) est la transformée de Fourier d’une fonction de D(R™) dont le support est dans
la boule {x| : |x| < R} si et seulement si pour chaque N il existe un Cy tel que

Oy eftTme|
19(&)] < W (2.1)

pour tous & € C"

Démonstration. (du Théoréme On pose L*(xz) = L(—x) et q(xz) = L*(ixz) et soit
¢ € D(R™). On a

FIL@)E) = f(zaam(—w ©
YW F (D) (©
S F () €
— LEOF () O = dOF () (©

D’apres le théoréme de Paley-Wiener 2.2, on sait que pour chaque y € R",

F(Lr o)y + &) == Flp)(y+Eaqly +§)

est une fonction entiére en £ sur C". On pose
Qz) =) [D(x)|
[e%

Observant que @ est positif et borné loin de zéro. La premiére étape de la preuve utilise la
formule intégrale de Cauchy pour montrer que

Q@) < G /I£ (Dt + 9l

SRy I AR
l€l<e
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ou ) dépend de € mais est indépendant de ¢ et d?"¢ est la mesure de Lebesgue sur C™.
cet argument de variable complexe est décrit dans la probléme 41. en utilisant I'estimation
ci-dessus, nous avons

PO < @0 [ Je)ldy
< af ([ wopeyrolemies)
= af [ O imlQw iy @2)
pour [A| <&, Qy+ N (Qy)) ! < Cs indépendamment de y, donc
O < G f [ D)ty A+ ilQey+ ) ddudy
<o f [ ool

Soit

lella= [ [ | let+ i@

Nous montrons d’abord que || - || est une norme continue sur D(2). Comme ) est borné

inférieurement.
06/ / ey +ip)|dudy
nJ|pl<e

< sup [+ y)"Moly +ip)l
YR ul<e

Cr sup [[(1 — A)"Hep(z)|

lul<e

IN

lello

IN

le membre de droite est une norme continue sur D(K) pour chaque ensemble compact
K C R". depuis D a la topologie limite inductive, || - || est une norme continue sur D.
L’estimation de (2.2), montre que I’application

E: L* () — ©(0)

est bien défini, c’est -a-dire si L* (1) = L*(p2) alors ¢1(0) = ¢2(0). E est continue puisque
| - |lo est une norme continue. donc par le théoréme de Hahn-Banach il existe une
application E dans D’ qui prolonge E. Comme

(L(E), ) = (E,(L*(¢)) = »(0)
nous avons trouvé une solution fondamentale pour L. O

Proposition 2.3. Soit E une solution élémentaire de L . Alors
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1. Pour toute F' € D'() a support compact, il existe au moins une solution de Lu = F
appartenant o D'(Q) et T = E x F en est une .

2. Pour toute F' € D'(Q) a support compact il existe au plus une solution de Lu = F
appartenant o D'(Q) a support compact et s’il en existe une c’est T = E * F .

Démonstration. En effet. D’apres les propriétés du produit de convolution, On peut écrire :
L(ExF)=(LE)xF =§~F =F.

Cela démontre le premier point. Si on suppose ensuite que 7" est une solution & support
compact, alors

T = 6oxT=(LE)*T =FExLT (carT est asupport compact)
= ExF

d’ou la seconde assertion. O

2.3 Reégularité de la solution

Nous allons maintenant énoncer un théoréme de régularité des solution d'une EDP
linéaires a coefficients constants.

Théoréme 2.4. Soit L un opérateur différentiel linéaire o coefficients constants qui
posséde une solution élémentaire E' € C*°(R"™\ {0}) alors pour tout ouvert Q C R™ et pour
toute F' € C*(Q0), si T € D'(Q) est une solution de LT = Tp, il existe u € C>*(Q2) telle
que T'="1T,.

Démonstration. Soit L un opérateur différentiel linéaire a coefficients constants de la forme

Lu = Z a,D*u.

lal<m

avec a, € C. Si L posséde une solution élémentaire E qui est dans C*(R™ \ {0}) . Si
T € D'(2) est une solution de L T = Ty alors T' est associée a une fonction dans C*(£2).
Soit T' € D'(2) une solution de LT = Ty et soit zp € 2 . On veut montrer que 7" est de
classe C* au voisinage de x . Soit x € D(2) une fonction plateau au voisinage de z¢ (i.e
elle vaut 1 au voisinage de xp) .On a alors x7' € £'(§2) (c’est une distribution a support
compact) et on peut considérer x7' comme un élément de £'(R™). Alors, par associativité
du produit de convolution, on a :

XT =0~ (xT)=LE*(xXT)=FE % L(xT)
Comme y vaut 1 au voisinage de de x, par la formule de Leibniz , on a :

L(XT) = XTF + R
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o R € &'(R™) est un reste tel que x¢ & suppR. (car elle est nulle en dehors de suppy).
On a alors ,
XT:E*(XTf+R) :E*<XTF)—|—E*R

Quitte a considérer par prolongement que xyF' € D(R"), on a E x (xF) € C>°(R") par les
propriétés de régularité de la convolution . Il nous reste a montrer que F x R est de classe
C™ au voisinage de zy. Soit § € D(R™) une fonction plateau au voisinage de 0. Comme
xo X suppR , on peut choisir 6 de sorte que xg & suppd + suppR . De plus,

ExR=0E)xR+((1-0)E)*R
et (1 —0)E)x R € C*(R") puisque (1 — 0)FE € C*(R"™) puisque par hypothése, E €
C>(R™\ 0) . Soit enfin ¢ € D(R™) dont le support est dans un voisinage suffisamment
proche de g . Alors

suppp N supp((0F) x R) C suppp N (suppb + suppR) = 0

de telle sorte que (OF)* R = 0 dans un voisinage suffisamment proche de xq . Cela termine
la preuve . O

26



3 Chapitre 03 : Application aux équations aux déri-
vées partielles

Dans cette chapitre , nous allons présenter quelques solutions élémentaire a certaines
équations bien connues .

3.1 Solution élémentaire du laplacien

On consideére 'opérateur Laplacien définie par

" 0%
Au = div(Vu) = —,
u = div(Vu) 2 922
ou
r=(T1,%9,...,Ty),
o] = (2} + 25+ -+ 22)"?,
On pose

1
o Pourn:12E1:—§|x|, r e R.

1
3 Pourn:2:E2:—2—ln\xl, r € R*\ {0}.
T

1

.POUI’TZZZ%IETL:C—nw,

x e R™\ {0}.

avec

Co=m-2)8"", n>3 (3.1)

et |S"!| et le volume de sphére unité dans R™ :

|S" ) = / dw.
Sn—1

Proposition 3.1. Pour tout n € N*, la distribution E, est une solution élémentaire du
laplacien dans R™. C-a-d :

On va montrer le résultat suivant

—AE, = 6y dans D'(R").
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1
Démonstration. e Pour n=1. On E(z) = —5\;5] et AE, = EY.

(-AE, @) = (-Ei¢)

Donc — AE, = 0.
e Pour n =2, On a F, est de classe C* sur R?\ {(0,0)} et on a

oz, y) —%ln\/aﬂ .Y, y) € R2 {(0,0)}

et on a
2x
1 2¢/x? 4+ y? 1 =z
0, Fs(x, = ——— =
V) = T mr g me Ay
et on a
1 (22 +y%) — 222 1 22— y?
OpEa(r,y) = —o- 2 1 2)2 9 (12 4 12)2
2m (2* +y?) 2 (2° + )
de la méme facons on a :
1 y? — a2
Es(vy) = -

27 (2% + y?)?

D’ou
AE(z,y) = OB (z,y) + 0, Es(x,y) = 0 sur R*\ {(0,0)} (3.2)
Calculons AE dans D’'(R?). Soit ¢ € D(R?) une fonction teste : On a

<_AE2> 90> = <E2> _A90>

On a FEs est localement intégrable : En effet :
Soit K un compact de R? alors K C B(0,R), R>0.0On a

/UMLMM@</ B (i, y)|dardy
K B(0,R)
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On pose
{ T =1 cos b

y=rsin 60

2w
/ |Eo(z,y)|dedy < / / ——lm’ r dr df
K

27
= — do / rinrdr
27r

R
= / r Inrdr
0

R
< / ¢ dr,(car |rlnr| < cVr€]0,R|)
0

, dxdy = rdrdf.

= cR< >
D’otu en appliquant la formule de Green on obtient
(—AEy,¢) = (Ez,—Ap)
= /]R Bx(@,y)(-Ap)dzdy

= lim Ey(—Ap)dzdy

€20 Jr2\B(0,¢)

= lim { / VE,Npddy + / ng.ﬁds}
OB(0,e)

= lim [/ —AFEspdzdy —/ V Ey. T pds +/
20 | JR2\B.(0,¢) 9B(0,¢) dB(0,¢)

ou 7 est le vecteur unitaire normale extérieur sur dB(0, ) définie par

1

= () = <(50)

n:\/mx

On a d’apres (3.2)), AE; = 0 sur R?\ B(0,¢) D’ou

/ —AFEspdzdy =0
R2\B(0,¢)

Et on a d’apres

1 1 11

t __ t
gm(%y) =—5-=(®Y)
1

VE, W = ——
2me

VEQ = (ang, 6yE2)t = —

ds = ¢ df.
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2 1
—/ VEQ.W@LS:/ —p(x,y)edd
0B(0,¢) o 2me

(‘avec (z,y) = e(cos,sinf)). donc

1 2
—/ VE, Wpds = +— (e cos b, esinb)dl
9B(0,¢) 21 Jo

On applique le théoréme de convergence la dominée [1.5] on obtient

lim ¢(e cos b, esinf) = ¢(0,0)

e—0
Et on a
lp(ecosB,esinf)| < c € LY(0,2n)
D’ou
2 2 2T
liII(l) p(ecosb, esind)dd = / ©(0,0)do = ¢(0, 0)/ df = 2mp(0,0)
e Jo 0 0
Donc
lim {—/ VEQ.W)cpds} = (0,0) = (3, ¢)
e—0 B(O,&‘)
Et o na
21 1 1
lim EQVgp.ﬁds = lima_m/ ——EVw.(x,y)tedQ
e—0 83(0,6) 0 271— 19
1 27
= lim—— IneV.(ecosd, esin 0)'df
e—=0 27 0
! 51115/2”v (cos 0, sin 0)'df
= lim — - (cos @, sin
e—0 2 0 ¥ ’
=0
Donc

(—AEs, ) = (6, ¢)

Pour n > 3 de la méme fagons du cas n =2 On a

—AFE,pdxdy — /

VE,. 7 pds + /
0B(0,e)

Eano.ﬁds}
0B(0,¢)

(=AE,, p) = lime_ [/
R

"\B(0s)

ol ]
x _
W:—:—x, ds =" Ydw, x=cw
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D’autre part, on a pour z € R™\ {0}, F, est de classe C* et on

oL, 1 0

O (l‘) = C—% [(m% —{—;13% + .- .xi)@—n)/?}
1 2—
= ZT(QZ@)—E?E(xfﬁ—xg_%...xi)—”ﬁ
9 _
= (@l +ad 4 ead)
2—n| -
Cn
82En 2 n _n 2 n . -
S = g [l (Cg (=) Qe (af + a4 )T
2 2 _
= Cn|x|—n ( n)Cn|ZE|_n_2£L'?.
donc
"\ 0’F
AFE = - n
® = G
2—n, . 2=n
= (Dl = Sl (Y )
" i=1
2 — 2
= 0 VxeR"/{0}
D’ou
/ AE,pdxdy =0
R7\B(0,¢)
On a

VE, -V (im“> NN

Cn Cn

9 _
—/ VE, Weds = / c n[x\’”ﬂen’lgodw
9B(0,) sn-1 Oy ||

_ 25” / S lo()dw (5" = OB(0,¢))

On applique le théoréme de convergence la dominée [1.5] on obtient

lim ¢(z) = ¢(0)

e—0

Et on a
lp(x)] < C e L(s" )
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D’ot, en appliquant le théoréme de la convergence dominé, on obtient

9 _
lim (—/ VEn.ﬁgpds) = lim n/ o(z)dw
e—0 9B(0,¢) e=0 ¢y sn—1

9 _
= 1 / lim ¢(z)dw

Cn n—1 -0

2_
— (0) ”/ dw

2—n
- AOm

= »(0) = (4, ¥).

5"

3.2 Solution élémentaire de I’équation de la chaleur
3.2.1 Equation de la chaleur en dimension 1

On considére 'opérateur de la chaleur suivant L = 9, — A,. Dans ce paragraphe, on
donne une expression explicite de la solution élémentaire de 'opérateur L.

Théoréme 3.2. L’opérateur de la chaleur L admet sur R x R pour solution élémentaire

H(x) —|z|2/4t
(47rt)”/2e

E(t,x) =
c-a-d
OE —0*°E =6 dans D'(R x R).

Démonstration. Nous voulons obtenir ce résultat (LE, p) = (J, ¢) = ¢(0) i.e.

(OE - 02,E,¢) = (6, 9) = ¢(0).

On montre d’abord que F € L} (R?). On a

loc
H(t)

V(t,z) e R*: 0 < E(t,z) <
(t,2) < EB(ta) < =

Il suffit de montrer donc que

dtdx < oo

J e

pour tout compact K de R? Soit K un compacte de R%. C-a-d K est fermé et borné . D’oil
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K Cla,b] x [d,b] aveca <beta <b Ona :

/K\}/I%dtdx < /ab/;’ \[j%dtdx

v,
- o a[x]a’

Donc E € L} (R?) et E définit une distribution réguliere sur R?. Un calcul simple de

loc
dérivées partielles nous conduit ensuite a I'égalité

Y(t,x) € R*\ {(0,0)} : 0,E(t,x) = 0> E(t, )

En effet 1
H(t —x2/4t t>0
E(t,z) = M) oty Vit -
Vit 0 t<0

OnaVt>0 : E est de classe C*

1 2
OE(tz) = 2m(dnt) Y2~/ 1 ")t

i)
( 27T + .:C2 ) _1.2 /4t
= — e
(4t) =32 4¢2\/Art

et on a
H(t) 2x 2
0. E(t,x) = — e /A
(t,x) Tm( i)
_ . 2.2: (6_Z2/4t)
At\/4rt
et ,on a
2 2 2x —2x 2
02 BE(t,x) = — (e_r /4t> + — ) (emm
TN VAT
_ e—a:24t (_ 2 + 41'2 )
At/ Art 16824t
d’ou Vt >0 :

OE(t,x) =0, E(t, )
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Soit £ > 0 et soit ¢ € D(R?). Posons :

+o0
- / E(t,x)0up(t, x)dtdz

+o0o
—// E(t,2)0% p(t, x)dtdx
RJe

Alors , par 'intégrale par parties a la premiére ligne , en utilisant I’égalité sur les dérivées
partielles précédente a la deuxiéme ligne et deux l'intégrale par parties et Fubini ala
troisiéme ligne , on obtient

—+00

L= - [ [Beopan- |
= /R E(z,e)o(x,e)dx + /R / +OoamE(t,ar:)so(zf,ﬂc)dtdx

O E(t, x)p(t, x)dt] dx

donc :
/R/:"O 0w E(t, 2)(t, x)dtde = /:“’ {[@E(t,x)@(t,x)]fg—/835E(t,x)ax¢(t’$)d4 dt
= / m / O, E(t, 2)0,(t, )dadt

+oo +oo
= / / E(t, x)0pp0(t, x)dxdt

I. = / E(z,e)p(x,e)dx — J.
R
I+ J. = / E(z,e)p(x,e)dx
R

dz
Onady=— = dx = /edy
NG

Enposonsy—i
=7
L) = / B(v/z5,€)¢(\/y,2)v/Edy
R
1 2
—— e~ e JEy, e )V/ad
| = e ey
1 2
= — [ v/ cy,e)d
= [ e ey

On applique le théoréeme de convergence dominée

eV o( /ey, e) =8 eV (0, 0).
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Etona : , ,
eV o(Vey,e)| < ce ¥/t e LY(R)

1 )
lim(L + J.) = — [ e¥/*0(0,0)dy.
tim(L + 1) = = [ /400,00y

Onpose%:t—uiy:%it

0,0 2 2¢(0,0 2
90\(/5)/]1%6 y“dyzg(—\/%)/Re Pdt = (5, ).

<(a7f - 82 )E7 90> = <8tE - 821E7 SO>
= H(t) e D, + 02,) pddt

B r2 V4t

67:1:2/41‘/
= O + 02)o(t, x)dxdt
/RX}O,OO[ \/47Tt( ' Jolt:)

e—x2/4t e—x2/4t )
= Oyp(t, z)dxdt +/ 0Z,0(t, x)dzdt
/RX}O,OO[ Vart Rx]0,00] V4T )

= lim(I. + J.)
e—0
= (0,0) = (4, ¢)

Donc
OE -0 FE =6

3.2.2 Equation de la chaleur en dimension n

Pour n > 1, posons
Hpg- (t)

RN a2t
(2mt)2°

E,(t,x) =
Théoréme 3.3. La distribution Ex est lunique distribution tempérés sur R x RN vérifiant
1
(8t — §Az)En = (5(0,0) dans S/(Rt,RZ)

Supp(E,) C Ry x R"

Sa transformée de Fourier partielle en la variable z est la fonction :

F(E)(t, &) = HRi (t)e(l/Q)t‘ﬂ?,é cR™.

35



Démonstration. Commencons par montrer que FE, vérifie les conditions annoncées tout
d’abord , la formule définissant F,, montre qu’il s’agit d’une fonction de classe C* sur
R* x R”, & support dans R, x R™. On montre que E,, est une distribution tempérés Et on
a

/ E,.(t,z)de =1 si t>0.

En effet
1 2
/ E.(t,z)dr = / e~ |72t gy
n gn (27t)"/2
1 2
- - —l=I*/2t 4
(27t )n/2 /Rn ‘ v
On pose y = \/%, r = /2ty = dx = (2t)"?dy donc
1 - n
/ En<t,.17)d$ = W/R € y2(2t) /2dy

=1
On apourt<0: E,(t,x) =0
D’ou
E, € L™(R; L*(R")) c S'(R x R")
Pour t > 0 on applique la transformée de Fourier partielle en x de Gaussienne [1.16| avec
1
L A=t A7 = ;] ou I est la matrice d’identité . D’oi

1 1 2
(A 'z, z) = E(Ia:,a:) = ;(x,x) = %, detA =t"

donc
1 1(14_1 )
E,(t, = — ¢ o
(t.2) = G
1
B 1 6——(A’1x,ac)
~ (2ndet A)n/?
= Ga(z)
Donc
-5 (t1€,6) —tlE?
F(E)(§) =e 2 =e 2
Et pour
t<0: E,(t,x)=0
et



1
V(t,z) € R x R", F(E)(tE) = H(t)e 2

On applique la transformée de Fourier a ’équation de la chaleur :

OF(B) + JIEPF(E),0) = 0F(E), o) + {5IePF(E), ¢)

1
= (F(B), 0} + (F(E), 5[é%)
= — [an Jon H(t)e V2P 5 0dtde
i H (0 €2t

00 0 1
= = Juo Jo T PR Optdg + [y [ €M S Ppte

—+o00
0

2 o0 1 _ 2
= fen = | PR )] T ST (G leye e e
0o 21
+fRn 0+ e /2l §|5|2@dtdf

= fRn 90(07 f)dg
- fR" 61’0.580(0’ §)d§

= F(9)(0,0) = (F(9), ¥)

On applique la transformée de Fourier inverse on optent

1
<En - §AE7H 90> = <57 ‘20>

3.3 Solution élémentaire de I’équation des ondes

On considére opérateur des ondes en dimension 1 : L = 92 — 92,. On le résultat
sulvant

Théoréme 3.4. Soit la distribution de D'(R?) donnée par la fonction intégrable :

.
V(t,z) e R?, E(t,z)={ 2 t—la[>0.

0 si t—|z| <0.

Alors, E est une solution élémentaire de l'opérateur des ondes.
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Démonstration. Soit ¢ € D(R?) et soit A > 0 tel que suppyp C [—A, A]%. On a, en utilisant
Fubini,

(05 = 00)E ) = (B, (0~ m) )
1 0 A
= 3 {/ Oro(t, x)dtdx —|—/ 8ttg0(t x)dtdx

/ / 02 ot x dtdx}

[/OA —Opp(z, x)dr + /_A —Opp(z, —x)dx

DO | —

/ Dpp(t, t) — Dpip(— tt)dt}
[ vt [ ot
—/ Oyp(— u,u)du+/0 8x90(—u,u)du}
= [t [ o] avee 61001 = 0] erout) = ot
[¢1(0) + ¢2(0)] = ©(0,) = (0,0, 9)-

N — N~

On en déduit que
(at2t - a§x>E = 5(070)'

3.4 Solution élémentaire de I’équation Schrodinger

Pour tout n > 1, cherchons une distribution E,, € §'(R x R"™) qui satisfait I’équation
de Schrodinger suivante

1
10, + EAxEn =10, dans S'(R xR"),

et comme on ’a fait pour I’équation de la chaleur, ajoutons la condition de support
supp(E,) C Ry x R™

Une idée naturelle consiste a effectuer le changement de variables s = it qui transforme
I'opérateur de Schrodinger

1 1
10y + §AI en lopérateur de la chaleur 0, — §Ax'

Ceci suggére de prendre



Cette approche souléve deux question :

a) Quelle racine carrée de i doit - on choisir dans cette formule ?

b ) Cette fonction définit - elle une distribution de S'(R; x R™)?
Comme on va le voir, ces deux question sont intimement liées.

Théoréme 3.5 (Solution élémentaire de I’équation Schrodinger ). Pour tout n > 1 et

e >0, posons
|z

H * a7 g
Ei(ta) = st e et
(27 (e + i)t)"/?

Pour tout (t,z) € R™™, ou /- désigne la détermination principale de la racine carrée

(voir définition [1.3). Alors
E: — E, dans S'(R xR") lorsque e — 0

ou E, est l'unique distribution tempérée sur R x R™ vérifiant
1
(Z@t + §Ax)En = Z‘a(t?z):(()’o) dans S/<Rt X RZ),

supp(E,) C Ry x R™

Sa transformée de Fourier partielle en x est la fonction

—5itlgl?

.F(E)n(t,f) = HRi(t)e 2 , § c R"™.
Pour démontrer le théoréme, on commence par le lemme suivant :

Lemme 3.6. ( Transformée de Fourier des gaussiennes complezes )
Soit z € C telle que R(z) > 0, et posons

Gn(zax) = —neg7 reR”

ot le symbole v désigne la détermination principale de la racine carrée (Voir définition
. Alors la transformée de Fourier en x de G,, est la fonction définie par la formule

F(Go)(z,6) = 3™ ¢ eR™

Démonstration. La fonction (z,z) — G,(z,x) est continue sur {z € C | ®(z) > 0} x R”
et pour tout x € R".

z|x|? Rz|x|?

1 2 2 1 2
G = = 2P o 2 27
Culz 0l = G |© @
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de sorte, en posant Rz = a,

et
sup |Gp(z,2)|dr < / ———¢ 2R? dx
/R” |z|§R| (=.2) e (2ma)"/?
R(z)>a

Comme par ailleurs la fonction z — G, (z,z) est holomorphe sur le domaine {z €
C | R(z) > 0}. On déduit du théoréeme que, pour tout £ € R™, la fonction

Z e %G, (2, x)dx est holomorphe sur {z € C|R(z) > 0}.
R

On sait d’ autre part (voir la proposition [1.16]) que, pour tout £ € R", cette fonction
coincide avec la fonction

1
—52l&?
Z e 2 également holomophe sur {z € C|R(z) > 0}.
RTL
lorsque z décrit R* . On déduit du théoréme des zéros isolés que ces deux fonctions
holomorphes coincident sur 'ouvert connexe {z € C | R(z) > 0}. O

Démonstration. (du théoréme) Appliquons a chaque membre de I’équation de schodinger
la transformation de Fourier partielle en la variable x. Ainsi, d’aprés la proposition [I.2]]

1
10, E, + §|§|2En = i0—o ® 1 dans S'(R x R™),

supp(E,) C Ry x R™.

- . . -l
Multiplions chaque membre de 1’équation ci- dessus par (¢,&) — e 2 qui est une

fonction de classe C'™° a croissance polynomiale ainsi que toutes ses dérivées. On trouve
que

1 1
5itlel? Sitlel?

1
i0; | e2 7 E,| =e2 (i(‘)tEn+§|§|2En>

Sitlgl?

=ie2 0o ®1=1i0o®1 dans S' (R x R").

Cette relation, jointe a la condition portant sur le support de E,,, équivaut au fait que

Sitlel?

e2 " E,=Hg: ®1 dans S'(R xR").
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- . ) —Satlg?
Multipliant chaque membre de cette égalité par la fonction (¢,&) — e 2 qui est de

classe C'° et a croissance polynomiale ainsi que toutes ses dérivées, on en conclut que
I'unique solution du probléme de Cauchy ci-dessus pour FE, est la fonction donnée par

—5itlel?

Eu(t,6) = Hay(le 2, (1,€) €RXR".

Cette fonction est mesurable et bornée ; la distribution E,, qu’elle définit est donc tempérée
sur R x R™.

En appliquant la transformation de Fourier inverse partielle en la variable x dans §’(R x R™)
a la fonction mesurable bornée FE, définie ci-dessus, on obtient donc une solution du
probléme de Cauchy d’inconnue E, en variables physiques. Il ne reste plus qu’a montrer
que E, est la limite de ES pour € — 0F. Pour tout € > 0, on a

i el
« (T 57 9 . 1\s
|EE(t, )| = R+( ) e 2(e2+ 1)t
V2m(e? +1)1/%¢
d’ot on déduit que
(52 + 1)n/2

J e S}
Donc Ef € L*(R,; L'(R™)) pour tout € > 0, ce qui entraine en particulier que E €
S'(R x R™).
D’aprés le lemme

1
=5 (e+i)tle?

EL(t,§) = Hre (t)e 2

de sorte que, par convergence dominée,
E;, = E, dans S'(R xR}) lorsque ¢ — 07.

Or la transformation de Fourier inverse partielle en la variable x est continue de §'(R x Rf)
dans S'(R x R?). On déduit de la convergence ci-dessus que

E; = E, dans S'(R xR}) lorsque ¢ — 07,

d’oul le résultat annoncé.
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Résumé

On présente dans ce mémoire quelques applications de la théorie des distribution pour
la résolution des equations aux dérivées partielles linéaires (EDP). Ce travail a été divisé
en trois chapitres dont le premier est consacré a présenter les propriétés de base de la
théorie des distributions ainsi le produit de convolution et les transformations de Fourier.
Dans le deuxiéme chapitre on donner un résultat d’existence et de régularité de la solution
des EDP linéaire dans I’espace des distribution. Dans le dernier chapitre on a construit des
solutions explicites au sens des distributions de quelques équations remarquables comme
I’équation de Poisson, de chaleur, des ondes...ect.
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