Département de Mathématiques

MEMOIRE DE FIN D’ETUDE
Présenté pour I'obtention du dipldme de Licence
Domaine : Mathématiques et Informatique
Filiere : Mathématiques

Spécialité : Mathématiques Appliquées

Par
1- Selikh Bilel
2-Bouaied Younes
3-Saadi Belgacem
Sujet

Le théoreme des restes chinois
et quelques application s

Dirigé par :

Mr. Ladjelat lahcene

Promotion:; 2014/2015




Remerciements

Je tiens a remercier ALLAH qui me donne la force
de faire ce modeste travail.

Je tiens a exprimer toute mes respecte a mes
parents, mes freres et mes soeurs qui m’ont toujours
encouragé.

Je tiens a remercier mon encadreur **Ladjelat
Lahcene**Qui me donne des orientations et les conseil
sur cet ouvre.

Nous remerciements vents a tous les professeurs de
départements de Mathématique.

Je ne saurais aussi oublier mes amis et mes collegues
en loin et proche, ainsi tous ceux qui ont participé
de loin ou de prés et qui nous ont aidé 1'élaboration
de ce mémoire.




¢/_M Y/

D pacal siall Jaadl 128 sl *
AR ) g Al o gy Ll Wiy ) ) BLEN e ) *
Mg s ) ng e IS A *

L s A Gy e A s Ll jed (e il (e I *

"‘_QJ.A..&* ;\.'\:ui GA‘" ;\.m.\j\ 'é.l:w.: L.AJ ei

Al e has, peall GuaY (o I Aol andi asa e ) *
B e Bl ) ol ZU soad M ae ) 8 Gl

angﬁin: ‘;;\
(A IS )
PRI 8 ) R (B AL aelall ) B 3] IS )
L4 Ul ) cileay ia ilel e S ) *
Ad el e, adel ge IS ) abuas 51 IS )







¢/_M 3//

D pacal siall Jaadl 128 sl *
AR A Jgua ) Al o0 Uil Uiy 5 ) G800 ) *
Al gy g Bl Qg g0 IS ) ¥
L jaa (8 G i e Al s Lila jed e i (e ) ¥
) A IS e Qi g A e ey 5 Al )

" sl Alg Ak ghaa ol oLl B
Alll o Jhay yeall ua¥ e S @chijmeﬁwé;\*
B Ao MR ) ol gl oA 28 ) (A GeY

n "ﬂ gﬁi": ‘;;‘

(A S A

CEVENENEPRE = YR PR SR T PR
—( S (5 —c Ll ‘\*"Bj,u-’\-‘;‘ S *

cad Ul ) clay s el e JS ) ¥

g e 5




¢/_M Y/

D pacal siall Jaadl 128 sl *
AR ) J g ALl o gy Ll Wiy ) ) BLE e ) *
Ay g il g e IS ) ¥
L s B Gy e ALl s Ll e (e il (e I
"3 g B i ‘;Ai": el 3w ) ?i
Al e has, yeall GuaY (o I Aol andi asa 0 ) *
sl o Jadl ) zUs g ad () ae ) (S e
||mi Lﬁi": LA;‘
(Sl S ) *
R OE ] P WP PEN WS RS PEN I E PN R [t PEN g (g
A Ul ) clliay s iiled e JS ) *
AdelY (e, 48 el e IS () aloa &1 JS ) *




Histoire de le théoréme des restes chinois:

On racontre que, dans la chine ancienne, les régiments compataient
1000 soldats. Pour si un régiment était au complet, on faisait aligner
les hommes par rangs de 7, puis de 11 et enfin de 13.
Si, dans les trois cas , il manquait 1 homme pour que le derniére rang soit

rempli, on en déduisait que le régiment était au complet.

Cette méthode s'appuie sur le bien nommé théoréme des restes chinois

dont I'étude fait I'objet de ce mémoire.




Introduction:

Dans ce travail, on s'intéresse au théoréme des restes chinois dans
un anneau commutatif quelconque (pas nécessairement Z) et ainsi
quelques applications.

Dans le premier chapitre, on cite quelques notions préliminaires
concernant les anneaux, les idéaux, les anneaux quotient, et les idéaux
premiers et maximaux.

Dans le deuxieme chapitre, on étudie 'homomrphismes,
I'isomorphismes, les idéaux étrangers et le théoréme des restes
chinois.

Finalement, dans le troisieme chapitre ,on a appliqué le théoreme a la
congruence et l'interpolation de Lagrange.
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Chapitre 01:

Notions Préliminaires Sur Les Anneaux



1.1) Rappels sur Les groupes:

1.1.1) Structure de groupe

Définition 1.1.1.1:
un groupe est un ensemble G muni d’une loi interne

GxG— G, (z,y)—ay=1xy

1) qui est associative Nx,y,z € G,x(yz) = (vy)z,

2) admet un élément neutre e: Y € G, xe = ex = x,

3) et tout élément x du groupe G admet un inverse (ou symétrique) y :
Vee G, dJye G, zy=yzr =e,

cet élément est alors unique, on le noté x=1.

En outre le groupe G est dit commutatif s’il vérifie également la condition
suivante : Vax,yeqG, Ty = yx.

Remarque 1.1.1.2: On prend souvent une notation additive
pour la loi d’un groupe commutatif , la loi s’écrira alors

(,y) — x +y,
I’élément neutre sera noté 0 et le symétrique d’un élément x sera
noté —x.

Exemple :
L’ensemble Z muni de 'addition est un groupe commutatif .
il est de méme pour Q, R, C muni de I'addition.



1.1.2) Sous-groupes

Definition 1.1.2.1:
si G est un groupe, un sous-groupe de G est une partie H de G vérifiant
les trois conditions suivantes :
SG1) e € H,
SG2) Vx,y € Hyxy € H,
SG3)Vre Hyx ' € H.
alors H est un groupe pour la lot induite
HxH— H, (hl,hg) o hlhg
Exemple :
si G est un groupe, G et {e} sont des sous-groupes de G.

Exemple :

Si (H;)ier est une famille des sous-groupes d’un groupe G, alors
I'intersection N;c; H; est un sous-groupe de GG. En particulier,
si X est une partie de GG, 'intersection des sous-groupes de G
contenant X, est un sous-groupe de GG. C’est le plus petit sous-groupe
de G contenant X, on I’appelle le sous-groupe de G engendré par X.
On notera (X) le sous-groupe engendré par X

1.2) Les Anneaux:

Définition 1.2.1:
Soit A une ensemble muni de deux lois de composition interne notées” + 7
et 7 -7.0n dit que A est un anneau si
1) (A,+) est un groupe abélien
2) Laloi 7 -7 est associative
3)Va,b,ce A, ona: a(b+c)=ab+acet(a+b)c=ac+bc
Si de plus la loi 7 -7 est commutative, A est dit commutatif et
si (A,-) posséde un élément neutre (noté 1), A est dit unitaire.
Si de plus (A\{0},-) est un groupe abelien A est dit un corps.

Exemples :

1) (Z,+,-) est un anneau.
2) (Q,+,-)est un corps.
3) (R,+,-) est un corps.



Définitions 1.2.2:
Soit A un anneau et a € A.
On dit que a est inversible si il existe b € A tel que ab = 1.
On dit que a est diviseur de 0 si a # 0 et il existe b # 0 tel que ab = 0.

Proposition 1.2.3: Soit A un anneau non nul. L’ensemble A* des
éléments inversibles de A est un groupe pour la multiplication de A.

Démonstration :

- AX # ¢ car 1€ A*

- soient x,y € A* jalors xy lyz~! =1, alors xy~ ' € A* .

Donc A* est un groupe pour la multiplication.

L’ensemble A* | muni de la multiplication, s’appelle le groupe multiplic-
atif de ’anneau A ou encore le groupe des éléments inversibles de ’anneau

A.

Exemple :

7% ={1,-1},Q0% =Q — {0} ,R* =R — {0} et C* = C — {0}.

Remarque 1.2.4:
1 est toujours un élément inversible .
D’autre part il est aisé de voir que si a est diviseur de 0 alors
il n’est pas inversible.
On note A* I'ensemble des éléments inversibles.

Définition 1.2.5:

On dit qu’'un anneau A est intégre ou est un anneau d’intégrité s’il est
non nul, commutatif et s’il ne posséde pas de diviseurs de zéro.
Autrement dit l'anneau A est intégre si la relation ab = 0 implique a = 0

ou b=0.

Définition 1.2.6:
Soit A un anneau et B C A. On dit que B est un sous-anneau si
1) 1eB
2) Ya,b€e B,a—beB
3) Ya,be€ B,abe B



Définition (morphisme d’anneaux) 1.2.7:
Soient A et B des anneaux et f : A — B une application.
On dit que f est un morphisme d’anneauz si :
1) Va,be A, f(a+0b) = f(a)+ f(b)
2) Ya,b e A, f(a.b) = f(a).f(b)
3) f(14) = 1p.
Si de plus f est bijective alors on dit que f est un isomorphisme.

1.3) Idéaux:

Définition 1.3.1:

Soient A un anneau et I C A. On dit que I est un idéal de A si :
1) (I,+) est un sous-groupe de(A,+)
2)Vae A,V el, axel, zael

Proposition 1.3.2: Soit A un anneau commutatif et I une partie non
vide de A.
Alors I est un idéal de A si et seulement si Vx,y € I et Va € A,

x+ayel.
Démonstration :
=) : évident

<)

- Pour a = —1, on a pour tout xz,y € I,z —y € I. Donc, (I,+) est
sous-groupe de A.

- Pour x =0, on a pour tout a € A et tout y €I, ay € I.

Ainsi I est un idéal de I.

Remarque 1.3.3:
{0} et A sont des idéaux de A
Si [ est un idéal différent de A, on dira que c’est un idéal propre.



Définition 1.3.4: (idéal engendré)

Soient A un anneau commutatif et S une partie non vide de A.Il
existe des idéaux de A contenant S (par exemple A lui-méme).
L’intersection de tous ces idéaux est un idéal de A contenant S et c’est
le plus petit, au sens de l'inclusion.On 'appelle l’idéal engendré par S.
On le note < S >. Un idéal engendré par une partie S finie est dit
de type fini.

Plus généralement, soit S une partie non vide de A. On a :
< S >={z/3Ir € N,Jay,.....a, € S,3xq,...... ,x €A
avec T = a1 + ... + @, T, }.

Proposition 1.3.5:
Soient A et B des anneaux et f : A — B un morphisme d’anneaux.
On a :

1) f(A) est un anneau.

2) Si J est un idéal de B, f~'(J) est un idéal de A en particulier ker(f)
est un idéal de A.

3) Si I est un idéal de A alors f(I) est un idéal de f(A), donc de B si
f est surjective.

4) Si A est un corps alors f est injective ou f = 0.



Opérations sur les idéaux 1.3.6:
(a) Soient I, J deux idéaux de de A. Leur somme

I+J={x+y | zel,yeJ}

est le plus petit idéal de A contenant I et J.
La somme d’une famille d’idéaux (I, )acs est formée par toutes
les sommes finies

Z[“ = {Zxa,wa € 1.}
ael’ ael

ol x, = 0 sauf un nombre fini de o € T".
(b) L’intersection ensembliste

NI
ozel"a

d’une famille d’idéaux (I,)aer est toujours un idéal de A.
(¢) Le produit
L -Iy-....- 1,

d’un nombre fini d’idéaux est 'idéal engendré par :

{z1 29wy |21 €20 €Iy, .y, € Iy}

En particulier, I'idéal I™ est engendré par :

{zy 29 .-y |21 ,20€ 1, .., €I}

Exemple :
SiA=27Z,1=(m),J = (n), alors
I+ J=(pged(m,n)), INJ = (ppcm(m,n)), 1.J = (mn).



1.4) Anneau quotient :

Soit A un anneau et I un idéal de A. Le groupe (A, +) étant abélien et
I étant un sous-groupe de A, on peut regarder le quotient (A/I,+) qui
est un groupe abélien.

Définition et proposition :
Soit A un anneau et I un idéal, on appelle anneau quotient A sur I
Uensemble A/I muni des lois "+ "et "-" héritées de A.

Ceci est un anneau et la surjection canonique de A dans A/l
est un morphisme d’anneauz.

1.4.1)Idéaux premiers :

Définition 1.4.1.1: un idéal I d’un anneau A est premier si seulement
st l’anneau quotient A/I est intégre.

Exemple :
dans Z, I'idéal (a) = aZ est premier si seulement si a = 0 ou a est premier

Proposition 1.4.1.2 : Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) I est un idéal premier de A ,
(i) [ £ A et V(a,b)eAxAona:abel=acloubel.

Démonstration :

(1) = (ii) : soit I un idéal premier de A. A/I est différent de {0}
donc I # A. Sia.b € I alors a.b =0 dans A/I soit @

ou b est nul car A/I est intégre donc a ou b appartient & 1.

(i1) = (i) : comme I # A, A/I# {0}. D’autre part :
ab=0<abel = a oub appartient & I < @ ou b est nul et
donc A/ est intégre.



1.4.2)Idéaux maximaux:

Définition 1.4.2.1 : un idéal I d’un anneau A est maximal si
seulement si ’anneau quotient A/I est un corps.

On a donc 'implication : [ idéal maximal = I idéal premier.
La proposition suivante donne une caractérisation des idéaux maximaux
d’un anneau :

Proposition 1.4.2.2: Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) I est un idéal maximal de A ,

(i1) I # A et si J est un idéal de A distinct de A tel que I C J,
alors J =1 (autrement dit I est maximal pour l'inclusion parmi
les idéaux propres de A).

Démonstration :

(4) = (ii) : soit I un idéal maximal de A, A/I est différent de {0}

donc I # A. Soit J un idéal de A distinct de A tel que I C J.

Si I est distinct de J considérons x € J —I. On a T # 0 donc T

est inversible (car A/I est un corps) : il existe y € A tel que

7.7 = 1doncilexiste z € I telque z.y =1+ 2z s0it 1 = 2.y — 2

d’ou 1 € J et on aurait J = A contrairement & I’hypothése. Donc J = I.
(i4) = (i) : si T appartenant & A/ — {0} onaxz ¢ I.

L’idéal I + (x) engendré par I et = contient strictement I donc il est égal
a A par hypothéses. Par conséquent il existe z € [ et y € A tels que
1=z+xydoul=72ZyetT est inversible dans A/I. Comme A/I est
non nul car A # I c’est donc un corps et I est un idéal maximal de A.
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Chapitre 02:

Théoréme des Restes Chinois
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2.1)Théoréme d’isomorphisme d’anneau:

Théoréme 2.1.1:

Soient f: A — B un morphisme d’anneaux, © le morphisme canonique
de A sur A/ker(f) et j Uinjection canonique de f(A) dans B.Alors
il existe un isomorphisme unique f de l’anneau-quotient A/ ker(f) sur
le sous-anneau f(A) de B tel que f =jo f o .

Théoréme 2.1.2 : (Théoréme d’isomorphisme).

Si f: A— B est un morphisme d’anneau,alors :
A/Ker(f) = Im(f)

(=~ désigne un isomorphisme d’anneaux).

Démonstration :
Décrivons cet isomorphisme, noté f : on pose f(@) = f(a).Il faut vérifier
que cela ne dépend pas du représentant choisi pour la classe de a :
a=b=a-be Ker(f)= fla—b)=0= f(a) = f(b)
F@+8) = fla+b) = fla) + F(b) = F(@) + (D)
idem pour le produit et pour I'image del 4/ye; s : ¢’est bien un morphisme
d’anneaux. Il est surjectif par choix de I’ensemble d’arrivée, et injectif
car son noyau est I’ensemble des a pourtous les a € Kerf,
c’est donc {0}.

Théoréme 2.1.3: (Premier théoréme d’isomorphisme)

Soient f: A — A" un morphisme d’anneaux le noyau ker f est un
idéal de A , son image Im [ est un sous-anneau de A’ et 'on obtient
par passage au quotient un isomorphisme f Alker f — Im f,

d’ou le diagramme commutatif

A — A
f

pl i
Alker f --» Imf
f

dans lequel i désigne l'inclusion de Im f dans A'.

12



Démonstration:

Encore une fois, seules les propriétés relatives a la multiplication restent
a démontrer. Nous prouverons simplement que ker f est un idéal de A,
et Im f un sous-anneau de A’.

On sait déja que ce sont des sous-groupes. Si x € ker f et a € A.

on écrit :

[ (ax) = f(a)f(z) = f(a)0a = 04 = ax € ker f

Siy,y €Im f,on écrit y = f(x) , y = f(z'),d’ou :

yy' = f(x)f(2') = f(za’) € Im f.

Enfin, par définition d’'un morphisme d’anneaux, 14 = f(14) € Im f .

Exemple :
Soit f : P +— P(i) le morphisme de Z[X]| dans C tel que X + i.
Puisque % = (—1)P € Z et que 1*’*1 = (—1)Pi € Zi son image est
le sous-anneau

Z[i| ={a+bi|abeZ}
de C : c’est 'anneau des entiers de Gauf}. Son noyau est égal a
< F > avec =2+ 1.

En effet, pour tout P € Z[X], la division euclidienne P = QF + R

est telle que Q, R € Z[X] et degR < 2. Si P est dans le noyau,c’est-a-dire

si P(i)=0ona R(i) =0, donc R =0, et 'on voit que P € < F >.

Du premier théoréme d’isomorphisme on déduit donc I’'isomorphisme d’anneau:
2 ~7Z[X] | < X2+ 1> .

2.2) Idéaux étrangers:

Définition 2.2.1:(Produits d’idéaux de A)

1) Soient I, ...., 1, des idéaux de A, non nécessairement distincts. On
note I - - - I, lidéal engendré par les produits xy - - - ,,, o x; € I; pour
j=1,....m. C’est I’ensemble des sommes finies de tels produits.

2) On observe que si chaque I; est principal, c-a-d, I; = (a;), alors

Iy - - - I, est lidéal engendré par ai--ayy,.

3) Si I, ..., I, sont tous égaux a I, on obtient l’idéal I™, formé des
sommes finies arbitraires de produits de m éléments de I :

]m:{le---xm Jr; €1}

13



Remarque 2.2.2:

1) On prendra garde que, en général, I est stictement plus grand
que l'idéal engendré par les puissances m-iémes d’éléments de I.

Par exemple, si A = k[X,Y] et si [ est 'idéal engendré parXet Y,
alors I? est engendré par X2, XY et Y2, et XY n’est pas un carré.

2) On a toujours [y - - - I, C Iy N---N1I,, et I'inclusion est en général
stricte (prendre, par exemple, I; = (a), pour tout j).

Soient Iy, ..., I,, des idéaux de A. On note I; + - - - + I,, I'idéal formé des
sommes z1 + - - -+ Ty, ou x; € I; pour j =1,...,n.

Définition 2.2.3 : (Idéaux étrangers).
Soient I, ...., I, des idéaux de A.

1) On dit que I, ....,I,, sont étrangers (ou « premiers entre euzr » )
silon ali+1Iy+..+1,=A.
2) On dit que I, ...., I, sont étrangers deuzx & deux si I, et I, sont

étrangers, pour tout r # s.

Remarque 2.2.4 :

On prendra garde a ne pas confondre ces deux notions. Si n > 3,
la deuxiéme condition est beaucoup plus forte que la premiére ! Pour
éviter les confusions, on dira parfois dans le premier cas que Iy, ...., I, sont
étrangers « dans leur ensemble » .

Lemme 2.2.5:
On suppose que I est étranger o Jy,...., J,, (on ne suppose pas
les J; nécessairement distincts). Alors I est étranger a Jy, ..., Jp.

Démonstration :
Par hypothése, il existe, pour ¢ = 1, .....,m , des éléments
x; €1 et y; €1 tels que x; +y; = 1. Alors
m
1=1

et en développant ce produit on obtient le terme y; - - - ¥,
qui appartient & J; - - - J,,, , et une somme de termes qui contiennent
au moins un x; donc appartiennent & I . Ceci prouve le lemme.

14



Corollaire 2.2.6 :
Supposons I, ...., I, étrangers deuz o deux, et soient my,..,m,

des entiers > 1.

2) I™, ..., I sont étrangers deuz o deux.

3) Posons, pour k=1,....,n,

Ji = H];-nj, alors Ji+ ...+ J,=A,
ik

c-a-d, Jy,...., J, sont étrangers « dans leur ensemble » .

Démonstration :
Dans 1), il suffit de montrer 'inclusion D, puisque l'autre est évidente.
On va prouver les assertions 1) et 2) par récurrence sur n. Supposons
d’abord n = 2.
Par hypothese, il existe 1 € I; et x5 € I5 et tels que x1 + xo = 1.
Alors, pour tout a € I; NIy , 'on a :
a=a-1= ary + axrg € [1]2,(1’011 ]1]2 = ]1 N [2.
D’autre part, d’aprés le lemme précédent, I; est étranger a 52,
puis 13" est étranger a I;"*, ce qui prouve 2) dans le cas n =2 .
Supposons n > 3 et les deux assertions établies pour n—1. Par hypothése
de récurrence, IbN....N 1, =I5----1, , et, d’aprés le lemme, cet idéal est
étranger & I;. On a donc

Lhn.nlh,=hHn(s.I,)=1 I - I,
ce qui prouve 1). D’autre part, par hypothése de récurrence, 15", ...., I;™
sont étrangers deux a deux. De plus, d’aprés le cas n = 2, chaque I;'™*
est étranger I7" avec I7™ . L’assertion 2) est démontrée.
Démontrons 'assertion 3). D’abord, 7™, ..., I sont étrangers
deux a deux, d’aprés I'assertion 2). Donc, sans perte de généralité,
on peut se limiter au cas ou my = 1 pour tout k .
Pour chaque k , I et Ji sont étrangers, d’aprés le lemme 2.3 |
donc il existe xy € I et yp € Ji tels que 1 = xp + yi.

On obtient donc
n

k=1

15



Développons le produit : les termes qui contiennent un y; appartiennent
a Jyetdonca Ji+- - - +J,; le seul autre terme est x;- - - x,., qui appartient
a J pour tout k.

Ceci montre que 1 € Ji+- - - +J,., ce qui termine la preuve du corollaire.

Remarque 2.2.7:
On voit facilement que si un idéal premier P contient un produit d’idéaux
J1 - -Jr,alors il contient I'un des j;.

2.3) Le théoréeme des restes chinois:

Définition 2.3.1: (Produits d’anneaux):

Soit (A;)ier une famille d’anneauz. Le groupe abélien Hiel A; est
muni d’une structure d’anneau, ot la multiplication est définie coordonnée
par coordonnée :

(ai)iel'(bi)ielz (aibi)z’el
L’élément neutre, noté 1, est la famille (a;);er telle que a; = 1 pour tout
i€l. Sil estfini, disons I ={1,...,n}, cet anneau se noté

Ay x - X A, .

Théoréme 2.3.2 :

Sotent pq, ..., p, des entiers premiers entre eux deux o deux.
Alors en tant qu’anneaux, 7./ p1pa...pn = Z/p1Z X ... X L/pyZ.
Inversément , si Z/pips...pn = L/D1Z X L/poZ X ... X L] p,Z
alors les nombres pq, ..., p, sont premiers entre euxr deur o deuz.

Exemple : Z/67Z ~ 7./27 x 737

Corollaire 2.3.3 :
Soient py, ..., pn des entiers premiers entre eux deux ¢ deu.
Alors en tant que groupes,

(Z)p1p2...Dn)* = (Z)p1Z X L] pose X ... X L] ppZ)*.
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Théoréme 2.3.4:(théoréme des restes chinois)

Soient A un anneau, et (I;); = {1,...,n} des idéaux vérifant :
Vi,je{l,..,n}, i #j= 1+ 1; = A. Alors

A/ I — A/} X -+ - x A/I, est un isomorphisme.

Démonstration : On note 7; la surjection canonique de A sur A/I;.
Le morphisme f: A — A/I} x ---x A/I, défini par
f(z) = (m1(x), ..., m(x)) est surjectif grace.
Calculons
kerf ={x € A, tel que m;(x) = 0 pour tout i =1, ...,n}
={x € Atel que z € I, pour tout i =1,...,n} =N, 1.

Théoréme 2.3.5 : Soit A un anneau commutatif et soient I, et Iy deux

idéaux étrangers de A. Soient a et b deux éléments de A donnés

arbitrairement (les restes). Alors il existe © € A tel que l'on ait :
r=amodl; et x=0>bmod Is.

Démonstration :

Onal,+I,=Adoncilexistea€ [y et € [ telsque l =a+ [,
soit alors z = af 4+ ba: et montrons que x a les propriétés requises :
on az =af mod I (car @ ,donc b , est dans ;) ,ou f=1—a
d'ot z =a(l — a)mod I , soit x = a — ac = amod I (car ax € I).
De méme, x = bamod I5, soit de facon analogue,
r=b(1—-0)=b—0b5=0bmod L.

Corollaire 2.3.6 :

Soient I, ....I,, n > 2, des idéaux de A, étrangers deux & deux
(i.ed; + I; = A, pour tout i, j =1,...n,i# j). Soient ay, ..., a, des
éléments quelconques de A. Alors il existe x € A tel que l'on ait
x = a;mod I;, pour tout i =1, ....;n.
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Chapitre 03:
Quelques applications
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3.1) la congruence:

Théoréme 3.1.1:
soit myq, ....,m, des entiers premiers deux & deux
(i.e,(m;,m;) =1 sii#j) et ay,....,a, des entiers quelconques .
Alors il existe un entier x tel que
x = a;(modmy)
r = ag(mod msy)

x = a,(modm,.).

De plus , si x et x' sont deux entiers qui sont solutions de ce systéme
de congruence, alors

r = z'modM
ot M =mimsy---m,
Réciproquement, si x est une solution et x = x'(modM) alors =’ est aussi
une solution .

Définition 3.1.2 :
Soit a et b deux entiers relatifs. On dit que a est congru a b modulo n
si a — b est un multiplede n. Cette propriété se note a = b[n|.

Remarque 3.1.3 :
Deux nombres sont congrus modulo n si et seulement si ils ont le méme
reste dans la division euclidienne par n.

Proposition 3.1.4:
La relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence.

Démonstration :
1) Réflexive: car a = a[n| . En effet a — a = 0 est un multiple de a.
2)Symétrique : Si a = bln| = a — b est un multiple de n = b — a est
un multiple de n = b = a[n]
3)Transitive : Si a = bn| et b = c[n|alors 3k, k' € Z tels que a — b = kn
etb—c=kn=a—c=(k+k)n=a=cn]

19



Définition 3.1.5:
Sotent a,b € Z. On dit que a est congru a b modulo n si a — b est
un multiple de n, i.e.3k € Z, a — b = kn .On note a = b[n|

Théoréme 3.1.6:
La relation de congruence est compatible avec les lois usuelles + et X.
Autrement dit :
- Sia=bln| et ' =Vn| alors a+a =b+ V'[n]
- Sia=bn| et ' =V[n| alors a —a' =b—V[n]
- Si a=bln| et a’ =Vn| alors aa’ = b [n]
- Si a = bln] alors a* = V*[n|,k > 1 (se montre par récurrence sur k)

Démonstration :
Montrons seulement les points 1 et 3.
1 Sia=b[n] et o’ =[n] alors Ik, k' € Z tels que a — b = kn
et a' —b =Fkn.
En les ajoutant on trouve : (a+a’)—(b+V') = (k+k')n = a+d’ = b+V'[n]
3 Sia=b[n]etd =0V[n]alors Ik, k' € Z tels que
a—b=rkn x a a a —ba' = knad
a—bt=>Fkn X b a'b—b'b=k'nb
En les ajoutant membre & membre on trouve : aa’ — bb' = n(ka’ + k'b) =
aa’ = bb'[n]

Remarque 3.1.7:
On ne peut pas simplifier une congruence comme une égalité.
2a = 2b[n] & a = bln|.
Par exemple, 16 = 20[4] mais 8 et 10 ne sont pas congrus modulo 4.

Théoréme 3.1.8:
a = b[n] si et seulement si a et b ont le méme reste dans la division
euclidienne par n.

Démonstration :

Si a = b[n] alors 3k € Z tel que a — b = kn soit a = b + kn.

Si r est le reste de la division euclidienne de a par n et ’celui de b par n,
ona:a=qgn+retb=gn+1r avec0<r<net0<r <n. Ainsi :
an+r=qgn+r +kn=r—r" =n(k+q —q). ndivise donc r —r/, et
comme |r — 7’| <nonr—71" =0soit r=1".
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Réciproquement, sia =ng, +r et b=nqgy +r avec 0 <r <n, on a
a—b=n(q — q), alors a — b est un multiple de n = a = b[n].

La relation de congruence ( et 'ensemble Z/nZ que 1’on verra plus loin)
permettent de simplifier les calculs a « un multiple de n prés ».

Exemple d’application 3.1.9:

Les congruences sont tres utilisées dans le domaine de I'arithmétique.
calcul de reste : Trouver le reste dans la division euclidienne de 7077277
par 11.

07721 =427 =4 x (43)2 =4 x 992 = 4 x 410 = 4 x 52 = 20 x 25!
=9x31=2Tx9=5x9x812=1x4%=16 = 5[11]
Le reste vaut 5

3.1.1) Anneau z/nz :

Définition 3.1.1.1:
On appelle classe d’équivalence de x € Z modulo n, noté T ,
Uensemble T ={y € Z | x = y[n|} = = + nZ.

Remarques 3.1.1.2 :

r=ynleT=7

i1) T est I’ensemble des entiers dont le reste de la division euclidienne
par n est égal a x.

Définition 3.1.1.3:
L’ensemble quotient de Z par la relation = de congruence modulo n est

[’ensemble des classes d’équivalences pour la relation =.
On ne note Z/=n) = Z/nZ

Théoréme 3.1.1.4:
Z/nZ =1{0,1,...,n—1}

Démonstration :

Soit ,x € Z on fait la division euclidienne de x par n : 3(q,r) € Z?
telquex =ng+r O0<r<n=z—r=ng=2=rn|

et r ne peut prendre que les valeurs 0,1,2,...,n — 1.

Donc Z/nZ C {0,1,...,n — 1}.La réciproque est triviale.
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Propriété 3.1.1.5:
Les classes d’équivalences de ’ensemble Z/nZ forment une partition
de Z.

Théoréme 3.1.1.6:

On peut définir sur Z/nZ une loi interne + définie par : T+y = x + y
Par cohérence avec la loi + usuelle, on notera +au lieu de + .
On a alors que l’ensemble (Z/nZ,+)est un groupe abélien.

Démonstration :
Il faut montré que la loi ” +” est bien définie, i.e. qu’elle ne dépende pas
du représentant choisi. En effet, si T = 2/ et § = 3/ alors x = 2'[n] et
y=y'n]. Ainsiz+y=2"+y[n]=>2+y=2"+7v.

De plus la loi ” 4+ "est commutative, associative, posséde comme élément
neutre 0 et tout élément T posséde un symétrique qui est —z .

Remarque 3.1.1.7:

(Z/nZ,+) est un groupe monogene engendré par 1, comme il est fini
on dit qu'il est cyclique.On pourrait étudier le groupe ((Z/nZ)*, x) ,
c’est un groupe de cardinal ¢(n) ou ¢ est I'indicatrice d’Euler.

Théoréme 3.1.1.8:
On définit une loi interne noté «-» dans Z/nZ par : T-§=T -y
On a alors que (Z/nZ,+,-)est un anneau unitaire commutatif.

Démonstration :

On montre que cette loi ne dépend pas du choix du représentant choisi
comme pour le théoréme précédent. De plus il est facile de vérifier que
cette loi est associative, distributive par rapport a la loi +,

est commutative et admet pour élément neutre 1 .

Remarque 3.1.1.9:
Cet anneau n’est pas forcément intégre. Par exemple dans Z/4Z on a
Tx 3—d—0ct2+£0.
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Définition 3.1.1.10:
T € Z/nZ est inversible s'il existe § € Z/nZ tel que T -y =1

Théoréme 3.1.1.11 :
Soit T € Z/nZ, T #0 . Alors T inversible <= pged(z,n) = 1.

Démonstration :
7 inversible dans Z/nZ < 3y € Z/nZ tel que T -5 = 1
& JyeZ/nZtelqueT-y=1
& Jdy € Z/nZ tel que xy = 1[n]
< dy,k € Ztelsque xy — kn =1
< peged(z,n) =1 par le théoréme de Bézout.

Théoréme 3.1.1.12:
T inversible dans (Z/nZ,+,-) < T engendre (Z/nZ,+)

Démonstration :

Tlest générateur de (Z/nZ,+), on note < = >= {kT | k € Z}

Il faut montrer que 7 inversible dans (Z/nZ,+,-) < 1 €< 7 >
le<z>a3IdImeZtel quemz =1

< dm € Z tel que mx = 1[n]

& dm,q € Z tels que mx —ng =1

< pged(x,n) =1 (par le théoreme de Bézout)

& T inversible dans (Z/nZ,+, -) (par le théoréme précédent)
Finalement on a montré que :

pged(z,n) =1 < T inversible dans (Z/nZ, +, -) < T engendre (Z/nZ,+)

Corollaire 3.1.1.13:
(Z/nZ,+,-) est un corps si et seulement si n est premier.

Théoréme 3.1.1.14 :
St m et n sont deux entiers premiers entre eut, il existe
un isomorphisme d’anneaur de Z/mnZ dans Z] mZ X 7] nZ
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Démonstration :
On part de ¢ : Z — Z/mZ X Z./nZ
x— (T™,T")
¢ est un morphisme d’anneaux : p(z + ) = p(z) + p(y) ;
p(zy) = p(@)py) ; ¢(1) = (1,1) , x € kerp & v =0[n] et 2 = 0[m] &
3 a, Btels que z = an = fm Comme pged(m,n) = 1 on en déduit par
le théoréme de Gauss que m divise «, Ju tel que o = mpu.Ainsi
x = (mn)u et donc x € mnZ. ker p = mnZ
On sait qu’on a un isomorphisme entre Z/ ker ¢ et Im ¢,
Z/mnZ — Im @ C Z/mZ x Z/nZ et par cardinalité on en déduit que
Imyp =Z/mZ x Z/nZ.

Applications :

Application 1 :
A la recherche d’inverses :
Trouver 'inverse de 16 dans Z/19Z
pged(16,19) = 1 donc l'inverse de 16 dans Z/197Z existe bien
7.)19Z = {0,1,...,18} car 19 est premier.
Soit T I'inverse de 16 dans Z/19Z, on a
7-16=16-7 =1« 160 = 1[19] &
dy € Z,16x — 19y = 1.L’ensemble des solutions a
cette équation est S = {(19k + 6,16k +5) | k € Z}
Nous on cherche seulement le x qui est dans S
et qui est dans Z/19Z.
La solution est donnée pour K = 0 et on trouve que :
T=16 ' =6 dans Z/19Z
En fait toutes les valeurs de K marchent mais apreés il faut trouver
un représentant irréductible.

Application 2 :

Probléme de rangement, systéme de congruences

Pierre veut ranger sa collection de livres. S’il range les livres par 11 il en
reste 7, s’il les range par 26 il en reste 12.Combien Pierre a de livres dans
sa collection sachant qu’il en a moins de 2007

Soit x le nombre de livres dans la collection de Pierre. Il faut résoudre

r = T7[11]

le systeme : { = 12[26]
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Donc il existe u et v dans Z tels que : x = 11u + 7 et x = 26v + 12.
Il faut donc résoudre I’équation : 11u — 26v = 5.
11 et 26 sont premiers entre eux, le systéme de congruence admet donc
un solution = dont la classe modulo 11 x 26 = 286 est unique (théoréme
chinois) Z /2867 — 7. /117 x Z/26Z (isomorphisme)
on trouve que : S = {(26k — 35,11k — 15) | k € Z}
Finalement x = 11u+ 7 = 11(26k — 35) + 7 = 286k — 378.

x = 286k — 378
La solution au probléme est obtenue pour k£ = 2, Pierre a 194 livres dans
sa collection.

3.2) L’interpolation de lagrange:

la formule d’interpolation de lagrange:

soit k un corps commutatif ,a;(i = 1,n) n éléments distincts de k
(sii#j,q; # ;) et B;(i = 1,n) n élément

quelconques,distincts ou non de k.

proposons nous de determiner les polynomes f de A = k[z] telque
Flaw) = B, (i = T,m). -
introduction les idéaux principaux m; = (r — a;),i = 1,n .
on a m;+m; = A pour ¢ # j suivant
le théoréme des restes chinois, il existe f € A tel que f = (;(modm;),
c’est a dire tel que f(«o;) = 5,

n

posons g;(z) = H (;:—_a)
1=0 "
i F£ ]
on a g;(z) = I(modm;) et
g; = 0(mod m;) pour i # j
alors suivant le théoréme des restes chinois:
f = B191+B592+...+ 5,9, Aot la formule dite d’niterploation de lagrange
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Exemple:
trouver le polynome de lagrange p,qui verifier les condition suivantes:

y 1 3 2 5
ps(r) = Zo )i

o Li(x
= (333 Jo+ Li(z) fi + La(z) fa + La(z) f3

B H (z—=;)

Lz(ff) — Z=2y=0

3
Hl_o(xz_zj)
Lo(z) = o 0 11))((960 :E32))(E)x 4?3)
— (23 — 822 + 19z — 12)
—xo)(z—x2)(x—23)
(1-0)(1-3)(1—4)
3 —Tz? + 12x)
—x0)(z—w1)(x—23)
—0)(3—1)(3—4)
x3 — 5% + 4x)
:pg)(m z1)(x—x2)
—0)(4— 1)(4 3)
3 — 422 + 31)

|>—‘A

—_
[\

h

i

—

8

N—

Il
Oy ’s?

h
[\
=
Il
8

ol _
/\ QJ

b{
w
—
ok
Il

ol=
/\’;g

donc:
pg( ) Lo(flf X1—|—L1< )X3+L2<I)X2+L3(I>X5
p3(x) = —32° + Ha? + Zo + 1.
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Résumé :

Dans ce travail, on s'intéresse au théoréme des restes chinois dans
un anneau commutatif quelconque (pas nécessairement Z) et ainsi
quelques applicationss.




Conclusion :

Dans ce travail, on s'est intéresse au théoreme des restes chinois
dans un anneau commutatif quelconque (pas nécessairement Z) et
ainsi quelques applications.

Dans le premier chapitre, on a cite quelques notions préliminaires
concernant les anneaux, les idéaux, les anneaux quotient, et les idéaux
premiers et maximaux.

Dans le deuxieme chapitre, on a étudie 'homomrphismes,
I'isomorphisme, les idéaux étrangers et le théoreme des restes
chinois.

Dans le troisieme chapitre ,on a appliqué le théoréeme a la
congruence et l'interpolation de Lagrange.
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