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0.1 Introduction

Aprés Uintroduction de la théorie des ensembles flous par Lotfi Zadeh[35], plusieurs
recherches ont été menées sur les généralisations de la notion d’ensemble flou.

Le concept de I'ensemble flou intuitionniste a été introduit par K.T.Atanassov[l]
en 1983 dans son article "intuitionistic fuzzy set" comme une généralisation de la
notion de I'ensemble flou, puis cette théorie & été développée par de nombreux auteurs
[9,11,12,....].

Les relations floues intuitionnistes, qui sont des sous-ensembles flous intuitionnistes
ce n'est qu'une partie de la logique flou intuitionniste, on s’interesse ici & ’étude des
ordres flous intuitionnistes.

Le but de ce mémoire est d’étudier quelques propriétés des relations d’ordres floues
intuitionnistes. La notion de "'antisymétrie" et la "transitivité" sont généralisées au
cas d’ordre flou intuitionniste, mais on note que plusieurs définitions de ’antisymétrie
et la transitivité dans ce cas ont été abordées par les chercheurs selon la qualité de
leurs objectifs, autrement dit quelques définitions sont fortes et autres sont faibles.

Le mémoire est subdivisé en quatre chapitres:

Dans le premier chapitre nous donnons les concepts fondamentales de la théorie
des sous-ensembles flous intuitionnistes; sa position par rapport a la théorie flou des
ensembles, les propriétés fondamentales des ensembles flous intuitionnistes et les régles
de calculs algébriques, les -coupes, produit cartésien et projection d’un sous-ensemble
flou intuitionniste.

Dans le deuxiéme chapitre on étudie les relations floues intuitionniste, "l’antisymétrie"
, "transitivité" et "la composition" de relation floue intuitionniste et ’ordre flou intu-
itionniste

Dans le troisieme chapitre on étudie les relations d’ordres floues intuitionnistes,
d’abord nous établirons quelques résultats qui nous permettent de construire des ordres
flous intuitionnistes de relation d’ordre flou, ensuite on donne un résultat consernant
les relations ordres flous intuitionniste définit sur les éspaces véctoriéls réeles qui sont
compatibles avec la structure des espaces vectorielles. Aussi nous caractérisons une

sous-catégorie des relations totales qui sont compatibles avec ’addition et la multipli-



cation usuels sur la ligne des réels.

Dans le quatriéme chapitre on entamera que chaque relation d’ordre flou intuition-
niste sur un ensemble non vide X peut étre extens & une relation d’ordre flou intuition-
niste totale sur X. Nous donnons un algorithme qui permet d’obtenir cette extension
linéaire dans le cas fini. Ce théoréme d’extension considéré comme une version flou
intuitionniste du théoréme de Szpilrajn [29]. Ainsi, on caractérise chaque ordre flou
intuitionniste sur un ensemble non vide X par I'intersection flou intuitionniste de ordres

flous intuitionnistes linéaires sur X qui les extent.



Chapitre 1

(Généralités sur Les sous-ensembles

flous 1intuitionnistes

Les ensembles flous intuitionnistes (en bréf EFIs)constituent une généralisation de no-
tion d’ensemble flou (EF) et ont été introduits par Atanassov en 1983 [1](1).

Dans ce chapitre, nous présentons le concept de base de sous-ensemble flou intu-
itionniste; sa position par rapport a la théorie des sous-ensembles flous et a la théorie
classique des ensembles, les propriétés fondamentales des ensembles flous intuitionniste

et les régles de calculs algébriques dans un ensemble flou intuitionniste.

1.1 Généralités sur les sous-ensembles flous

Avant d’entamer la définition de sous-ensemble flou intuitionniste on procéde & définir
I’ensemble classique et le sous-ensemble flou.

Définition 1.1.1(Ensemble classique) Un ensemble est une collection non ambigue
d’objets tous distincts, appelés éléments de ’ensemble.

Pour dire que a est un élément d’un ensemble A, On écrit a € A, dans le cas
contraire, on écrit a ¢ A.

Un ensemble peut étre écrit :

(1>[1] K. T. Atanassov, Intuitionistic fuzzy sets, VII ITKR’s Session, Sofia, june 1983, Deposed in
Central Sci. Techn. Library of Bulg. Acad. of Sc, 1984 (in Bulgarian).



En extension: On donne la liste de ses éléments, Par exemple: Si ay a9, as..., a,

sont les éléments de ’ensemble A, on écrit:
A={ay,as,as,...,a,}.

En compréhension: On donne la ou les propriétées qui caractérisent ses éléments.
Par exemple, si les éléments de 'ensemble B satisfaisant les conditions P, P, ..., P,

alors ’ensemble B est définie par :
B = {b / bsatisfait P, P, ..., P,}.

Dans ce cas, le symbole "/" implique le sens de « tels que ».
En Fonction caractéristique: Un sous-ensemble classique A de X est défini
par une fonction caractéristique x4 qui prend la valeur 0 pour les éléments de X

n’appartenant pas a A et la valeur 1 pour ceux qui appartiennent a A :

XA : X {07 1}

1 siet seulement si z € A
r o . .

0 siet seulement si x ¢ A

Soit X un ensemble (classique) de référence, un sous ensemble flou A de X est
défini par une fonction d’appartenance [35](1), qui associe & chaque élément x de X le

degré 4 (z) compris entre 0 et 1.
A={<wpuy(@)> [ oeX}

1.1.2 Opérations algébriques des sous-ensembles flous
On définit en théorie des sous-ensembles flous, les mémes notions qu’en théorie des
ensembles classiques.

Etant donné deux sous-ensembles flous A et B de X
o L’égalité

On dit que les deux sous-ensembles flous A et B sont égaux si leurs fonctions

d’appartenance prennent la méme valeur pour tout élément de X.

(1[35] L. A. Zadeh, Fuzzy sets, Information and Computation, vol. 8 (1965), 338-353.



A= Bssipy(r) =pg(x), Vo e X.
Si pg(x) # pp(x) pour certains éléments z, alors A # B
L’inclusion

Sipy(z) <pg(x), Voe X alors AC B.
Sipa(z) < pg(z), Vore X alors A C B.

ACB< ACBet A#B
Le Complément

Le complément A° d’un sous-ensemble flou A de X est défini comme le sous-

ensemble flou de X de fonction d’appartenance:pi e (z) =1 — py (x), Ve € X

L’intersection

L’intesection de deux sous-ensembles flous A et B de X est le sous-ensemble flou C,

que 'on note AN B, tel que:
Vo € X, po (2) = panp (z) = min {p,(z), pp(z)}.
min; désignant 'opérateur de minimisation.
L’union

L’union de deux sous-ensembles flous A et B de X est le sous-ensemble flou D, que

I’on note A U B tel que:

Ve e X, pup () = paup (2) = max{p,(2), pp(e)}-

max désignant 'opérateur de maximisation.



1.2 Généralités sur les sous-ensembles flous intu-

itionnistes

Le concept de le sous-ensemble flou intuitionniste a été introduit par K.T.Atanassov
[1]®comme une généralisation de la notion de I’ensemble flou.
Définition 1.2.1(Ensemble flou intuitionniste) [1] Soit X un ensemble de référence,

un sous-ensemble flou intuitionniste A (EF1I) de X est I’ensemble des triplets
[< a0 (@), va(2) > ) 7€ X}
Avec pi4(x),va (x) sont des applications de X dans [0, 1] vérifier la condition
0<pq(x)+valz) <1l

oy () représente le degré d’appartenance de x a A.

va (x) représente le degré de non-appartenance de = & A.

Définition 1.2.2 Soit X un ensemble de référence et soit A(EFI) de X on
appellons

ma(2) =1—py(x) —va(z)

indez intuitionniste de [’élément x dans ’ensemble A.

Exemples 1.2.3 cas fini

Soit X ={x,y,z}et Ay, As, A3 € (EF1s) données par:

Aj={<2,02,04 ><9,0,0.6 >< 2,0,0.9 >}

Ay={<2,0.1,0.7 >< 4,0.7,0.2 >< 2,0.3,0.6 >}

A3={<2,0.1,08 >< 4,0,0.8 >< 2,0.9,0.1 >}

1l est claire que:

0<pip, () Fva, () <1,0< py, (1) Fva, () S1et 0< py, (2) +va, (2) <1
Alors Ay, Ay et Az sont des EFIs de X.

(1)[1]]&(. T. Atanassov, Intuitionistic fuzzy sets, VII ITKR’s Session, Sofia, june 1983, Deposed in
central sci. Techn. library of Bulg. Acad. of Sc, 1984 (in Bulgarian).



Exemples 1.2.4 cas infini

1) Soit E I’ensemble de tous les pays dont les gouvernements sont élus.

Suppossons qu’on connait pour tous pays x € X, le pourcentage des élécteurs qui
ont voté pour le gouvernement correspondant, on la note par M (x) et soit p (z) = %
(le degré d’appartenance) et soit v (x) ; cette valeur correspondt a la partie des électeurs
qui n’ont pas voté pour le gouvernement, par la théorie des ensembles flous seulement,
nous ne pouvons pas considérer cette valeur dans plus de détails, ce pondant si on définie
v(x) (le degré de non appartenance) comme la valeur des voix accordées aux partie
ou les personnes extérieures le gouvernement, alors nous pouvons montrer la partie de
I’électorat qui n’ont pas voté du tout ou ceux qui ont donné mauvaise vote-papier et la
valeur correspondante sera w4 (x) = 1 — py, () — va (z) (le degré d’indétermination).

2) Soit X = [a,b] tel que a, b € R et a, 3 € R et soit A un sous-ensemble de X

définie par:

Osiz<a—aoub+f<x

lstia<z<b

fia () =
4 1+(“’”a;a) st a—a<zx<a
1—(’%"”) sib<x<b+f
\
( lsiz<a—aorb+p<x
Osta<z<b
va(z) =

L g a—a<zx<a

| ’”T_b sib<x<b+p
Alors A est un EFI de X.

En effet, il est claire que:0 < iy (z) + v (x) <1

Remarque 1.2.5 lorsque v4 (z) = 1 — uy (x) pour tout x € X ; A devient un

ensemble flou.



1.3 Opérations sur les sous-ensembles flous intu-

itionnistes

On définit en théorie des sous-ensembles flous intuitionnistes les mémes notions qu’en
théorie des ensembles flous ([1] [2] [4])V).

Etant donné deux sous-ensembles flous intuitionnistes A et B de X

Inclusion A < B

A< B & (Vo e E)(py(r) < pg () et (va(z) = vp (x))

Egalité A= B
A=B& A<Bet B<A
o Comlément de A

A= {(z,va(2), pa (1)) [x € B}

Ensemble vide

A=¢ S uy(r)=0etvy(x)=1

Intersection AN B

ANB ={<zmin(uy (z),pp(z)),max (va (x),vp(z)) > /z € E}.

Union AUB

AUB = {<z,max (puy (), pp(x)),min(va (z),vp(z)) > /x € E}.

(1] K. T. Atanassov, Intuitionistic fuzzy sets, VII ITKR’s session, Sofia, june 1983, Deposed in central
sci. Techn. Library of Bulg. Acad. of Sc., 1984 (in Bulgarian).

[2] K.T. Atanassov, Intuitionistic fuzzy sets, Fuzzy sets and systems,vol.20 (1986),87-96.

[4] K. T. Atanassov, Intuitionistic fuzzy sets, Springer-Verlag, Heidelberg, 1999.
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e Addition A+ B

A+ B={<, 1y (2) + pp (v) = pa (@) pop () ,va(v) vp (2) > [z € B}

e Multiplication A - B

A-B=A{<z,puy(x).ug(z),va(x) +vp(x)—va(x)vg(x)>/xze€E}.
Exemple 1.3.1
Soit X = {1,2,3,4,5} et soient A, B deux sous-ensembles flous intuitionnistes de
X donnée par:
A=1{<1,02,06><2,03,06 > <3,0505><4,05,03 >,<5,09,0.1 >}
B ={<1,06,02><20.8,02><3,0.8,01><4,09,01> <510 >}
Alors on obtient:
Ac={<1,0.6,0.2 >,<2,0.86,0.3 >,< 3,0.9,0.5 >,< 4,0.95,0.5 >, < 5,1,0.9 >}
AUuB={<1,06,02><208,02><3,08,01><4,09,01><51,0>}.
ANB ={<1,0.2,0.6 >,<2,0.3,0.6 >, < 3,0.5,0.5 >, < 4,0.5,0.3 >,< 5,0.9,0.1 >}
A+B ={<1,0.68,0.68 >, < 2,0.8,0.68 >, < 3,0.8,0.55 >, < 4,0.9,0.37 >, < 5,1,0.1 >} .
A-B={<1,0.12,0.68 >, < 2,0.24,0.68 >, < 3,0.4,0.55 >, < 4,0.45,0.37 >, < 5,0.9,0.1 >}

1.3.2 Noyau d’un sous-ensemble flou intuitionniste

Soit A un sous-ensemble flou intuitionniste dans 'univers X. le noyau d’un sous-
ensemble flou intuitionniste A dans X est un sous-ensemble ordinaire de X dont chaque
élément & un degré d’appartenance égale & 1 ou le degré de non-appartenance égale a

0. on note:

NA) ={zeX /uy(z)=1etva(x) =0}

"les éléments vraiment dans A", on le note aussi Noy (A).

11



1.3.3 Support d’un sous-ensemble flou intuitionniste
Le support d’un sous-ensemble flou intuitionniste est un sous-ensemble ordinaire
de X, dont chaque élément a un degré d’appartenance non nul et le degré de non-

appartenance différent de 1. on note:

Supp(A) ={z € X /ua(z) #0et va(z) # 1}

"les éléments qui y sont a des degrés divers".

Exemple 1.3.4

Soit X = [a,b] tel que a, b € R et a, f € R et soit A un sous-ensemble de X définie

par:

Ostz<a—aoub+p<zx

lstia<z<b

pa () =
4 1+(Ia;“) st a—a<z<a
1—(%’6) sib<z<b+f
\
( Osiz<a—aorb+p<zx
lsia<xz<b
va(z) =

‘%msi a—a<zr<a

z=b -
\ 7326<x<b+6

Le noyau de A est Noy (A) = [a, b] , et le support de A est Supp (A) = [a — a, b+ [].
Propriété 1.3.5
Le noyau et le support d'un sous-ensemble flou intuitionniste vérifient les propriétés

suivantes:

Supp (A)” = X — Noy (4)
Noy(A)* = X — Supp(A)

12



1.4 Représentation d’un sous-ensemble flou intu-
itionniste a partir des sous-ensemble ordinaires

En présence de connaissances imprécises représentées par les sous-ensembles flous intu-
itionnistes, plusieurs raisons conduisent & rechercher les sous-ensembles ordinaires qui

leur sont associés.

1.4.1 Les a -coupes associées a un sous-ensemble flou intu-
itionniste

A. Amroune et L. Zedam ont généralisé la notion de o -coupes et o -coupes strictes
pour les ensembles flous intuitionnistes.

Etant donné le sous-ensemble flou intuitionniste A de I’ensemble de référence X, on
choisit un seuil «a entre 0 et 1. on construit le sous-ensemble ordinaire A, de X associé
a A pour ce seuil.

Définition 1.4.1.1 [37]Y) Pour un seuil o € [0,1], on définit la o -coupe du
sous-ensemble flou intuitionniste A de X (ou sous-ensemble de niveau o associé & A)

comme le sous-ensemble
Ay={z e X /ps(x) >aetvg(x) <1—a}.

dont la fonction caractéristique x 4o est telle que:

Xae = 1 si et seulement si iy (x) > a et vy(z) <1—a.

Exemple 1.4.1.2
A={<1,0.6,02><2038,02><3,08,0.1><4,01,0.7>,<51,0 >}
Aps={r e X [/ py(x) >04 et vy(z) <0.6}

Alors Agy ={< 1,0.6,0.2 >,< 3,0.8,0.2 >,< 3,0.8,0.1 >}.
Apr={r e X /py(x) >0.7et vy (z) <0.3}
Alors Ag7 ={<3,0.8,0.2 >,<3,0.8,0.1 >}.

(1)[37] L. Zedam and A. Amroune, On the representation of L-M algebra by intuitionistic fuzzy subsets,
Arima, vol.4(2006), 72-85

13



Propriétés 1.4.1.3 [37] (V) Soient A, B deuz ensembles flous intuitionnistes alors:
1. si a > [ alors A, C B,
2. (AuB),=A,UB,
3. (AnB),= A.NB,

4. si AC B alors A, C B,

1.4.2 Les o -coupes strictes

On peut considérer le niveau o comme une limite stricte de représentativité d’un élé-
ment de X pour le sous-ensemble flou intuitionniste A de X donné.
Définition 1.4.2.1 [37] Pour tout niveau o € [0, 1[, on définit la « -coupe stricte

de A comme le sous-ensemble
Av={r e X Jpus(x)>aetvs(z) <1l—a}

Remarque 1.4.2.2

Les a -coupes strictes on les mémes propriétés que les a -coupes.

1.4.3 Représentation d’un sous-ensemble flou intuitionniste a

partir de ses a -coupes

La suite de toutes les o -coupes d’un sous-ensemble flou intuitionniste A le représente
complétement. de facon imagée, on peut dire qu’il est "coupé en tranches" et qu’en
possédant toutes les tranches, on en posséde toute la substance.

Plus généralement, il est équivalent de connaitre la famille de toutes les « -coupes
d’un sous-ensemble flou intuitionniste ou de connaitre le sous-ensemble flou intuition-

niste lui-méme.

1) [37] L.Zedam and A.Amroune, On the representation of L-M algebra by intuitionistic fuzzy subsets,
Arima, vol.4(2006), 72-85

14



Théoréme 1.4.3.1 (Théoréme de décomposition): Tout sous-ensemble flou intu-
itionniste A de l’ensemble de référence X est défini a partir de ses o -coupes par:
Ve e X puy(r) = sup a.x4a (z) et va(z) = sup (1 —a). x40 (2)
a€]0,1] a€l0,1]
Exemple 1.4.3.2
Soit X I’ensemble des pays

X = {Allemagne, Belgique, Espagne, France, G — Bretagne, Italie}

On peut prendre le sous-ensemble flou intuitionniste associé a la propriété "méridional":
M={<A0,1><B,0,1><FE10><F0802><GG0,1><1,1,0>},
et construire sa 1-coup M; = {E, I}, sa 0.8-coup Mys = {E, F,1}, et sa 0-coup

My = X.

On peut alors écrire les différents o -coupes de M comme:

M, ={<A0,1><B,0,1><FE10><F01><G0,1><1I,1,0>}
Mys={< A,0,1 > <B,0,1><E1,0><F10><G0,1><1,1,0>}
My={<A1,0><B/1,0><E1,0><F10><G1,0><1,1,0>}
On retrouve alors:

far (A) =max (1 x0,..0.1 x0,0x1)=0

jiay (B) = max (1% 0,..0,1x 0,0 x 1) =0

py (B)=max(1x1,...,0x1)=1

jiy (F) = max (1% 0,09 x 0,08 x1,..0,1 x 1,0 x 1) = 0.8
jiy (G) = max (1% 0,..0,1 0,0 x 1) =0

pp (I) =max(1x1,...,0x1)=1

et

vy (A) =max (0 x0,...09 x 0,1 x 1)

( =1
var (B) = max (0 x 0,..09x 0,1 x1) =1

(

(

vy (I) =max(0x1,...,1x0)=0

ce qui fourni bien la définition de M.

15



1.5 Produit cartésien des sous-ensembles flous in-

tuitionnistes

La description de tout systéme, fait généralement intervenir plusieurs univers de référence.
Lorsqu’on considére plusieurs ensembles de référence simultanément, on construit un
univers globale dont les diverses composontes sont les ensembles de référence initiaux.
Les caractérisations représentées par des sous-ensembles flous que 'on définit sur cet
univers global sont construites & partir des classes floues des ensembles de référence
initiaux.

Définition 1.5.1 Soient des sous-ensembles flous intuitionnistes Aq, As, ..., A,
réspéctivement définis sur X1, Xo, .., X,,, on définit leur produit cartésien A = A; x Ay X

... X Ay, comme un sous-ensemble flou intuitionniste de X de fonction d’appartenance:

VT = (21,...,20) € X, py (x) =min (py, (21), .o prg, ()

et de fonction de non appartenance:
Ve = (21, ...,2,) € X,va(x) =max (va, (x1),...,v4, (z,)) .

Exemple 1.5.2
Soient X7 = {z,y,z}, Xo = {a,8} et soient A, B deux sous-ensembles flous

intuitionnistes réspeéctivement définis sur X7, Xodonnée par:

A={<2,02,06><y,070.1> < 20505 >}

B={<a,06,02>,< (08,01 >}

Alors on obtient:

<(r,a),0.2,0.2 >, < (x,08),0.2,0.6 >, < (y,),0.6,0.2 >,
< (9,8),0.7,0.1 >, < (2,a),0.5,0.5 >, < (2,4),0.5,0.5 >

Ax B =
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1.6 Projection d’un sous-ensemble flou intuition-
niste

Inversement, la connaissance d’une caractérisation floue intuitionniste globale définie
sur un univers complexe doit permettre de donner des informations sur les différentes
composantes de cet univers et de définir des caractérisations flous intuitionnistes sur
chacune de ces composantes.

Soit un sous-ensemble flou intuitionniste A définie sur un univers X; x X 5 produit
cartésien de deux ensembles de référence X; et Xs.

Définition 1.6.1 La projection sur X, du sous-ensemble flou intuitionniste A de
X1 X X o est le sous-ensemble flou intuitionniste Projx, (A) de X1, dont la fonction
d’appartenance est définit par:

Vay € Xy, HProjy, (A) (z1) = sup pig (21, 22)
r2€Xo

et la fonction de non appartenance est définit par:

Vr, € Xy, VProjx, (A) (1) = xlleljf{ va (21, 22)
2 2

On définit de fagon analogue la projection de A sur X ,.
Exemple 1.6.2
Soient les univers X; = {z,y, 2}, Xo = {a, 8}, et soit le sous-ensemble flou intu-

itionniste suivant de X; x X o

< (r,0),0.2,0.2 > < (2,0),0.2,0.6 >, < (y,),0.6,0.2 >,
< (y,0),0.7,0.1 >, < (2,c),0.5,0.5 >, < (2,3),0.5,0.5 >

U
Il

< a,max (0.2,0.6,0.5) ,min (0.2,0.6,0.5) >,

Projx, (S) = .
< fB,max (0.2,0.7,0.5) ,min (0.2,0.6,0.5) >

={<,06,0.2> < /3,0.7,02 >}.
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< x,max (0.2,0.2) ,min (0.2,0.6) >,
projx, (S) =141 <y, max(0.6,0.7),min (0.2,0.1) >
< z,max (0.5,0.5) ,min (0.5,0.5) >

={<,02,02 > <9,0.7,0.1 >, < 2,0.5,0.5 >}

1.7 L’opérateur d’Atanassov

En 1986, K.T. Atanassov établies différentes maniére de changer ’ensemble flou intu-

itionniste dans un ensemble flou et il a défini 'opérateur suivant [2]1):
Si A e EFIs Alors:
Dy (A) ={<z,ps(@)+p -7a(r), 1 —py(x) —p-ma(r)>/ze X}
Avec p € [0,1], il est claire que D, (A) € EFIs.
Exemples 1.7.2
Soit X = {x,y, 2z} et Ay, Ay, A3 € (EFIs) données par:
A ={<2,02,04> <9,0,06><20.9,0>}
Ay ={<2,0.1,0.7 >, < y,0.7,0.2 >, < 2,0.3,0.6 >}
A3 ={<2,0.1,08 >,<9,0,0.8>,<2009,0.1>}
Alors
T4 ={<2,04> <y, 04> <201>}
Ta, ={<2,02><y,01><201>}
Taz ={< 2,01 > <y,02><20>}
Si on prend p = 0.6 on obtient
Dog (A1) = {< 2,0.44,0.56 >, < y,0.24,0.76 >, < 2,0.06,0.04 >}
Dog (A2) = {<2,0.22,0.78 >, < y,0.76,0.24 >, < 2,0.36,0.64 >}
Dog (A3) = {< 2,0.16,0.84 >, < y,0.12,0.88 >, < 2,0.9,0.1 >}

(1 [2] K.T. Atanassov, Intuitionistic fuzzy sets, Fuzzy Sets and Systems, vol.20 (1986),87-96.
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1.8 Normes et conormes triangulaires

Les opérations d’intersection, d’union et de complémentation de sous-ensembles flous
intuitionnistes habituellement employées peuvent étre remplacées par d’autres opéra-
tions construites & ’aide d’opérateurs ont été introduits dans le domaine des espaces
métrique aléatoires [25, 28](1) et on fait appel & eux lorsque les opérateurs habituelles
ne s’aveérent pas satisfaisantes.

Définition 1.8.1 Une norme triangulaire (t-norme) est une fonction
T :10,1] x [0,1] — [0, 1] vérifiant:

i) T(x,1) =2 Vxel0,1] (élément neutre 1)

i) T(x,y) <T(z,t) siz < zety<t (Monotonie).

iii) T (z,y) =T (y,z) Vo,y € [0,1] (Commutativité).

w) T (T (x,y),2) =T (z,T (y,2)) VYx,y,z € [0,1] (Associativité).
Définition 1.8.2 Une conorme triangulaire (t-conorme) est une fonction
S :[0,1] x [0,1] — [0, 1] veérifiant:

i) S(z,0) =2 Vx€[0,1] (élément neutre 0)

i) S (z,y) < S(zt) six <zety<t (Monotonie)

iii) S (z,y) = S (y,x) Va,y €[0,1] (Commutativité)

i) S(S(x,y),z) =5 (x,5(y,2)) Vx,y,z € [0,1] (Associativité)

(1)[25] K. Menger, Statistical metrics, Proc.Nat.Acad. Sei, vol.28(1942), 535-537.
[28] B. Schweizer, A. Sklar, Associative functions and abstract semigroups, Publications mathematicae

Debrecen, vol.10(1963), 69-81
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1.8.3 D’ifférentes normes et conrmes triangulaires

t-norme

t-conorme nom
min (z, y) max (z,y) Zadeh
max (z +y — 1,0) min (z +y, 1) Lukasiewicz
Ty ztyt+ay—(1—v)zy Hamacher
Y+(1=7)(z+y—zy) 1-(1=7)zy (y > 0)
xy rT+y—ay probabiliste
1 ) 1 Yager
max (1—((1—x)p+(1—y)p)P,0> min ((x”—i—yp)P ,1)
(p>0)
) Weber
max ((z +y— 1+ Azy) /(1 4+ X),0) min (r + y + A\zy, 1)
(A>—-1)
rsiy=1 zsiy=0
ysiz=1 ysiz=0 drastique
0 sinon 1 sinon

Remarque 1.8.4

Soit T Une norme triangulaire, I'pplication S définit comme:

S ¢ [0,1] x [0,1] — [0, 1]

S(z,y) =

Est le dual ¢-conorme de 7.

Remarque 1.8.5

Toute t-norme est un opérateur d’intersection, c’est-a-dire on peut définir A Ny B

1-T(A—2z,1—1y)

par sa fonction d’appartenance de la maniére suivante:

Ve € X, panp (#) =T (s (2) , pp (7)) -

Toute t-conorme est un opérateur d’union, c’est-a-dire on peut définir A Ug B par

sa fonction d’appartenance ainsi:

Vo € X, piaugp () = 5 (pa (@), g (2))
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Exemple 1.8.6 On définit réspectivement ’'intersection et I'union par:
Vo € X, panp (1) = max (py () + pp () —1,0).
Vo € X, payp (2) =min (uy (z) + pp (2),1).
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Chapitre 2

Les relations floues intuitionnistes

Parmi les concepts flous intuitionnites les plus importants du point de vue des ap-
plications qu’ils peuvent avoir, les relations floues intuitionnistes généralisent la notion
de relation floue, par conséquent la notion de relation classique.

La premiere étude sur les relations floues intuitionnistes (intuitionistic fuzzy rela-

tion), est apparue dans [1]V) et développée par plusieurs auteurs [11][13][20]2).

2.1 Définition de relation floue intuitionniste

Définition 2.1.1[1] Soient X,Y deux ensembles de référence. wune relation floue
intuitionniste R entre X et Y est un sous-ensemble flou intuitionniste de X x Y,
de fonction d’appartenance pp : X XY — [0,1] et de fonction de non appartenance

vr: X XY —[0,1] tel que:0 < pg (z,y) +vr(z,y) <1 pour tout (z,y) € X x Y.

m[l] K. T. Atanassov, Intuitionistic fuzzy sets, VII ITKR’s Session, Sofia, june 1983, Deposed in

Central Sci. Techn. Library of Bulg. Acad. of Sc, 1984 (in Bulgarian).
(2)[11] R. Biswas, On fuzzy sets and intuitionistic fuzzy sets, NIFS, 3(1997), 3-11.

[13] P. Burillo et H. Bustince, intuitionistic fuzzy relations. (Part I), Mathware and computing ,
vol.2(1995),5-38.

[20] L. A. Fano, G.N. Nana, M. Salles et H. Gwet, A Binary intuitionistic fuzzy relation, some new
results,a general factorization, and two properties of strict components, International Journal of Mathe-

matics and Mathematical Sciences, vol.2009(2009), 580918-38.
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Cas particuliers: Si X = Y | une relation floue intuitionniste R, définie sur les
deux univers X et Y est une relation binaire floue intuitionniste définie sur X.

Si X et Y sont finis, une relation floue intuitionniste R, définie sur les deux univers
X et Y, peut étre décrite par la matrice pp des valeurs de sa fonction d’appartenance,
les coefficients de pp indiqués sur la ligne z et la colonne y ayant pour valeur pug(x,y)
, et par la matrice vi des valeurs de sa fonction de non appartenance, les coefficients
de v indiqués sur la ligne x et la colonne y ayant pour valeur vg(z,y) pour tout x de
XetydeV.

Exemple 2.1.2 Soit X = {z,y,z} et R une relation binaire floue intuitionniste

définie sur X comme:

bplz |y z VRl |y z
x [03]0.7]0.2 z |0.6[01]0.8
y [05]08]0.5 y (0210 0.4
z 101]040.1 z 10602107

Notation On note par RFI (X x Y) I'ensemble de toutes les relations floues intu-
itionnistes entre X et Y.

Remarques 2.1.3

1. Les relations floues intuitionnistes étant des cas particuliers des sous-ensembles
flous intuitionnistes, toutes les propriétés et définitions concernant les ensembles flous
intuitionnistes restent applicables, ainsi par example la définition de la hauteur, le
support ou le noyau d’une relation floue intuitionniste.

2. Toute relation floue (respectivement relation classique) est une relation floue
intuitionniste

En effet: si R est une relation floue sur X x Y alors vg (z,y) = 1 — pug (z,y) pour
tout (z,y) € X x Y.

Définition 2.1.4 Soit R une relation binaire floue intuitionniste entre X et Y,

nous pouvons définir R~! entre Y et X par:

Hp-1 (yax) = MR (x,y)
Vp-1 (y,ZL“) = VR(xay) V(.I’,y) €EX xY.

On dit que R™! est la relation inverse de R.
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2.2 Opérations sur les relations floues intuitionnistes

On sait maintenant que la relation floue intuitionniste n’est qu’un ensemble floue

intuitionniste. Donc on peut appliquer les opérations sur les ensembles aux relations.

Définition 2.2.1 [13, 14]Y) Soit R et P deux relations floues intuitionnistes entre
X et'Y, pour tout (x,y) € X XY on peut définir:

L RSP pp(r,y) < pp(zy) et ve(e,y) 2ve(r,y)

2. R2P & pp(r,y) < pp(r,y) et ve(e,y) <ve(z,y)

3. RV P ={<(,y), pg (x,y) V pp (2, 9) ,vr (2,y) Avp (z,y) >}

4 RAP ={<(,y), pg (x,y) N pp (2,y) , vr (z,y) Ve (z,y) >}

5. R ={< (z,y),vr(z,y),ug (z,y) >z € X,y € Y}.

Propriétés 2.2.2 [13]Soient R, P,Q trois éléments de RFI (X xY') alors:

i) R<P=R1'<p

W) (RVP)y ' =R1v P!

i) (RANP)' =R AP

W) (RY) ' =R

V) RA(PVQ)=(RAP)V(RAQ)et RV(PANQ)=(RVP)AN(RVQ).

vi)RVP>R RVP>P RANP<RRANP<P

vii)si R> P et R>Q alors R> PV Q

st R<Pet R<Qalors RS PAQ.

Preuve. i) Si R < P, alors pup-1 (y,x) = pgp(x,y) < pp(x,y) = pip-1 (z,y) pour
tout (z,y) € X x Y

Aussi vp-1 (y,z) = vg(x,y) > vp (z,y) = vp-1 (z,y) pour tout (z,y) € X XY .

) repy-t (U ) = Hgyp-t (T, 9) = pig (2,9) V pp (2,y) =

= pg-r (Y, 2) V pipr (Y, ) = pigrypr (Y, 2)

de la méme fagon on démontre que: v, p)-1 (¥, ) = Vr-1yp-1 (Y, T)

(1)[13] P. Burillo et H. Bustince, intuitionistic fuzzy relations. (Part I), Mathware and Computing ,
vol.2(1995),5-38.
[14] P. Burillo et H. Bustince, intuitionistic fuzzy relations. (Part II), Effect of Atanassov’s operators

on the properties of the intuitionistic fuzzy relations, Mathware and computing, vol.2(1995),117-148.
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v) Nous emploierons que les opérateures V, A satisfait les proprietés de disribution

on obtient

traevo) (@y) = pg(@y) A{pp (2,9) Vg (z,y)}
= {pr @ y)V pup (@)} Apg (@,9) Vg (2,9)}
= fipap (T,Y) V Hrag (T,Y)

=  HK(RAP)V(RAQ) (z,y).

De la méme fagon on démontre que:

Vra(PvQ) (T,Y) = V(raP)V(RAQ) (2,Y) . W

On utilise la méme facon pour démontrer les proprietés qui restes .

Nous pouvons généraliser les opérateurs entre les relations floues intuitionnistes
binaires, nous employons les t-normes et les t-conormes sur [0, 1], Pour 7' un t-norme

et son duale t-conorme S on a:

T(RvQ) = {< (‘T?y)?T(:LLR(xvy)?/JJQ (*T?y)) JS(VR(Q::y)va (xvy)) >}
S(R,Q) = {<(@.9),8 (nr(@.y),1q(,9),T (vr(z,y),vq (z.y) >}.

2.3 Composition de relations floues intuitionnistes:

Soient trois ensembles de référence X, Y et Z. La connaissance de deux relations floues,
I'une entre X et Y, l'autre entre Y et Z permet d’établir une relation entre X et Z,
comme dans le cas de relation flou et comme dans le cas de relation classique

Définition 2.3.1 [13](1) Soient «, B, X\, p des t-normes, la composition de deuz rela-
tionsR € RFI (X xY) et P € RFI(Y x Z) définit une relation floues intuitionniste
P Re RFI(X x Z) par:

Ap

PER= {< (a:,z),upaéaR (x,z)wpaégR(x,z) > /re X,z € Z}

A
P X,p X,p

(1[13] P. Burillo et H. Bustince, intuitionistic fuzzy relations. (Part I), Mathware and Computing
vol.2(1995),5-38.
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Tel que

PoR
Asp

K a8 (ZE,Z) = %{B[N’R(I7y)7MP(yaz)]}

VPaégR(.T,Z) = ?)J\{,O[VR(SU,Z/),VP(ZJ,ZH}

Awvec la condition:

0< ,upiéﬁR (x,2) + R (x,2) <1 V(z,2) € X x Z.
o

Ap

Proposition 2.3.2 [13]Y) dans les conditions de Définition 2.1.5 si \* et p*sont

réspectivememt les formes duales de A et p et a < \*, 3 < p* Alors:

0< ,upjéﬁR (x,2) + VPjéBR (x,2) <1 V(z,2) € X x Z.
P P

Preuve. On sait que:

pr(zy) < 1—-ve(z,y) V(r,y) e X xY.

pp(y,z) < 1—vp(y,2) V(y.2) €Y x Z

Et par hypothese a < \* et 5 < p* on a:

Blug (v, y),wp (y,2)] < p 1 —vr(2,y),1—vp(y,2))

%{ﬁ [:U’R (a:,y),,up (y,Z)]} < )‘1‘;( {p* [1_UR (w,y),l—yp (y,Z)]} =
= 1= Ml=p"[L—vr(ey), 1 -ve(y2)]}
=1 —;\{p R (2, y),ve (y,2)]}

Donc

3{5 g (2,9), pp (v, 2)]} + A {olvr(z,y),vp(y,2)]} <1

Théoréme 2.3.3 [13] Pour tout (z,z) € X X Z,ao = V,A = A, et p deux

t-normes on a

/
0< MPiéBR (x,2) + Vot (x,2) <1 VyeY 3Fy'tel que
P

Ap

Blup (x,y),1p (Y, 2) <p [L—vp(2,y), 1 —vr (Y, 2)].

(1)[13] P. Burillo et H. Bustince, intuitionistic fuzzy relations.(Part I), Mathware and Computing ,

vol.2(1995),5-38.
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2.3.4 La relation identité:[13](!)
i)La relation A € RFI (X X Y') est appelée la relation identité si:

1 st =y

ﬂA(Ivy) = .
0 si x#y
0 st z=y

VA(xay) = V(I,y)GXXX
1 st x#y

it) La relation complémantaire A, définit par:

0 st z=y
MAC(Ivy) = .
1 si x4y
1 st z=y
va, (z,y) = V(z,y) € X x X.
0 si x#vy

On la noté par 7.
I est évident que A = A" et V=<7
Théoréme 2.3.5 [13] Soient «, 5, A, p des t-normes et R € RFI (X xY).
iR CA=ATY R = R si et seulement si « est t-conorme, 3 est t-norme, \ est

Ap Ap
t-norme et p est t-conorme.

2.4 La réflexivité et la antiréflexivité:

Définition 2.4.1 [13] [14]®) La relation R € RFI (X x Y) est appellée :
i) Réflexive si pour tout x € X pup(z,x) =1 [il est claire que vg (z,z) = 0].

g g pig (,2) =0 .
i1) Antiréflexive si pour tout x € X on peut dire que son com-

vi(r,z) =1
plémantaire R, est réflezive.

(1)[13] P. Burillo et H. Bustince, intuitionistic fuzzy relations. (Part I), Mathware and Computing ,
vol.2(1995),5-38.

(2)[14] P. Burillo et H. Bustince, intuitionistic fuzzy relations. (Part IT), Effect of Atanassov’s operators

on the properties of the intuitionistic fuzzy relations, Mathware and Computing, vol.2(1995), 117-148.
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Théoréme 2.4.2 [13]Y) pour tout R € RFI (X) on a:
i) Si R réflexive alors A < R.
i1) Si R antiréflexive alors V > R.

Preuve. La preuve est une conséquence directe des Définitions 2.1.8 et 2.2.1. m

Théoréme 2.4.3 [13] Pour R € RFI(X), a,p des t-conormes et ,5,\ des t-

normes alors:

i) R est réflevive = R < Riéﬁ R.
P

Av
it) R est antiréflerive = R > R o; R.
«,

Preuve.

MRaéﬁR (x, Z) = 24 {@ [:UR (CL‘, y) MR (ya Z)]}

= Woéx {B [UR (ZL‘,JZ) y MR (:L‘7 Z)] aﬁ [ﬂR (m,y) MR (yv Z)]}

= 2 {up (x.2), Blug (@.y), 1ng (Y 2]} = pg (2, 2)

car « est t-conorme.

Vs (x,2) = g\{p vr (2, y),vr (y,2)]}

= A Aplvn(e.a) ve(@.2)].p v (@), va (v 2))

= yi\x{uR(x,z),p[l/R(x,y),VR(y,z)]} < I/R(mﬂz)

car A est t-conorme.

La démonstration de i7) se fait de la méme fagon comme 7). m

Exemple 2.4.4 Soit X = {z,y,z} et R € RFI (X x X) donnée par:

Lplz |vy z VRl |y z

x [03]0.7]0.2 z |0.6[01]0.8
y [05]08]0.5 y (0210 0.4
z 101]04/0.1 z 10602107

(1)[13] P. Burillo et H. Bustince, intuitionistic fuzzy relations.(Part I), Mathware and Computing
,vol.2(1995),5-38.

28



Pour a =V, 0=A,A=Aet p=V on a:

uRvé/\R T Yy z VRVéAR X Y z
T 05107105 T 021]101]04
Y 05108105 Y 020 0.4
z 04]1041]04 z 0210204

V,A .
On obtient que R < R/\ov donc R n’est pas réflexive.

Théoréme 2.4.5 [13]Y)  Si R € RFI (X x X) est réflexive, o, 3 sont des t-
conormes et X\, p sont des t-normes alors:

QRSRER

ii) R<R aéﬁ R est une relation binaire ordinaire sur X x X.

Ap
Preuve. 1)

Poag, (2,2) = ygx{6[17u3(x72ﬂ,6[MR(x,y),uR(y,Zﬂ}

Ap

= o ALBe (@Y pe(y 2} =12 pp(22)

V@) = A 10 (2] p v ) v 5. 9)])

= A {0pr () va(y 2]} =0 < vrle.2)

doncuRaégR (x,2) > pg(z,2) et Voo, (x,2) < vr(x,2)V(z,2) € X x X Alors

A,p Ap
R<RCR
Ap

eLa démonstration de i) se fait de la méme fagcon comme 7). ®

(1)[13] P. Burillo et H. Bustince, intuitionistic fuzzy relations. (Part I), Mathware and Computing ,
vol.2(1995),5-38.
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Théoréme 2.4.6 [13]) Soit R € RFI (X xY), pour a est un t-conorme, \ est

un t-norme alors:

N , . a,B8 . .
i) si R est réflexive alors R o R est réflexive.
Ap

N L . Ap . .
it)si R est antiréflexive alors R OB R est antiréflezive.

Q,

Preuve.

#chfR (z,2) = g{ﬁ g (2, y) s g (y, )]}

= a {Blur(w.2), pr (@ 2)], B lg (2.9)  1g (y, 0)]}
- ygx{ﬁ [1.1], 8 [pg (z.y) , pg (v, )]}

= 9 ALBlun(r.9) g (v, 2)]} = 1

de la méme maniére nous pouvons prouver que Vs (x,z) =0 Vz e X.
Ap
i1)la preuve de cette propriété est semblable a celle a fait pour la reflexivité m

Corollaire 2.4.7 [13] [16]®®¥ Soit R € RFI (X x Y) ,pour o est un t-conorme,\

est un t-norme alors

n fois
RW =R RYR.TR
Ap o Ap Ap
Avec n = 1,2, ..., est réflexive.

Théoréme 2.4.8 [13] Soit Ry une relation floue intuitionniste réflexive sur X x X
alors:

i) (Ry)™" est réflexive.

i1)Ry V Ry est réflexive pour tout Ry € RFI (X x X).

i1i) Ry A\ Ry est réflevive<— Ry € RFI (X x X) est réflexive.

(1[13] P. Burillo et H. Bustince, intuitionistic fuzzy relations. (Part I), Mathware and Computing ,

vol.2(1995),5-38.
(2)[16] H.Bustince et P.Burillo, Structures on intuitionistic fuzzy relations, Fuzzy Sets and Systems,

vol.78(3)(1996), 293-303.
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Preuve. Il suffit de voire que:

, . T , . 5B N .
Comme conséquence immédiate, le résultat est celui R o A est réflexive pour tout

Ap
RERFI(XXY).

2.5 La symétrie et 'antisymétrie:

Définition 2.5.1 Soient X,Y deux ensembles de références

i)La relation R € RFI (X x X) est appellée symétrique si:

pr(,y) = pg (Y, )
VR(ajvy) = VR(yvx)

De maniére contraire on dit q’il est asymétrique.

i1) Soit R un élément de RFI (X x X) on dit que R est antisymétrique si:

1 (®,y) # g (y,2)
Ve,ye X x X, v #y= 1 vg(r,y)#vr(y,)

TR (:E7y) =TR (y,x)

Cette définition de l'antisymétrie floue intuitionniste n’assure pas 'antisymétrie
dans le cas ou R est une relation flou seulement (z # y et up (z,y) > 0 alors pp (y, x) =
0) c’est pour cela, plusieurs auteurs [11,12] utilisent la définition de l’antisymétrie

suivant:
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Définition 2.5.2 Soit R un élément de RFI (X x X) on dit que R est anti-
symétrique si:
Ve,y € X x X, z#yet [ug(r,y) >0o0u (ug(z,y) =0et vg(x,y) <1)]

alors (ju (y, ) = 0 et v (y,2) = 1)

Dans le reste de ce mémoire on utilise la dexieume définition de I'antisymétrie floue
intuitionniste.

Exemple 2.5.3 L’exemple suivant est d’une relation floue intuitionniste anti-

symétrique:
Urp |z |y |2 vplz |y |z
x |104]03)0.1 x 10510704
y |0 05]0 y |1 0.31]0.6
z |0 0 0.1 z |1 1 0.7

Théoréme 2.5.4 [13]Y) Soit R un élément de RF (X x X), R est antisymétrique

au sens de Définition 2.5.1 si et seulement si :

V(l’,y) eX XX7 x;«éyAlors MR(xay) #MR(ywr)

Preuve. Comme vg (z,y) = 1—pug (z,y) et 7 (z,y) = 0 pour tout V (x,y) € X xX

tg (2,y) # pg (Y, )
Alors:up (7,y) # g (y, ) si et seulement si § vg (z,y) # vg(y,z) ™
TR ($> y) = TR (y7 l’)
Théoréme 2.5.5 [13] Soient R, P deux relations floues intuitionnistes symétriques

Alors:

—1
R p= (P g R)
Ap Ap

A,p )\,p >‘7p

-1
Preuve. R=R' P= P! Alors R Cp_p1¥p1= (P § R) n

Si R est évidemment symétrique Alors R C:\éﬂ P est symétrique.
P

(1)[13] P. Burillo et H. Bustince, intuitionistic fuzzy relations. (Part I), Mathware and Computing ,
vol.2(1995),5-38.
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Il est évident que la composition de deux relations symétriques n’est pas toujours

symétrique.

2.6 La transitivité et la c-transitivité:

Définition 2.6.1 [13]Y) Pour « est t-conorme, (3 est t-norme, \ est t-norme, p est

t-conorme on a:

1. R€ RFI (X x X) est transitive si R > R R.

Ap

A?
2. Re€ RFI (X x X) est c-transitive si R < R o; R.
Noter que non seulement le sens de l'inégalité change dans (1) mais aussi ['ordre

de o, B, \ et p.

Définition 2.6.2 [13] Soit R un élément de RFI (X x X).
A
1. La fermeture-transitive de R , est la relation floue intuitionniste R définie sur
X X X contient R et q’ il est transitive.
A
a)R<R
A o, A A
b)R 6 R< R
Ap
A
¢)Si R,P € RFI (X x X),R< P et P est transitive alors R < P.
2. On dit que R est c-fermeture transitive, si la plus grande relation c-transitive

\
R e RFI (X x X)contient R.

Théoréme 2.6.3 [13] Pour tout R € RFI (X x X)
Sia=V,A=p,B=N,p=V Alors:

A
1. R=RVRS RVRS RS RV..VR"

) 7\/ /\7\/
v AV AN ANV

2 R=RAR o RANR o R o RAN...NR".
V,A VLA VA

Avec n = card (X).

(1[13] P. Burillo et H. Bustince, intuitionistic fuzzy relations.(Part 1), Mathware and Computing
vol.2(1995),5-38.
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N
Preuve. i) a) facillement de voire que R < R .

b) Nous emploierons maintenant la propriété de la composition avec I'union:

(RVS)8 Q= (RaéBQ)\/ (S“f@) e a=Vet A=A
Ap Ap Ap
(R\/RvéAR\/RvéARVéAR\/...\/R”)vé/\(R\/RvéARvRVéARVéARv...vR”)
ANV ANV ANV AV AV AV AV
V,A V,A VoA VA
=R o <R\/R o RVR o R o R\/...\/R")\/
AV ANV AV ANV
N VLA V,A A VA
VRS RS <RVR SRVRYSRYS Rv...v...)
AV ANV AV ANV AV

< (RvRvéAR\/RVéARVéARV...\/R”) .
AV AV AV

c¢) Nous verrons maintenant qu’est la relation transitive minimum qui contient R

ainsi nous emploierons la notation suivante

V,A VLA VA
RP=R 4R RR=RJROSR,..
AV AV ANV

V,A ..
On prend R < P .étant que P est transitive donc P o P < P car composition

)

est monotone on obtient:

R < P
R* < p?<p
R < P
N AN
Alors VR" =P = R<P dmcR=RVR 3 RVR'S RS RV..VR"
n=1 AN ANV ANV

\%
i1) a) R > R est évident.
. YAV Y Y . ) .
b) dans 'ordre pour voir cela RvoA R < R nous emploierons maintenant la propriété
de la composition avec 'intersection:
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(RAP)SQ = (R"‘é%) A (PaéﬂQ) 0= Aeth =V
)\,p >\,P Avp

(R/\RAévR/\RAévRAéVR/\ \//\R”) "o’
VA VA VA VLA

(R/\RAévR/\RAévRAéVR/\ /\R”>
VLA VLA VLA

— R <R/\RA6VR/\RA6VRA6VR/\.../\R”) A
VA V,A V,A VLA
A <RA6>VRA<’>V R) A AR
VLA VLA

\Y
— RAéZR/\RCéVRAéVR/\.../\anR

V, VA V,A

c) finalement nous verrons qu’est la relation c-transitive maximum qui contenu dans

R.
On prendP < R,étantque P est c-transitive donc P < P ' p

V,A

P < R
P < PYP<RYR
VLA V,A

\
Alors P < /_\1R” =R<R m
Théoréme 2.6.4 [13]V) Soient R, P € RFI(X x X) sia=V, A=A, 3= A et
A A \Y \
p=V donc: si R< P AlorsR < PetR <P

Preuve. Il est semblable a ceux faits dans ¢) de i) et i) dans la théoréme précédent.

(1)[13] P. Burillo et H. Bustince, intuitionistic fuzzy relations. (Part I), Mathware and Computing ,
vol.2(1995),5-38.
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2.7 L’ordre flou intuitionniste

L’autre grande classe de relation floue intuitionniste possédant des propriétés spéci-
fiques constitue une extension des relations d’ordres floues.
Définition 2.7.1 Soit X un ensemble non vide, un ordre flou intuitionniste sur
X est une relation floue intuitionniste R de X x X tels que les conditions suivantes
sont vérifier:
1.V e X pp(x,x)=1(FI— Réflexivité);
2Vr,ye X x X, z#yet[ug(z,y) >0o0u (ug(x,y) =0et vg(zr,y) <1)

Alors (pp (y,x) =0 et vg (y,x) = 1) (FI — Antisymétrie) ;
pgr (@,2) 2 Vg (2,y) A pg (y, 2)] et
3.‘v’(m,y,z)€X><X><Z,{ f y N f
vr(x,2) < Alvg(z,y) Vg (y, 2)] (FI — Transitivité) .
Y
Exemples 2.7.2
Soient ry, ry deux relations d’ordres flous intuitionnistes sur X = {z,y, 2} données

par:

Fory

0.6 | 0.6 z [0 |0 |0

z 031 z 106[03]0
,LLT,2 X y VA VTQ X y <
x 110106 z |0 103]0.2
Yy 0(11]0 Y 0310 0.2
z 0101 z 0.1103]0

Remarques 2.7.3

1. La relation d’ordre classique < est une relation d’ordre flou intuitionniste

1l stz <y 0 stx<y
pe (7,y) = , ve (,y) = ,
0 sizdy 1 sizdy
2. La relation d’ordre flou est une relation d’ordre flou intuitionniste

tg (z.y) = pg(z,y), ve(x,y) =1 — pg(z,y).
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Le Théoréme suivant montre qu’on peut définir un ordre classique & partir d’un
ordre flou intuitionniste.

Théoréme 2.7.4 [17]

Soit R une relation d’ordre floue intuitionniste. Alors la relation <gdéfinie par

est une relation d’ordre classique sur X.
Preuve. i) <gest réflexive:
prp(x,x) < upl(z,x
En effet, on a R (@) r(@,7) =sr<px
VR (.I',ZE) Z VR (fL’,ZL‘)
D’ou <pgest réflexive.

i1) <gest antisymétrique:

En effet, soit z,y € X tel que x # y, et on démontre que soit * <z y ouy <gp =
On a deux cas possible:

lére cas: si g (z,y) > 0, alors d’aprés antisymétrie flou intuitionniste de R on

obtient que: up (y,2) =0 et vg(y,z) =1

Donc
g (Y, 2) < pg (2,9)
et
vr(y,z) > Vg (2,Y)
D’ou, z <gr y.

2¢me cas: si pip (z,y) = 0 alors on a deux sous-cas possible
lere sous-cas: si vg (z,y) < 1, alors d’aprés 'antisymétrie flou intuitionniste de R

on obtient que: up (y,2) =0et vg(y,z) =1

Donc
g (Y, x) < pg (2,9)
et
Vi (y,x) = vr(2,9)
Dou, x <p y.
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2éme sous-cas: si vg (z,y) = 1, alors on obtient que

tr(y,x) < pg (2, y)
et

Vg (Y, ) > Vg (2,9)

D'ou, y <p z.
Par conséquent, <gest antisymétrique.
iii) <gest transitive:
En effet, soit z,y,z € X tel que v <p y et y <gr 2z , et on démontre que x <g z
si
x <Ry avec T £y

Yy <Rg zavecy # z

pr (Y, ) < pg(v,y) ot pr(2,y) < pg(y, 2)

VR(wa)ZVR(I?y) VR(Z,y>ZI/R(y,Z>
Tout d’abord, voyons qu’ils ne peuvent pas se produire en méme temps

on obtient

pr(y,z) < pp(r,y) < pg(2,y) <pg(y,2) < pg (Y, ).

pr(z,y) < pr(y,2) <ppy, o) <pg(z,y) < pg(2,9).

Donc

pr (Y, ) = pg(r,y)=pgr(2,y) = pgr (Y, 2) = pg (y,z).

pr(2y) = pry,2) =pr(Y,7) = pg (v, y) = pr (2,9) .

On peut dire que:  pp(x,y) = pg(y,2) = pr (2,y) = pg (v, 2) et comme R est

antisymétrique on obtient x = y et y = z dans ’hypothése d’opposition, d’ott on déduit
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que seule 'une des possibilités suivantes peut se produire
i) pg (2,7) < pg(2,y) ou i) pg(z,x) < pg (Y, 2)
D’aprés i) on déduit que

pr(z,0) = pg(z,3) Apg(z,y) <
< Vipp () App 6y)] = pg (2y) < pp(zy).
Alors
pg(z,0) < pg(e,y) Apg(y,z) <
< \t/ [NR (l’,t) N KR (ta 2)] < KR (:Ev Z) '
D’aprés ii) on déduit que
tr(z,0) = pg(z,2) Apg(y,2) <
< Vipr (Y, t) Apg ()] = pp (y,2) < pp(2,y)

Donc
pr(2,2) < pg(2,y) A g (Y, 2) < pg(x, 2)

De méme manier on obtient

vr(z,2) <vg(x,y)

et
VR (Z,ZE) S VR <y72)

il ne peuvent pas se produire en méme temps donc:
Z) VR(Z,QZ) > VR (‘Tay) ou ”) VR (Z,[E) > VR(y7Z>
D’apres i) on déduit que

vr(z,2) = ve(z,2)Vvg(z,y) >

> N (z ) Ave(ty)l =ve(zy) 2 ve(2,y).

Alors

vr(z,2) > vr(x,y) ANve(y,2) > vr(x, 2)
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D’apres i7) et de méme manier on déduit que

vr(z,2) > vg(x,z2)

Proposition 2.7.5 Si R est une relation d’ordre floue intuitionniste, alors pip est

une relation d’ordre floue
Preuve. Il suffit de voire que:
i)Vee X, pp(z,2)=1
wNr,ye X,z #yet ug(z,y) >0= ug(y,x) =0
wive,y, 2 € X, pig (v, 2) 2 max min {pp (2,y) , g (y,2)} . =
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Chapitre 3

Propriéties des relations d’ordres

floues intuitionnistes

Dans ce chapitre nous étudierons les relations d’ordres flous intuitionnistes, d’abord;
nous établirons quelques résultats qui nous permettent de construire les relations
d’ordres floues intuitionniste a partir d’'une relation d’ordre floue, ensuite, on donne un
résultat concernant les relations d’ordres floues intuitionnistes définis sur les éspaces
véctoriels réels et qui sont compatibles avec la structure des éspaces véctoriels, Finalle-
ment nous caractérisons une sous-catégorie des relations d’ordres floues intuitionnistes

totales qui sont compatibles avec I'addition et la multiplication usuelle.

3.1 Quelques Propriétiées des ordres flous intuition-

nistes

Dans cette section, nous allons essayer de prouver que le minimum d’une famille
d’ordres flous intuitionnistes est un ordre flou intuitionniste.
Théoréme 3.1.1 Soit X un ensemble de référence et soit (r;);c; une famille des

ordres flous intuitionnistes, alors la relation définit par:

R(z,y) = min ri(z,y) = {< (2, y), ming,, (z, y); maxu,, (z,y) > [,y € X}

Est une relation d’ordre floue intuitionniste.
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Preuve. 1) R est reflexive:

En effet, On sait que r; est reflexive, alors

par definition p, (z,r) =1, Vo € X.
Donc
mz’In thy, (7, 2) 1, Ve e X
1€
par conséquent (T, ) 1, Ve X

D’ou R est réflexive.

2) R est antisymétrique: en effet, Soit z,y € X tel que z # y
On suppose que

pg (x,y) >0o0u (up(z,y) =0et vg(z,y) <1)

Et on démontre que

pr(y,z)=0et vg(y,z)=1
On considére 2 cas possible

lére cas: on suppose que jig (x,y) > 0 alors:

pr(r,y) > 0= ming (z,y) >0
(S g
= n (zr,y)>0,Viel
D’aprés I'antisymétrie de r; on obtient que j, (y,z) =0et v,, (y,2) =1,Vie ]

ming,, (y, )

= Oet maxv, (y,z) =1
= :uR(ya'r):OetVR(yux):l'
2¢me cas: on suppose que g (,y) =0 et vg (z,y) < 1 alors:
: _ | 1
ming, (x,y) =0 et maxv,, (z,y) <

Donc

Jig € I/ py, (w,y) =0etViel, v, (z,y) <1

D’aprés ’antisymétrie de r;, on obtient que

pr, (@,y) =0 et vy, (y,7) =1
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Donc

ming, (y,z) =0 et maxvy, (y,z) =1

Par conséquent

pg(y,z) =0et vg(y,z) =1
d’ou R est antisymétrique.
3)R est transitive:

3-1) En effet: soit z,y,z € X, on démontre que:

pig (,2) > sup (min (ug (2,9) 5 1 (v, 2)))

yeX

On a

tr(@y) < py, (zy) et pgp(y,2) < p, (y,2) Viel
Alors

min (pup (2,9) s i (y, 2)) < min (g, (2,9), 1y, (y,2))
On a aussi

min (g1, (2, 9) , 1y, (Y, 2)) < poy, (2,2) Yy € X Vie T
Donc

min (g, (2,9) , iy, (y,2)) < minp,, (z, 2)
Par conséquent
pig (7,2) =2 min (g (2, y) ;5 1g (Y, 2))
D’ou
KR (33, Z) Z sup (mln (/’LR (.73, y) MR (y7 Z)))

yeX

3-2) On démontre que

v (7,2) < inf (max (vg (2,y) VR (4. 2)))
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VR(I’,y)EVri(Z',y) et VR(y7z)ZV7“i(yaz) VZGI

Alors

max (Vg (1Y), VR (Y, 2)) = max (v, (2,9), v, (y, 2))
On a aussi

max (vy, (,y), vy, (y,2)) 2 vy, (2,2),Vy € X Vi€ ]
Donc

max (v, (2,y), Vr; (y,2)) = maxvy, (r, 2)

Par conséquent

VR (JT,Z) S max (VR (l'ay) VR (ya Z))
D’ou
v (2,2) < inf (max (v (2,9); Ve (4, 2)))
Alors R est transitive.

D’ol R est une relation d’ordre floue intuitionniste. =

Exemple 3.1.2 Soient rq, 79 deux relations d’ordres floues intuitionnistes sur

X ={=x,y, 2z} données par:

For,

T

0.6 | 0.6 z |0 |0 0

z 031 z 1061030
Hpy | T | Y | 2 Uy | T |y | 2
x |1,0]06 z |0 103]02
y |0]1/]0 y (0310 |02
z 0101 z 10110310
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Alors R(x,y) = min {ri(z,y),r2(x,y)} définie par:

Uplx|y| 2 vplx |y |z
x | 1]{0/0.6 x |0 0302
y [0]1]0 y (060 |02
z [0]0]1 z 106]03]0

Corrolaire 3.1.3 Soit R une relation d’ordre floue intuitionniste sur X, alors la

relation S définit par:

S (z,y) =min {R (z,y) , R (z,9)}
est une relation d’ordre floue intuitionniste.

Théoréme 3.1.4 [31]1)
Soit(X;,7;)icq1..ny une famille finis non vide des ordres flous intuitionnistes, alors

la relation R définit sur X, x Xy X ... x X,, par:

(1) () = i ) 5= Lo = { < Conon) i, ) g ) >

est une relation d’ordre floue intuitionniste sur X; x Xo X ... X X,,.
Preuve. 1) R est reflexive:

En effet, On sait que 7; est reflexive, alors par definition s, (v, 7;) = 1, Va; € X;.

Donc
mzjn e, (5, 25) = 1, Vo € X
1€ )
par conséquent pp(z;, z;) = 1, Va; € X;

D’ou R est réflexive.
2) R est antisymétrique: en effet, Soit z;,y; € X; tel que x; # y;

On suppose que

pr (@i, yi) >0 ou (g (x;,y:) =0 et vp(z,y) <1)

(1[31] A. Stouti et L. Zedam, On a-fuzzy Orders, The Journal of Fuzzy Mathematics, vol.18(1)(2010),
171-192.
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Et on démontre que

pr (Yi,zi) =0 et vg (yi, 2;) = 1

On considére 2 cas possible

lére cas: on suppose que fig (z;,y;) > 0 alors:

pp(zi,y) > 0= miIIIM,._ (z3,9:) >0
1€ g

= . (z,y)>0,Viel
D’aprés I'antisymétrie de r; on obtient que s, (yi,z;) =0 et v, (ys, 7)) =1, Vie I

IZDEIP'MM (yia xz) = Oet H}gXVTi (yi7 xl) =1

= ug (Y, ;) =0et vg(y,x;) =1
2¢me cas: on suppose que fip (;,y;) =0 et vg (z;,y;) < 1 alors:

ming, (5,y;) = 0 et maxvy, (v, ;) < 1

Donc

Jige 1/ i, (:pio,yio) =0etViel, v, (z;,y;) <1

D’aprés 'antisymétrie de r; on obtient que

lun‘o (xio’yio) =0et Vrig (yio’xio) =1

Donc

ming, (yi,zi) =0 emilea}XVn (i, 7)) =1

Par conséquent
g (Y, xi) = 0 et vg (yi, 2;) = 1
d’ou R est antisymétrique.
3)R est transitive:
3-1) En effet: soit x;,y;, z; € X;, on démontre que:

pg (Ti, %) > Sup (min (g (i, i) 5 g (Ui 20)))
Yi €KX
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g (@i yi) < p, (v, yi) et pg (Yis 2i) < py, (Y 2i) Vi€l
Alors

min (g (i, ¥i) » g (i, i) < min (/'Ln- (735, Ys) 3 Mo (Yi, Zz))
On a aussi

min (,um (24, 9i) » oy, (Ui zz)) < iy, (i 2) Yy, € Xy Vi€
Donc

min (g, (i, 4i) 5 o, (Yir 21)) < min g, (24, 2;)
Par conséquent
pg (Tiy %) 2 min (pg (T3, Yi) 5 1 (Yis %)

D’ou

pr (i, 2) > SU)Ig (min (pp (2, vi) s g (Y4, 21)))
Yi€EX4

3-2) On démontre que
vr (i, 2) < ylg)f( (max (vr (z5,%:) s VR (i, 21)))

VR (T Yi) = Ve (T3, y:) et Ve (Vi zi) = Vi, (yiy21) Vi€ T
Alors

max (Vg (i, ¥i) , VR (Yi, 21)) = max (Ve (Ti, Yi) , Ve, (Ui 20))
On a aussi

max (Y, (i, Yi) , Ve, (Ui, 20)) = Vo, (x4, 25) Yy € Xy Vi€ 1
Donc

max (vVr, (T3, Y:) , Vr, (i; 21)) = max vy, (z;, ;)
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Par conséquent

vi (2, 2) < max (v (25, 9) VR (i, %))

D’ou

VR (i, 2;) < ylg)f( (max (Vg (i, yi) ; VR (Yi, 21)))

Alors R est transitive.

D’oul R est une relation d’ordre floue intuitionniste sur X; x Xo X ... x X,,.. m

Corrolaire 3.1.5 [31]") Soit(X,7) une relation d’ordre floue intuitionniste non

vide alors la relation R definit sur X™ comme:
R((x1,...;xpn), (y1,-.esYn)) = min {r(z;,y;):i=1..n}
est une relation d’ordre floue intuitionniste sur X".
Le Théoréme suivante est une généralisation du Théoreme 3.3 [31]

Théoréme 3.1.6 Soit X un ensemble de référence et soit riet ry deux relations

d’ordres floues intuitionnistes, alors la relation R définit comme:

R(l’,y) = arp (:L‘7y) + b?"g (I7y)

Avec a,b € [0,1] tel que:a +b =1 est une relation d’ordre floue intuitionniste.
Preuve. i) R est reflexive:(i.e:up(r,z) =1 Vo e X)
On a r; est reflexive alors :yu, (z,2) = 1 alors apu, (v,2) = a
On a aussi ry est reflexive alors :p,, (v, 2) = 1 alors by, (v,2) =b
Donc

ap,, (v, ) + b, (r,r) =a+b=1

D’ou R est reflexive.

i1) R est antisymétrique: en effet, soit =,y € X tel que x # y et

g (2,y) >0 ou (g (z,y) =0et vp(z,y) <1)]

(1[31] A. Stouti et L. Zedam, On a-fuzzy Orders, The Journal of Fuzzy Mathematics, vol.18(1)(2010),
171-192.
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et on démontre que(py (y,x) =0 et vg (y,x) = 1)

i1.1) On suppose que pp (x,y) > 0 et on démontre que:

a) pig (y, ) = 0.
En effet, up (z,y) > 0 implique que apu, (z,y) + by, (z,y) >0
Alors, puisque a,b € [0,1] et a4+ b =1 on obtient

pr, (z,y) > 0 €t p,,(2,y) >0

Donc d’apres ’antisymétrie de ryet ro on obtient

t, (Y, ) = 0 et p,,(y,2) =0

D’ou,
pr(Y: ©) = ap,, (y, ) + by, (y, ) = 0
b)VR(ya .%') =1
En effet, on a v, (y,2) =1 et v,,(y,x) =1
Alors,

ver(y,x) = avy, (y,x) + bvy,(y, ) =a+b=1

i1.2) On suppose que pp (x,y) =0 et vg (z,y) < 1 et on démontre que:

a) pg (y,x) = 0.

En effet, on a

pr(x,y) = ap, (x,y) + by, (2,y) =0

implique que g, (z,y) =0 et p,,(z,y) =0

Donc

/l’R(ya (E) = alu’rl (y7x> + b/1’7’2<y7x> =0

b) vg (y,z) = 1.

En effet, on a

VR(.CE,y) = az/rl(.r,y) + bl/m(l',y) <1

Alors v, (z,y) < 1et vy, (z,y) <1
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Donc v, (y,z) =1 et v,,(y,z) =1
D’ou,
vr(y,x) = avy (y, ) + bvp, (y,2) = 1
D’ou R est antisymétrique.
i11) R est transitive:

En effet soit z,y, 2 € X on démontre la premiére inégalité

g (2,2) > Sup (min (pg (z,9) 5 1 (¥, 2)))

On a r; et ry sont transitive alors:

fy, (z,2) > (min (g, (,9); 1, (Y, 2)))
et

fy, (2,2) > (min (g, (2,9); py, (Y, 2)))

Alors
ap,, (r,2) > (min (ap,, (z,9);am, (y,2)))
et
by, (,2) > (min (by,, (2,9) ;0p,, (4, 2)))
Donc

Uty (2, ) +bpy (2, 2) 2 (1min (apt, (,5) 5011, (9, 2)))+(imin (b, 2,0) b1, (0, 2))
Alors

pg (x,2) > (min (ap,, (2,9) + bp,, (2,9) 5 ap,, (4, 2) + bisr, (4, 2)))

Alors
pip (€, 2) = (min (pg (2,y) 5 1g (Y, 2)) Vy € X
Donc
pr (2,2) 2 sup (min (pg (%,9) s 1g (4, 2)))
on démontre la second inégalité

VR (.’L‘, Z) < ylél)f( (maX (VR (l’, y) ' VR (ya Z)))
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On a r; et r9 sont transitive alors:

vy (2,2) < (max (v, (2,9);vn (Y, 2)))

et

vy (2,2) < (max (v, (2,y) ;vr, (4, 2)))

Alors
avy, (x,2) < (max (avy, (z,y);av., (y,2)))
et
by, (v,2) < (max (bvr, (2,9); 00, (y, 2)))
Donc

avy, (T, 2) + bvy, (2, 2) < (max (avy, (2,y) 5 av,, (y,2))) + (max (bvy, (2,y) ;0vr, (y,2)))
Alors

vi (2,2) < (max (avy, (2,y) + bvr, (2, y) s avp, (Y, 2) + b, (y, 2)))

Alors
vr(x,2) < (max (vg (z,9);vr (y,2))) Yy e X
Donc

vr(z,2) < ;g}f( (max (Vg (7,9);vr (Y, 2)))

Donc R est antisymétrique.

D’ou R est une relation d’ordre floue intuitionniste sur X. m

3.2 les relations d’ordres floues intuitionnistes qui
sont compatibles avec les structures des espaces
vectorielles réels.

Dans cette section, nous allons étudier la propriété de la compatibilite avec les struc-

tures des espaces vectorielles réels consernant les ordres flous intuitionnistes.
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Définition 3.2.1 (Ordre flou intuitionniste total) Soit X un ensemble non vide
et soit R une relation d’ordre floue intuitionniste sur X.

On dit que R est total (linéaire) si a # b et:
(g (a,b) >0 et vg(a,b) =0)ou(ug(bya) >0 et vg(b,a) =0)

Définition 3.2.2 Soit X un espace vectoriel et r une relation d’ordre floue intu-
itionniste sur X

i)On dit que 1 est compatible avec I'addition si pour tout (x1,y1), (z2,y2) € X? on

pr(r,y1) > 0et pg(v2,92) > 0= pg (21 + 22,91 +y2) >0
et

vr(z1,11) = 0etvg(x2,42) =0=vr(x1 + 22,91 +42) =0

i1)On dit que r est compatible avec la multiplication par des scalaires si pour tout

(r,y) € X% et A >0 on a:

pr(2,y) > 0= pp(Az,Ay) >0
et

vir(z,y) = 0=vr(Az,\y) =0

Théoréme 3.2.3 Soit (Xi,7:);cqy ,y une famille des ordres floues intuitionnistes
sur les espaces vectorieles et soit la relation flou R definie sur X; x Xo, ...... x X,

comme:

R((x1,y ey xn)y (Y1, ooy yn)) = min {r; (x;,y;) 0 = L...n}

Alors on a:

i) Si r; est compatible avec l'addition sur X; pour tout i € {1....n} alors R est
compatible avec ’addition sur l’espace vectoriel X1 X X, ...... X X,.

ii) Si r; est compatible avec la multiplication par des scalaires sur X; pour tout

i € {l....n} alors R est compatible avec la multiplication par des scalaires sur l’espace
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Preuve. D’apres le théoréme précédent R est une relation d’ordre floue intuition-
niste sur ’espace vectoriele X; x Xo, ...... X X, on démontre que R est compatible avec
I’addition sur X; x Xo, ...... x X,,.

1—1i) En effet Soit (21, ..., pn) , (Y1, ooy Un) 5 (215 ey 2n) 5 (B2, ooy tn) € X1 X Xo, oo X
X, tel que:

pp (1, s @) s (Y1, oo Un)) > 0 €t g ((21, oo 20) 5 (P1y ooy t)) >0
Alors d’apres notre définition du R et pour tout ¢ € {1.....n} on a:
fr, iy i) > 0 et p,, (2i,t) >0
Par la compatibilité de r; (i € {1.....n}) on obtient
fhr, (75 + 25, yi + ) >0
Alors
pp (14 21, s tn + 20), (1 + t1, ooy Yo + 1)) = min {Nn (x; + 2z, y; + tz)} >0

D’ou pp est compatible avec I'addition sur ’espace vectoriel X; x X, ...... X X.
1 —4i) Soit (T1, ooy Tn) , (Y1 ooy Yn) 5 (21, ceey Zn) 5 (1, ooy ) € Xq X X, o x X, tel

que:
VR ((T1, s @n) (Y1, oes Un)) = 0 €t v ((21, ooy 20) 5 (t1y ooy t)) = 0
Alors d’apres notre définition du R et pour tout ¢ € {1.....n} on a:
Vry (@3,91) = 0 et vy, (2,4) =0
Par la compatibilité de r; (i € {1.....n}) on obtient
Vp, (Ti + 20, + 1) =0
Alors

vr (21 + 21, s @+ 20) s (Y1 + 11, ooy Yn + 1)) = max{v,, (z; + 25,y + 1)} =0
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D’ou R est compatible avec I’addition sur ’espace vectoriel X; x X, ...... X X,.

2 —1i) On démontre que R est compatible avec la multiplication par des scalaires sur
X1 xXo, ... x X, .en effet, soit A > 0 et (z1,...., ), (Y1, ooy Yn) € X1 X Xy o x X,
tel que:

pgp ((T1y ey ) (Y1 ooy Yn)) >0

Alors d’apres notre définition du R et pour tout ¢ € {1....n} on a:
t, (35 yi) > 0.
Puisque r; est compatible avec la multiplication par des scalaires sur X; alors:
oy, (AziAy;) >0, Vie{l..n}.
Donc
g (A1, ooy M) (A1, ooy AYn)) = min { g, (Azi, Ay;) } > 0

D’ou pp est compatible avec la multiplication par des scalaires sur ’espace vectoriel

2 — i) Soit A >0 et (z1,....; ), (Y1, -0y Un) € X1 X Xy oo x X, tel que:
vr (1, ooy ), (Y15 ooy Yn)) = 0
Alors d’apres notre définition du R et pour tout i € {1.....n} on a:
vy, (i, yi) = 0
Puisque r; est compatible avec la multiplication par des scalaires sur X; alors:
Ve, Az, Ay;) =0 Vie {l...n}
Donc
VR (Az1, .oy Azp) , (Ay1, ooy AYp)) = max {v,, (Az;, Ay;) 0

D’ou R est compatible avec la multiplication par des scalaires sur I’espace vectoriel
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corollaire 3.2.4 Soit r un ordre flou intuitionniste sur l’espace vectoriel X, r est
compatible avec l'addition et la multiplication par des scalaires sur X. Alors la relation

R définit sur X" par:

R((x1, ..oy xp), (Y1,-oesYn)) = min{r(z;,y;), i = 1l..n}

est une relation d’ordre floue intuitionniste compatible avec l’addition et la multi-

plication par des scalaires sur X.

3.3 Caractérisation d’une sous-catégorie d’ordres floues
intuitionnistes (totaux)qui sont compatibles avec
P’addition et la multiplication sur R.

Dans cette section, on donne des définitions et propositions pour obtenir une caractéri-
sation d’'une sous-catégorie d’ordres floues intuitionnistes totaux qui sont compatibles

avec ’addition et la multiplication par des scalaires sur R.

Définition 3.3.1 Soit r une relation d’ordre floue intuitionniste sur R et x € R
si p, (0,y) >0 et v, (0,y) =0 alors = appele v — nombre réel positif.
L’ensemble de tout les réels positif noté par R}.,.

Aussi si p, (x,0) >0 et v, (y,0) =0 alors x appele r — nombre réel negatif.

L’ensemble de tout les réels negatif noté par Ry,.

Définition 3.3.2 Soit Cr; l’ensemble de tout les relations d’ordres floues intu-

itionnistes R définie sur R et satisfait les deux conditions suivantes:
i)

pr(zy) < pp(r+2y+2)
vr(z,y) > vr(z+z,y+2) Va,y,z€R
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ﬂf%(x>y) < MI{(Aag'xy)
vr(z,y) > vr(Az,\y) Vo,y € RYA >0

Proposition 3.3.3[31] Soit R un élément de Cr; alors
i)
fr (21 + 22,01 +y2) = min{ug (T, 41), kg (T2, 52)}

VR (1 + 22,1 +42) < max{vg(v1,y1), VR (72,92)}
it)R est compatible avec l’addition et la multiplication par des scalaires surR

Proposition 3.3.4 [31]YSoit R un élément de Cr; alors

1. Pour tout z,y € R:st x <y alors
tg (2,y) = pp 0,y — )R (z,y) = vr (0,y — 2)
2. Pour tout x,y € R:si x >y alors
tg (2,y) = pp(z —y,0);vR (z,y) = vr (z — y,0)
3. Pour tout x,y € R:si x <y alors
pp (2,y) = pg (0,1);vr (2,y) = vr (0,1)
4. Pour tout x,y € R:si x > y alors
pg (2,y) = pg(1,0); vk (2,y) = ve (1,0)
5. R, NR,, = {0}.

Proposition 3.3.5 Soit R un élément de Cry

1. R une relation d’ordre floue intuitionniste total sur R alors R = R}, UR,.

(1)[31] A. Stouti et L. Zedam, On a-fuzzy Orders, The Journal of Fuzzy Mathematics, vol.18(1)(2010),
171-192.
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2. R est total sur R si et seulement si

[ (0,1) > 0 et v5 (0,1) = 0] ou [pg(1,0) > 0 et vy (1,0) = 0]

Le Théoréme suivante est une conséquence direct de Proposition3.3.4 et Proposi-

tion3.3.5

Théoréme 3.3.6 Soit R un élément de Cry alors R définie comme:

1 siz =y
pr(r,y) =19 pr(0,1) siz<y
pg(1,0) siz>y
0 siz=y
vr(z,y) =< vg(0,1) siz<y
vr(1,0) siz >y

Plus de ¢a si pg (0,1) >0 et vg(0,1) =0 ou pgr(1,0) > 0 et vg(1,0) = 0 alors

R est une relation d’ordre floue intuitionniste total sur R.
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Chapitre 4

Extensions linéaires d’un ordre flou

intuitionniste

Dans ce chapitre on constatera que chaque relation d’ordre flou intuitionniste sur un
ensemble non vide X peut étre étendu & une relation totale sur X, et nous donnera un
algorithme qui permettera d’obtenir cette extension lineaire, comme on peut généraliser
ce résultat dans le cas infini (version flou intuitionniste du théoréeme de SZPILRAJN)
et on caractérise chaque ordre flou intuitionniste sur un ensemble non vide X par
I'intersection flou intuitionniste de quelques ordres floues intuitionnistes linéaires sur

X qui les éxtendt. premiérement, il faut identifier cette lemme.

Soit X un ensemble non vide et soit r,r sont deux relations d’ordres floues intu-
itionnistes sur X on peut dire, que r est une extension de 7 si r est un sous ensemble

flou intuitionniste de r .c’est-a-dire :

Ainsi, r est apellée extension linéaire de r si; et seulement si; r est linéaire et extensie

r.
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4.1 Théoréme d’extensions linéaires de ’ordre flou

intuitionniste

Avant de passer a la théoréme d’extensions nous devons donner cette lemme qui
permet de faire retours les éléments non comparables a des éléments comparables.

Lemme 4.1.1 Soit (X,r) un ensemble ordonné flou intuitionniste non vide et a,b

deuz éléments non comparables sur (X,r) Alors il existe un ordre flou intuitionniste

r sur X extension de r et vérifie que :

(u,” (a,b) >0et v, (a,b) =0) ou (u, (b,a) >0et v, (bya)=0)

Théoréme 4.1.2 (Version flou intuitionniste du Théoréme de Szpilrajn). Tout
ordre flou intuitionniste sur un ensemble non vide X peut étre étendu a un ordre flou

intuttionniste total sur X.

4.2 Preuve constructive des extensions lineaires des
ordres flous intuitionnistes définis sur un en-

semble fini.

Dans cette section on va voir comment peut construire un extension linéaire d’un ordre
partiel flou intuitionniste définit sur un ensemble fini non vide X. Plus précésément,

nous devons démontrer le résultat suivant:

Théoréme 4.2.1 toute relation d’ordre floue intuitionniste sur un ensemble fini

X peut étre étendu a une relation d’ordre floue intuitionniste totale(linéaire) sur X.

Remarque 4.2.2 pour un ensemble classique fini X le nombre L (X) d’extensions

lincaire de X est finiet donnépar L (X) = > L (X — {p}) (voir [27] proposition7.1.4)mais

p minimale
pour un ordre flou intuitionniste il existe des éxtensions linéaires infinis.

Théoréme 4.2.3
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Chaque ordre flou intuitionniste sur un ensemble non vide X est un intersection

flou intuitionniste de quelque ordres flous intuitionnistes qui l’étend.

Exemple 4.2.4 Soit X = {a,b, ¢} alors 'ordre flou intuitionniste suivant

iyl a|b|c vela |b |c
a |1]0]0.6 a [0 |03]0.2
b |01]0 b 1030 ]0.2
c 10101 c [01]03]0

peut étre réalisé comme intersection flou intuitionniste de deux ordres flous intu-

itionnistes

i |alb|ec vela |b c
a 1|11 a [0 |0 |O
b 0|11 b {030 |0
c |00]1 c [01]03]0
i | al|b|c vela |b |c
a |1[0]0.6 a [0 [03]02
b |0|1]0 b 1030 |02
c |[0]0|1 c (01030

4.3 Algorithme et Exemples de construction des

extensions linéaires

Soit X = {xy, 9, ....,2,} un ensemble fini et r un ordre flou intuitionniste sur X, par
utilisation du matrice A, de nxn qui présente r on donne deux algorithmes, la premiére
est une fonction boolean IFLO pour vérifier si r est un ordre flou intuitionniste ou non,
la dexieume est une procédure LEIFO pour obtenir I’éxtension linéaire du r dans le
cas ou 1 n’est pas linéaire.

Fonction IFLO(matrix]1 matrix2:mat) :boolean;
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(Commentaire: le but de cette algorithme est de vérifie la linéarité (la totalité)
d’un ordre flou intuitionniste IFLO prend deux valeurs vrais si r est un ordre flou
intuitionniste linéaire sinon, deux indices h et k de deux éléments de X 1'orsque IFLO
est faux).

Algorithme 4.3.1

Var 1i,j,h.k:integer

Begin

=1
While i<=n do
ji=i
While j<=n do

If (matrix1[i;j]>0and matrix2|i;j]=0)or(matrix1[j;i|>0 and matrix2[j;i]=0)

then
=i+
IFLO:=true;
Else
IFLO:=false;
h:=i;k:=j;{indices ou IFLO est faux}
EndIf
EndWhile
ii=i+41;
EndWhile
End.

Procedure LEIFO(Var P1 P2:mat)
(-commentaire : le but de cette procédure est d’obtenir ’extension linéaire d’ordre
flou intuitionniste dans le cas ou r n’est pas linéaire ).
Var i,j integer;
Begin
While not LEIFO(P,V) Do
For i:=1 To n Do
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For j:=1 To n Do
Pli,j] := max (P[i, j], min (P [i, h] , P [k, j])) ;
V' [i, j] == min (V'[4, j], max (V' [i, b] , V' [k, j])) ;
EndFor;
EndFor;
EndWhile;
End.

Exemple 4.3.2 Soit X = {a,b,c} et r un ordre flou intuitionniste sur r définit

par:
L. |a|b|c vela |b c
a [1]0/0.6 a |0 [03]0.2
b |0]1]0 b 1030 |02
c [0]0]1 c 1010310

d’aprés cette procédure LEIFO réalisée étape par étape on obtient dans la premiére
étape (i.e,la premiere application du lemme) un ordre flou intuitionniste rysur X qui

éxtensie r défini comme:

fhy, (2, y) = max {p, (z,y) ;min {, (z,a); p, (b,y)}}
Vp, (2,y) = min{v, (z,y) ; max {v, (z,a);v, (b,y)}}

On peut présenter r; par le tabteau suivant:

Mo, | @b |c ve, la | b |c
a |[1]1]06 a |0 |0 |02
b [0[1]0 b 1030 |0.2
c [0]0]1 c 1017030

Comme 71 n’est pas linéaire on applige aussi le lemme avec rjon obtient un

ordre flou intuitionniste rysur X qui éxtensie r; (i.e, éxtensiée r aussi) défini comme:

fry (z,y) = max {1, (x,y);min {p,, (2,b);p,, (c,y)}}
Vp, (2,y) = min{v, (z,y) ;max{v,, (,b);v,, (c,y)}}
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On peut présenter ro par le tabteau suivant comme suit:

Hey | G| D | Uy | @ | b c
a |1|1]1 a |0 [0 |0
b 011 b 030 |0
c 0(0|1 c 01030

La procédure s’arréte ici car ry est un
ordre flou intuitionniste linéaire qui éxtensie r.
Dans cet éxemple le nombre d’applications du lemme est £ = 2 on obtient aussi
k = Ztel que m = card (A) avec A = {(a,b), (b,a), (b,c),(c,b)}.

Exemple 4.3.3 Soit X = {a,b,c} et r un ordre flou intuitionniste sur r défini

par:
i, |a |b|c vela | b |c
a |1 [0]05 a [0 |03]0.1
b 01103 b 10210 |02
c |0 |01 c [06]05]0

d’aprés cette procédure LEIFO réalisée pas & pas on obtient dans le premier pas
(i.e, la premiére application du lemme) un ordre flou intuitionniste r;sur X qui éxtensie
r défini par:
fy, (2,y) = max{p, (z,y);min{u, (x,a);pu, (b,y)}}

VTI (:E,y) = min{yr ([L’,y) ;maX{VT’ (I,(I) yVr (bv y>}}
On peut présenter r; par le tabteau suivant :

L. |la |b|c vela |b c
a |1 1105 a [0 |0 ]0.1
b 101]|1]03 b 10210 |0.2
c |0 |01 c [06]05]0

Comme r; n’est pas linéaire on applique aussi le lemme avec ron obtient

un ordre flou intuitionniste rosur X qui éxtensie r (i.e, éxtensie r aussi) défini par:

firy (,y) = max { g1, (x,y);min {p,, (,0);p,, (¢,y)}}
Vry (2,y) = min{v,, (z,y);max {v,, (,0);v,, (c,y)}}
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On peut présenter ro par le tabteau suivant:

L. la |b|c vela |b c
a |1 1)1 a [0 |0 |O
b 101|103 b 10210 |02
c |0 |01 c [06]05]0

Comme ry n’est pas linéaire on applique aussi le lemme avec r,on obtient un ordre

flou intuitionniste r3sur X qui éxtensie ry (i.e, éxtensie r et r aussi) défini par:

firy (z,y) = max {1, (x,y) ;min {p,, (,b); p,, (c,y)}}
Vpy (2,y) = min{v,, (z,y) ;max{v,, (,b) ;vr, (¢, y) }}

On peut présenter r3 par le tabteau suivant :

i la |b|c vela |b |ec
a |1 |[1]1 a [0 |0 |0
b 01|11 b [02]0 |0
c |0 |01 c [06]05(0

La procédure s’arréte ici car r3 est un ordre flou intuitionniste linéaire qui éxtensie

Dans cet éxemple le nombre d’applications du lemme est £k = 3 on obtient aussi

que k = Ztel que m = card (A) avec A = {(a,b), (b,a), (b,c),(c,b),(a,c),(c,a)}.
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Chapitre 5

Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous avons vu le concept de I’ensemble flou intuitionniste comme une
généralisation de la notion d’ensemble flou, nous avons aussi examiné, le concept de
relation floue intuitionniste, qui est considéré comme un ensemble flou intuitionniste.
Nous avons étudié en profondeur un genre de relations "les relations d’ordres floues
intuitionnistes".

Nous avons étudié quelques propriétés des ordres floues intuitionnistes (la min-
imisation d’une famille d’ordres floues intuitionnistes, la compatibilité avec les struc-
tures des espaces vectorielles, la Caractérisation d’une sous-catégorie d’ordres flous,
Iordre flou total,....etc, parmis les propriétés les plus importantes se trouve ’extension
linéaire, dans ce sens nous avons fourni un lemme(Lemme 4.1.1) qui permet la création
d’une relation ou les éléments sont comparables, puis on généralise ce résultat dans
un théoréme(Théoréeme 4.1.2) ou chaque relation d’ordre flou intuitionniste sur un en-
semble non vide X peut étre étendu a une relation d’ordre flou intuitionniste total sur
X.

Finalement, et dans le méme sens nous avons fourni une algorithme d’extension
linéaire pour obtenir un ordre total puis on donne des exemples pratiques.

Nous constatons que les propriétés des ordres flous se généralisent par analogie au
cas d'un ordre flou intuitionniste.

Nous signalons par ailleurs que les résultats concernant les relations floues intu-

itionnistes demeurent encore ouverts, nous avons proposé¢ un apercu sur les ordres
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flous intuitionnistes seulement.

Nous signalons aussi que si la relation d’ordre floue intuitionniste n’est pas total (
I’ensemble X est partiellement ordonné), on peut parler de la structure d’un treillis et
aussi un treillis complementé et étudier sont propriétés algebrigues comme un travaille

de future.
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