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Résumé
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@ ans ce mémoire, nous avons proposé un algorithme basé sur la méthode de gradient conju-

gué et la méthode de Newmark pour estimer un coefficient dans un probléeme non linéaire
gouverné par une équation d’onde acoustique dans un milieu non homogene en dimension un
avec des conditions initiales et aux limites de Dirichlet-Neumann. Le coefficient est rapproché
par une forme polynomiale et I’algorithme numérique est employé pour trouver les coefficients
de cet polyndme.

Mots-Clés : Eléments finis, Méthode de gradient conjugué, Moindres carrés non linéaires,
Méthode de Newmark, Probleme inverse.

Un this memoir, we proposed an algorithm based on the conjugate gradient method and New-
mark method to estimate a coefficient in a nonlinear problem governed by an acoustic wave
equation in a non-homogeneous one-dimensional domain with data condition and boundary
conditions of Dirichlet-Neumann. The coefficient is approximated by a polynomial form and
the numerical algorithm is used to find the coefficients of this polynomial.

Keywords : Conjugate gradient method, Finite elements, Newmark method, Nonlinear Least
squares, Inverse problem.
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Introduction générale

Un probléme inverse est une situation dans laquelle les valeurs de certains paramétres d'un
modele doivent étre identifiées a partir d’observations du phénoméne. En mathématiques, un
probléme inverse a la forme d"une équation

Ar =y (1)

Ou y représente les mesures effectuées, x représente les valeurs des parametres du phénomene
et A est un opérateur linéaire ou non linéaire.

Les problemes inverses généralement sont des problémes mal posés car si I'on cherche a
résoudre 1'équation (1) ; cela nécessite 'inversion de I'opérateur A. Cette opération n’est pas
forcément évidente d’un point de vue numérique et d’apreés Hadamard [3] un probleme est
bien posé s’il vérifie les trois conditions suivantes :

1 La solution existe;
i Elle est unique;
1= Elle dépend continument des données.

Dong, si l'une des trois conditions n’est pas satisfaite, on dit que le probléme est mal posé.

La résolution du probleme inverse passe en général par une étape initiale de modélisa-
tion du phénomeéne, dite probleme direct qui décrit comment les parametres du modele se
traduisent en effets observables expérimentalement. Ensuite, a partir des mesures obtenues sur
le phénomene réel, la démarche va consister a approximer au mieux les parametres qui per-
mettent de rendre compte de ces mesures. Cette résolution peut se faire par simulation numérique
ou de fagon analytique.

Dans ce mémoire, on s'intéresse au probléme d’onde acoustique en dimension un suivant :

%z%[c(z)%}—i—f@,lﬁ),(m,t)G]O,f[x]O,T], (2)
avec conditions initiales
u(:c,()):uo(x),w:ul(x), 0<z<Y, (3)
et les conditions aux limites de Dirichlet-Neumann
u(0,t) =0 et%(ﬁ,t):h(t), pour tout 0 < z < /. 4)

ou f (x,t), ug, ui, h (t) et ¢ (x) sont des fonctions continues. Nous considérons le probleme (2)-#)
comme un probleme direct. Dong, si f (z,t) et h (t) sont des fonctions continues et ¢ (z) connait,
le probleme (2)-(#) a une solution unique.
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Pour le probleme inverse, le coefficient acoustique ¢ (x) est considéré comme étant inconnu.
De plus, on considere aussi une condition supplémentaire sur la frontiere x = ¢ donnée par :

u(l,t)y=g(t), 0<t<T. (5)

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la maniére suivante :
Dans le premier chapitre, nous avons donné un rappel sur le probléme des moindres carrés
non linéaires, ainsi que les algorithmes des méthodes suivantes :

i Méthode de gradient conjugué,
i Méthode de Newmark.

Dans le second chapitre, nous avons utilisé la méthode des éléments finis pour résoudre le
probleme d’onde acoustique avec conditions aux limites de Dirichlet-Neumann. La méthode
des éléments finis est basé sur trois idées principales. D’abord, nous obtenons la formulation
variationnelle du probléme direct. Ensuite, nous discrétisons la formulation variationnelle par
éléments finis P; et nous dérivons un systéeme d’équations différentielles linéaires de second
ordre. Avec la méthode de Newmark et la méthode de Cholesky, nous avons proposé une algo-
rithme pour résoudre ce systeme.

Dans le dernier chapitre, nous avons étudié le probleme inverse (2)-(5) pour estimer la fonc-
tion inconnue c (z). Dans ce cas, on propose la forme polynomiale pour la fonction inconnue
¢(z). Dong, ¢ (z) est rapproché comme

¢ () = p1+pax + psx® + ..+ ppa™
ol py,pa, - - ., Pm SONt des constantes. Soit At = T'/navecn € N*et0 =tg <t; < ...t, 1 <t,=T
avec t; = iAt. Les coefficients inconnus py, ps, . .., p,, peuvent étre déterminés en utilisant le
probleme de minimisation de la fonction des moindres carrés non linéaires suivante :

(6)

minF(ppr?”' 7pm)7
(p17p27 s 7pm) € Rm?

n

1
F(plap2a"' 7pm) = EZ[U (évtiapla"'vpm) _(p(tl)]2

i=1

En se basant sur la méthode de gradient conjugué, nous avons proposé un algorithme pour
résoudre le probléme des moindres carrés (6).
On termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.
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CHAPITRE 1

RAPPELS SUR DES OUTILS
MATHEMATIQUES

@ ans ce chapitre, nous avons donné un rappel sur des outils mathématiques concernant
les méthodes suivantes : méthode des moindres carrés non linéaire, méthode de gradient
conjugué non linéaire et méthode de Newmark.



1.1. METHODE DES MOINDRES CARRES NON LINEAIRE 9

1.1 Méthode des moindres carrés non linéaire

Définition 1.1. Le probléeme des moindres carrés non linéaire consiste a minimiser la fonction

==Y (1.1)

=1

l\D||—~

9() = 51" (@)

avec y; donné

TZ(‘CE):yZ_f(t’HJ;);Z:l,,m

ou f (t;, ) est une fonction non linéaire, ¢; les variables indépendants et x € R" le vecteur de
parametres a estimer.

Pour la minimisation de (1.1) nous avons besoin des dérivées premieres de g. La dérivée
premiére s’écrit

Z ri(x).Vri(x) =Vr(z)r(x), (1.2)
avec
ori(z) . Orm(z)
8w1 811
Vr(z)=1 : oo
ori(z) . Orm(z)
Oxn 0zn
Le vecteur
ori(x)
ox1
Vr (z) = :
ori(x)
OTn

correspond a la colonne ¢ de la matrice Vr ().

1.2 Méthode de gradient conjugué non linéaire

La Méthode de gradient conjugué non linéaire n’est pas unique, il existe plusieurs forme. Le
cceur de ces méthode présenté par l'algorithme suivant :

A. Qaddour Probleme inverse gouverné par une équation d’onde acoustique



1.3. METHODE DE NEWMARK 10

Algorithm 1 Méthode de gradient conjugué pour les moindres carrés non linéaire.

1: Choisir z(©

2: Calculer d¥ = Vg (z(0)

3: Pour k =0,1,...,jusqu’a la convergence faire
4:  Résoudre

B =ming (+ — gd"). (1.3)

5. Adapter 2"+ = z(®) — g, q®

6 Calculer Vg (z") et yy41

7. Adapter d*t) = Vg (2* D)) + 4 1d®
8: fin du pour

Remarque 1.1. Plusieurs méthode existent pour calculer le terme ;. Parmi elles se dégagent
trois méthodes :

— La méthode de Fletcher-Reeves voire ([7],[6],[3]) consiste a calculer 7;,; de la manieére
suivante :

Vi1 = Vflalvfk—s—l
- VIV

— La méthode de Polack-Ribieére voire ([7],[6]) consiste & calculer 7;,; de la maniére sui-
vante :

VL (Ve — Vi)
Ve4+1 = Vf,?ka .

1.3 Méthode de Newmark

On utilise méthode de Newmark pour résoudre le systeme linéaire d’équations différen-
tielles ordinaires d’ordre 2 a coefficients constants suivante :

Ut=0)=U%%Y(t=0)=U.

7 dt

{M‘?T[{(t)JrC‘fj—[{(t)—i-KU(t):b(t)’ 0<t<T,

Ot on suppose que b (t) est continu sur [0,7]. On découpe l'intervalle de temps [0,7] en N
intervalles ou pas de temps At = T'/N, et on pose

Vne€{0,...,N}, t, = nAt
VnE{O,...,N—l}, tn+1:tnAt

Avec ces notations, on peut écrire par développement de Taylor, en notant 7, et 7, deux réels
de ] tn7 tn+l [

A. Qaddour Probleme inverse gouverné par une équation d’onde acoustique



1.3. METHODE DE NEWMARK 11

Ultps1) = U (tn + At) = U (t,) + AU (t,) + (A; S (tn) + (AL (), (1.4)
et
U' (to)) = U (tn + At) = U' () + AU" (t,) + @U”’ <T,;> . (1.5)

En remarquant que la valeur U (7,,) dgt (7,,) est la pente de la tangente de la fonction ¢ —

U (t) ent = 7, (et de méme pour U" ( n)) la méthode repose alors sur I'introduction de deux
parametres [ et v en écrivant

(1.6)

{1UW( ) ,BU (tn+AAt1 U” (tn)

1 ( ) _ ,YU "ttt A)—U" (t,)

2 At

En injectant dans les développements de Taylor et (1.5), on obtient le développement
pour U (t,, + At)

Uty + At) = U (t,) + AtU' (t,) + (A;)z [(1 — 2B U (ta) +28U" (t, + At)} . (1Y)

et pour U’ (t, + At)

U (t, + At) = U (1) + At [(1 —NU" (t) + AU (ta + At)] , (1.8)

U
dt2

on approche U (t,), & (t,),

7 odt

(t,) par trois suite U,, u.u.,

MUnJrl + CUn+1 + KUnJrl =0 (thrl) )
Un+1 = U + At (’YUT,L/+1 + ( 7) U;L/) ) (1.9)
Unir = U, + AtU, + B0 (2807 + (1 —28)UL).

Ou0<~y<letd<pB<1/2
Lorsque la matrice C est nulle (C' = 0) , on peut éliminer les suites U, , U, car : de (1.9), on a

BMU,:H + BK U1 = Bb (tng1)
(3+7—28) MU, + (5 +7—26) KUy, = (3 +7—28) b(tn) (1.10)
(3—7+B8) MU, + (5 —7+8)KUp1= (3 —7+8)b(tn)

et

(At)

Un+1 - Un =

(ﬁ L+ 2/6)U7;’> (1.11)

A. Qaddour Probleme inverse gouverné par une équation d’onde acoustique



1.3. METHODE DE NEWMARK 12

! At 2 1 1
U, — Uy = AU+ & 2) <2ﬂUn +(1-28) U,H) (1.12)
U —U._ =At (w,;’ F(1—7) U;;_1> . (1.13)

On remplace (T.13) dans ({T.11) - (T.12))/(At)*, on obtient

” 1 ” 1 o Un+1 —2Un+Un_1

donc, (L.9) est équivalent a

et (B (347 -20) Gt (57 +8) )
M +K(BU 1+ =+~7=28\U,+|=—~+8)|U,_
(A1) BUn11 5 T B 5 v+ B8 1

= B (tn41) + (%+7—mﬁb@0+(%_7+ﬁ)w%1% (1.15)

Pour démarrer le schéma il faut connaitre Uy et U;, ce qu’on obtient grace aux conditions ini-
tiales
UO - U 0

et

.,
o (t=0)=U"=

U, — Uy

= AtU! :
At = -2 tUu" + Uy

(Uy = U et

Uy = Uy + AtUY,

(M +B (A’ K)Up = (2M — (At)* (3 +7—28)K) U,
(M+(At) (3—7+8)K) Uy

L +(At)? (Bb(tnp1) + (5+7—28) b (ta) + (3 =7+ B) b(tn1)) -
(1.16)

Remarque 1.2. Si on pose 3 = 1,v = 3, le schéma (1.16) devient :

(M +CEK) Uy = (2M = B K) U, — (M + k) U,

+ (A1) (2 (tsr) + 2b (t) + 1 (ta1)) (1.17)
UO UO et
Uy = Uy + AtU*,

est un schéma implicite stable, voir [9].

A. Qaddour Probleme inverse gouverné par une équation d’onde acoustique



CHAPITRE 2

PROBLEME DIRECT

@ ans ce chapitre, nous avons utilisé la méthode des éléments finis pour résoudre le probleme
direct avec les conditions initiales et les conditions aux limites de Dirichlet-Neumann. La
méthode des éléments finis est basé sur trois idées principales. D’abord, nous obtenons la for-
mulation variationnelle du probleme direct. Ensuite, nous discrétisons la formulation variation-
nelle par éléments finis P; et nous dérivons un systéme d’équations différentielles linéaires de
deuxieme ordre. Avec la méthode de Newmark et la méthode de Cholesky, nous avons proposé
une algorithme pour résoudre ce systeme. Finalement, nous avons programmé cet algorithme
par Matlab et nous testons cette algorithme par quelques exemples numériques.

13



2.1. POSITION DU PROBLEME 14

2.1 Position du probléme

On considere le probleme d’onde acoustique non homogene en dimension un suivant :
Trouver w: |0,L] x ]0,7 ] — R tel que

Pu_ o[ o
o2 Ox

@) Ge] + £ @0 w0 € J0.L[x 0T, ey

avec les conditions initiales

du
ot

et les conditions aux limites de Dirichlet-Neumann

u(x,0) =ug (z) et — (2,0) = u; (x), pour tout0 <z < L, (2.2)

u(0,t) = Oetc(L)%(L,t) =h(t), pourtout0 <t <T. (2.3)
Ou f e C([0,7];L*(0,L))eth € C([0,T]) etuy € H' (0,L) etu; € L*(0,L) etc: |0,L[ — R%

est une fonction dérivable et bornée c’est a dire :

Jday,as > 0,a1 < ¢(x) < ag, pour toutz € |0, L.

2.2 Formulation variationnelle

Soient V' et H deux espaces de Hilbert réel définis par :

V:={9eH (0,L):9(0)=0} et H=L(0,L).

et soit A un sous-ensemble de C* (0, L) défini par :

A= {ceCl(O,L):al <c(x) <ag, a,ay >0}.

En multipliant 1’équation (2.1) par une fonction arbitraire ¢ € V' et en intégrant sur [0, L], on

obtient :
L 62 ,t L 8 0 t
/0 %qg(gj)dx:/o %(C(J;) “(;i ) z) dx +/ flz, )0 (x)de.  (24)

Par intégration par parties, le premier terme de membre gauche de (2.4) devient :

!

/OL (c (z)u (x)) V(z)dx =c(z)u

/ /

(2)0 (z) 5 — / ¢(2)d (2) ¥ (2) de

A. Qaddour Probleme inverse gouverné par une équation d’onde acoustique



2.2. FORMULATION VARIATIONNELLE 15

Par conséquent, la formulation variationnelle du probléeme (2.1)-(2.3) est donnée par :

Trouver u € C'([0,T];V)NC*([0,T]; H) telle que
e (u (0) 0)y +a(u(t),9) = F (t,0) WeV0<t<T, (25
u(t=0)=up, & (t=0) =u.

Otia : V x V — R une forme bilinéaire donnée par :

a(u(t),d) = /OL ¢ () 6u(§i, ) a%(;)dx pour tout u,J € V (2.6)

et ': [0,7] x V — R une forme linéaire donnée par :

F (t,v) / f(z, )Y (x)dx+ h(t)Y (L) pour touty € V (2.7)

2.2.1 Existence et unicité de la solution

Lemme 2.1. voire [2|] 'application suivante :

L2(0,L)
est une norme sur V' équivalente a la norme ||ul| g 1, -

Démonstration. siu € V et pourtoutz € |0,L[,ona:

/Ox u (s)ds

u(z) —u(0)| =
——

= Ju(z)] <

5)‘d$ < /OL ‘u/ (s)|ds

0

donc

|u<x>|g/0L

En utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :
on particulier on a

ju@)] < VI [l = Ju@)P <]
L2(0,L) £2(0,L)

:>/ |u ()] da:</ dx

£2(0,L)

L
:>/ lu (x \dx<LH / ldx .

L2(0,L)
—L

A. Qaddour Probleme inverse gouverné par une équation d’onde acoustique



2.2. FORMULATION VARIATIONNELLE 16

il en résulte

a0y < 2o,

Ainsi, nous avons :

112 < 9 S 112 < L2 . 112

Hu ‘ 20,0) — lullzzqo,) + Hu ‘ 20,0) — (L% +1) Hu £2(0,0)
Alors,on a:
HU‘LQOL < ol = L2(0,L)
d’ot1 'équivalence des normes. O
Lemme 2.2. "application suivante :
ur— [Jull 2o,y + H“ ‘ 12(0.0)
est une norme sur V' équivalente a la norme [|ul[ g 1.
Démonstration. Soitu € V, on pose A = [|ul 12 yet B = Hu'HLQ(OyL) ,donc, A, B >0
(424 B)'? < (A% + B*+24B)"* — (424 B?)"?* < (A+ B)
Ainsi, nous avons :
1/2

(e T e R e vl
on a

0<(A—B)’=A*+ B*—2AB — 2AB < A*+ B?
donc

1/2

(A+B)’=A?+ B*+2AB <2 (A*+ B?) = — (A+ B) < (A’ + B?)

1
V2

Ainsi, nous avons :

1 1/2
— u
V2 ( LQ(O,L)> ( L2(0, L))

A. Qaddour Probleme inverse gouverné par une équation d’onde acoustique




2.2. FORMULATION VARIATIONNELLE 17

Alors,ona:
1 ! !
75 ey + o] oy ) < Winions < sy + [l
d’ot1 I'équivalence des normes. O

Remarque 2.1. a (u, ) une forme bilinéaire symétrique continue et coercive dans V, et F (¢, )
une forme linéaire continue sur V.

Démonstration. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et Lemme 2.1|et 2.2l nous avons :

" ol 1 el L 8u(:1:,t)H819($) .
()9 € V,Ia(u(®), 0) < s fe@)] [ |25 E0 8
L ou(z,t)\> v L o9 (z)\? 2
< as (/0 ( pe ) d:c) (/o ( pe ) dx (2.9)
< az [[ully [|9]ly - (2.10)

Donc, la forme bilinéaire a est continue dans V' .
Pour la coercivité de a, on a :

Vo € V,a(9,0) = /OLc@;) (9 @) dr > a, /OL (7 @) deza ol @)

De méme F,ona:

Vi €V, [F (t,0)] S/O |f (@, )19 (z)[ dz + [h (£)] [0 (L))]

d’autre partona:vVd € V

L L, L 1/2 L, 9 1/2
V(L) —v(0)] = / Y (z)dx §/ ‘19 (:c)‘d:cg (/ 12dx> (/ Y (x) d:z:)
~ 0 0 \Jo 0 )
:\/ZHﬂ,HIJ(o,L)
donc,on a:
L 1/2 L 1/2
P (t,0)] < </ 2 (2,1) dx) (/ 92 (z) dx) + @IV |7 2.12)
0 0 L2(0,L)

< M||J]}, ou M = max{||f||c([0,T];L2(0,L)) VL ”hHC(O,T)} : (2.13)

Alors, la forme linéaire F' est continue sur V. Donc, d’apres le théoreme de Riesz , il existe un
élément unique K, : [0,7] — V, tel que

F(t,9) = (K1 (t),0), . (2.14)
O
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Nous considérons le probléme variationnel de valeurs propres suivant : trouver A € R et
u eV —{0} tels que
a(u, ) = A(u, ), Vo e V. (2.15)

On dira que A est une valeur propre du probléme variationnel (2.15) (ou de la forme bilinéaire
a) et que u est le vecteur propre associé.

Lemme 2.3. voire [1] Soit a (., .) une forme bilinéaire symétrique continue et coercive dans V. Alors les
valeurs propres de (2.15) forment une suite croissante (\y),, de réels positifs qui tend vers l'infini, et il
existe une base hilbertienne de H (uy),, de vecteurs propres associés, c'est-a-dire que

up €'V, et a(ug,9) = A\ (ug, V) ; VO € V. (2.16)
De plus, (ur/v/Ak),, est une base hilbertienne de V pour le produit scalaire a (., .).
Théoreme 2.1. D’apres la Remarque 2.1], le probleme variationnel admet une solution unique
uweC([0,7];V)NnC([0,T]; H) .
Démonstration. La démonstration est divisée en deux étapes.

étape 1. Supposons que u € C ([0, T]; V)NC* ([0, T); H) est solution de (2.5). Introduisons la
base hilbertienne (uy),, de H composée des fonctions propres de la formulation variationnelle

(2.15) qui vérifient

up €'V, eta(ug, ) = N (ug, 0) ; V0 € V.

D’apres (2.16) on a:

F(t,0) = (K1 (£),0), = (K (t),9),,¥9 € V. 2.17)
On définit
Qg (t) = <u (t) 7uk>H’a2 = <u0>uk>H70‘11: - <ul>uk>H’5k (t> - <K (t) >uk>H'

Puisque v € C([0,T];V) N C*([0,T];H) et K(t) € L*(0,T;H), on en déduit que «ay (t) €
C([0,T7) et Bx (t) € L*(0,T) . Comme (uy),, est une base hilbertienne de H, on a

u(t) =Y o (t) u.

En choisissant ¢ = u; dans (2.5) on obtient
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Lor (1) + \yay, (t) = By () dans ]0,7T| 2.18)
ak(t:()):ag,dg‘—t’c(t:O):oz}c. .
La solution homogene : Posant wy, = /Ax
oy (t) = ¢; cos (wyt) + ey sin (wyt) .
La solution générale :
ay (t) = ¢ (t) cos (wxt) + ¢z (t) sin (wit) ,
donc
ay, (1) = ¢, () cos (wit) + ¢, (£) sin (wit) — ¢1 () wy sin (wit) + ¢ () wy cos (wit)
on pose :
¢ (t) cos (wit) + ¢, (t) sin (wyt) = 0 (2.19)
alors

oy, (1) = —¢; (t) wy sin (wit) + ¢, (1) wi cos (wit) — ¢ () A cos (wit) — ca (£) Mg sin (wit)

on remplace dans (2.18) on obtient

—¢; (t) w sin (wit) + ¢ (t) wg cos (wit) = By (t) (2.20)
de (2.19) et (2.20)

(2.21)

¢y (1) cos (wyt) + ¢, () sin (wit) = 0,
—c (t) sin (wyt) + ¢, (t) cos (wit) = 6255)_

On trouve la solution de (2.21)) par la méthode de Cramer.

¢ (t) = —61;—5:5) sin (wit) = ¢ (1) = —%k B (s) sin (wgs) ds + k;
0
et
/ B (t)

ey (t) = cos (wit) = o (1) = wik/o B (s) cos (wgs) ds + k.

Wk
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Alors

ay, (t) = ky cos (wit) + ko sin (wit) — wi /t B, (8) sin (wys) cos (wit) ds
k Jo

1 t
+ — | Br(s)cos (wgs)sin (wit) ds
Wk Jo

= ky cos (wit) + ko sin (wit) + wi /t B (s) [ sin (wgt) cos (wgs) — sin (wgs) cos (wit) | ds
k Jo
= ky cos (wyt) + ko sin (wit) + wik /t B (s) sin (wy, (t — s)) ds.
0

Onaay (t=0)=a) =k = af, et 2 (t =) :a,lﬂikQ:Z—i.
Donc 'unique solution de (2.18) est

1
a (1) = af cos (wyt) + —E sin (wyt) + —/ B (s)sin (wy, (t — s)) ds pour ¢ > 0, (2.22)
Wk
ce qui donne une formule explicite pour la solution v (qui est donc unique).
étape 2. Pour démontrer que la série

+oc0 1 ¢
Z <oz? cos (w;t) + % sin (wjt) + wi /0 B (s)sin (wj (t — s)) ds) u; (2.23)

=1

converge dans C ([0,7]; V)N C*([0,T]; H), on va montrer que la suite w* (t) = Z?Zl a; () u;
des sommes partielles de cette série est de Cauchy. Dans V' nous considérons le produit scalaire
a (u,?) pour lequel la famille (u;) est orthonormé dans H. Par orthogonalité dans H et dans V'

de (u;) , on obtient, pour [ > k, et pour tout temps ¢,

a(w —w,w —wk)—i-HE(wl—wk)

=a ( Z a; (1) uj, Z Q; (t)uz>

H j=k+1 i=k+1
l l
dO[j dO./i
+<Z %(t)uj?z E(t)ui>
Jj=k+1 i=k+1 H
! dov. 2
= > [Nl O Qs wi) g + |52 O s uyg
j*k-‘rl =1 =1
l 2
dOéj
-3 (A o (O + |22 (1 )
j=k+1

De la formule (2.22) on infére que

al 1]/
la; ()] < | cos (wjt)| + | —L sin (w;t)| + — / B (s)sin (w; (t — s)) ds
\j,_/ Wy T Wj 0 \jq_/
<1 < <
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en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz nous avons :

oy |<\a°|+“‘ (/ ds)m(/otwj(s)Fds)

d’apres (a + b + ¢)* < 4a® + 4b° + 2¢ on obtient

1/2

t
Al (O < 4]ad]” +4x; a9 +2t/ 18; (s)]? ds. (2.24)
0

Et de la formule (2.22)) on infere que

dOéj

dl[1 [
%(t)‘ < wj|a?] + || + 7 [W_J/o B (s) sin (w; (t—s))ds}

1 [t d ..
<o o]+ o+ | 5= [ 85 (5) im0 = )|+

Bj (t) sin (w; (¢t — 1))

=0

t
<oy + o+ | [ 55 (5) cos ey = 5)) s

t
< ;a2 + o] +/0 18; ()] ds

en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz nous avons :

%(t)'gwj}a2‘+|a}}+</ 2d8> (/ 18 (s |ds)

d’apres (a + b+ ¢)® < 4a® + 4b? + 2¢* on obtient

/2

do: |2 t
%(t) §4Aj|a§\2+4}a;\2+2t/ 18; (s)|* ds. (2.25)
0
De (2.24) et (2.25), on obtient
da; ’ 2 12 0|2 ! 2
E(t) + Ajlay; () < 8|af|” + 8 |af|” + 4t i 18; (s)|” ds. (2.26)

Commeug € V,u; € Het K (t) € L? (0,T;H),on a

luolly, = a (uo, uo) Z)\ |ad)* u],uj Z)\ |a]* < 400 = \; [a?]” tend vers 0.
J=1
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+o0
[ Z}al‘ (uj, uj) g Z!Oxl} <+oo:>‘a1] tend vers 0.
J=1
T T +00 )
HKHLQ(OT[H) (K, K)L?(]OT[ H) — /0 (K(t),K(t)>Hdt: o Z|ﬁ](t)| <“jauj>Hdt<+oo
j=1

donc

+oo T
HKHiQ(}O,T[;H) = Z/o 18; (5)]> ds < 400 = /o 18; ()| ds tend vers 0.
j=1

Ce qui implique que la série, dont le terme général est le membre de gauche de (2.26), est
convergente, c’est-a-dire que la suite w* vérifie

2
k 2 d k

kllig—loo Oiltl<T (Hw —w (t)HV + HE (' (t) —W" (1)) H) = 0. (2.27)

De (2.27)
. l k _ ok 2

k}gﬁlm o' —w HC([O,T];V) klll{ﬂoo OiltlfT o' (8) =" @)}, =0,
dong, la suite w* est de Cauchy dans C ([0, T]; V).
Et

d 2
1 el l Lk _
Jm o ([ @o-sol ) -0
d’autre part, on a \; tend vers l'infini donc, pour tout ¢ :
l 2
-t Ol = X hs 0 < Y e OF = [0 -F 0. @)
j=k+1 j=k+1
donc, de (2.27)
lim le - wkH2 = lim sup le (t) — WP (t)H2 + sup 4 (W' (1) — W" (1)) : =

k,l—+o0 CL([0,T];H) kl—+oo \ o<t<T H 0<t<T dt H ’

dong, la suite w* est de Cauchy dans C' ([0,77]; H).
Comme les deux espaces C ([0,7];V) et C*([0,T]; H) sont complets, la suite de Cauchy w”
converge et on peut définir sa limite u
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lim w* =wdans C([0,T];V)NC*([0,T];H).

k—+o00

duwk
»di
tions initiales voulues. D’autre part, il est clair que u (t), en tant que somme de série
vérifie la formulation variationnelle pour chaque fonction test ¥ = ;. Comme (uy,/v/A;)
est une base hilbertienne de V, u (t) vérifie donc la formulation variationnelle pour tout
¥ € V, c’est-a-dire que u (t) est bien la solution recherchée de (2.5). O

En particulier, comme (w’“ (0) (0)) converge vers (up, u1) dans V' x H, on obtient les condi-

2.2.2 Ladépendance continu par rapport aux données

Théoreme 2.2. D’apres la Remarque 2.1] il existe une constante C' > 0 ( qui ne dépend que de L et de
T') telle que

el oo + lellon onm<C(!\Uol!v+\\U1!!H+HKHLQ(OT ) (229)

Démonstration. De la formule (2.26) et (2.28), on a

2 ! t
a (W' —w*, W H wh — w” < Z (8‘a;|2+8)\j}a2‘2+4t/ |ﬁj(s)|2ds)
H eyl 0
I T
< Z (8‘04}|2+8)\j}a]0-‘2+4T/ |8, (S)|2d8) ,
j=k+1 0
donc
a (W —w* W —wF) + || () — " (@) d — (o' = W") 2 <
o3l 3wl 3 [
J=k+1 j=k+1 j=k+1
et s’obtient alors facilement en prenant & = 0 et en faisant tendre [ vers I'infini. O

Remarque 2.2. voire [1] La formule (2 l-b prouve que la solution de (2.5) dépend continument
des données, et donc que le probleme (2.5) est bien posé au sens de Hadamard [5].

2.3 Semi-discrétisation en espace : Méthode des éléments finis

Nous construisons un sous-espace Vj, de V' de dimension finie et constitué de fonctions
affine par morceaux. On se donne un entier naturel N et on pose h = L/ (N + 1), z; = ih pour
i=0,...,N+1(avecxo=0etaxyi; = L)etl; = [x;,x;11] pouri=0,...,N.
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On définit I'espace vectoriel V), par :

Vii={0n €V i 0y, €P¥i=0,.. N}

Ou P, désigne I'espace des polyndmes de degré inférieur ou égale a 1.
On définit, pour j = 1,..., N + 1, les fonctions ¢; par :

b siz € [.%j,l,lfj] s

¢j (r) == § FE—=six € [x;,241], pourtoutj=1,...,N

Osiz < Tj—10u six > Tjt1-

N Six € TN, TNl
o (@) o= § S € ol
Osiz < xp.
Les fonctions ¢;,j = 1,..., N + 1, sont des fonctions "chapeau", elles vérifient

lsit=j
e Vet o, i :512 ’
¢] h ¢.7 (I‘) J {OSiZ#]

La semi-discrétisation de (2.5) est donc 1'approximation variationnelle suivante : trouver
uy, (t) fonction de 0,7 [ a valeurs dans V), telle que

dt?

Ll (8),00) y + a (up (t),90) = F (t,0) YO, € Vi, 0 <t < T, 230)
Up (t = O) = UQ,h, duh (t = 0) = U1,h- ’

ot upp, € Vi, etuy, € Vi, sont des approximations des données initiales ug et ;.

La solution w;, du probleme variationnel (2.30) s’écrit

N+1

ZU ) ¢; ot Uj (t) = uy, (25, )

avec U = (U,) le vecteur des coordonnées de uy, (t). En posant

1<j<N+1

N+1 N+1

Uo,p = Z Uldjetur = Z Uj;,
P =1

et (2.30) devient, pour tout 1 <i < N + 1,

SN by T+ SN a (9,00 Up (1) = F(t,¢y) 0<t<T,
Ui (t=0)=U % (t =0)= UL

17 dt
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Le probleme (2.30) est équivalente au systeme linéaire d’équations différentielles ordinaires

d’ordre 2 a coefficients constants : Déterminer U (t) = (U (t) , ..., Uy41 (t))" solution de
MU" (t)+ KU (t) = R(t), 0<t<T,
- (2.31)
Ut=0)=U0%%(t=0)=U"

Ou K = (k;;) est une matrice symétrique appelée matrice de rigidité donnée par :

M = (M;;) est une matrice symétrique appelée matrice de masse donnée par :

Mi; = by, ¢i)y V1 <i,j <N +1,

et R (t) = (r; (t)) le vecteur de terme source donné par :

ro(t) = F (t,6;) V1 <i < N +1.

Pour calculer les composantes du vecteur de terme source et les éléments des matrices de
rigidité et de masse, nous utilisons la regle de Simpson suivante :

[owar= "5t [s@ 1 () o]

2.3.1 Vecteur de terme source

Pouri=1,..., N nous avons:

n=Fto) =3 [ s fend— [ @-me) @ ds

h
= %% |:(.Z'11 — LEi,l) f (l'ifl,t> -+ 4 (J;Z_ITM — .Z'i1> f (%,t) -+ (33'1 — mi,l) f (xl,t)l
- %g [(% = Tig1) f (@i, 8) +4 <% - $¢+1> f (%J) + (@1 — zi) f ($i+1at)}
a g [f (xH; xt> t )+ (x +2Ii+1’t)} '

Et

TN+ TN

5 ,t> +f(mN+1,t)] +h(t).

ry+1 (t) = F (it on) = % {Qf (
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2.3.2 Matrice de rigidité

Si|i — j| > 1, supp (¢;) N supp (¢;) = 0, donc k; ; = 0 alors la matrice K est creuse.

Pour les éléments de diagonale principale, nous avons pour¢ =1,..., N :
Tit1 , 2 1 T 1 Tit1
di=K;; = / c(x) (qbl (:1:)) dx = 7 c(x)dxr + 7 c(x)dx
Ti—1 Ti—1 X4

- e (B () ]

et
TN+1 , 2 1 TN+1
dyi1 = Knjing1 = / c(x) <¢N+1 (m)) dr = e ¢ (z)dx
TN TN
1
Pour tout: =1,..., N nous avons:
Tit1 , , 1 Tit1
0; = Kip1,; = K1 = / () ¢y (%) ¢ () do = 2 ¢(z)dx

S {c (2:) + 4c (%) + C(l’i+1)} -

Enfin, la matrice K est tridiagonale.

2.3.3 Matrice de masse

Sili—j| > 1, supp (¢;) N supp (¢;) = 0, donc M; ; = 0 alors la matrice M est creuse.
Pour les éléments de diagonale principale, nous avons pour¢ =1,..., N :

Tit+1
Ti—1
et

TN+1

en+1 = Myiiniy1 = / qﬁvﬂ (x)dx = h/3.

TN

Pour tout: =1,..., N nous avons :

Tit1
si=Mi1;, =M, ;41 = / ¢i () i1 (z) dw = h/6.

i
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2.4 Discrétisation totale en espace-temps : Méthode de New-
mark

On utilise la méthode de Newmark pour résoudre le systeme d’équation différentielles or-
dinaires (2.31).

On découpe l'intervalle de temps [ 0,7 ] en [ intervalles At = T'/I, on pose t;, = k- At 0 <
k < I.On note Uy 'approximation de U (t;) calculé par un schéma. En utilisant Remarque
nous avons :

(M+CEK) Uy = (2M = SEK) U — (M + B85 K) Uiy
U() UO et
Uy = Uy + AtU'.

Ou Ry = R(t;) pourtoutk=1,...,1 — 1.
Proposition 2.1. Le systeme linéaire 2.32) admet une solution unique U € RN *1,

Démonstration. Pour tout vecteur U € RN*! — {0} et d’apres (2.11), on a :

<<M + 89 K> U, U> = (MU,U) + (Aj)2 (KU,U).

4

De plus, on a

N+1 /N+1 N+1 N+1
(KU,U) Z (Z Uja (65, 1) ) U; = Z Usa (Z ché],@) = a (up, up) > ay |Junlly, > 0,

=1 7j=1

et

h
(MU,U) = G [4UT + 205Uy + 4U3 + 2UsUs + ...+ 2UnUn—1 + AUR + 2Un11 Uy + 2UR 4]
_h
>z [UF + 20Uy + 2U5 4 2UsUs + ... + 2UnUn—1 + 2Ux + 2Un11 Uy + Uy |
h
=5 Z Ui + Uin1)? > 0.
=1
Donc, la matrice (M + %K ) est définie positive. d’ot1 le résultat. O

2.4.1 Méthode de Cholesky

Le systéme linéaire (2 est un systeme linéaire a matrice symétrique, définie positive et
tridiagonale. Donc, on peut utiliser L'algorithme de Cholesky pour la résolution numérique
comme suit : on pose
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et

b:(zM_

<A;>2K) e - (M+

(A1)*
1

U:Uk+1etA:M+ K,

(At)*

1 1 1
K) Uk—1 + (At)Q (ZRkJrl + éRk + ZRkl) :

On écrite A sous la forme A = L - LT. Ou L est matrice triangulaire inférieure.

AU:b<:>L-LTU:b<:>{

Initiation : soient ¢, f et h trois fonctions données , N € N*eth =L/ (N + 1) et x; = ih.

Ly=15>
LTU =y

Pour:=1,...,N,ona:
Af)?
a;, =A;; =€+ %di
At)?
an+1 = Antin+1 = enq1 + ( 4) dns1
At)?
vy = Aip1 = 8 + (AD) 0;
4
etona:
At)? At)? At)?
by = <2€1 — ( 2) dl) Uk — (61 + ( 4) d1) Uk—11 + (281 - ( 2) o1 | Ukp
At)? 1 1 1
— | s+ (&%) o1 | Up—12 + (At)2 —r1 (tks1) + =r1 (&) + =71 (te—1) |
4 4 2 4
etpourt=2,...,N,ona:

(At)*

i = <2511 -

At)? At)?
01;1) Uki-1— (511 + ( 4) 011) Uk—1,i—1 + (261; — ( 2) di) Uk,

At)? At)? At)?
- (ei + ( 4) di) Uk—1, + <251' - ( 2) 0@'> Ukiv1 — <3i + ( 4> 0@'> Uk—1,i+1

+ (At)? <in (tht1) + lri (te) + lﬁ; (tk—1)) ;

et

2 4
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At)? At)? At)?
byy1 = (23N — ( 2) 0N> Uk,n — (SN + ( 4> 0N) Uk—1,n + (26N+1 — ( 2) dN+1> Uk,N41

(At)? 5 (1 1 1
— | eny1 + 1 dnt1 | Uk—1.nv11 + (AD) 1IN+ (trs1) + SN+ (tr) + 1IN+ (tk—1) ) -

Factorisation :

h = Va. (2.33)
Pour touti=1,...,N
w; = Ui/li7
(2.34)
Résolution :
= b/l et
Ly =b+= h=b/he , (2.35)
y; = (bi —w;_1yi_1) /l;, pourtouti=2,... N + 1.

LTU =y = Un1 = Ynt1/Ins et (2.36)
Ui = (y; — wiUi1) /1;, pour touti = N, ..., 1. '

2.4.2 Programme Matlab

clear all

L=2; $Fixe car h(t)=c(L)=*u’ (L, t)
T=3;

N=99;

I=75;

h=L/ (N+1) ;

Dt=T/1;

$——— - fonction U0 (x)-———""7"H"7"""""""""""“"“"“""———-—
$ul0=inline (' x"2',"'x");

ul0=inline ('sin(5*x)’,"'x");

F——— e ——————— fonction Ul(x)-——————"""""""""""""""""———
Sul=inline (' x"2+2*x’,’'x");

ul=inline (' sin (5*x)-x’','x");

for i=1:N+1
U0 (1) =u0 (i+h);
Ul (i)=ul (ixh);
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Ul= UO+Dt+U1;

Fex=exp (kxDt) xX." (2) +2xXxk*Dt;

ex=exp (kxDt) xsin (5*X) -Xxk*Dt;

plot (X,ex,'red’ ,x,U0l,"—");

e fonction de paramétre c(xX)-——————————————————
%$c=inline ('exp(x)',’'x");

c=inline (' log(x+1)’,"'x");

g fonction deuxieme membre f(x,t)-————-—"-—-—-

$f=inline ("exp (t) *x"2-2+exp (X) * (exp (L) (x+1)+t)’,’'x","t");

f=inline ("exp (t) *sin (5*x) * (1+25*«1log(x+1))— (5+exp (t) rcos (5xx)—-t) / (x+1)"
xR,

g fonction h(t)--———"""-"—""""""""""""""""""""--

FH=inline ("exp (2) * (dxexp (L) +t2xt)’,"t");
H=inline (' 5x1og(3) *cos (10) xexp (t)-t’,"t’);
S Matrice de rigidité K-——————-—-—-—————————————

d(i)=(c((1-1)+h)+4*c ((2*x1-1)*h/2)+2xc (ixh)+4dxc ((2x1+1)+h/2) ...
+c ((i+1)*h))/ (6*h);
end
d(N+1)
for i

=(c(N*xh)+4xc ((2+«N+1)*h/2)+c ( (N+1)xh))/ (6xh);
=1:N
o(i)=—(c(ixh)+4*c((2*x1i+1)*h/2)+c((1+1)*h))/ (6%xh);
end
G Matrice de masse M————————-—————————————————
for i=1:N

e(i1)=2xh/3;
end
e (N+1)=h/3;

for i=1:N

F—— e ——————— Vecteur de terme source R————————————--—————
R=zeros (N+1, 3);
for j=1:3

for i=1:N

R(i, J)=(f((2%«1-1)*h/2, (k=2+73) «Dt)+f (i*h, (k-=2+7) *Dt) ...
+f£((2x1i+1)+h/2, (k=2+7) «Dt) ) *h/3;
end
R(N+1, J)=(2+f£ ((2*N+1) «h/2, (k=2+7) «Dt) ...
+f ((N+1) *h, (k=2+73) «Dt) ) *h/6+H ( (k-2+7) xDt) ;
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end
G Matrice A —
for i=1:N
a(i)=e(i)+d (i) *«Dt"2/4;
end
a(N+1l)=e (N+1)+d (N+1) xDt"2/4;
for i=1:N
v(i)=s(1i)+o (1) *Dt"2/4;
end
G Element de 2éme membre b—————------—--—————
b(l)=(2xe (1)-d(1)*xDt"2/2)*Ul (1)-(e(1l)+d (1) +xDt"2/4) U0 (1) ...
+(2*xs(1l)-0o(1)*xDt"2/2)*Ul(2)—(s(l)+0 (1) «Dt"2/4)xU0(2) ...
+(R(1,3)/4+R(1,2)/2+R(1,1)/4) «xDt"2;
for i=2:N
b(i)=(2*«s(i-1)-0(i-1)*Dt"2/2)*«Ul(i-1)—-(s(i-1)+o(i-1)«Dt"2/4) ...
*UO0 (1-1)+ (2xe (1)—-d (1) xDt"2/2)*Ul (1)—(e(1)+d (1) xDt"2/4)*U0 (1) ...
+(2*xs (1) -0 (1) *Dt"2/2) *Ul (i+1)—(s(i)+o (i) *Dt"2/4) U0 (1i+1) ...
+(R(1,3)/4+R(1i,2)/2+R(1,1)/4)*Dt"2;
end

b(N+1)=(2%xs (N) -0 (N) *Dt"2/2) *Ul (N)— (s (N) +o (N) *xDt*2/4) «U0 (N) ...
+(2xe (N+1) —-d (N+1) «Dt"2/2) *Ul (N+1) - (e (N+1)+d (N+1) «Dt~2/4) ...
*U0 (N+1)+ (R(N+1,3)/44+4R(N+1,2)/2+R(N+1,1)/4) «xDt"2;

F—mm Factorisation-——————-----""""""""""“"—"—""———————
L(1)=sqrt(a(l));
for i=1:N

w(i)=v(i)/1(1);
1(i+1l)=sqgrt (a(i+1l)-w(i)"2);

G Résolution————-----------——m
y(1)=b(1)/1(1);
for i=2:N+1

y(1)=O([1)-w(i-1)*y(i-1))/1(1);

u(N+1)=y (N+1) /1 (N+1);
for i=N:-1:1
u(i)=(y(i)-w(i)=*u(i+l))/1(1);

k=k+1;

if mod(k, 25)==

ex=exp (k*«Dt) xX." (2) +2xXxk*Dt;
ex=exp (k*Dt) xsin (5«X) —-XxkxDt;
figure

plot (X,ex, ' red’ ,x,u,"-——");

end

Uuo=uUl;
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Ul=u;
end

2.4.3 Exemples numériques

445 T T T T T T 15
Exacte Exacte
4l — — Approchée _ — — Approchée
351 B
- E "
T 25 4
(=] =
(=h Py
S 2f 1P
16F - 1
1l il
05 B
0
0 2 2
x X
FIGURE 2.1 — Exemple 1 : La solution u pour les temps ¢ = 0,04 et t = 1
40 T T T T T T 100
Exacte Exacte
35| — — Apporchée apt — — Approchée
80 B
Tor B
1 seof .
ol g R0 F -
3
i 401 B
0 -
201 B
) 10+ a
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
* X

FIGURE 2.2 — Exemple 1 : La solution u pour les temps t = 2 ett = 3
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15 T T T T T T 3
Exacte

—— — Approchée — — Approchée

Exacte

u(x,0.04)
uix,1)

A5 | | | | | | | | |

FIGURE 2.3 — Exemple 2 : La solution u pour les temps ¢t = 0,04 et t =1

Exacte Exacte
— — Approchée | — — Approchée

FIGURE 2.4 — Exemple 2 : La solution u pour les temps ¢t = 2ett = 3
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CHAPITRE 3

PROBLEME INVERSE

@ ans ce chapitre, nous avons proposé un algorithme basé sur la méthode de gradient conju-
gué non linéaire et la méthode des éléments finis pour estimer un coefficient dans un
probleme non linéaire gouverné par une équation d’onde acoustique dans un milieu non ho-
mogene en dimension un avec les conditions initiales et les conditions aux limites de Dirichlet-
Neumann. Le coefficient est rapproché par une forme polynomiale et ’algorithme numérique
est employé pour trouver les coefficients de cet polynome.
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3.1 Position du probléeme

On considere le probleme d’onde acoustique non homogene en dimension un suivant :
Trouver w: |0,L] x ]0,7 ] — R tel que

Pu 0 ou
= @S]+ rwn. @ etorixor), 6
avec les conditions initiales
ou
u(z,0) =ug () et 5 (,0) = uy (z), pour tout 0 <z < L, (3.2)

et les conditions aux limites de Dirichlet-Neumann

u(0,t) =0etc(L) % (L,t) =h(t), pourtout0 <t <T. (3.3)

Ou feC([0,7];L*(0,L))eth € C([0,T]) etug € H* (0, L) etuy € L*(0, L).
Pour le probleme inverse, le coefficient acoustique ¢ (z) est inconnu. Dans ce cas, pour esti-
mer c (z) , une condition supplémentaire est imposée sur la frontiere x = L, donnée par :

u(L,t) =g (t), pourtout0 <t <T. (3.4)

3.2 Méthode des moindres carrés non linéaire

Pour la solution de probléme inverse (3.1)-(3.4), nous considérons que la fonction ¢ doit étre
paramétrée sous la forme d’un polyndme suivant :

c(z) =~ p1+pox +psz’ + .. +pyz’ (3.5)

Les coefficients inconnus py, ps, . . ., py peuvent étre déterminés en utilisant le probleme des
moindres carrés non linéaire suivant :

S(P) =Y lg: —u (P)]*. (3.6)

=1

S = Somme d’erreur carré ou fonction objective

PT = (p1,pa, . ..,py) vecteur de parametres inconnus
u; (P) =u(L,t;, P) = solution estimée en t;

g; = g (t;) = solution mesurée en t;

N = nombre total de parametres inconnus

I = nombre total de mesures, ot I > N.
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Les solutions estimées u; (P) sont obtenues a partir de la solution du probleme direct sur la
frontiere x = L. L'équation peut étre écrite sous forme vectorielle suivante :
S(P)=[G-U(P)]"[G-U(P). (37)

Ot 'exposant T' désigne la transposition, et le vecteur [G — U (P)]" est défini par :

[G_U(P)]T:[gl_ulagQ_u2>"'agI_uI]- (38)

Remarque 3.1. La fonction S définie par (3.7) est continue sur un domaine borné et fermé de
RY. Donc, d’apres théoreme de Weierstrass, la fonction S est atteinte son minimum global.

3.3 Meéthode de gradient conjugué non linéaire

Pour minimiser la fonction des moindres carrés non linéaire donnée par (3.7) et d’apres
Remarque 3.1} en utilisant la méthode de gradient conjugué donnée par :

Prtl = pk _ gkt (3.9)

Ou " est le pas, d* est la direction de descente et k est le nombre d’itérations. La direction d*
est donnée par :

d* = VS (P*) +~+*d* . (3.10)

Plusieurs expressions existent pour calculer le terme ~*. L'expression de Polak-Ribiere, voir
([7],[6]), est donnée sous la forme : pour k = 1,2, ...

o Eh{Es e, v () -vs (e} )
2= [VS (PO

J=1

N
ou~y” = 0.
Et I'expression de Fletcher-Reeves voire ([7],[6],[3]) est donnée comme : pour £ = 1,2, ...

c XLVSPY] s ()] [vs (PY)]

_ _ , 3.12
S VS (POE VS (PO VS (P 42
o+’ = 0.
VS (P’“)L, est le composant j"¢ de vecteur V.S (P*) , ot V.S (P¥) est donné par :
auT (P*
VS (PF) =2 —% (G —U(PY)]. (3.13)
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Ou
2 Jur  Qupg ., Ou
851 gp1 gpl gp1
_ D2 [ Op2  Op2 Op2
i A ui uy e up] = (3.14)
oP : : : - :
_0_ Ouy  Quy . Oup
OpnN Opn  Opn Opn

La matrice jacobienne J (P") est définie comme la transposition de I'équation (3.14), c’est-a-dire

T
oUT (P*)
J(P") = | ——2 1
(P*) 5P (3.15)
Sous forme explicite, la matrice jacobienne est écrite comme

oup  Owy . Ouy

Jk =] Pk — — P1 P2 PN 3.16
Oup  Quy . Oup
Opr  Op2 dpN

Les éléments de la matrice jacobienne sont appelés coefficients de sensibilité. Le coefficient
de sensibilité .J;; est donc défini comme la dérivée premiére de la solution estimée a l'instant ¢;
par rapport au parametre inconnu p;, c’est-a-dire

aui
Jij=—,pouri=1,....Tetj=1,...N.
J apj p l J

En utilisant la définition de la matrice jacobienne donnée par I'équation (3.16), 'équation (3.13)
devienne :

VS (PF) = =2 ()" [G-U (PY)], (3.17)
et
1
[VS (Pk)]j = —22 % [gi — u; (Pk)] pourj=1,...,N. (3.18)
i=1 J

La recherche de " dans I'équation (3.9) est obtenu en minimisant la fonction S (P**!) par
rapport a ¥,

min § (P*1) = min [G — U (P*Y)]" [G - U (P*)] . (3.19)

BE>0 BE>0
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En remplace P**! par I'équation dans 'équation (3.19), on obtient
min § (P*1) = min [G — U (P* - g4 [G - U (P* - g*d")] . (3.20)
kZO kZO

Le vecteur U (P* — *d*) peut étre linéarisé avec un développement de Taylor au voisinage de
p*, une telle linéarisation est donnée par:

U (P* - prd*) = U (P*) — p*J"d". (3.21)
En remplace (3.21) dans (3.20), on obtient
. Py — i _ pk k 7k k1T . pk k gk k] 77
g}}lzr(l)S( ) ggl;é[G U (P*) 4+ p*J "] [G— U (P*) + g*J"d"] (3.22)
En utilisant la condition nécessaire d’optimalité de premier ordre, nous avons :

o8 (Pk+1)

o —0e? [J*d*]" [G = U (PY) + 8*J*d¥] = 0

o [JRdF]" [BF k] = [JFd)T U (PY) - @]
Donc

] U (P 6]

S e

(3.23)

3.3.1 Critere d’arrét

La méthode du gradient conjugué est converge voire [7] si le schéma itératif est arrétée ,
dong, si critére suivant est satisfait

S (P <. (3.24)

Ot € est une tolérance donnée.

3.4 Algorithme de calcul

Nous présentons un algorithme de calcul basé sur la méthode de gradient conjugué non
linéaire pour résoudre le probleme inverse (3.1)-(3.4), voir [8].
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Algorithm 2 (Algorithme de calcul basé sur la méthode de gradient conjugué non linéaire).

Entrée(s) G = (¢1,92....,91)" ,P° e donnée, k = 0.

1: Résoudre le probleme direct (2.1)-(2.3) avec I'estimation disponible P* pour obtenir le vec-
teur de solution U (P*) = (uy, us, . .. ur)’.

2: Vérifier le critere d’arrét donné par I’équation (3.24). Continuer si pas satisfait.

3: Calculer la matrice jacobienne J* définie par 1'équation (3.16).

4: Calculer le gradient VS (P*) a partir de I'équation puis le coefficient v* a partir de
I’équation (3.11)) ou (3.12).

5. Calculer la direction d” en utilisant I’équation

d* =V5S (P*) ++*d* .
6: Calculer le pas 8* a partir de 1'équation (3.23).
7: Calculer la nouvelle estimation de P**!,

Pk-‘rl — Pk _ Bkdk

8: Remplacer k par k + 1 et retourne a I'étape 1.

3.5 Calcul des coefficients de la matrice jacobienne

On note uy, = 88712 pour k = 1,..., N. En dérivant les équations (2.1)-(2.3) par rapport a py.
Donc, nous avons :

p1+ pot 4+ psa? + ..+ pyaNTl) Qe gho10u]

(o)

o~

L]

I

Q
| Sl
| |
—

)
Bus (,0) = 0, (3.25)

Avec le systeme (3.25) et les équations (2.1)-(2.3), nous construisons le systeme vectoriel sui-
vant :

QtQ T Oz o

Uﬂ(m, 0) = Uy (),

E’Q—l{ (,0) = U (2), (3.26)
U (0,t) =0,
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u [z, t)
. Uy - 0
U= ) et ' =

un 0

Ju

oz

(p1 + pox 4+ p3a® + ... + pya™ 1)

(p1 + pox + psa® + ...+ pyaV 1) Lu +§§
F=| (+px+psa®+.. +pya ) %“;+ .

(b1 +paz + paa® + ..+ a1 2 N1
%(x):[uo(x) 0 --- O}Tet[fl(m):[ul(x) 0 --- O}T,
el T
H@t)=[h() 0 0] .

3.5.1 Formulation variationnelle

Soit V' un espace de Hilbert définis par :

V= {0 H"(0,L):9(0) =0}.

Nous multiplions (3.26) par une fonction de test ¥ € V et en intégrant 1’équation obtenue sur
[0, L], nous obtenons l’equatlon suivante :

/0 azgg?t)ﬁ(x)dm_/o %,ﬁ@m:/} P(o,4) 8 (@) do.

Avec I'intégration par parties, nous avons :

d2
dt?

OLU(x,t).ﬁ(x)dx—i—/OLF(x,t).a%—(xx)dx—/OLF(:U,t) Y (x)dx +9(L)H (t).

Nous utilisons le produit scalaire de 1’espace L? (0, L) :

(f, g>L2(0,L) :/0 f(z).g(z)dx

et on définit la forme bilinéaire suivant :
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ag (u, )
aq (ul, ’(9)

a(U,fﬁ):/OLF(x,t).a—xda:: a2 (12, )

(U)

(p1 +pot +par? + 4 pyaNTl) 220 gy
(p1 + pox + psx® + ..+ pyaN ) Qu gl Judl gy
= fo (pl +p233+p3:r +...+pNg;N*1) Q_if%jog_g%dm

\fo (p1 + pow + pasa® + ..+ pyaN ) GGl pN10u 80 gy,

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et Lemme nous avons : Pour tout i =
1,2,...,N,ona

vuaﬁ S V’ |ai (U70)| =

ouod  , ,0udd
/0 [()8m8m+$ %%]dw

< (a2 + Li_l) /0 I
ou

< (az+ L") (/OL %dey/z.(/j

< (a2 + L) [lully 121]y -

Ju| |9V

72| dx

@
oz

) 1/2
dx)

Donc, la forme bilinéaire a est continue.
Pour la coercivité de a, on a :

Vi e V,a; (0,9) = /OL c(x) (19/ (.21:)>2 + ! (ﬁ, (a:)) du

L , 2
> a1/ (19 (a:)) dz > ay |9 .
0

D’apres (2.12)), la forme linéaire

/LF(x,t).ﬁ(x)dw+19(L)H(t),

est continue sur V. Donc, d’apres (2.14) et (2.17)

/ CF (o) 9 (@) de + 9 (L) H (1) = (K (1) )y ) V0 € V. (327)
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Enfin, la formulation variationnelle du probleme (3.26) est donnée par :

dt2 <U 19>L2 0,L) +a (U 19) < (t) 719>L2(0,L) )
U (:v 0) Uo (z) (3.28)

D’aprés Théoreme 2.1} le probleme variationnel (3.28) admet une solution unique.

3.5.2 Semi-discrétisation par éléments finis

Soit Vj, un sous espace de V' de dimension N, + 1. On considere le probleme approché sui-
vant : trouver uy, Uy p, Uz p,y - -, Unp € Vi tels que

dt2 <Uh7 19h>L2 0 L) +a (UI‘H 19]1) <K (t) ’§h>L2(U,L) ’
Uh (.T O) UO,h ( ) s (329)
8U" (2,0) = Upp ().

Ou Q9h eV,etlU, = [uh Urp U2h - uN’h}T.
Nous subdivisons l'intervalle [0, L] en N, + 1 sous-intervalle des distances égales 5 :

O=zg<2 <...<2zN, STN41 =1L,
avec x; = i.h.

On définit I'espace vectoriel V), par :

On définit, pour j = 1,..., N, + 1, les fonctions ¢, par :

T—Tj_1 s
—ILsiz e [z, x4,
€T —X . .

pj(r) = ¢ 2= siz € [r), x541], pourtoutj=1,..., N,
Osixz < Tj—10u siz > Tjt1-
T—IN, .

_JREsiv € [an,, v, ]
PN+1 (T) = .

Osiz < azp,.

Afin que on peut écrit U, comme une combinaison linéaire des éléments de base :

Ng+1
= > Ui (1) 5 (x) o U () = U (w),1) (3.30)
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avec U (t) = [uo; (t) wij(t) usy(t) ... uny (t)]T. En posant

Ny+1 Ng+1

Uop () = Z UY.p; (x) et Uy (z) = Z Ul (x),

et (3.29) devient, pour tout 1 <i < N, + 1,

Nyp+1 ~ No+1
- d*U; (t) - ~
Z <90j790i>L2(0,L) d—ZQ + Z a (g, i) Us () = (K (1) >%‘>L2(0,L)a (3.31)
j=1 j=1
donc, pour toute =0,1,...,N,ona:
Ng+1 Nz+1
- d*u, ; (t -
Z (%390 20,1 d—tjg) + Z ae (95, Pi) te,j (1) = (K (t) ;i) 120, - (3.32)
7j=1 7=1

Le probleme (3.29) est équivalent les systemes linéaires d’équations différentielles ordinaires

d’ordre 2 a coefficients constants : Poure =0,..., N
MU, (t)+ KU, (t) = R(t), 0<t<T,
0 dU. (3.33)
U (t=0)=U2, %= (t=0) = UL

Ou K* est une matrice symétrique donnée par :

kiej = Q¢ (@j?gpz) V1 S Za] S Nx + 17

M est une matrice symétrique donnée par :

Mij = <90j’ 90i>L2(0,L) V1<, < Np+1,
et le vecteur R (t) = (r; (t)) donné par :

ri(t) = (K (£) .0 20,0y V1 < 8 < Np 4 1.

3.5.3 Méthode de Newmark

On utilise la méthode de Newmark pour résoudre le systeme d’équation différentielles or-
dinaires (3.33), on pose At = T'/I, ett;, = k- At 0 < k < I. En utilisant Remarque nous
avons :

(M + CEK) U = (2M = BPK) U — (M + BEK) Uy

2
+(A1)? (JRis1 + 3R + 1Ri) (334)
Ue,g = er et
Ue,l = U€70 —+ AtUel

Ou Ue,k = U6 (tk) et Rk = R(tk) pour tout £ = 1, Ce ,] — 1.
Le systeme algébrique (3.34) est résolu par la méthode de Cholesky.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudie un probleme inverse non linéaire pour l'identification
numérique d’un parameétre dans un probleme d’onde acoustique en dimension un avec des
conditions aux limites de Dirichlet-Neumann. Ce travail se déroule en deux étapes :

v Probléme direct : nous avons utilisé la méthode des éléments finis, la méthode de New-
mark et la méthode de Cholesky pour calculer la solution de ce probléme.

v Probléme inverse : nous avons proposé un algorithme basé sur la méthode de gradient
conjugué non linéaire pour estimer un coefficient dans un probleme non linéaire gouverné
par une équation d’onde acoustique dans un milieu non homogene en dimension un avec
des conditions initiales et aux limites de Dirichlet-Neumann. Le coefficient est rappro-
ché par une forme polynomiale et I’algorithme numérique est employé pour trouver les
coefficients de cet polyndme.

Comme perspectives, nous avons prévu les projets de recherches suivants :

1w Jdentification numérique le parametre a pour un probleme hyperbolique suivant :

(P (2,1) = 220D 4 a(x) f (1), 0<a <1, 1>0.
u(0,t)=0, t>0

Qu(1,t)=0, t>0

u(x,0) =ug(z), 0<x <1

\g—qj(x,()):ul(x), 0<z<1.

i [dentification numérique la condition initiale g (¢) pour un probleme de diffusion suivant :

3“((9?@ — HQSiﬁ’t)qtf(x,t), O<z<1,t>0.
u(z,0)=g(t), 0 <z <1,
u(0,t) =0, t>0,

u(l,t) =0, t>0.
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