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Résumé :

Dans ce travail, nous avons étudié une problème d’un écoulement potentiel, bidimensionnel à surface
libre d’un fluide incompressible et non visqueux devant un obstacle de forme rectangulaire où la
gravité et la tension de surface sont négligées. Pour trouver la solution exacte de ce problème, nous
avons utilisé les transformations de Schwartz Christoffel et la méthode d’hodographe.

Mots clés : fluide, écoulement potentiel, surface libre,, transformation conforme.

Abstract :

In This work, we studied a problem of a two-dimensional free-surface potential flow of a incompres-
sible, non-viscous fluid in front of a rectangular-shaped obstacle, where gravity and surface tension
are neglected. To find the exact solution to this problem, we used the Schwartz Christoffel transfor-
mation and the hodograph transformation.

Key words : fluid, potential flow, free surface, conformal transformation.

: ڲڪٌۘ
ଫଃ༚و ఈዳዧَݯ؞؇ط ڢ؇ًܭ ଫଃ༚ ܳފ؇فܭ රඞ ݿޚں ذو ا৙৑ًأ؇د ሒᆶ؇਍ು ሒᇃިᆇᅒ ܳٺڎڣݑ ොູܹ٭ܹ٭۰ ࢻࣖراݿ۰ ᆇᅪٷ؇ اܳأ݄ܭ ۱ڍا ሒᇭ
୒ୖڍه اᄴᄟڢ٭ݑ اࠍ੆ܭ ෠ຬ৕৑؇د .۰ਃಸذ؇੊اࠍ ଫଃٔ؊ّو اܳފޚۜ޶ اܳٺިߙߵ ڢިى إᆇᆅ؇ل ؕ݁ ݁ފٺޚ٭ܭ ႟ၽނ আॻ༟ ༟؇فݑ أ݁؇م ෑෂج

۱ިدوਵؗاف. لܭ ިොູو ૭૏ாணٺިڣܭ ܳލިارߙ߳ اৎ৊ޚ؇ًگ۰ لఈఃت اܳٺۜި اݿٺأ݄ܹٷ؇ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا
݁ޚ؇ًگ۰. لఈఃت ިොູ ،රඞ ݿޚں ،ሒᇃިᆇᅒ ࣁࣖڣݑ ݁؇فؕ، ڲء׫ոؼמ١: ոஈ࿦྾ت



Notations

m la masse de fluide

V le volume

ρ la masse volumique

P la pression

d la densité

χ la compressibilité

ν le volume massique

τ la viscosité

ϖ le poids volumique

Qm débit massique

Qv débit volumique

u⃗ vecteur de vitesse

a⃗ l’accélération

(x,y) le plan

S la surface

η⃗ le vecteur normal unitaire à une élément de surface de S

(u,v) composantes du vecteur vitesse

γ tension superficielle

dV variation de volume

ds élément de surface de normale η
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Notations

φ fonction potentiel

ψ fonction de courant

i le nombre complexe

z la variable complexe

M0(x0, y0, z0) position initiale

r⃗(M0, t) le vecteur position

plan z le domaine d’écoulement réel

We nombre de weber

g gravité

∆ la placien
∂
∂x dérivée par rapport à x

rot rotationnel

grad gradient

v



Introduction générale

La mécanique des fluides est la science des lois des écoulements des fluides qui étudie

leur comportement au repos et en mouvement et les forces internes associées. Elle est la

base du dimensionnement des conduites de fluides et des mécanismes de ses transfert .

C’est une branche de la mécanique des milieux continus qui modélise la matière à l’aide

de particules assez petites pour relever de l’analyse mathématique mais assez grandes

par rapport aux molécules pour être décrite par des fonctions continues. Elle comprend

deux grandes sous-branches :

— La statique des fluides, ou hydrostatique qui étudie les fluides au repos.

— La dynamique des fluides qui étudie les fluides en mouvement.[6]

Ce domaine spécifique de la physique est indispensable dans la mise en place de procé-

dés et d’équipements industriels.

L’étude de la mécanique des fluides remonte à l’époque de la Grèce antique avec le cé-

lèbre savant Archimède, connu par son principe qui fut à l’origine de la statique des

fluides. Aujourd’hui, la dynamique des fluides est un domaine actif de la recherche avec

de nombreux problèmes non résolus ou partiellement résolus[5].

Depuis toujours, l’homme s’intéresse à la maîtrise de l’eau et de l’air avec pour objectif

de résoudre des problèmes du quotidien : l’irrigation en agriculture, les canaux, les fon-

taines, pour la navigation.
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Introduction générale

La mécanique des fluides a de nombreuses applications dans divers domaines comme

l’ingénierie navale, l’aéronautique, mais aussi la météorologie, la climatologie ou encore

l’océanographie.

En mécanique des fluides, les problèmes des écoulements à surface libre d’un fluide par-

fait sont étudiés grâce à leur importance d’application dans plusieurs domaines. Les pre-

miers travaux dans ce secteur sont caractérisés par l’utilisation de la méthode d’hodo-

graphe et de la transformation de Schwartz-Christoffel, qui peuvent traiter les écoule-

ments qui ont une géométrie polygonale[24].

Le présent mémoire comporte trois chapitres.

Après cette introduction, on présente dans le premier chapitre les notions fondamen-

tales de la mécanique des fluides, quelques définitions des types des écoulements et les

équations de la mécanique des fluides (Bernoulli, continuité, etc.) et on définit aussi les

lignes de courant.

Dans le deuxième chapitre, on présente quelques définitions des fonctions analytiques,

la transformation conforme et quelques transformations classiques.

Dans le dernier chapitre, on traite le problème dans le cas où la tension de surface et

l’effet de gravité sont négligeables. Dans ce cas, le problème admet une solution exacte.

On utilise la méthode des transformations conformes qui réduit le problème de discréti-

sation uniquement sur la surface libre, on utilise tout d’abord la technique de transfor-

mation Schwartz-Christoffel pour obtenir la solution exacte.

Enfin, on a terminé ce travail par une conclusion générale.
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CHAPITRE 1

Notions générales sur la mécanique des fluides

1.1 Introduction

Les écoulement autours des obstacles est un phénomène physique qu’on rencontre dans

divers domaines technologiques comme l’ingénierie navale, aéronautique, météorolo-

gique . . ..etc. en effet, la compréhension de ce problème classique de mécanique des

fluides revêt une importance pratique dans les applications aérodynamique.

Dans ce chapitre nous allons exposer les définitions de base de mécanique des fluides,

des écoulements autours des obstacles.

1.2 Définition d’un fluide [2]

On appelle fluide un corps qui n’a pas de forme propre et qui est facilement déformable

comme les liquides et les gaz, on peut citer aussi des corps plus complexe comme les

polymères ou les fluides alimentaires. En mécanique des fluides on distingue deux types

de fluides, à savoir :

— Le fluide parfait : le mouvement du fluide parfait est décrit sans prendre en compte

les effets de frottement.
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1.3 Propriétés des fluides

— Le fluide réel : un fluide est dit réel si pendant son mouvement, les force de contact

ne sont pas perpendiculaires aux éléments de surface sur lesquelles elle s’exercent(elle

possèdent donc des composantes tangentielles qui s’opposent au glissement des

couches fluides les unes sur les autres).

1.3 Propriétés des fluides

Tous les fluides possèdent des caractéristiques permettant de décrire leurs conditions

physiques dans un état donné. Parmi ces caractéristiques qu’on appelle propriétés des

fluides on a :

1.3.1 Compressibilité [12]

la compressibilité χ représente la propriété du fluide à sa comprimer sous l’effet de sol-

licitations. Le coefficient de compressibilité est défini comme étant l’inverse du module

d’élasticité E qui est le rapport entre l’effort de compression et le changement de volume.

On :

E = −dP
dV
V

— La compressibilité χ vaut :

χ =
1
E

= − dV
V dP

(
P a−1

)
— Pour l’eau on prend généralement

P = 5.10−10P a−1

1.3.2 La masse volumique [12]

La masse volumique représente le rapport entre la masse d’un fluide et son volume, son

unité de base est le (kg/m3). Mathématiquement, cela s’exprime comme suit : ρ = m
V

1.3.3 Poids volumique(poids spécifique)

une grandeur physique qui caractérise le poids par unité de volume d’un matériau. il est

obtenu en multipliant la masse volumique par l’accélération de la pesanteur calcule par

la formule : ϖ = m.g
V = ρ.g exprimée en (N/m3).
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1.3 Propriétés des fluides

1.3.4 Volume massique [6]

c’est l’inverse de la masse volumique

ν =
V
m

=
1
ρ

1.3.5 La densité [5]

d =
masse volumique du fluide

masse volumique d’un fluide de référence
=

ρ

ρref

Dans le cas des liquides en prendra l’eau comme fluide de référence. Dans le cas de gaz

on prendra l’air comme fluide de référence.

1.3.6 La viscosité [2]

Est un grandeur qui caractérise les frottement internes du fluide autrement dit sa capa-

cité à s’écouler.

Elle caractérise la résistance d’un fluide à son écoulement lorsqu’il est soumis à l’applica-

tion d’une force. C’est-à-dire les fluide de grande viscosité résistant à l’écoulement et les

fluides de faible viscosité s’écoulement plus facilement. La viscosité est déterminer par

la capacité d’entrainement que possède une couche en mouvement sur les autres couches

adjacentes, la viscosité s’exprime comme suite :

τ = µ
dV
dy

— τ : contrainte de cisaillement, exprimée en (N/m2).

— ν : la viscosité cinématique, exprimé en (m3/s).

— µ : viscosité dynamique, exprimée en (N.s/m2).

Figure 1.1 – représentation de la vitesse dans un écoulement parfait et écoulement vis-

queux.
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1.4 Débit

On distingue deux types de viscosité qui sont comme suit :

Viscosité cinématique définie comme étant le rapport de la viscosité dynamique µ et la

masse volumique ρ.

On a :

ν =
µ

ρ

L’unité de la viscosité cinématique est le
(
m2/s

)
Viscosité dynamique coefficient caractéristique d’un fluide, égale à la force nécessaire

au déplacement de l’unité de surface plane du fluide avec une vitesse unité, par

rapport à une autre surface plane du même fluide qui lui est parallèle à une dis-

tance unité.

1.4 Débit [16]

1.4.1 Débit massique

Le débit massique à travers une section S est la quantité de fluide qui traverse la section

S par unité de temps. donnée par :

Qm =
"

s
ρu⃗n⃗ ds

1.4.2 Débit volumique

C’est la quantité de volume d’un fluide quelconque qui traverse une section S par unité

de temps. Donnée par :

Qv =
"

s
u⃗n⃗ ds

1.5 Les écoulement des fluides

Dans la vie quotidienne, dans la nature et dans le domaine industriel, les écoulements

sont toujours présente. La circulation de l’oxygène dans notre organisme est l’un des

exemples de l’importance de l’écoulement dans la vie humaine. Les tsunamis, les cy-

clones ou les coulées de lave sont aussi des exemples de l’écoulement mais qui conduisent

quelquefois de grands dégâts pour l’humanité.
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1.5 Les écoulement des fluides

1.5.1 Écoulement incompressible

un fluide est dit incompressible lorsque le volume occupé par une masse donné ne varie

pas en fonction de la pression extérieure sa masse volumique est constante.

ρ = cte

les liquides peuvent être considérés comme fluide incompressible ( eau, huile, etc · · · ) .

1.5.2 Écoulement stationnaire ( permanent )

on dit un écoulement stationnaire si toutes les variables décrivant un mouvement sont

indépendantes du temps. Ainsi la pression P , la vitesse V , la densité d, l’énergie E d’un

écoulement.

On particulier pour la vitesse, on a

∂u⃗ (x,y,z, t)
∂t

= 0.

1.5.3 Ecoulement non stationnaire ( transitoires )

on dit un écoulement non stationnaire si les variables décrivant le mouvement dépendent

du temps. Écoulement de fluide en fonction de la viscosité peut être.

1.5.4 Écoulement non visqueux [3]

l’écoulement non visqueux est un flux non visqueux d’un fluide dans lequel la viscosité

du fluide est égale à zéro.

1.5.5 Écoulement potentiel [23]

on dit que l’écoulement est potentiel si sa vecteur de vitesse est dérivé d’un potentiel

c’est-à- dire :

u⃗ = ∇φ

u =
∂φ

∂x
,v =

∂φ

∂y

La fonction φ (x,y) est le potentiel des vitesse.
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1.6 Description du mouvement

1.5.6 Écoulement uniforme

Un écoulement bidimensionnel a surface libre est dit uniforme si l’écoulement de vitesse

est constante.

Figure 1.2 – Représentation de la vitesse dans un écoulement uniforme

1.5.7 Écoulement irrotationnelle

On dit que l’écoulement est irrotationnelle si

rot (u⃗) = 0⃗

Figure 1.3 – Position du champ de vitesse.

1.5.8 Écoulement bidimensionnel [23]

Un écoulement est dit bidimensionnel ou un écoulement plan, si toutes ses caractéris-

tique sont dépendantes de deux variables spatiales (x,y) et du temps t .

1.6 Description du mouvement

En mécanique, il y a deux façons pour décrire les mouvements des particule :
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1.6 Description du mouvement

1.6.1 description de Lagrange

Cette description de l’écoulement consiste à suivre une particule donné au cours de son

mouvement au sein du fluide. C’est l’évolution de la position des particules qui permet

la description du mouvement. [16]

L’identité d’un particule est donné par sa position initiale M0 (x0, y0, z0) . la description

du mouvement est donc de déterminer le vecteur position r⃗ = r⃗ (M0, t) à tout instant t

pour toutes les particules du fluide.

r⃗ = r⃗ (M0, t) ou r⃗ = r⃗ (x0, y0, z0, t) .

C’est-à-dire :

xi = xi (x0, y0, z0, t) .

Et

u⃗ = u⃗ (M0, t) =
∂r⃗
∂t

(M0, t) , a⃗ = a⃗ (M0, t) =
∂u⃗
∂t
.

[18]

1.6.2 description d’Euler [15]

La description eulérienne consiste à définir les champs de vitesse en fonction du temps.

On s’intéresse alors à caractériser, à chaque instant et en chaque point de l’espace, la

vitesse et accélération des particules fluides.

— A l’instant t1, on identifie une particule en M de vitesse P1

— Au temps t2 = t1+dt, on trouve au même pointM de l’espace, une particule P2, avec

une vitesse et des propriétés physique différentes.

Donc, nous en M et au temps t1

u⃗ = u⃗ (P1, t1) = u⃗ (x,y,z, t1)

Et à l’instant t2, on a au même point M.

Les trajectoires :

Les trajectoires d’une particule M est le lieu des positions successives Mt de M au cours

des temps.
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1.6 Description du mouvement

Figure 1.4 – trajectoire de la particule P

Dérivée particulaire :

considérons une grandeur physique locale G(M,t) attachée à une particule de fluide si-

tuée en M à l’instant t.

Il est donné dans la formule que l’on retiendra :

DG
Dt

=
∂G
∂t

+ (u⃗ · ∇⃗)G

Tension superficielle [12]

La tension superficielle notée γ se manifeste à la surface libre d’un liquide ou à la surface

de séparation entre deux fluides non miscibles.

Les molécules d’un liquide s’attirent mutuellement et sont attirées également par les

molécules d’autres matériaux. C’est cette force d’attraction nécessaire pour arracher des

molécules agissant la long d’un segment de longueur unitaire tracé sur la surface libre

d’un liquide est appelé tension superficielle.

Nombre de weber :

On définit le nombre de weber par le rapport entre les effets inertiels et la tension super-

ficielle par la formule suivante :

We =
ρu2 ·L
γ

.

γ : la tension superficielle.
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1.7 Quelque équation de la mécanique des fluides

1.7 Quelque équation de la mécanique des fluides

1.7.1 équation de continuité (l’équation de conservation de la masse)

C’est l’équation qui exprime la loi de conservation de masse aux cours de l’écoulement.

Elle s’exprime mathématiquement sous la forme suivante :

∂ρ

∂t
+ div(ρu⃗) = 0 (1.1)

Ou ρ la masse volumique et u⃗ le vecteur de vitesse .

u⃗ = u + v

u et v les composantes de vecteur de la vitesse d’écoulement dans la directions x et y

respectivement.

Si le fluide incompressible ∂ρ
∂t = 0 alors l’équation est :

div u⃗ = 0 (1.2)

Pour un écoulement permanent ∂ρ
∂t = 0 alors :

div(ρu⃗) = 0 (1.3)

1.7.2 équation d’Euler [19]

Est une équation aux dérivées particule du premier ordre. on considère que l’élément de

volume du fluide est soumis à la force (
−−−−−−→
gradP ) exercée par le fluide environnant, où P

est la pression. Dans le cas où on ne considère que les forces surfaciques, l’équation de la

balance des forces s’écrit alors

ρ
Du⃗
Dt

= −
−−−−→
grad P

Ou

ρ

(
∂u⃗
∂t

+ (u⃗ · ∇⃗)u⃗
)

= −
−−−−→
grad P (1.4)

Lorsque le fluide est placé dans un champ(champ de pesanteur, champ magnétique,...etc),

chacun de ses éléments de volume est encore soumis à la force f⃗ , cette force doit être

ajoutée au second membre de l’équation de sorte que cette dernière s’écrire sous la

forme :
∂u⃗
∂t

+ (u⃗ · ∇⃗)u⃗ = −1
ρ

−−−−−−→
gradP + f⃗ (1.5)
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1.7 Quelque équation de la mécanique des fluides

1.7.3 équation de Bernoulli[12, 19]

L’équation de Bernoulli traduire le bilan énergétique du fluide. en partant de l’équation

d’Euler dans le champ gravitationnel

Du⃗
Dt

=
∂u⃗
∂t

+ (u⃗ · ∇⃗)u⃗ = −1
ρ

−−−−→
grad P −

−−−−→
grad (gz)

z : représente la direction verticale

On sait que :

(u⃗ · ∇⃗)u⃗ =
−−−−→
grad

(
u2

2

)
+ (
−−−→
rot u⃗)∧ u⃗

Ce qui permet d’écrire :

∂u⃗
∂t

+
−−−−→
grad

(
u2

2

)
+ (
−−−−−→
rot u )∧ u⃗ = −1

ρ

−−−−−−→
gradP −

−−−−→
grad (gz) (1.6)

Si l’écoulement est permanent ∂u⃗
∂t = 0.

Si l’écoulement irrationnelle alors −−→rot u⃗ =
−→
0 alors on a :

−−−−→
grad

(
u2

2

)
= −1

ρ

−−−−→
grad P −

−−−−→
grad (gz)

−−−−→
grad

(
u2

2

)
+

1
ρ

−−−−→
grad (P + ρgz) = 0

(1.7)

Si le fluide est incompressible alors on a :

−−−−→
grad

(
u2

2
+
P
ρ

+ gz
)

= 0

Et on définit une direction s⃗ (définit la notion "ligne de courant"), on a ∂
∂s = s⃗ ·

−−−−→
grad . ce

qui donne
∂
∂s

(
u2

2
+
P
ρ

+ gz
)

= 0

Et par intégration sur la ligne de courant s on trouve :

u2

2
+
P
ρ

+ gz = cte (1.8)

1.7.4 équation de mouvement [19]

Les forces qui agissent sur une particule d’un fluides sont deux types :
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1.7 Quelque équation de la mécanique des fluides

— Forces intérieures d’origine moléculaires ; elle sont composées deux à deux et donc

leurs résultantes sont nulles.

— Forces extérieures ; sont des forces de volume ou des forces de surface.

La forme de l’équation qui gouverne le mouvement d’une particule de fluide dépend des

forces que l’on doit considérer. Comme équation on a

D’où

ρ
du⃗
dt

=
1
dϑ

∑
F⃗ext

ρ

(
∂u⃗
∂t

+ (u⃗ · ∇⃗)u⃗
)

=
1
dϑ

∑
F⃗ext

1.7.5 Ligne et fonction de courant

Ligne de courant [12]

Est un courbe qui admet en chacun de ses point un tangente parallèle au vecteur vitesse.

Les ligne des courant satisfont aux équation différentielles suivantes :

dx
u

=
dy

v
=
dz
w

Où u,v,w sont en générale fonction du temps t.

Figure 1.5 – ligne de courante à t

Fonction de courant [1]

Si l’on suppose que l’écoulement est incompressible
(
∂ρ
∂t = 0

)
alors l’équation de conti-

nuité sera donné :

div u⃗ = 0
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1.7 Quelque équation de la mécanique des fluides

Ou encore
∂u
∂x

= −∂x
∂y

Cela implique que la forme différentielle udy − vdx est une différentielle totale d’une

certaine fonction ψ tel que

d (ψ) = udy − vdx

Alors, on :
∂ψ

∂x
dx+

∂ψ

∂y
dy = udy − vdx

⇒

 u = ∂ψ
∂y

v = −∂ψ∂x
(1.9)

ψ s’appelle la fonction de courant et les surface définies par les lignes (ψ = cte) sont des

lignes de courants.
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CHAPITRE 2

Transformations conformes

Introduction

Dans ce chapitre, on va présenter quelques transformations conformes et ses propriétés

fondamentale. On définit d’une façon spéciale la transformation utilisée dans la théorie

d’hodographe et la transformation de Schwarz-Christoffel.

2.1 Fonction à variable complexe [8]

2.1.1 Fonction holomorphe (analytique)

Une fonction f est dite holomorphe en un point si elle est holomorphe dans un disque

ouvert centré en ce point, et dite holomorphe dans un domaine D si elle est dérivable en

chaque point de D.

2.1.2 Fonction harmonique

Les parties réelle et imaginaire d’une fonction holomorphe vérifient les conditions de

Cauchy-Riemann, ces équations nous ramène à la notion de fonctions harmoniques.

Soit Ω un ouvert de C.
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2.2 Utilisation de la théorie de la variable complexe

Une fonction u : Ω→R deux fois différentiable est dite harmonique si

∆u =
∂2u

∂x2 +
∂2u

∂y2 = 0

L’expression ∆u est appelée le Laplacien de u.

2.2 Utilisation de la théorie de la variable complexe [18]

Soient φ et ψ la fonction potentielle et la fonction de courant respectivement d’un écou-

lement potentiel bidimensionnel. On relie le plan d’écoulement au plan complexe en

écrivant z = x+ iy, puis on définit la fonction complexe f (z) par :

f (z) = φ+ iψ

Tel que i2 = −1.

f (z) est appelé le potentiel d’écoulement complexe. Puisque les parties réelles et imagi-

naires de f (z) vérifient l’équation de Laplace, ce vaut aussi :
u =−

∂φ

∂x
= −

∂ψ

∂y

v =−
∂φ

∂y
=
∂ψ

∂x

Et les relation de Cauchy Riemann : 
∂φ

∂x
=
∂ψ

∂y
∂φ

∂y
= −

∂ψ

∂x

(2.1)

La théorie des variables complexes fournit une méthode très puissante pour obtenir des

solution de quelque écoulement.

Si le plan (x,y) est considéré comme plan de z = x + iy la fonction f (z) sera analytique

dans le domaine de l’écoulement. De plus la vitesse complexe est définie par :

∂f

∂z
=
∂φ

∂x
+ i
∂ψ

∂y
= u − iv (2.2)

Sera aussi analytique le plan de l’écoulement. Cette très importante propriété va nous pa-

ramétré d’utiliser par suite la théorie des fonctions analytiques complexe pour résoudre

notre problème considéré.
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2.3 Transformations conformes

2.3 Transformations conformes [24]

Une transformation f (z) = w est conforme, si l’angle entre deux courbes du plan Z est

égale à l’angle qu’il y a entre les images de ces courbes dans le planW . Le sens de l’angle

doit être respecté.

Une condition nécessaire et suffisante pour une transformation conforme est que la fonc-

tion f (z) soit analytique.

Figure 2.1 – Transformation conforme.

2.4 Quelques transformation classique [9]

2.4.1 Transformation linéaire

Une transformation linéaire w = Az, avec A = aeiα ∈ C est une double transformation :

expansion/contraction liée au coefficient a et rotation d’un angle α.

2.4.2 Transformation inverse

Une transformation linéairew = z−1 pour z non nul transforme les cercles en cercles/droites,

les lignes en droites/ cercles selon que l’objet passe ou non par l’origine.

2.4.3 Transformation linéaire fractionnelle

La transformation

w =
az+ b
cz+ d

,

Avec a,b,c,d des complexes, transforme les cercles en droites et réciproquement.
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2.5 Source, puits et tourbillon

2.4.4 Transformation de Joukowski [8]

La transformation de joukowski est défini par :

J(z) = z+
1
z

;∀z , 0

Cette application est holomorphe sur C− {0} car : ∀z , 0; J ′(z) = 1 + 1
z2

De plus, ∀z < {−1,0,1}, J ′(z) , 0, donc cette transformation est une application conforme

sur tous les domaines ouverts du plan complexe n’incluant ni 0 ni -1 ni 1 .

La transformation de Joukowski est une bijection qui transforme le demi-cercle unité

supérieur en un segment borné aux points d’affixes respective -2 et 2 .

Figure 2.2 – Transformation de joukowski

2.5 Source, puits et tourbillon [21]

Source en z = a

Si un fluide sort par une vitesse constante d’une source en z = a (figure 2.3 ci-dessous),

le potentiel complexe est :

Ω(z) = K log(z − a)

16



2.5 Source, puits et tourbillon

Figure 2.3 – Source en z = a

Ou K > 0 est appelé la force de la source. Les lignes de courants ont été représentées en

traits pleins et les équipotentielles en pointillés.

Puits en z = a

Dans ce cas disparaît en z = a (figure 2.4 ci-dessous) et le potentiel complexe se déduit

de celui d’une source en remplaçant K par −K . Ce qui donne :

−K log(z − a)
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2.5 Source, puits et tourbillon

Figure 2.4 – Puits en z = a

Tourbillon

L’écoulement correspondant au potentiel complexe :

Ω(z) = −iK log(z − a)

Figure 2.5 – Tourbillon
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2.5 Source, puits et tourbillon

2.5.1 Théorie des lignes de courants libre [24]

La théorie des lignes de courant libre consiste à étudier les problèmes d’écoulement po-

tentiel, limité par des parois rigides rectilignes et des lignes de courant libre de formes

inconnues, sur lesquelles la pression est supposée constante. Si les lignes de courant

libres ne sont pas présentes et les effets de gravité sont négligées, la région d’écoulement

dans le plan physique est un polygone. Aussi les lignes de courants libres présentes et

les effets de gravité ainsi que les effets de la tension de surface sont négligés, la région

d’écoulement peut être transformée par une transformation conforme à une région po-

lygonale. Cette région est un parfait du plan hodographe défini :

Γ = log
(

1
df /dz

)
(2.3)

Dans le cas où l’écoulement est délimité partiellement par des surfaces libre on donne la

méthode de résolution introduite par Kirchhoff(1869) .

L’idée est d’introduire la fonction complexe définie par :

Γ = log
(

U
df /dz

)
= log

( U
u − iv

)
= log

(U
r

)
+ iα

Où U la vitesse de référence, α l’angle que fait le vecteur vitesse avec l’horizontale

Et f = φ+ iψ,
df

dz
= u − iv, r =

√
u2 + v2

(u,v) sont les composantes du vecteur vitesse suivant les directions de l’axe des x et l’axe

des y respectivement.

On note que la fonction possède les propriétés suivantes :

— La partie réelle de Γ est constante sur chaque ligne de courante libre, i.e. log
(
U
r

)
=

cte .

— La partie imaginaire de Γ est constante sur chaque paroi rigide rectiligne, i.e. α =

cte.
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2.5 Source, puits et tourbillon

Figure 2.6 – Transformation d’hodographe

2.5.2 Transformation de Schwarz-Christoffel [1]

La transformation de Schwarz-Christoffel est une transformation conforme est très uti-

lisée dans la résolution des problèmes d’écoulements. Cette transformation réalise une

transformation l’intérieur d’un polygone du plan complexe figure (2.7) en demi plan

supérieur figure (2.8) de la variable complexe λ.

Soient a1, a2, . . . . . . ., an les point correspondants respectivement à λ1,λ2, . . . .,λn de l’axe

réel du plan λ. On définit la transformation de Schwarz-Christoffel qui représente l’in-

térieur du polygone à demi plan supérieur par la formule :

Ω = k
∫

(λ−λ1)
α1
π −1 (λ−λ2)

α2
π −1 (λ−λ3)

α3
π −1 . . . . (λ−λn)

αn
π −1dλ+M (2.4)

Où k etM sont des constantes complexes, λ1,λ2, . . . ..,λn des nombres réels et α1,α2, . . . .,αn

les angles intérieurs au polygone.

Remarque 2.1.

— La transformation Ω(λ) est conforme sauf aux points λi .

— Le point anguleux est transformé en au point non anguleux .

— La transformation de αi vers l’infini, alors on admet le facteur (λ−λn) dans la transfor-

mation puisqu’il serait associe à l’exposant 0 , on dit que le polygone est dégénéré en ce

point.

— On peut choisir trois points arbitraires parmi les n points λ1,λ2, . . . .,λn.
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2.5 Source, puits et tourbillon

Figure 2.7 – Plan de variable ω

λn−1 λnλn−2λ2λ1 λ3

Figure 2.8 – Plan de variable λ
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CHAPITRE 3

Ecoulement à surface libre sans tension de surface autour

d’un rectangle

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons un problème d’écoulement d’un jet devant un obs-

tacle de forme rectangulaire. Le fluide est considéré comme incompressible et non vis-

queux. Dans le cas où nous négligeons les effets de la gravité et de la tension de surface,

la solution exacte peut être calculée en utilisant la théorie des lignes de courant libre

introduite par Kirchhoff.

3.2 Formulation du problème

On considère un écoulement bidimensionnel potentiel à surface libre d’un fluide incom-

pressible et non visqueux autour d’ un obstacle de forme rectangulaire [voir figure 3.1].

Le rectangle ABDE est de longueur 2H et de largeur H , ce qui implique que les angles

aux sommets A et B sont égaux (π2 ). le côté AB du rectangle fait un angle (π2 )avec l’axe

des x et le côté DE fait un angle (−π2 ) avec l’axe des x. la courbe FB′CDF′est la surface

libre. Loin de l’obstacle rectangulaire ABDE. L’écoulement est uniforme de vitesse U et

de profondeur h [voir figure 3.1].
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3.2 Formulation du problème

L’axe des y divise le rectangle ABDE au milieu en deux carrés égauxABCO et OCDE,

alors on a une symétrie par rapport à l’axe des y. D’après cette symétrie on va faire notre

étude seulement sur le côté qui se trouve à gauche de l’axe des y[voir figure 3.2] , et

après la résolution on va faire la généralisation dans le plan complet. Sur la surface libre,

puisque la tension de surface et les forces de gravité sont négligés, l’équation de Bernoulli

donne :

v2

2
+
P
ρ

= cte (3.1)

ou v la vitesse de l’écoulement, P est la pression et ρ la densité. La vitesse est constante

sur la surface libre alors(3.1) devient :

|v| = cte (3.2)

On rapporte le plan d’écoulement dans le repère oxy au plan complexe de la variable

z = x + iy. on définit la fonction f (z) = φ + iψ, où φ est la fonction potentiel et ψ est la

fonction de ligne de courant, comme une fonction analytique [voir figure 3.4].

Le problème d’écoulement décrit au-dessous est donné par un problème aux limites de

la fonction φ :

∆φ = 0 dans le domaine de l’écoulement

∂φ

∂y
= 0 sur AO

∂φ

∂x
= 0 sur BC

1
2

(∂φ∂x
)2

+
(
∂φ

∂y

)2+
P
ρ

= constante sur la surface libre FB’C

(3.3)
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3.2 Formulation du problème

Figure 3.1 – la description du problème
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3.3 Résolution du problème

Figure 3.2 – Plan de la variable z

3.3 Résolution du problème

Dans cette section, l’écoulement est délimité par un fond rigide FABCet une surface libre

FB′C.

Puisque la tension de surface et les effets de la gravité sont négligées, une solution exacte

peut être calculée, en utilisant la transformation d’hodographe et la transformation de

Schwarz-Christoffel. Pour résoudre ce problème en suit les étapes suivantes :

De la transformation (2.3) , on a :

Γ = log

Udf
dz

 = log
( U
u − iv

)
= log

(U
r

)
+ iα

On transforme le domaine occupé par le fluide dans le plan de la variable z en une bande

semi-infinie dans le plan Γ [figure 3.3].

On choisit φ = 0 au point (x,y) = (0,0), ψ = 0 sur la ligne FABC et ψ = hU sur la ligne de

courant FC [figure 3.4].
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3.3 Résolution du problème

La transformation conforme d’une bande semi-infinie dans le plan Γ au demi-plan infé-

rieur d’autre plan complexe β est donnée par le théorème de Schwartz-Christoffel.

On choisit B′ = 0; C = 1; F = −1 et B à l’infini sur le plan β [figure 3.5], on trouve une

relation entre Γ et β par la transformation conforme suivante :

dΓ
dβ

= K(β − 1)−
1
2 (β + 1)−

1
2 (3.4)

Par intégration on trouve :

Γ = K
{∫

(β − 1)−
1
2 (β + 1)−

1
2dβ

}
+M

Γ = K ln
(
β +

√
β2 − 1

)
+M

Γ = K argch(β) +M (3.5)

Où K et M sont des constantes à déterminer.

Pour cette détermination on remplace le point C (β = 1 ; Γ = iπ) dans l’équation (3.5), on

trouve :

M = iπ

Alors l’équation (3.5) devient :

Γ = K argch(β) + iπ

Donc

β = ch
(
Γ − iπ
K

)
On remplace le point B′ (β = 0;Γ = i π2 ) dans l’équation (3.5) on trouve :

i
π
2

= K argch(0) + iπ

−i π
2

= K argch(0)

Donc la valeur de deuxième constante est :

K = −1

On déduit la transformation

Γ = −argch(β) + iπ
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3.3 Résolution du problème

⇒ Γ = iπ − ln
(
β +

√
β2 − 1

)
β = ch(iπ − Γ )

β = −ch(Γ ) (3.6)

On cherche maintenant, une relation entre f et β qui transforme l’intérieur de la bande

infinie de largeur hU du plan f en demi-plan inférieur de la variable β.

En faisant la correspondance entre les points F,C et B′ définis sur les deux plans.

On utilise le théorème de Schwartz-Christoffel, on trouve :

df

dβ
= K ′(β − 1)−1(β + 1)−1 =

K ′

β2 − 1
(3.7)

Par intégration, on trouve :

f = K ′
{∫

(β − 1)−1(β + 1)−1dβ

}
+M ′

f =
K ′

2
ln

(
β − 1
β + 1

)
+M ′ (3.8)

On va déterminer les valeurs M ′ et K ′ :

On choisit le point B (β =∞;f = 0) et le remplace dans l’équation (3.8) on trouve :

M ′ = 0

Alors l’équation (3.8) devient :

f =
K ′

2
ln

(
β − 1
β + 1

)
(3.9)

Pour déterminer K ′, on choisit le point B′ (β = 0;f = ihU ) et on remplace dans (3.9) :

ihU =
K ′

2
ln(−1)

ihU =
K ′

2
iπ

⇒ K ′ =
2hU
π

On substitue la valeur de K ′ dans l’équation (3.9) :

f =
hU
π

ln
(
β − 1
β + 1

)
(3.10)
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3.3 Résolution du problème

On trouve la relation

df

dβ
=

2hU
π

1
β2 − 1

(3.11)

Cela implique

f =
hU
π

ln
(
β − 1
β + 1

)
⇐⇒ e

πf
hU =

β − 1
β + 1

β =
1 + e

πf
hU

1− e
πf
hU

(3.12)

Est la relation entre les deux plans f et β.

Pour trouver la transformation qui transforme le plan z au plan β nous utilisons la fonc-

tion de Kirchhoff définie par :

Γ = log
(
U
dz
df

)
(3.13)

Et on a :

β = −chΓ = −
[
eΓ + e−Γ

2

]
(3.14)

En substituant (3.13) dans (3.14), on trouve :

β = −1
2

[
U
dz
df

+
1
U

df

dz

]
On pose y =U dz

df on obtient :

β = −1
2

(
y +

1
y

)
⇒ y2 + 2βy + 1 = 0

La solution de cette équation est :

y = −β ±
√
β2 − 1 = −β ± i

√
1− β2

On prend

y = −β + i
√

1− β2

Au d’autre part on a :

U
dz
dβ

=U
dz
df

df

dβ
= (−β + i

√
1− β2)

(
2hU
π

1
β2 − 1

)
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3.3 Résolution du problème

dz
df

=
2h
π

 β

1− β2 − i
1√

1− β2

 (3.15)

Pour faciliter l’intégration, on divise le domaine [−1,1] du plan β en deux parties : [−1,0],

[0,1] et on intègre l’équation (3.15) seulement sur l’intervalle [−1,0].∫ z

z0

dz =
2h
π

[∫ 0

β

t

1− t2
dt − i

∫ 0

β

dt
√

1− t2

]

z − z0 =
2h
π

[
−1

2
ln(1− t2)

∣∣∣∣0
β
− i arcsin(t)

∣∣∣∣0
β

]
Après des calculs simples, on trouve :

z − z0 =
2h
π

[1
2

ln(1− β2) + i arcsinβ
]

(3.16)

Où z0 est la constante d’intégration.

On choisit z0 = −H + iH (au point B′) et en substituant dans (3.16).

Alors la forme de la surface libre est donnée par l’équation paramétrique suivante : x+H = h
π ln(1− β2)

y −H = 2h
π arcsinβ

⇒

 x = −H + h
π ln(1− β2)

y =H + 2h
π arcsinβ

(3.17)

L’amplitude du jet à moins l’infini est donnée par :

h = lim
β→−1

y(β) =H +
2h
π

arcsin(−1)⇒ 2h =H

⇒ h
H

=
1
2

et
H
h

= 2

Telle que la valeur h
H représente le degré de contraction de l’écoulement.

Finalement, on divise par H l’équation (3.17) devient : x1 = −1 + 1
2π ln(1− β2)

y1 = 1 + 1
π arcsin(β)

(3.18)

Qui est l’équation paramétrique de la surface libre.

Et on utilise la symétrie par rapport à l’axe des y0y
′ pour tracer la courbe de la surface

libre.

Dont le graphe est donné dans la figure (3.6).
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3.3 Résolution du problème

Figure 3.3 – Plan Γ
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3.3 Résolution du problème

Figure 3.4 – Plan f
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3.3 Résolution du problème

Figure 3.5 – plan β
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3.3 Résolution du problème

Figure 3.6 – forme de la surface libre
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Conclusion

Dans ce mémoire , on a étudié analytiquement un problème d’écoulement potentiel bidi-

mensionnel à surface libre d’un fluide incompressible et non visqueux devant un obstacle

de forme rectangulaire en négligeant les effets de la gravité et de la tension de surface.

On a appliqué la technique d’hodographe introduite par Kirchhoff et la transformation

de Schwartz Christoffel pour résoudre notre problème, c’est-à-dire pour trouver la solu-

tion exacte qui donne la courbe qui présente la forme de la surface libre.

Cette résolution est très important pour des recherche futures surtout dans le côté nu-

mérique.
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