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II.1. Introduction: 

       En 1937,  Slater  [43]  a  développé la  méthode  des  ondes   planes  augmentés  (APW). 

Après  Plusieurs  modifications  faites  par  Anderson [44].  Cette  méthode  devienne  la  

méthode  des ondes planes augmentées linéairement (FP-LAPW). 

Pour  décrire  le potentiel cristallin, Slater  introduit  l’approximation  du potentiel  Muffin-

tin. Ce potentiel est représenté dans, Figure II.1  Selon cette approximation, le potentiel est 

sphériquement symétrique à l’intérieur des sphères atomiques du rayon  r�[U(r⃗) = U(|r⃗|)],  et 

assumé constant à l’extérieur [U(r⃗) = U�]. Pour plus de simplification, l’énergie à l’origine 

calculée peut être choisie de telle façon que  U� soit nulle   [U� = 0]. Donc,  le potentiel 

s’écrit sous la forme: 

 

�(�⃗) =  �
�(�)                             ����  � ≤  ��

0                                  ����  � >  ��
                                     (II. 1)� 

   

Avant  d’entamer cette  nouvelle méthode, en commençant tout d’abord par décrire la 

méthode  (APW) et les motivations derrière le développement de la méthode (FP-LAPW). 

   

 

                  Figure. II.1: Potentiel cristallin d’un réseau carré à deux dimensions: 

(a) potentiel total, et (b) potentiel muffin-tin. 
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II.2. La  méthode  des  ondes  planes  augmentées (APW): 

 Slater  considère que l’espace est  devisé  en  deux  types  de  régions  (voir Figure. II.2): 

région de cœur et région interstitielle, La  région prés du noyau a un potentiel et une fonction 

d’onde similaire à ceux d’un atome isolé (alors, le potentiel varie fortement).  Cette  région  est 

limitée par une sphère atomique (S) de rayon  r� et le potentiel possède la symétrie sphérique.  

Dans la  région  interstitielle  les fonctions  d’ondes  sont planes et le potentiel est constant. 

Donc la fonction d’onde s’écrit sous la forme:  

 

�(�⃗) =  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧� �����(�)���(�)

��

                                 � <  ��

1

√�
� ��

�

������⃗ ��⃗��⃗                                    � >  ��

                                    �  (II. 2) 

Ω : Volume de la maille unitaire. 

Y�� : Les harmoniques sphériques. 

C�: Coefficients de développement. 

U�(r): La solution régulière de l’équation suivante [45]: 

�−
��

���
+

�(�+ 1)

��
+ �(�) − ��� ���(�) = 0                                         (II. 3) 

Où E� : paramètre d’énergie. 

V(r): La composante sphérique du potentiel dans la sphère. 

 

Figure. II.2. Schéma de la répartition de la maille élémentaire en sphères atomiques et en 

région interstitielle. 
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         Les fonctions radiales sont définies par l’équation précédente,  sont orthogonales  à  tout 

état propre du cœur, mais cette orthogonalité disparaît sur  la limite  de  la sphère [46].  

Comme le montre l'équation suivante. 

 

( �� − �� )����� = ��

����� 

���
− ��

����� 

���
                                                         (II. 4) 

U�, U� : sont les solutions radiales pour ces énergies  E�et E� respectivement 

         Slater a fait un choix particulier pour les fonctions d’ondes, il montre que les ondes 

planes sont les solutions de l’équation de Schrödinger dans un potentiel constant. Tandis que, 

les fonctions radiales  multiplient par les harmoniques sphériques sont la solution dans le cas 

du potentiel sphérique.  Donc,  il prouve que E� est égale à la valeur propre E. 

         Pour assurer la continuité de la fonction ϕ(r) à la surface de la sphère (MT),  les 

coefficients A�� doivent être  développés en fonction des coefficients  C� des ondes planes 

existantes dans les régions interstitielles.  Ainsi,  après quelques calculs algébriques [45],  

nous trouvons que:   

��� =  
4���

√���(��)
� �� ��

�

( |� + �|�0)���
∗ (� + �)                                  (II. 5) 

J�: La fonction de Bessel et  C� sont les coefficients des ondes planes existantes  dans la 

région interstitielle. 

         Où  l’origine  est  prise  au  centre  de  la  sphère  et  r  est  son   rayon,  ainsi  les    A��  

sont complètement  déterminés par les coefficients des  ondes  planes, et le paramètre 

d’énergie  E� sont des coefficients variationnales dans la méthode (APW). 

         Les fonctions  d’ondes  se comportent comme des ondes planes dans la région 

interstitielle, et elles  augmentent  dans la région de  cœur  et  se comportent  comme  des  

fonctions  radiales. Pour l’énergie E�.  Les fonctions (APW) sont des solutions de l’équation 

de Schrödinger,  avec E�  est égale à la bande d’énergie indicée par G. Ceci  signifiait  que  

les  bandes d’énergie ne peuvent pas obtenues par une simple diagonalisation, et ceci 

implique de traiter le déterminant séculaire comme une fonction de l’énergie. 

         La fonction U�(r) qui apparaît dans l’équation (II.4) est dépendante de E�, et peut 

devenir nulle à la surface de la sphère MT, cela conduit à la séparation  entre les fonctions 

radiales et les ondes planes. Pour résoudre ce problème, plusieurs modifications ont étés 

apportés sur la méthode (APW).  Parmi ces dernières,  on cite le travail d’Anderson [47],  

ainsi que celui de Koelling et Abrman[48].  La modification consiste à représenter la fonction  
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d’onde ϕ (r) à l’intérieur de la sphère par une combinaison linéaire des fonctions radiales 

U�(r)  et de leurs dérivées U̇�(r) par rapport à l’énergie. 

II.3. La méthode des ondes planes augmentés linéarisées (FP-LAPW): 

       Pour  un  cristal,  l’espace  est  divisé  en deux régions: la première  région  est  la sphère 

de Muffin-tin, et la deuxième, c’est  l’espace  restant  qui représente la région interstitielle.  

La fonction  de  base  de  la  méthode   (FP-LAPW)   possède  des  ondes  planes  dans  la  

région  interstitielle  et  harmoniques  sphériques multiplient par les fonctions radiales dans 

les sphères.  

II.3.1. Les bases de la méthode (FP-LAPW): 

         Les  fonctions  de  base  à l’intérieur  de  la  sphère sont  des combinaisons  linéaires des 

fonctions radiales  U�(r)Y��(r)  et  leurs dérivés  U̇�(r)Y��(r)  par rapport à l’énergie.  Les 

fonctions  U�  sont définies comme  dans  la méthode  (APW)  et la fonction   U̇�(r)Y��(r)  

doit satisfaire la condition suivante: 

�−
��

���
+

�(�+ 1)

��
+ �(�) − ��� ��̇�(�) = ���(�)                                (II. 6) 

La fonction d’onde s’écrit comme suit: 

 

�(�⃗) =  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧�������(�) + ����̇�(�)�

��

 ���(�)                   � <  �0

1

√�
� ��

�

������⃗ ��⃗��⃗                                                � >  �0

�                          (II. 7) 

Où 

    A�� : sont des coefficients correspondant à la fonction U�(r). 

    B��: sont des coefficients correspondant à la fonction U̇�(r). 

Les  fonctions  (FP-LAPW)  sont  des ondes planes uniquement  dans  les  zones interstitielles 

comme  dans la méthode APW. Les fonctions radiales peuvent être  développées au voisinage 

de E�  [45] comme suit: 

��(�, �) =  ��(��, �) +  (� − ��) �̇�(��, �) +  �((� − ��)�)                                (II. 8) 

 Avec O((E − E�) �) dénote l’erreur quadratique commise. 

La   méthode   (FP-LAPW)  entraîne   une   erreur   sur  les   fonctions     d’ondes  de    l’ordre   
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de  O(E − E�) � et une autre sur l’énergie de bande de l’ordre  O(E − E�) �.  Nous pouvons 

obtenir toutes les bandes de valence dans une grande région d’énergie par un seul E�.  Dans le 

cas le l’impossibilité, on divise la fenêtre énergétique au deux parties. 

II.4. Les rôles des énergies de linéarisation ��: 

         Nous avons cité déjà au-dessus que  les  erreurs  commises  dans la  fonction  d’onde  

(la densité de charge) sont l’ordre de  O(E − E�) � et dans les bandes d’énergie de l’ordre de  

O(E − E�) �,  ce qui indique qu’il faut choisir un paramètre  E�   près du central de la bande où 

on  veut  obtenir  un  bon  résultat, et  on peut optimiser le choix du paramètre  E�  en calculant 

l’énergie  totale  du  système  pour  plusieurs  valeurs de  E� et en sélectionnant l’ensemble qui 

donne  l’énergie la plus inférieure. Malheureusement, quand ces stratégies  marche  bien  dans 

plusieurs cas, elles échouent misérablement dans plusieurs d’autres. 

          Comme mentionné, les fonctions augmentées U�(r)Y��(r)  et U̇�(r)Y��(r) sont  

orthogonales  à chaque état du cœur, cette condition n’est jamais satisfaite exactement excepté 

pour le cas où les états du cœur ne posséderaient pas le même l.                                       

         Les effets de cette orthogonalité inéxacte aux états du cœur dans la méthode (FP-

LAPW) sont sensibles aux choix de E�. Le  cas  le  plus critique, là où il y  a  un  

chevauchement  entre  les bases (FP-LAPW) et les états du cœur, ce qui introduit de faux états 

du cœur dans le spectre d’énergie, ces états sont connus sous le nom de bandes fantômes. 

         Ces derniers  sont  facilement  identifiées,  elles  ont  une  très  petite   dispersion et  sont  

hautement localisées dans la sphère, et ont un caractère l de l’état de cœur. 

         Pour  éliminer les bandes fantômes du spectre, on peut mettre le paramètre d’énergie  E� 

égale  à l’énergie de l’état du cœur. 

II.6. Constructions des fonctions radiales: 

     Dans la méthode (FP-LAPW) Les fonctions  de bases sont des fonctions radiales à 

l’intérieur des sphères, avec la condition que les fonctions radiales ��(�)   et leurs dérivées  

�̇�(�)sont continuées à la limite de la sphère, et dans la région interstitielle sont des ondes 

planes.  

 Ainsi, la construction des fonctions de base consiste à déterminer:  

1-les fonctions radiales ��(�)    et leurs dérivées �̇�(�). 

2- les coefficients ���   et  ���   qui satisfirent aux conditions aux limites.  
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La condition aux limites permet de déterminer les moments angulaires de coupure ���� de la 

représentation des sphères dans les termes du coefficient des ondes planes ����  

    Ceci peut être réalisé en notant que ����   permet une représentation des fonctions avec un 

nœud  maximum de 2����  le long du grand cercle autour de la sphère, c’est à dire la distance 

de 2��� ou  ����/���. nœud/ �� en unités atomique. D’un autre cote,  ���� correspond à 

une onde plane avec (���� /���)��.  En réalisant ceci, on suggère un critère ������ = ���� 

qui est très bien suivi en pratique. Puisque les  calculs de FP-LAPW sont généralement très 

convergente pour ������ dans la rangée 7.5-9, ceci est un résultat de la valeur de  ���� ≈ 8. 

II.6. 1. Les fonctions radiales non relativistes   

        Dans le cas non relativiste, les fonctions radiales ��    sont des solutions de l’équation de 

Schrödinger avec un potentiel sphérique et une énergie fixe ��. 

�−
��

��� +
�(���)

�� + �(�) − ��� ���(�)  = 0                                                                        (II.9) 

Où V(r) : est la composante sphérique du potentiel dans la sphère MT. La dérivée par rapport 

à l’énergie �� d’après [45] est : 

�−
��

��� +
�(���)

�� + �(�) − ��� ��̇� = 0                                                                                    (II.10) 

L’orthogonalisation de ��(�)  et de �̇�(�)   d’après [45] est donné :  

                          ∫ ����
�(�)�� = 0                                                     

��

�
                         (II.11) 

Avec le choix de la norme ‖��
�‖    permet l’indication de rang pour le quel la linéarisation de 

l’énergie sera une bonne approximation. En particulier, les erreurs sur l’énergie de 

linéarisation sont acceptables selon Anderson. 

                                ��̇��. |�� − �| ≤ 1                                                                       (II.12) 

 

     Où  �� est le paramètre d’énergie et  E  l’énergie des bandes. Si un tel choix n’est pas 

possible, plusieurs options sont disponibles: 

1-  on divise les rangs d’énergie dans les fenêtres, et chacune de ces fenêtres est traitée 

séparément.  
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2-  On utilise un développement sous la forme d’orbitales locales (ceci est effectivement la 

méthode quadratique).  

3-  On réduit la taille de la sphère. Donc, on réduit la norme de la dérivée.  

     Dans la suite, on va exposé les deux premières méthodes, la troisième option a été 

appliquée par Goedeker [49].   

II.6.2. Les foncions radiales relativistes   

     Dans le cas des éléments lourds qui ont un nombre atomique élevé, on tient compte de 

l’effet relativiste.   

     Les effets relativistes concernent seulement les fonctions radiales dans les sphères MT. 

Pour introduire cet effet, il faut remplacer les équations (II-9) et (II-10) par les équations de 

Dirac et leurs dérivées par rapport à  l’énergie. Dans le but de résoudre ces équations, Harman 

[50]Koelling et trouvaient une technique qui néglige l’effet spin-orbit,  (Roskey [51], Wood et 

Boring [52] Tekeda [53], Macdonald et al [54]). 

Les solutions de l’équation de Dirac sont: 

              Ψ�� = �
ℊ����

−��������
�                                                                                              (II.13) 

k ; le nombre quantique relativiste. 

���: est le spin-orbit à deux composants et les coordonnés radiales a été supprimé. Koelling et 

Harmon [19] utilisent une nouvelle fonction : 

                              �� =
�

���
ℊ�   

�                                      (II.14) 

                     � = � +
�

���
(� − �)                                                                             (II.15) 

ℊ�   
� : Est la dérivée radiale de ℊ� 

m  : est la masse. 

C  : est la vitesse de la lumière dans le vide 

La solution en fonction des nombres quantiques habituelle �� s’écrit comme suit: 



Chapitre II                           la méthode des ondes planes augmentée linéarisées(FP-LAPW) 

31 
 

���� = �
ℊ������

�

���
�� �−��

� +
�

�
ℊ��� �����

�                                                                  (II.16) 

 

Ou �� : est le spinor non relativiste.  

Définissant  ���ℊ� et �� = ���� l’équation séculaire relativiste devient 

               ��
� = 2�� +

�

�
��                                                                               (II.17) 

         ��
′ = −

1

2
� + �

�(�+ 1)

2��2 + (� − ��)�                                                   (II.18)                                             

Cette dernière équation peut être résolue numériquement comme dans le cas de l’équation de 

Schrödinger non relativiste en utilisant la méthode prédicteur-correcteur par exemple, en 

donnant les conditions aux limites 

 lim�→�
�

�
= �

�

(�� �⁄  )
 ���(�+ 1) + 1 − (2� �⁄ )

�

� − 1��                                       (II.19)  

Le terme spin-orbite peut être  inclus en additionnant le terme − �
��

��²�²
� (� + 1)�. 

(au membre droite de l’équation (II.15)). La dérivée par rapport à l’énergie est similaire au cas 

non relativiste. 

                                  �̇�
� = 2��̇�� + ��̇�� +

�

�
 �̇�                                                    (II.20) 

Et 

�̇� = −
�

�
 �̇� �

�(���)

���²
+ (� − ��)� �̇� − �

�(���)�̇

����� + 1� ��                                            (II.21) 

Les composantes ℊ� et ��  peuvent être déterminées en utilisant les définitions de ��, �� et  ��.           

     Les deux composantes sont utilisées dans la construction de la densité de charge ou 

l’évaluation des éléments de matrice (pour les composantes non sphériques de l’Hamiltonien,  

par exemple). Ainsi la quantité  est remplacée dans l’équation (II.11) de normalisation par le 

terme ℊ² + �² [55]. 
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II.7.Résolution de l’équation de Poisson:  

Dans l’équation de Kohn et Sham, le potentiel utilisé contient le potentiel d'échange 

corrélation et le potentiel de Coulomb (une somme du potentiel de Hartree et le potentiel 

nucléaire). 

À l’aide de l’équation de Poisson. On peut déterminer le potentiel coulombien. On a : 

       ∇���(�⃗) = 4��(�⃗)                                                                                                     (II.22)                                                                                                     

On peut résoudre cette équation dans le réseau réciproque. Pour faire cela Hamenn [56] et 

Weinert [57] ont proposé une méthode de résolution dite " pseudo-charge", elle est 

essentiellement basée sur les deux observations suivantes. 

1- la densité de charge est continuée et varie lentement dans les régions interstitielles. Par 

contre, elle varié rapidement dans la région de coeur. 

2- Le potentiel coulombien dans la région interstitielle ne dépend pas seulement des charges 

dans cette région, mais aussi, des charges dans la région de cœur. 

La densité de charge est décrite par une série de Fourrier dans la région interstitielle comme 

suite. 

      �(�⃗) = ∑ ���⃗�� ���⃗�⃗                                                                      (II.23) 

Le développement de la fonction de Bessel Je permet de calculer les ondes planes ���������⃗  
 

∫ ��������⃗�⃗���⃗ = �
���� ��⃗�⃗�

��
           � ≠  0

��

�
��,�                 � = 0

��

�
                                                        (II.24)     

Alors. 
 

���⃗�⃗ = 4����⃗������⃗ ∑ ���� ���⃗�|�⃗ − �����⃗ |���
∗ ��⃗����(�⃗ − �����⃗ )���                                                                               

 
Où r : est la coordonnée radiale. 
��: est la position de la sphère � . 

Le potentiel coulombien devient : 

 

����⃗� =
�����⃗�

��                                                                                                                  (��. 26)                                                          

 
En intégrant l’équation (II.26), on trouve : 

��� = � ���
��(�)���(�) = � ��

��(�)��(�)

���

                                                         (��. 27) 

 
 Où ���: .Le potentiel interstitiel. 
soit 
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��(�) = � ���

�

���(�)                                                                                        (��. 28)         

On détermine le potentiel à l’intérieur de la sphère MT par l’utilisation de la fonction de 

Green. 

��(�) = ���
��(�) �

�

�
�  

+
��

����
�

�

���� ∫ ��′�′����

�
��(�′) + �� ∫ ��′�′����

�
��(�′) −

��

����� ∫ ��′�′�����

�
��(�′)�          (II.29) 

Où : ��(�′)sont les parties radiales de la densité de charge. 

II.7. Amélioration de la méthode (FP-LAPW): 

L’énergie de linéarisation  E� est d’une grande importance dans la méthode (FP-LAPW). 

Puisque, au voisinage de  E� , on peut calculer l’énergie de bande à une précision très 

acceptable. Cependant, dans les états semi-cœur, il est utile d’utiliser l’une des deux moyens: 

l’usage de fenêtres d’énergie multiples, ou le développement en orbitales locales. 

II.7.1. Les fenêtres d’énergies multiples: 

         La  technique  la  plus  utilisée  pour  traiter  le  problème  du  semi-cœur  est  celle  qui 

consiste à diviser le spectre énergétique en fenêtres  dont chacune correspond à une énergie E� 

Cette procédure de traitement est illustrée dans la Figure .II.3. Dans ce traitement par le 

moyen de fenêtres, une séparation est faite entre l’état de valence et celui de semi-cœur où un 

ensemble de  E� est choisi pour chaque fenêtre  pour  traiter les états correspondants.  Ceci   

revient   à  effectuer  deux   calculs  par  la   méthode    FP-LAPW, indépendants,  mais 

toujours avec le même potentiel. La   méthode    FP-LAPW   est  basée  sur  le  fait  que  les  

fonctions  U�(r)   et   U̇�(r)   sont orthogonales  à  n'importe quel état propre du cœur et, en 

particulier,  à ceux situés à la surface de la sphère.  Cependant,  les états de semi-cœur 

satisfont souvent à cette condition,  sauf s’il  y a  la présence  de  bandes  « fantômes »  entre  

l’état  de  semi-cœur  et  celui  de  valence. 
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Figure. II.3: les fenêtres d’énergie multiple. 

 

 

II.7.2. Développement en orbital local: 

          Dans  cette  technique,  on  traite  tous  les  états  énergétiques  avec  une  seule  fenêtre 

d’énergie. Tekeda [58], Perta [59], smrka [60], Shaughnessy [61] et Singh [62] proposent une 

combinaison  linéaire de  deux  fonctions radiales.  Les dérivés  de  ces  fonctions  par   

rapport  à l’énergie sont égaux, mais  les  énergies  de  linéarisation  correspondantes  sont  

différentes.  La fonction propre a la forme suivante: 

��� = ��������, ��,�� + �̇���� ��, ��,�� + �������, ��,������(�)                  (II. 30) 

Où ��� : sont ses coefficients possédant la même nature de coefficients ��� et  ��� . 

II.8. Traitement des effets de spin-orbit: 

         Dans  l’étude  non  relativiste,  le  terme  spin-orbit  est  important  pour  le calcul  de la 

structure de  bandes et des propriétés électroniques des matériaux qui contiennent des 

éléments lourds ou des substances magnétiques. 

On peut calculer les éléments de  la matrice de  spin-orbit à l’intérieur d’une  sphère,  comme 
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suit [18]: 

     ���
���������

��� = � ����
∗ (�)�����(��)����

� ����������
�� ��

�� ����

+  

���
∗ (�)�����(��) ��̇��

� ����������
��

� +  

���
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Où  �� est la partie  la  plus  importante de la fonction radiale  �� et V  la  partie  sphérique  du 

potentiel. 

II.9. le code Wien2k: 

         Historiquement, Wien2k a été développé par Peter Balha et Karlheinz Schwartz [63] de 

l’institut de Chimie des matériaux d’Université Technique de Vienne (Autriche).  Ce code a 

été distribué  pour la première fois en 1990. Les  versions  suivantes ont  été  WIEN93,  

WIEN97, WIEN2K. Une application réussie de la méthode (FP-LAPW) est le programme 

Wien2k, Il a été   appliqué avec succès pour le gradient du champ électrique [64,65],  les 

minéraux,  les surfaces des métaux de transition [66],  les oxydes non ferromagnétiques [67] 

et même les molécules [68]. 

         Le code Wien2k  [69] est constitué en différents programmes indépendants qui sont liés 

par le C-SHEL SCRIPT. Le  déroulement  et  l’utilisation  des  différents  programmes du 

Wien2k sont illustrés dans le diagramme suivant (Figure II-4). 

NN: est un programme qui énumère les distances entre plus proches voisins, qui aide à 

déterminer la valeur du rayon atomique de la sphère. 

LSTART: Un programme qui génère les densités atomiques et détermine comment les 

différentes orbitales sont traitées dans le calcul de la structure de bande, comme des états du 

cœur avec ou sans orbitales locales. 

SYMMETRY: Il génère les opérations de symétrie du groupe spatial, détermine le groupe 

ponctuel des sites atomiques individuels, génère l’expansion LM pour les harmoniques du 

réseau et détermine les matrices de rotation locale. 

KGEN: Il génère une maille k dans la zone de Brouillin. 

DSTART: Il  génère une  densité  de  départ  pour le cycle  SCF  par  la  superposition  de  la 

densité atomique générée dans LSTART. 
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          Alors un cycle self consistant est initialisé et répété jusqu'à ce que le critère de 

convergence soit vérifié. Ce cycle s’inscrit dans les étapes suivantes : 

LAPW0: Génère le potentiel pour la densité.  

LAPW1: Calcul les bandes de valence, les valeurs propres et les vecteurs propres.  

LAPW2: Calcul les densités de valence. 

LCORE: Calcul les états du cœur et les densités.  

MIXER: Mélange les densités d’entré et de sortie. 

Les différents processus de calcul sont illustrés sur le diagramme de la figure. II.4
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Figure II.4 : L’organigramme des programmes du code  
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