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Introduction

Introduction

Dans le domaine des communications numériques et du stockage de données, la

transmission d’informations est exposée à des perturbations dues au bruit des ca-

naux. La théorie des codes correcteurs d’erreurs, née des travaux pionniers de

Claude Shannon et Richard Hamming, offre des solutions mathématiques pour ga-

rantir l’intégrité de ces informations. L’étude de ces codes repose fondamentalement

sur des structures algébriques modernes, notamment la théorie des groupes et des

corps finis.

L’objectif de ce mémoire est d’exposer les fondements algébriques des codes et de

l’espace de Hamming et d’analyser les transformations monomiales (les isométries li-

neares) qui préservent les propriétés essentielles de l’espace et ses codes, relativement

a la distance de Hamming.

Le premier chapitre est dédié aux notions préliminaires. Nous y rappelons

les concepts fondamentaux de la théorie des groupes (groupes symétriques, produits

directs) et des corps finis, avant d’introduire les paramètres fondamentaux d’un code

tels que la distancé et le poids de Hamming.

Le deuxième chapitre constitue le but théorique de notre étude. Il traite des

isométries et en particulier les transformations monomiales (isométries linéaires) de

l’espace de Hamming (Fn
q , dH). Nous y analysons comment ces transformations, re-

présentées par des matrices monomiales, agissent sur les vecteurs tout en préservant

la métrique de l’espace, ce qui est important pour l’étude de la structure des codes.

Enfin, le troisième chapitre est consacré aux exemples et aux applications.

Nous abordons la notion d’équivalence des codes, particulièrement pour les codes

linéaires, en montrant comment les outils développés précédemment permettent de

classifier les codes et de simplifier leur analyse structurelle à travers des exemples

concrets.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

Ce premier chapitre est consacré à l’établissement des fondements mathéma-

tiques indispensables à la compréhension des développements ultérieurs de ce tra-

vail. Dans un premier temps, nous introduisons les structures algébriques de base,

notamment la notion de groupe, de sous-groupe et de produit direct et semi-direct,

qui constituent un outil puissant de l’algèbre abstraite. L’étude se poursuit sur les

corps finis, outils fondamentaux dans la conception des systèmes de communication

numériques.

Par la suite, nous effectuons une transition vers la théorie de l’information en

présentant les concepts élémentaires des codes correcteurs d’erreurs. Cette partie

traite spécifiquement des codes de longueur fixe et définit la métrique essentielle

telles que la distance de Hamming et le poids de Hamming. Enfin, nous terminons

par l’analyse des paramètres fondamentaux d’un code, en mettant l’accent sur la

distance minimale, élément déterminant pour évaluer la capacité d’un système à

détecter et à corriger les altérations de données lors de leur transmission.

1.1 Groupe

Soit G un ensemble non vide et ∗ une application définie par :

∗ : G×G −→ G

3



Chapitre 01 Notions préliminaires

(a, b) 7−→ a ∗ b

Définition 1. Le couple (G, ∗) est un groupe si :

a) La loi ∗ est associative, c’est-à-dire :

∀a, b, c ∈ G, a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c.

b) L’ensemble G possède un élément neutre e pour ∗, c’est-à-dire :

∃e ∈ G, ∀a ∈ G, a ∗ e = e ∗ a = a.

c) Tout élément a ∈ G admet un symétrique (ou inverse), c’est-à-dire :

∀a ∈ G, ∃b ∈ G, a ∗ b = b ∗ a = e.

On dira de plus que le groupe (G, ∗) est commutatif (ou abélien) si la loi de

composition ∗ est commutative, c’est-à-dire :

∀x, y ∈ G, x ∗ y = y ∗ x.

Exemple 2. 1. {(R,+), (C,+)} sont des groupes commutatifs pour l’addition.

2. (Mn(R),+) : l’ensemble des matrices carrées muni de l’addition des matrices

est un groupe commutatif.

3. (R∗,×), (C∗,×) : sont des groupes commutatifs pour le multiplicatif.

4. (GLn(R), ·) : l’ensemble des matrices carrées inversibles d’ordre n× n.

5. Dn : le groupe des symétries d’un polygone régulier à n arêtes.

Dn =
{
⟨r, s⟩ | rn = e, s2 = e

}

1.2 Sous-groupe

Définition 3. Un sous-ensemble non vide H d’un groupe (G, ∗) est un sous-groupe

de G si et seulement si :
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Chapitre 01 Notions préliminaires

1. ∀x, y ∈ H, x ∗ y ∈ H ;

2. ∀x ∈ H, x−1 ∈ H.

Exemple 4. 1. G et {e} sont des sous-groupes de G, appelés sous-groupes tri-

viaux de G (e est l’élément neutre de G).

2. (Z,+) est un sous-groupe de (R,+).

3. SLn(R) = {A ∈ GLn(R) | detA = 1} est un sous-groupe de (GLn(R), ·).

Définition 5. Soit H un sous-groupe de G. Si H est différent de G et de {e}, on

dit que H est un sous-groupe propre de G.

Notation 6. Si H est un sous-groupe de G, on note H ≤ G.

Exemple 7. 1. (Z,+) ≤ (Q,+) ≤ (R,+) ≤ (C,+).

2. (Q∗,×) ≤ (R∗,×) ≤ (C∗,×).

3. An l’ensemble des permutations paires de Sn.

1.3 Sous-groupe normal

Définition 8. Soit G un groupe et H ⊆ G un sous-groupe. On dit que H est un

sous-groupe normal de G si :

∀g ∈ G, gHg−1 = H.

Ceci est équivalent à :

∀g ∈ G, ∀h ∈ H, ghg−1 ∈ H,

ou encore :

∀g ∈ G, gH = Hg.

On note :

H ⊴ G.

5
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Exemple 9. 1. Considérons le groupe G = Z (les entiers avec l’addition) et

H = 2Z (les entiers pairs).

Alors H est un sous-groupe de G, et même un sous-groupe normal, car Z est

abélien. En effet :

∀g, h ∈ Z, g + h− g = h ∈ H.

Donc :

2Z ⊴ Z.

2. Exemple non abélien

Dans le groupe S3, le sous-groupe alterné A3 est un sous-groupe normal :

A3 ⊴ S3.

1.4 Produit direct de deux groupes

Si G1 et G2 sont deux groupes, alors on peut munir le produit cartésien (ensem-

bliste) G1 × G2 de structure de groupe, appelé groupe produit (direct) de G1 et G2

en posant pour loi interne

(x1, x2)(y1, y2) = (x1y1, x2y2),

x1, y1 ∈ G1 et x2, y2 ∈ G2.

Si G1 et G2 sont deux groupes finis, alors l’ordre du groupe produit direct G1×G2

est |G1| |G2|, le produit de leurs ordres.

On peut étendre cette notion pour définir le produit direct de s groupes

s∏
i=1

Gi = G1 ×G2 × · · · ×Gs.

Produit semi-direct de deux sous-groupes

Supposons que H et K soient deux groupes. Si ρ : K −→ Aut(H) est un ho-

momorphisme de K dans le groupe des automorphismes de H, alors sur le produit
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cartésien H×K, on peut définir un autre groupe H⋊ρK appelé produit semi-direct

de H et K déterminé par ρ.

La loi de composition interne est par définition

(h1, k1)(h2, k2) =
(
h1ρ(k1)(h2), k1k2

)
.

(h, k)(h′, k′) =
(
h ρ(k)(h′), kk′

)
.

L’ordre de H ⋊ρ K lorsque H et K sont finis est |H| |K|.

Le théorème suivant sert d’utile.

Théorème 10. Soient H et K deux sous-groupes d’un groupe G, si

(i) H ⊴ G

(ii) G = HK

(iii) H ∩K = {e}

alors G ∼= H ⋊ρ K, avec ρ(k)(h) = khk−1 pour tout k ∈ K et h ∈ H.

Ici l’action de K sur H est par conjugaison.

1.5 Groupe symétrique

Définition 11. Soit E un ensemble non vide, l’ensemble S(E) des bijections de E

sur E, muni de la loi de composition des applications, est dit groupe symétrique de

E.

Si E est fini, de cardinal n ≥ 1, on note Sn le groupe symétrique de E, les

éléments de Sn sont appelés des permutations de E.

Notation : Une permutation σ de Sn est représentée par un systéme (tableau)

à deux lignes et n colonnes :

σ =

 1 · · · n

σ(1) · · · σ(n)



7
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Composition des permutations : si

σ =

 1 · · · n

σ(1) · · · σ(n)

 et τ =

 1 · · · n

τ(1) · · · τ(n)


alors

σ ◦ τ(i) = σ(τ(i))

On compose les permutations de droite à gauche.

Exemple 12. Le groupe symétrique S3 = {id, (12) , (13) , (23) , (123) , (132)}

1.6 Corps finis

Dans cette section, nous citons quelques définitions et propriétés élémentaires

liées aux corps finis. Elles seront utiles pour les codes correcteurs d’erreurs et les

structures algébriques et métriques étudiées ultérieurement (espace vectoriel de di-

mension finie sur un corps fini, distances, isométrie, . . .).

Définition 13. Un corps fini d’ordre q ∈ N∗ est un corps de cardinal fini égal à q.

Un tel corps a pour caractéristique un entier premier p, c’est-à-dire,

p = min{m ∈ N∗ | m · 1 = 0}.

0 et 1 sont, respectivement, les éléments neutres de l’addition et de la multipli-

cation dans le corps. Le corps premier d’un corps fini est donc Z/pZ.

Le théorème suivant montre qu’un corps fini existe et est unique à isomorphisme

près.

Théorème 14. (a) L’ordre d’un corps fini K est q = pm, avec p la caractéristique

et m le degré de K sur Z/pZ.

(b) Pour tout entier premier p et tout m ∈ N∗, il existe un corps fini d’ordre

q = pm. Deux corps finis de même ordre q = pm sont isomorphes.

Exemple 15. (i) Pour p entier premier, Fp = Z/pZ est un corps fini d’ordre p.

8
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(ii) F4 = F2[X]/(X2 + X + 1) = {0, 1, ω, 1 + ω} est le corps fini d’ordre 4. Ici

ω = X est la classe de X modulo (X2+X+1), l’idéal engendré par le polynôme

X2 +X + 1 ∈ F2[X].

1.7 Codes correcteurs d erreurs

1.7.1 Codes de longueur fixe

Soit Q un ensemble non vide de q éléments. En tradition Q est appelé un alphabet

de q lettres. Dans la suite de ce travail Q, sera le corps fini Fq d’ordre q. Soit n un

entier naturel non nul.

Définition 16. Un code de longueur n sur l’alphabet Q est une partie non vide C

de

Qn = Q×Q× · · · ×Q (n fois).

Les éléments du code C sont appelés les mots de code. Le nombre M = |C| des

mots de code de C est le cardinal ou la taille de C. Un (n,M) code C sur Q est un

code de longueur n et de taille M sur l’alphabet Q.

Exemple 17. — C = {011, 100, 000} est un (3, 3) code sur F2.

— D = {abcd, dddb, adda, dcba, cdab} est un (4, 5) code sur Q = {a, b, c, d}.

— L = {001ω1, 1ω110, 000ω1, 1010ω, 10011, 00100} est un (5, 6) code sur le corps

fini F4 défini dans l’exemple 1.2.1 (ii).

Dans le cas où l’alphabet est un corps fini Fq d’ordre q et l’ensemble Fn
q est

muni de sa structure naturelle d’espace vectoriel, une classe importante des codes

apparaît : les codes linéaires.

Un code linéaire de longueur n sur Fq est un sous-espace vectoriel C de Fn
q . Si

{G1, G2, ..., Gk} est une base de C, alors la matrice G d’ordre k × n, dont les lignes

sont les vecteurs G1, G2, ..., Gk, est appelée matrice génératrice de C.

Dans ce cas :

C = {mG | m ∈ Fk
q}.

9
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1.7.2 Distance de Hamming

Une simple notion de distance est définie sur Qn. Elle est introduite dans le

but de compter le nombre des erreurs et de mesurer la différence entre deux mots

x = x1x2 . . . xn et y = y1y2 . . . yn de Qn.

Définition 18. Pour deux mots x = x1x2 . . . xn et y = y1y2 . . . yn de Qn, la distance

de Hamming de x à y est le nombre dH(x, y) des positions i = 1, 2, . . . , n telles que

xi ̸= yi.

La distance de Hamming est une métrique sur Qn :

— dH(x, y) ≥ 0 et dH(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y,

— dH(x, y) = dH(y, x),

— dH(x, z) ≤ dH(x, y) + dH(y, z)

pour tous x, y, z mots de Qn.

L’espace métrique (Qn, dH) est appelé espace de Hamming.

Exemple 19. — dH(011, 100) = 3 sur F3.

— dH(dddb, adda) = 2 sur Q4 = {a, b, c, d}.

— dH(01ω10, 1ω110) = 3 sur F5.

1.7.3 Poids de Hamming

Dans le cas où Q = Fq le corps fini d’ordre q, on peut définir le poids de Hamming

d’un mot de l’espace vectoriel Fn
q .

Définition 20. Le poids de Hamming d’un mot x = x1x2 . . . xn de Fn
q est l’entier

naturel :

wH(x) = |{i = 1, 2, . . . , n | xi ̸= 0}|.

Autrement dit,

wH(x) = dH(x, 0),

où 0 désigne le vecteur nul 00 . . . 0 ∈ Fn
q .

10
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1.7.4 Distance minimale et paramètres d’un code

L’efficacité d’un code se mesure par le nombre d’erreurs que le code peut détecter

et corriger. Ce nombre est obtenu par la distance minimale du code : le minimum

des distances entre deux mots de code distincts.

Définition 21 (Distance minimale). Soit C un code de longueur n sur Q. La dis-

tance minimale de C est le nombre naturel

dH(C) = min{dH(x, y) | x, y ∈ C, x ̸= y}.

Un (n,M, d)-code sur Q est un code de longueur n, de cardinal M , et de distance

minimale dH(C) = d sur l’alphabet Q. Les nombres n, M et d sont les paramètres

du code.

Dans le cas où le code est linéaire de dimension k sur le corps fini Fq, on dit que

c’est un [n, k, d]-code linéaire sur Fq, et n, k, et d sont ses paramètres.

Exemple 22. L’ensemble {000, 110, 011, 101} est un (3, 4, 2)-code sur F2.

Polynôme énumérateur des poids

Pour étudier le problème d’équivalence de deux codes, Nicolas Sendrier dans a

défini la notion de signature. Le polynôme énumérateur des poids d’un code C sert

à définir une signature associée au code C. Il permet aussi d’étudier les propriétés

concernant les poids des mots de code.

Définition 23 (Distribution des poids). Soit C un (n,M, d)-code sur Q. La distri-

bution des poids de C est la suite des entiers naturels

{A0, A1, . . . , An}

où Ai est le nombre de mots de code de poids i.

On voit clairement que

0 ≤ Ai et d = min{i = 1, 2, . . . , n | Ai ̸= 0}.

11



Chapitre 01 Notions préliminaires

Définition 24 (Polynôme énumérateur des poids). Soit C un (n,M, d)-code sur Q.

Le polynôme énumérateur des poids du code C est le polynôme WC(X) ∈ Z[X] défini

par :

WC(X) =
n∑

i=0
AiX

i.

Exemple 25. Soit C = {000, 110, 011, 101} le code de paramètres (3, 4, 2) sur F2.

La suite de distribution des poids de C est

{1, 0, 3, 0},

d’où le polynôme énumérateur des poids du code C est

WC(X) = 1 + 3X2.

12
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Chapitre 2

Transformations monomiales

Ce deuxième chapitre s’articule autour de l’étude approfondie des transforma-

tions monomiales et de leur rôle central dans l’analyse de la structure des codes.

L’objectif principal est d’explorer les transformations qui préservent les propriétés

métriques du code, en particulier la distance de Hamming. Nous commençons par

définir les isométries de l’espace vectoriel (Fn
q , dH), en mettant en évidence les

applications qui conservent les distances entre les mots du code.

Par la suite, nous distinguons les isométries linéaires et introduisons formelle-

ment les transformations monomiales de Fn
q comme étant une extension naturelle

des permutations. Le chapitre traite également de la représentation matricielle de

ces transformations à travers l’étude de la matrice monomiale, qui combine à la

fois une matrice de permutation et une matrice diagonale inversible. Cette caractéri-

sation algébrique est cruciale pour comprendre l’équivalence entre les codes et pour

identifier les symétries internes qui facilitent les processus de décodage et d’analyse

structurelle.

2.1 Isométries de (Fnq , dH)

Les isométries de l’espace (Fn
q , dH) permettent de définir une classication des

codes correcteurs d’erreurs, comme elles appliquent un code linéaire d’erreurs sur

14



Chapitre 02 Transformations monomiales

un autre et conservent la longueur, la dimension, la distance minimale et autres pa-

ramètres. Par suite il est naturel d appeler codes équivalents deux codes isométriques

(l’un est l’image de l’autre par une isométrie)

Définition 26. Une isométrie (ou symétrie) de l’espace métrique (Fn
q , dH) est une

application bijective φ : Fn
q −→ Fn

q qui conserve les distances,

c’est-à-dire,

dH(φ(u), φ(v)) = dH(u, v)

pour tout u, v ∈ Fn
q .

2.2 Isométries lineaires

Compte tenu de la structure vectorielle de Fn
q , on peut ajouter la condition de

linéarité des isométries afin de s’adapter avec la structure.

Définition 27. Une transformation monomiales(ou isométrie qui est linéaire) de

l’espace (Fn
q , dH) est isométrie qui est linéaire pour la structure d’espace vectoriel de

Fn
q .

Dans le cas de transformation monomiale, on peut alléger la définition.

Proposition 28. Une transformation monomiale de l’espace (Fn
q , dH) est une ap-

plication linéaire injective φ qui conserve le H-poids de Hamming.

wH(φ(u)) = wH(u), pour tout u ∈ Fn
q .

Démonstration. φ est linéaire injective entre deux espaces vectoriels de même di-

mension, donc surjective, par suite φ est bijective. L’image du vecteur nul 0, de

poids wH(0) = 0, par φ est lui-même. Pour u, v ∈ Fn
q on a
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dH(φ(u), φ(v)) = dH(φ(u) − φ(v),0) (3.2.1)

= wH(φ(u) − φ(v)) (3.2.1)

= wH(φ(u− v)) (φ linéaire)

= wH(u− v) (φ isométrie)

= dH(u− v,0) (3.2.1)

= dH(u, v) (3.2.1)

Définition 29. Deux [n, k]q-codes monomiales C et D sur Fq sont équivalents s’il

existe une isométrie φ de (Fn
q , dH) telle que φ(C) = D.

Définition 30. Deux [n, k]q-codes monomiale C et D sur Fq sont linéairement équi-

valents s’il existe une isométrie monomiale φ de (Fn
q , dH) telle que φ(C) = D.

Remarque 31. Si C et D sont équivalents, on dit aussi qu’ils sont isométriques ou

symétriques et on écrit

C ∼ D.

Notation 32. Notons par Aut(Fn
q , dH) l’ensemble de toutes les transformations mo-

nomiales de l’espace (Fn
q , dH).

L’ensemble Aut(Fn
q , dH) possède une structure algébrique remarquable :

Proposition 33. L’ensemble Aut(Fn
q , dH) est un groupe pour la loi de composition

des applications ◦.

Démonstration.

— L’application identité de Fn
q est une transformation monomiales, doncAut(Fn

q , dH) ̸=

∅,

— La composée de deux transformations est une transformation monomiales : Si

φ et ψ ∈ Aut(Fn
q , dH), alors pour u, v ∈ Fn

q

16
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dH(φ ◦ ψ(u), φ ◦ ψ(v)) = dH(φ(ψ(u)), φ(ψ(v)))

= dH(ψ(u), ψ(v))

= dH(u, v)

Et comme la composée de deux bijections est une bijection, il résulte que φ ◦ ψ

est dans Aut(Fn
q , dH),

— La composition des applications est associative.

— Si φ ∈ Aut(Fn
q , dH), comme φ(u) = s ⇔ u = φ−1(s) et φ(v) = t ⇔ v = φ−1(t),

on trouve

dH(φ−1(s), φ−1(t)) = dH(u, v) définition de φ−1

= dH(φ(u), φ(v)) φ monomiale

= dH(s, t) définition de φ−1

φ−1 est évidemment bijective, donc φ−1 ∈ Aut(Fn
q , dH).

En résumé, (Aut(Fn
q , dH), ◦) est un groupe. ■

2.3 Transformations monomiales de Fnq

Rappelons que dH désigne la distance de Hamming définie sur Fn
q : Pour

x = (x1, . . . , xn) et y = (y1, . . . , yn) de Fn
q ;

dH(x, y) = |{i : xi ̸= yi}|

Soit φ : Fn
q → Fn

q une isométrie. Le but de cette section est l’étude des propriétés

algébriques de ces isométries.

Proposition 34. Toute isométrie de Fn
q est une bijection de Fn

q sur Fn
q .
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Démonstration. Comme Fn
q est un ensemble fini, pour montrer que φ est bijective il

suffit de montrer que φ est injective.

Soient x, y deux éléments de Fn
q tels que φ(x) = φ(y).

dH est une distance :

φ(x) = φ(y) =⇒ dH(φ(x), φ(y)) = 0

φ est une isométrie :

dH(φ(x), φ(y)) = dH(x, y)

Donc :

dH(x, y) = 0

Enfin :

x = y

Rappelons

Notons Iso(Fn
q ) l’ensemble de toutes les isométries de Fn

q pour la distance de

Hamming.

Proposition 35. L’ensemble Iso(Fn
q ) est un groupe pour la composition des appli-

cations.

Démonstration. 1. Iso(Fn
q ) est stable par la composition : la composition de deux

isométries est une isométrie.

Une transformation monomiale est une isométrie linéaire de Fn
q .

Désignons par Aut(Fn
q ) l’ensemble de toutes les transformations monomiale de

Fn
q :

Aut(Fn
q ) = {φ : Fn

q → Fn
q | φ transformation monomiale}

18
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Proposition 36. (Aut(Fn
q ), ◦) est un sous-groupe de (Iso(Fn

q ), ◦).

L’ensemble des transformations monomiales est un sous-groupe de Iso(Fn
q ).

Démonstration. En utilisant la propriété caractéristique de sous-groupe : si φ et

ψ sont deux éléments de Aut(Fn
q ), alors φ ◦ ψ−1 est une isométrie linéaire comme

composée de deux isométries linéaires.

Donc φ ◦ ψ−1 ∈ Aut(Fn
q )

D’où Aut(Fn
q ) est un sous-groupe de Iso(Fn

q ).

2.4 Matrice monomiale

Soit φ : Fn
q → Fn

q une transformation monomiale.

Fn
q étant muni d’une base, la transformation monomiale φ est associée à une

matrice M(φ) de n lignes et n colonnes sur Fq.

Définition 37. La matrice associée M(φ) de φ est appelée une matrice monomiale

sur Fq.

Cela veut dire que chaque transformation monomiale est représentée par une

matrice monomiale M(f) de type n× n sur Fq.

Cas particulier (matrice de permutation)

Soit σ ∈ Sn une permutation du groupe symétrique de degré n, c’est-à-dire une

bijection :

σ : {1, 2, . . . , n} −→ {1, 2, . . . , n}

i 7−→ σ(i)

On peut définir σ comme une isométrie linéaire de Fn
q par :

σ : Fn
q −→ Fn

q

(x1, . . . , xn) 7−→ (xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n))

19



Chapitre 02 Transformations monomiales

C’est-à-dire σ ∈ Aut(Fn
q ).

Pour une permutation σ ∈ Sn et un mot x = (x1, x2, . . . , xn) de Fn
q , on définit le

mot σ(x) de Fn
q par :

σ(x) = (xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)).

C’est le mot obtenu en permutant les coordonnées du mot x suivant la permu-

tation σ.

Comme première remarque ces deux mots ont le même poids de Hamming :

wH(x) = wH(σ(x)).

Définition 38. La matrice monomiale associée à σ̃ est appelée matrice de per-

mutation (associée à σ).

Remarque 39. Une matrice monomiale (ou matrice de permutation généralisée)

est une matrice carrée qui possède exactement un seul coefficient non nul par ligne

et par colonne. Elle généralise les matrices de permutation : les « 1 » sont remplacés

par des valeurs non nulles arbitraires. Tout matrice de permutation est une matrice

monomiales.

Caractéristiques principales :

1. Structure : Une seule entrée non nulle par ligne et par colonne.

2. Inversibilité : Une matrice monomiale est inversible si et seulement si tous

ses éléments non nuls le sont.

3. Produit : Le produit de deux matrices monomiales est également une matrice

monomiale.

Caractéristiques principales

Posons

— Dn : l’ensemble des matrices diagonales inversibles.

— Pn : l’ensemble des matrices de permutations.

20



Chapitre 02 Transformations monomiales

Proposition 40. Les ensembles Dn et Pn sont des sous groupes de Aut(Fn
q ).

Démonstration. Toute matrice de Dn (respectivement de Pn) est une matrice mo-

nomiale associée à une transformation monomiale, elles conservent le poids. Ce qui

donne de fait que Dn et Pn sont des sous-groupes de Aut(Fn
q ). Ce qui donne le fait

que Dn et Pn sont des sous groupes de Aut(Fn
q ).

Soit (G, ⋆) un groupe et soirnt H et K deux sous-groupes de G.

On définit la partie H ⋆ K par :

Hk = {h ⋆ k | h ∈ H et k ∈ k }.

Exemple 41.

1)

Soit G = (Z,+), H = 2Z et K = 3Z.

Alors

H +K = {h+ k | h ∈ 2Z, k ∈ 3Z }

= { 2x+ 3y | x, y ∈ Z }.

2)

Soit G = S4.

On considère les permutations suivantes :

σ =

1 2 3 4

2 1 3 4

 = (12),

τ =

1 2 3 4

1 3 4 2

 = (234).

21



Chapitre 02 Transformations monomiales

On définit alors les sous-groupes :

H2 = ⟨σ⟩ = {id, σ},

K2 = ⟨τ⟩ = {id, τ, τ 2}.

H ◦K = {α ◦ β | α ∈ H, β ∈ K}

= {id, τ, τ 2, σ, στ, στ 2}.

On a :

σ = (12), τ = (234).

τ 2 = (234) ◦ (234) =

1 2 3 4

1 4 2 3

 = (243).

στ = (12)(234) =

1 2 3 4

2 3 4 1

 = (1234).

στ 2 = (12)(243) =

1 2 3 4

2 4 1 3

 = (1243).

Ainsi,

H ◦K = {id, (12), (234), (243), (1234), (1243)}.

Définition 42. Soient H et K deux sous-groupes d’un groupe (G, ⋆).

On dit que G est le produit de H et K (ou que H et K engendrent G) si

G = HK.
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Exemple 43.

1)

Soit G = (Z,+), H = 2Z et K = 3Z.

H +K = 2Z + 3Z = Z.

Donc Z est la somme de H et K.

2)

Soit G = S4, H = ⟨σ⟩ et K = ⟨τ⟩ avec

σ = (12), τ = (234).

On sait que

|G| = 4! = 24, |H ◦K| = 6.

Donc

G ̸= H ◦K.

Ainsi, G n’est pas le produit de H et K (ils n’engendrent pas G par le produit).

Définition 44. Soient H et K deux sous-groupes d’un groupe (G, ∗).

On dit que G est le produit de H et K (ou que H et K engendrent G) si :

G = H ∗K.

Exemple 45.

1. G = (Z,+), H = 2Z, K = 3Z.

On a :

H +K = 2Z + 3Z = Z.

Donc Z est la somme de H et K.
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2. G = (S4, ·), H = ⟨σ⟩, K = ⟨τ⟩,

avec :

σ = (12), τ = (234).

On a :

|G| = 4! = 24, |H ◦K| = 6.

Donc :

G ̸= H ◦K.

Ainsi, G n’est pas le produit de H et K (ils n’engendrent pas G).

Remarque 46. Si G = HK, alors tout élément g ∈ G s’écrit sous la forme

g = hk, h ∈ H, k ∈ K,

(l’écriture n’est pas unique).

Proposition 47. Le groupe Aut(Fn
q ) est engendré par Dn et On, c’est-à-dire :

Aut(Fn
q ) = Dn On.

Démonstration. Pour tout φ ∈ Aut(Fn
q ), on a

φ(0) = 0,

où 0 est le vecteur nul de Fn
q .

Soit {e1, e2, . . . , en} la base canonique de Fn
q , c’est-à-dire :

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . en = (0, 0, . . . , 1).

On a, pour tout i = 1, . . . , n :

wH(ei) = 1.

Comme φ est une isométrie linéaire, alors

wH(ei) = wH

(
φ(ei)

)
.
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Donc

wH

(
φ(ei)

)
= 1, i = 1, . . . , n.

D’autre part, pour i ̸= j dans {1, . . . , n}, on a

dH(ei, ej) = 2.

Puisque φ est une isométrie linéaire,

dH(ei, ej) = dH

(
φ(ei), φ(ej)

)
.

Donc

dH

(
φ(ei), φ(ej)

)
= 2.

Comme wH

(
φ(ei)

)
= 1, alors φ(ei) possède une seule coordonnée non nulle. Il

existe donc une position j = σ(i) telle que

φ(ei) = (0, . . . , 0, λi, 0, . . . , 0),

avec λi ∈ F∗
q.

Ainsi,

φ(ei) = λi eσ(i), σ ∈ Sn.

Donc, pour tout i = 1, 2, . . . , n :

φ(ei) = λi eσ(i)

avec λi ∈ K∗ et σ ∈ Sn.

Les {σ(i)}i∈{1,2,...,n} sont distincts, car σ est une permutation.

Donc la matrice monomiale M de φ dans la base canonique {e1, e2, . . . , en} est :

M = (φ(e1) φ(e2) · · · φ(en))

M =



λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
... ... . . . ...

0 0 · · · λn


·


0 1 · · · 0
... ... . . . ...

1 0 · · · 0


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Toute matrice monomiale M est le produit d’une matrice diagonale inversible D et

d’une matrice de permutation σ.

M = D · σ

où

D =



λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
... ... . . . ...

0 0 · · · λn


et σ est une matrice de permutation.

Par suite :

Aut(Fn
q ) = Dn · Pn

Proposition 48. On a :

— Dn ∩ Pn = {In}

— Dn ⊴ Aut(Fn
q ) (sous-groupe normal)

Démonstration. Soit M ∈ Dn ∩ Pn.

Comme M ∈ Dn, alors

M =



λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
... ... . . . ...

0 0 · · · λn


et comme M ∈ Pn, ses coefficients sont 0 ou 1 avec exactement un 1 par ligne et

par colonne.

Donc nécessairement :
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M = In

Soit λi ∈ F×
q .

Comme M ∈ Dn, on a :

λ1 = λ2 = · · · = λn = 1

Donc :

M =



1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
... ... . . . ...

0 0 · · · 1


= In

Ainsi :

Dn ∩ Pn = {In}

2) Dn est un sous-groupe normal de Aut(Fn
q ) si :

∀φ ∈ Aut(Fn
q ), φDnφ

−1 ⊂ Dn

c’est-à-dire :

∀φ ∈ Aut(Fn
q ), ∀d ∈ Dn, φdφ−1 ∈ Dn

On prend φ une matrice monomiale.

Exemple 49. pour n = 2

 0 λ2

λ1 0


α1 0

0 α2


 0 λ−1

1

λ−1
2 0

 =

λ2α2λ
−1
2 0

0 λ1α1λ
−1
1


Par récurrence sur n, la relation :

φdφ−1 ∈ Dn

est vraie pour tout φ ∈ Aut(Fn
q ) et tout d ∈ Dn.

En résumé, nous avons le théorème suivant :
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Théorème 50. Le groupe Aut(Fn
q ) des transformations monomiales de Fn

q est le

produit semi-direct de Dn et Pn.

C’est-à-dire :

Aut(Fn
q ) = Dn ⋊ Pn
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Chapitre 3

Exemples et applications

3.1 Equivalence des codes

3.1.1 Equivalence des codes lineaires

L’information, représentée sous forme de vecteur de F n
q , est transmise à travers

un canal susceptible d’être bruité, c’est-à-dire que l’information reçue peut différer

de celle envoyée. La théorie des codes correcteurs d’erreurs a été développée afin de

détecter et corriger ces erreurs.

Ces dernières peuvent être mesurées en introduisant la notion de distance sur

l’espace F n
q , ce qui conduit naturellement à s’interroger sur la ressemblance entre

certaines parties (codes) de cet espace, possédant les mêmes propriétés métriques.

Cette ressemblance correspond à la notion d’isométrie de F n
q .

L’ensemble des isométries de F n
q possède une structure algébrique remarquable,

permettant de définir de manière mathématique rigoureuse l’équivalence des codes

de longueur n sur le corps fini Fq par transformation monomiale.

L’équivalence des codes constitue l’un des problèmes importants de la théorie des

codes correcteurs d’erreurs : étant donnés deux codes ayant les mêmes paramètres,

comment déterminer s’ils sont équivalents ou non, et comment identifier la relation

(transformation monomiale, isométrie, . . .) qui définit cette équivalence.
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Définition 51. Soient C et D deux codes de longueur n sur Fq. On dit que D est

équivalent à C s’il existe une transformation monomiales φ ∈ Iso(Fn
q ) telle que

D = φ(C).

Cette relation définit une relation d’équivalence sur l’ensemble des codes de lon-

gueur n sur Fq, d’où la terminologie codes équivalents .

D’une autre meniere

C ∼ D ⇔ ∃φ ∈ Iso(Fn
q ) : D = φ(C)

1. La relation ∼ est reflexive :

C ∼ C ⇔ φ = idFn
q

∈ Iso(Fn
q ).

2. La relation ∼ est symetrique :

C ∼ D ⇔ φ(C) = D

C = φ−1(D), φ−1 ∈ Iso(Fn
q ) ⇔ D ∼ C.

3. La relation ∼ est transitive :

C ∼ D ⇔ φ(C) = D

D ∼ M ⇔ ψ(D) = M

M = ψ(φ(C)) = ψ ◦ φ(C)

φ ◦ ψ ∈ Iso(Fn
q ). Donc C ∼ M

Il peut arriver que, pour un code C et une transformation monomiales φ ∈

Iso(Fn
q ), on ait

φ(C) = C.

Cela signifie que le code C est globalement invariant sous l’action de φ.

L’ensemble des transformation monomiales laissant C invariant possède une

structure algébrique importante. On le note

Aut(C) = {φ ∈ Iso(Fn
q ) | φ(C) = C }.

Proposition 52. Soient C et D deux codes de longueur n sur le corps fini Fq. Si C

et D sont équivalents et si C est un code linéaire de dimension k, alors D est aussi

un code linéaire de dimension k.
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Démonstration. Supposons que C soit un code linéaire de dimension k et que D lui

soit équivalent φ ∈ Iso(Fn
q ), telle que

D = φ(C).

Soient φ(x), φ(y) ∈ D avec x, y ∈ C et λ ∈ Fq.

On a

φ(x) − φ(y) = (xφ(1), xφ(2), . . . , xφ(n)) − (yφ(1), yφ(2), . . . , yφ(n)),

= (xφ(1) − yφ(1), xφ(2) − yφ(2), . . . , xφ(n) − yφ(n)),

=
(
(x− y)φ(1), (x− y)φ(2), . . . , (x− y)φ(n)

)
= φ(x− y).

Comme C est linéaire, on a x− y ∈ C, donc

φ(x) − φ(y) ∈ φ(C) = D.

D’autre part,

x = (x1, x2, ...xn)

φ(x) = (λ1xφ(1), λ2xφ(2), ...λnxφ(n))

φ(λx) = φ(λx1, λx2, ...λxn) =
(
λ1(λx)1, λ2(λx)2, ...λn(λx)n

)
,

=
(
λxφ(1), λxφ(2), . . . , λxφ(n)

)
= λφ(x),

ce qui montre que λφ(x) ∈ D.

Ainsi, D est un sous-espace vectoriel de Fn
q . De plus, si {v1, v2, . . . , vk} est une

base de C, alors

{φ(v1), φ(v2), . . . , φ(vk)}

forme une base de D.

Autrement dit, une matrice génératrice de D s’obtient en transformation mono-

miales, selon φ, les colonnes d’une matrice génératrice de C.

Ce résultat montre que deux codes équivalents possèdent les mêmes propriétés

en termes de détection et de correction des erreurs. Ils ont notamment la même
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longueur n, le même cardinal M (ou la même dimension k dans le cas linéaire) ainsi

que la même distance minimale d. La distribution des poids et le des poids restent

également inchangés.

Proposition 53. Si deux codes de longueur n sont équivalents pa, alors ils ont

les mêmes transformation monomiales, la même distribution des poids ainsi que le

même polynôme énumérateur des poids.

Remarque 54. 1. Les deux résultats précédents peuvent être utilisés sous leur forme

contraposée : si deux codes diffèrent par au moins un de leurs paramètres, ou par leur

distribution des poids, ou encore par leur polynôme énumérateur des poids, alors ils

ne sont pas équivalents par permutation. Par exemple, les codes binaires

C = {000, 100, 010, 110}, D = {101, 011, 110}

ne sont pas équivalents par permutation. En effet, C est linéaire alors que D ne l’est

pas, et la distance minimale de C est 1, tandis que celle de D est 2.

2. En revanche, la réciproque est fausse en général. Deux codes peuvent avoir

les mêmes paramètres, ainsi que la même distribution des poids (et donc le même

polynôme énumérateur), sans être équivalents par permutation. Considérons les deux

codes ternaires

A = {00, 10, 11}, B = {00, 02, 22} ⊂ F2
3.

Ils possèdent les mêmes paramètres (n = 2,M = 3, d = 1), ainsi que le même

polynôme énumérateur des poids

1 +X +X2,

mais ils ne sont pas équivalents par permutation.

Matrice monomiales

Soient G1 une matrice génératrices du codes de C.
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Soient G2 une matrice génératrices du codes de D.

C ∼ D ⇔ ∃φ ∈ Iso(Fn
q ) : D = φ(C)

C ∼ D ⇔ ∃Mmonomiale : G1M = G2

.

Exemple 55. Considérons les deux matrices génératrices G1 et G2 sur F2 :

G1 =

1 0 1

0 1 1

 , G2 =

0 1 1

1 0 1

 .

En permutant les lignes de G2 (ce qui revient à mettre G2 sous forme systématique),

on obtient G1. Ainsi, les deux matrices engendrent le même code.

Exemple 56. On donne les deux matrices génératrices G1 et G2 sur le corps F3

G1 =

1 0 2 2

0 1 1 2

 ,

G2 =

1 0 1 1

0 1 2 1

 =

1 0 2 2

0 1 1 2




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2


.

Il existe donc une matrice monomiale M telle que :

G1M = G2,

Ce qui implique,

C2 = C1M.
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Conclusion

Le sujet de ce travail s’inscrit dans le domaine de la théorie des groupes et de

ses applications à l’étude des codes, en particulier dans l’espace de Hamming et la

notion d’isométrie.

Dans le but d’étudier l’équivalence des codes, nous avons commencé par présenter

les définitions fondamentales ainsi que les propriétés qui en découlent. Nous avons

ensuite appliqué des outils issus de la théorie des groupes afin de mieux comprendre

l’équivalence isométrique et d’exploiter ses propriétés.

Par la suite, nous nous sommes concentrés sur les transformations monomiales,

qui représentent des isométries linéaires de l’espace de Hamming. Nous avons montré

que ces transformations forment un groupe pouvant s’exprimer comme un produit

semi-direct de deux groupes.

En conclusion, la théorie des groupes constitue un outil mathématique très puis-

sant, permettant de résoudre de nombreux problèmes et de mieux comprendre les

structures algébriques, notamment dans le domaine des codes et de l’espace de Ham-

ming.
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Abstract

In this work, we study the concept of monomial transformations of the Hamming space
(Fn

q , dH), as well as their properties and the structure of the set of these transformations,
considered as a group under function composition. We demonstrate that this group is a
semi-direct product of two groups. Finally, we present some applications to error-correcting
codes.

Key words

semi-direct product, equivalent codes, isometry, error-correcting codes.

Résumé

Dans ce travail, nous étudions le concept des transformations monomiales de l’espace de
Hamming (Fn

q , dH), ainsi que leurs propriétés et la structure de l’ensemble de ces
transformations considéré comme un groupe pour la composition des applications. Nous
montrons que ce groupe est le produit semi-direct de deux groupes. Enfin, nous présentons
quelques applications aux codes correcteurs.

Mot-clés

produit semi-direct, codes équivalents, isométrie, codes correcteurs.


