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Introduction Générale

La cosmologie est une science qui étudie la structure, l'origine et I'évolution de l'univers. Le vrai
début de la cosmologie moderne est du a la physique du XXe siécle surtout aprés I'émergence de la
théorie d'Einstein qui décrit précisément la géométrie cosmique de l'espace, en particulier apres des
prévisions précises de la relativité générale confirmées par des observations astronomiques plus tard.
Gréace a des observatoires qui nous ont permis de voir des objets cosmiques, des galaxies trés éloignés
de nous a des milliards d'années lumiere en plus de la connaissance de leurs caractéristiques et
propriétés.

Le progres technologigque a conduit a changer les perceptions sur les origines de I'univers avec des
points de vue différents invitant les physiciens a travailler encore plus sur la théorie de Big Bang et
I'enrichir avec de nouvelles pensées, et encore cette théorie a prévalu sur toute autre pensée en
devenant le modéle sur lequel la plupart des chercheurs travaillaient.

Dans ce mémoire, ce travail est réparti en trois chapitres:

Chapitre 1: Une introduction a la relativité générale, qui est en fait un pilier de base pour
comprendre la cosmologie.

Chapitre 2: Le modele standard cosmologique (MSC) que est définit, des applications de Relativité
Générale (RG) sur la cosmologie sont traitées, des observations qui confirment cette théorie et quelque
problémes de MSC (I'horizon et la platitude) sont mis en évidences.

Chapitre 3: Dans ce chapitre, c'est le mécanisme de l'inflation, quelques types d'inflation, et les
solutions aux problémes de MSC qui seront discutés.



Chapitre 1

Introduction a la Relativité Générale

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, On débute par une introduction & la Relativité Générale. Ensuite, on
décrit I’écriture physique d'un espace courbé, puis 1’équation d’Einstein avec la solution de

Schwarzschild qui sera traitée.

1.2 Théorie de la Relativité Générale

La relativité générale est une théorie qui est purement géométrique, elle a été proposé par
FEinstein en 1915, quand il découvrit que I’espace-temps et le champ gravitationnel ne sont
qu’une seule et méme entité [6]. La relativité générale a permis de concilier deux théories
importantes, celle de la gravitation newtonienne et celle de la relativité restreinte [4]. Cette

théorie a en plus permis I’évolution de la cosmologie.

1.3 Le principe d’équivalence d’Einstien

Postulat: les caractéristiques du mouvement dans un champ de gravitation sont les mémes
qu’en l'absence de champ mais dans un référentiel accéléré (non Galiléen)[6], ou la loi

fondamentale de la dynamique est considérée:

—

F=ma (1.1)



1.4. Courbure de I’'espce-temps

Ou

F=mg (1.2)

1.4 Courbure de ’espce-temps

1.4.1 Géodésique

En géométrie, les géodésiques sont les lignes les plus courtes entre des événements de ’espace-

temps [6] .

1.4.2 L’équation géodésique

Dans un espace Riemannien & 4 dimension, les masses et le rayonnement électromagnétique
,JJlorsqu’ils ne sont soumis qu’a la seule force de la gravitation, elles effectuent des mouvements
en suivant nécessairement les géodésique de I'espace-temps [14] .Donc ’équation géodésique
décrit précisément le mouvement des objets (sous un champ da gravitation). Et qui est
décrite par ’équation:
2. m g1
CC% + Finldd%i% -0 (1.3)
7: est le temps propre.

x': sont définis dans un espace de Minkowski.

Et en coordonnée cartésienne, on obtient:

d*xt
=0 1.4
dr? (1.4)
Parce que:
inl = (1.5)

I :est le symbole de Christoffel

Ou encore, en terme des vitesses locales u':
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du’
dr

+ T ™l =0 (1.6)

1.4.3 La transformation des coordonnées curviligne

—
Soit dM qui est un invariant:

dM = di''e; = da™e,, (1.7)
x i} x (1.8)

Puisque f est différentiable on peut écrire:

,.
’; aﬂfz

da't =
v oxk

i . .
aj: est matrice de transformation.

d* i k=1,...n (1.9)

i/ 8.?] g
ay, = 9k (1.10)
Avec la matrice inverse al,:
; Ox
ah, = 57 (1.11)
Et pour les vecteurs unitaires:
27
e = a;e, (1.12)

1.4.4 Meétrique et transformation

Une métrique est un tenseur du second ordre, elle décrit la déformation de ’espace-temps et
ses composantes covariantes et contravariantes respectivement sont données par le produit

scalaire de deux vecteurs de base:
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et

g* =elef (1.14)

Sachant que:

9% Gi = OF, (1.15)
Ot 6% est un symbole de Kronecker{si k = m — oF =1,si k#m — 0" = 0}
Qui se transforment par:

, Ox™ Ox

Et
o x/i o x/k
rik

9™ Ol g

Métrique de ’espace-temps de Minkowiski:

m (1.17)

Nk, = (1-18>

o o o
o
|
—_
o

1.4.5 Symbole de Christoffel

. — . . 21, . — P
Soit un vecteur de base €’; et les variations élémentaire de ce vecteur d e’;,donnée

par:

de;=0n¢; =T .7¢, (1.19)

It . : est le symbole de Christoffel (ou connexion), il est symétrique par rapport aux

indices inférieurs.On écrit:

Fl

me

(1.20)

m
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D’autre part:

1
I, = §glk (OmGri + 0iGmk — O1Gmi)

On peut écrire:
! Ik
Fmi - g Fmi,k:

1.4.6 Les tenseurs

Définition

(1.21)

(1.22)

Généralement au point de vue mathématique, les tenseurs sont des vecteurs qui possédent

des propriétés supplémentaires par rapport aux vecteurs lors d’un changement de base [14].

Algeébre de tenseurs

les tenseurs sont munis d’e ’algébre suivante:

1-Combinaison linéaire:

TI™ = aR™ + bSI™

2-Transposition :

Tzkl — Gkil
3-Multiplication:
Tzkl — Rz Skl

3-Contraction:

i pil . pil gm
Tk - Rkl - kadl

4-Abaissement et élévation d’indices:

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)
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TP = ¢"' Ty, (1.27)
T} = gemT™ (1.28)
o6 . .
D¢ (x) =do(x) = o dz' = 0;¢dx’ (1.29)
Donc, on peut écrire:
Di¢ (x) = 0i¢ (1.30)

D;: est la dérivée covariante

La dérivée covariante d’un tenseur contravariante Soit 7" un tenseur contravariante,

alors leur dérivée covariante définit par:

D, T" = 0,,T" + T /T (1.31)

m

La dérivée covariante d’un tenseur covariante Soit 7; un tenseur covariante, alors

leur dérivée covariante définit par:

D, Ty = 0, T; =TT, (1.32)

La dérivée covarainte d’un tenseur en générale Soit S}, un tenseur mixte ” covari-

D, Sk = 9, 8% — T sn T Sn— ... + I S (1.33)

Et la dérivée covariante d’un tenseur métrique est nulle:

Dygik = Om8ir — Fim‘glk - ankgil =0 (1-34)
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1.4.7 Tenseur de courbure(Riemann)

Dans un espace de Riemann a 4 dimension, si un vecteur est transporté parallelement le
long d’un contour fermé infinitiséme vers le méme point d’origine, il ne vas pas coincider
avec le vecteur d’origine[14,19]. Cette variation est décrit par le tenseur de Riemann qui

est définit par:

Propriétés du tenseur de courbure

Le tenseur de Riemann est muni des propriétés suivantes:

1-La composante covariante:

Rigim = gy, (1.36)
Et:
1
Rigim = §(aligmk + Omkgit — OikGim — Omigux) (1.37)
2- Antisymétrie:
Rikim = —Ryiim (1.38)
Et
Rikim = — Rikmi (1.39)
3-Symétrie:
Rikim = Rimir (1.40)
4-Symétrie cyclique:
Riktm + Rimk + Ry = 0 (1.41)
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H-Identité de Bianchi:

1.4.8 Tenseur d’Einstien

L’identité de Bianchi permet d’obtenir par la contraction 'identité d’Einstein[5]:

ViE* =0 (1.43)

Ou E* est appelée le tenseur d’Einstein. Donc:

) . 1 .
E* = R* — §ngR (1.44)

Et ce tenseur permet de retrouver la loi de gravitation de Newton comme approximation

avec un champ de gravitation faible et vitesse trés inférieur que la vitesse de la lumiere.

1.4.9 Tenseur de Ricci et courbure scalaire

La contraction du tenseur de Riemann R}, par rapport aux indices i et [ conduit au

tenseur de Ricci[14]. On définit:

ka = Rgclm = alrgfm - 8m1—‘5€l + FiLlFZm - Fizm Zl (145)

On obtient la courbure scalaire R (scalaire de Ricci)par la contraction du tenseur de

Ricci:

R=¢"Ry =R (1.46)



1.5. Equation du champ gravitationnel

1.5 Equation du champ gravitationnel

1.5.1 Le tenseur énergie-impulsion

Le tenseur T a été proposé par Einstein, pour généraliser le champ gravitationnel de New-
ton, il décrit le contenu en énergie de I’espace-temps pour tous les champs non-gravitationnel.

Alors pour un fluide parfait avec pression T% s’écrit :

T = —pg™ + (p + p) u'u* (1.47)
p : La pression.
p : La densité d’énergie.
u : La vitesse local.

Alors la normalisation du quadri-vecteur pour un fluide statique donne :

gipuiuf = —1 (1.48)

==/ (=g u'=0 i=1,23 1.49
(g ) ]

On peut écrire le tenseur énergie-impulsion sous la forme:

—g*p 0 0 0

: 0 ik 0 0
T — g (1.50)
0 0 g¢*p 0
0 0 0 g¢%p
Dans le cas d’une distribution continue de la matiere et sans pression, on a:
T* = putu® (1.51)

1.5.2 Conservation de I’énergie et 'impulsion

Dans cette section nous allons nous intéresser a ’étude de la loi de conservation locale de

I’énergie et de I'impulsion dans le cas des coordonnée cartésiennes, donc on écrit:



1.5. Equation du champ gravitationnel

9, T* =0 (1.52)

Ou:

9 (pu') + poju' =0 (1.53)

On obtient I’équation classique, quand le mouvement d’un fluide est lent et la pression
est faible:
dp

LAY (pu) = 1.54
at%—V(,ou) 0 (1.54)

1.5.3 L’équation d’Einstein
Constante cosmologique et ’équation d’Einstien générale

La constante cosmologique est introduite par Einstein, pour tenter de rendre compte d’un
univers statique, 'existence de constante signifie que la courbure de ’espace-temps n’est
pas nulle en I’absence de la matiére [6]. Donc, on peut écrire les équations d’Einstein sous

forme générale comme suivant:

Eik — /\gik = /'iT%k (155)

FE;;. :est tenseur d’Einstein.
A :la constante cosmologique.
k :la constante d’Einstein.

T}k :est tenseur énergie-impulsion.

L’équation d’Einstein dans un champ faible

A partir de ’équation d’Einstein, on peut retrouver I'équation de poisson de la gravitation
Newtonienne en introduisant la constante d’Einstein. Dans ’approximation des champs
faibles il existe une perturbation (|h;;| < 1) autour 'espace-temps de Minkowski, alors la

métrique s’écrit comme:

10



1.5. Equation du champ gravitationnel

Sachant que:

Et

D’autre part:

Encore:

Donc:

Alors:

On obtient:

G = 6.672.107"m3/ (kg.s?) : la constante de gravitation.

Git = M + N
hoo = 2¢
Ry = —R(Too - —Tgoo)

) 1.
FBO = Qalhgo

—_ 2 — —

QV hoo QHP

V3¢ = 4rGp
k= 8rG

Nous prenons (¢ = h = 1)dans un systéme naturel.

11
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(1.62)
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1.5. Equation du champ gravitationnel

1.5.4 Champ de gravitation central symétrique

Nous allons désormais expliciter la mise en place de I'expression de la métrique pour une
géométrie de Schwarzschild, c’est a dire la métrique pour un espace-temps courbé par une

masse sphérique[4].

Champ de gravitation central symétrique dans le vide

En 1916, karl schwarzschild a trouvé la premiére solution exacte des équations d’Einstein
pour une source statique et a symétrie sphérique d’un champ produit par une masse M
(19, 14].

La symétrie centrale du champ signifie que la métrique de 1’éspace-temps doit étre la
méme pour tous les points équidistants du centre considéré [14]. La métrique de Schwarzschild

est donnée sous la forme suivante par I'intervalle ds? (en coordonné sphérique):

1

d82 = [1 — @] C2dt2 — m
— o

" dr* —r* (d6* + sin® 0 dy?) (1.64)
t : est le coordonnée de temps.

r : est la coordonnée radiale.

0 : est la colatitude.

@ :est la longitude.

ds : est 'intervalle d’espace-temps.

ro = Qf2M est le rayon de Schwarzschild de 'objet d’une masse M, avec GG la constante

gravitationnelle, et ¢ la vitesse de la lumiére.

Pour la construction de cette métrique voir I’annexe.

Singularité de schwarzschild

On voit que La métrique schwarzschild présente deux singularité pour:
1-La premiére singularité:
-Le coefficient goo de dt2est infini, pour r = 0.
2-Seconde singularité:

-Le coefficient g1, de dr?est infini,pour ry = QCC’;M .

12



1.6. Onde gravitationnelle

1.6 Onde gravitationnelle

Les ondes gravitationnelles peuvent étre considérées comme une petite perturbation qui se
propage dans ’espace-temps Riemannien en le déformant légérement. De nombreux labora-
toires d’astrophysiques essaient de nos jours de détecter directement des ondes gravitationnelles|[14],

et finalement elles ont été détectées en 2016.

1.7 la cosmologie:

C’est une science qui étudier la structure, ’origine et ’évolution du I’Univers.

1.7.1 Les principes cosmologiques

- Univers est homogene c’est a dire qu’il présente les mémes propriétés dans toutes ses

régions, ceci s’étend a tres grand échelle.

- Univers est isotrope c’est a dire qu’il n’existe pas de direction particuliér de ’espace.

Ainsi autre hypothése de la cosmologie:

- Univers est fluide gazeux non visqueux dont les particules sont les galaxies.

- Univers est thermodynamiquement un systéme fermé, sans travail et adiabatique (pas
de chaleur avec l'extérieur).

- L’univers en expansion( loi de Edwin Hubble ).

- Sa masse volumique est uniquement fonction du temp et il y a conservation de la masse

(et donc de Iénergie), donc la quantité de matiére y est constante.

1.7.2 La cosmologie newtonienne

Actuellement, 'univers est dominé par de la matiére. On écrit la densité de matiére par:

M
P=1 1 (1.65)
3
R:est le rayon de notre univers.
dp —3M .



1.7. la cosmologie:

Et
- dR
R=—
dt
D’autre par (loi de Hubble):
dR
— =HR
dt
H = H(t) : C*' de Hubble.
dp —3M dp
L HR= L = —3H
dt Lo T g
On aura:
FR_d
a2 dt
dH dR _dH
PR dt
dH GM 3
DI &
= 7 + 7 47er

On considére une particule dans cet Univers, elle est soumise & une attraction:

£R__GM
dt2  R2

1dR, GM ., 1,dR GM

= o) 7 =" =5 R

Et

aR., dR. dR

o - H H2 2
GM 1 GM

—H T —H _ =

5 RR 7 oRoRo R

14
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(1.70)

(1.71)

(1.72)

(1.73)

(1.74)

(1.75)

(1.76)



1.7. la cosmologie:

: : 2GM  2GM
HRR = HyoRoRy — + (1.77)
Ry R
dR 8 8
(=) = -nGR*p — -7mGR:p, + HI R} (1.78)
dt 3 3
dR 8 8
(E)Q = gWGRQP - gWGRch(Po = Pe) (1.79)
3 H?
= ——" 1.80
RO = R (t = to)
po = p(t = to)
Si p, > p — Univers en expansion.
Si p. = p — Univers en expansion ralentie.
Si p. < p — Univers en contraction.
1.7.3 La cosmologie relativiste
On considére que 'univers est un fluide pleine de rayonnement et de matiére.
Dans le cas statique a symétrie sphérique, on utilise I’équation (A.4) et (1.55):
-quand Ty, =0
On écrire la métrique de Schwarzshild-DeSitter:
2M A .
d82 = [1 — T - — 2:| th2 — md?’j — T2 (d@2 + Sln2 0 dQOQ) (181)

r 3
- quand Ty # 0

On utilise I’équation (1.47) , p et p sont définit localement:
—-u=0=T%=p

—su=0=T'=—p (i=1,2,3)

Et Tk =Tk =0 (k # 1)
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1.7. la cosmologie:

A1 1
Kp=e (— - —) + = —A (1.82)

kp = Ry — 3Rign — Agn —

! 1
kp =e (V— + —) - = +A (1.83)

Kp = Rap — %Rggm — Nga2 —

N2 D VA B 1
Kp=e 7+T_T+§<V+/\) _T_+A (184)

Kp = Raz — %Rggz’ﬁ — Ngs33 —

" "2 ’

v r AV 1 /. 1
/-cp:e_)‘<7+7—7+2—r<u +)\>)——~|—Ar2 (1.85)
OT* =0=1 (p+p)=0

puisque I’Univers est homogene, donc:

ste

petp=c
- L’univers DeSitter :
on prend (p+p) =0
- L’univers d’Einstein :

’
v =0=v=c"

En choisissant ¢ = 0 on a:
N1 1
=M= —- = — —A 1.
Kp=e (r 7"2) +r2 (1.86)
1 1
RS
Kp=e (ﬁ) = +A (1.87)
N
Kp=e (5) + A (1.88)

Apres (1.86):
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1.7. la cosmologie:

—2(kp+A) = e <—7“)\, + 1) -1

(re™) =—r’(kp+A)+1

Pourr=0—A4=0

Donc:

e —1=—=(kp+A)r?

Apres (1.87):

e —1=(kp—A)r?

Apres Pégalite (1.92) et (1.91):

1
~3 (kp+A)r? = (kp — A)r?

1
—ghp —Kp= ——A
3 1
A= —k(z
5h(5p+D)

Si la radiation domine dans l'univers (p = 0):
3
A=)
5 P

Tel que p — ct®
Si la matieére domine dans 'univers (p = 0):
ArG
A="" P

c2

(1.89)

(1.90)

(1.91)

(1.92)

(1.93)

(1.94)

(1.95)

(1.96)

(1.97)

p ~ 1073%g/em3;la ¢ cos molog ique est treés faible (A = 1073cm™2).
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Chapitre 2

Modéle Standard Cosmologique

2.1 Introduction

La cosmologie étudie la structure et le contenu matériel de I’Univers aux échelles observables
les plus grandes. Sa structure est décrite par une variété lorentzienne quadridimensionnelle
(ou espace-temps). Les progres récents de la cosmologie observationnelle ont permis de
construire un modele, dit de concordance, ou modéle cosmologique standard, qui résume
les résultats de nombreuses observations a quelques chiffres indiquant la géométrie et la
composition de I’Univers.

La construction de ce qui est désormais appelé le modele standard de la cosmologie est la
conséquence logique de 1'idée du Big Bang proposée dans la premiere partie du XXe siecle.
Ce modele standard de la cosmologie, qui tire son nom par analogie avec le modeéle standard
de la physique des particules, offre une description de 'univers compatible avec I’ensemble
des observations de 1'univers.

Il stipule en particulier les deux points suivants:

e L’Univers observable est issu d’une phase dense et chaude (Big Bang), durant laquelle
un mécanisme a permis a la région qui nous est accessible d’étre trés homogéne mais de
présenter de petits écarts & I’homogénéité parfaite. Ce mécanisme est probablement une
phase de type inflation, quoique d’autres mécanismes aient été proposés.

e [’Univers actuel est empli de plusieurs formes de matiéres.
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2.2. La théorie de Bing Bang

2.2 La théorie de Bing Bang

Le Big Bang est un modele cosmologique pour décrire I'origine et 1’évolution de I’Univers. 1l
a été initialement proposé en 1927 par Georges Lemaitre, I’Univers d’il y a 13,8 malliards
dlannées quand son histoire a commencé jusqu’a aujourd’hui. Le concept général du Big
Bang, a savoir que 1’Univers est en expansion et a été plus dense et plus chaud par le
passé. les observations cosmologique sur le fond diffus cosmique, Redshift et nucléosynthese
primordiale elles ont donnes les arguments que ce modele est validée[22].

Ce mode le est basé sur les preuves suivantes:

2.2.1 Fond Diffus Cosmologique

En 1964, Penzias et Wilson ont découverts le fond diffus cosmologique a 2.725 °k. Ce
rayonnement assimilable a celui d’un corps noir a été dilué et refroidi par I'expansion de
I"Univers et correspond & I’émission des premiers photons[9]. Il nous parvient aujourd’hui
de régions qui se trouvent actuellement & plus de 45 milliards dlannées — lumiere de la
Terre.

En effet, a cette période, a eu lieu la recombinaison entre les électrons et les protons
pour former les premiers atomes. Ce phénoméne se produit au moment ou la température
de I"Univers descend au-dessous du seuil.

La température actuelle de ce rayonnement pouvait étre calculée a partir de la connais-
sance de 1’age de 'Univers, la densité de matiére, ou I’abondance d’hélium. On donne la loi

de wien:

T Amax = 2,9.107%m.% (2.1)

T : la Température.

Amax : la longueur d’onde correspondant au maximum d’intensité lumineuse émise.
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2.2. La théorie de Bing Bang

2.2.2 La Nucléosynthése Primordiale

La Nucléosynthése Primordiale qui s’est déroulée dans les minutes suivant le Big-Bang & une
températures 10° kelvin, elle a formée les éléments chimiques les plus légers (LH (75°/0) .4 He (24°/0) et
des traces de "Li et 5Be) parce que 'Univers a une expansion rapide (refroidit )[16,22].
L’abondance relative pour des deux éléments principaux(1H,3 He) a la fin de la nu-
cléosynthese primordiale est directement liée & la proportion de neutrons et de protons

juste avant cette période [19]. On donne la proportionnalité par la formule de Mazwell —

Boltzmann:
N
N—p =exp[—f(E, — E,)] (2.2)
Et
1
pr— 2-
R (23)

N,, Nn: le n’"¢ de protons et de neutrons respectivement.

E,, E,: I'énergie de protons et de neutrons respectivement.

Kp: C*¢ de Boltzmann.

T': la Température.

Les mesures d’abondance relative (de 1H3H e) dans I’Univers (les galaxies trés anciennes
ou les amas globulaires de notre Galaxie) sont en parfait accord avec la description théorique

de la Nucléosyntheése Primordiale dans le but de confirmer la théorie du Big-Bang[12].

2.2.3 L’Expansion de 1’Univers

L’astronome américain Fdwin Hubble donne la premiére preuve de I’expansion de I’Univers,
un phénomene générique prédit par la relativité générale, et du Big Bang, le modéle cos-
mologique qui en résulte le plus naturellement. En 1929, il découvrit une loi qui porte son
nom par I'observation d’un décalage vers le rouge pour les galaxies[5, 16].

La loi de Hubble énonce que les galaxies s’éloignent les unes des autres a une vitesse

proportionnelle a leur distance.
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2.3. La Métrique de I’'Univers FLRW

V = Hyd (2.4)

V : la vitesse d’éloignement en Km.s™ 1.

Hy =70+ 7Km.s7'.Mpc~! :C*** de Hubble actuel.
d : la distance.
Avec le passage du temps, le facteur d’échelle augmente plus vite que H diminue, donc

il y a accélération de ’expansion.

L’Age de Univers

L’age de univers est représente la durée écoulé juste apreés le Big Bang jusqu’a maintenant.
Il estimée par 13.798 4 0.037 milliards d’années (ou 4.354.10'7 £0.012.10'"s). Ce estimation
est donnée par les satellites de Planck et W M AP. On peut trouver I’dge de univers a partir

la C*** de Hubble(Hy):

t : I’age de Univers.

2.3 La Métrique de I’Univers FLRW

La métrique Friedmann-Lemaitre- Robertson-W alker (FLRW) décrit la géométrie moyenne
de I'univers aux grandes échelles . Elle nous donne sa dynamique et nous permet de con-
naitre I’évolution de sa taille (contraction ou expansion de I'univers). Un Univers homogéne
et isotrope demeure au cours de son évolution . Il ne peut rendre compte de la formation des
structures, le composant de densité inhomogéne par définition. La formation de ses struc-
tures, tels que les filaments ou les amas de galaxies, est permise par I'introduction de pertur-
bations autour de cette métrique FLRW. Ces perturbations croissent au cours du temps, par
attraction gravitationnelle, et entrainent la création des grandes structures observées. Elles
sont supposées d’origine quantique ,et leur existence nous est donnée par ’observation du

fond diffus cosmologique, réalisée grace aux satellites COBE (:cosmic background explorer
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2.4. Equations de Friedmann-Lemaitre

Photon

(a) (b) (c)

Figure 2.3.1 : Représente les trois espaces de la géométrie de 1'univers possible : (a)

sphére, (b) plat et (c) hyperbolique.

fut lancé pour procéder a I'étude du fond diffus cosmologique), WMAP(:Wilkinson Mi-
crowave Anisotropy Probe est un observatoire spatial pour dresser une carte de I’anisotropie
du fond diffus cosmique), et plus récemment Planck[13].

La métrique donnée par:

dr?
1—Ekr?

R(t) est le rayon de courbure(facteur d’échelle) de I’Univers.

ds® = c*dt* — R* () + 72(d6® + sin® Odp? (2.6)

Le signe de R(t) est renseigne sur I’évolution de I'univers:
- quand R(t) > 0 (univers en expansion).

- quand R(t) = 0 (univers statique).

- quand R(t) < 0 (univers en contraction).

R:la premier dérivé de R.

k est la courbure de I'espace il prend k = 1,0, —1 (voir le figure 2.3.1)

2.4 Equations de Friedmann-Lemaitre

La dynamique de ’espace F'RW est entierement caractérisée par le facteur d’échelle R et
afin de déterminer son évolution, il est nécessaire de résoudre les équations d’Einstein en

présence de matiere avec la constante cosmologique .
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2.5. Equation du mouvement du fluide cosmologique

Nous cherchons des solutions homogeénes et isotropes, alors p et p ne doivent dépondre
que du temps cosmique t. Par ailleurs, puisque utu* = c2, la trace de tenseur d’énergie-

impulsion vaut:

p
T=TH=(p+ 0—2)02 — pbli = pc? = 3p (2.7)

La combinaison de ces deux équations (2.7) et (1.55) permet de démontrer rigoureuse-

ment 1’équation de Friedmann:

- 4G 3p 1

=—— — —Ac? 2.
R 3 (p+CZ)R+3 ‘R (2.8)
- 1
R2 = ?pfiz + §A02R2 —ck (2.9)

Ces deux équations différentielles, on les appelle souvent simplement équation de Fried-

mann pour A = 0 et équation de Friedmann-Lemaitre pour A # 0.

2.5 Equation du mouvement du fluide cosmologique

On peut obtenir une équation supplémentaire (qui simplifie beaucoup de calculs), pour tout

modeéle cosmologique, & partir de la conservation de 1’énergie-impulsion:

v, T" =0 (2.10)

On sait que la conservation nous méne a I’équation de continuité relativiste pour le fluide

cosmologique, soit:

V. (put) + %Vuu“ =0 (2.11)

Sachant que, p ne dépend que de ¢ et que u* = §f, on aboutit:

. P 3R_d(pR3) 3pR*
p+(p+c2)R_ dR * 2

0 (2.12)
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2.6. Composantes du fluide cosmologique

2.5.1 L’équation d’état

En cosmologie, chaque composante d’un fluide cosmologique obéit a une équation de type:

p = wpc® (2.13)

w: le parameétre de I’équation d’état est Cst¢.

Apres (2.14) et(2.15), on obtient:

d(pR?
(ZR ) = —3wpR? (2.14)
La solution de ’équation précédente est:
p ox R730+) (2.15)

Chaque composante du fluide cosmologique est modélisée comme un fluide parfait dont

I’équation d’état est de la forme:

i = wipie? 2.16
pi

Ou i (=m,r,A) permet d’indiquer la composante de fluide considérée

type de fluide W
la, poussiére(m) 0
le rayonnement(7) | 3
le vide(A) -1

Tableau 2.5.1:Représenté les différents valeurs de parameétre d’état pour n’import quel

fluide.

2.6 Composantes du fluide cosmologique

Dans un modeéle cosmologique général, I'Univers peut contenir a la fois de la matiére du
et rayonnement, mais on suppose que la constante cosmologique n’est pas nulle. Sachant

que l'interprétation moderne de A fait appel a la notion d’énergie du vide qui est modélisée
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2.6. Composantes du fluide cosmologique

comme un fluide parfait. Il est donc le fluide cosmologique posséde trois composantes (la
matiére (m), le rayonnement (r) et le vide (A)), et la densité de masse équivalente est

donnée simplement comme la somme des trois contributions individuelles, soit:

p(t) = pm (1) +p, () + pa (2) (2.17)

Ou t est le temp cosmique: est le temp juste apreés le Big Bang jusqu’a t donné.

On supposera par ailleurs que ces trois composantes n’interagissent pas entre elles que
par leur gravitation. Bien que la matiére et le rayonnement aient été en interaction dans
I'univers primordial, cela reste une hypothése simplificatrice trés raisonnable pour la majeure

partie de I'histoire de 'Univers|[12].

2.6.1 La matiére

La matiére existe dans I'univers sous plusieurs formes comme la matiére baryonique et la
matiére noire non baryonique (froide(CDM), chaude (HDM)) [11,12]. On donne la densité

totale de la matiére qui peut étre exprimée a tout temps cosmique ¢:

P (8) = Py () + P (1) (2.18)

La densité totale de matiére joue un role dans I’évolution de 1’Univers par le facteur

d’échelle R (t) avec le temps cosmique ¢. On déduit alors de 'équation (2.17) que:

P (£) = P [RR—&)] 3 (2.19)

Pm (to) = Py o est la densité propre actuelle de matiere.

Ry = R (to): est la valeur de facteur actuelle.

2.6.2 Le rayonnement

Le terme rayonnement inclut évidemment les photon, mais également d’autres espéces de
particule dont la masse est trés petite (comme les neutrinos (v)), ce qui implique qu’elle
sont actuellement en mouvement relativiste[11]. La densité totale de masse équivalente du

rayonnement peut étre écrite comme:
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2.7. La contributions relatives des composantes du fluide cosmologique

pr () = py (8) + py () (2.20)
La densité totale de rayonnement joue un role dans ’évolution de I’Univers par le facteur

d’échelle R (t) avec le temps cosmique ¢. On déduit alors de 'équation (2.17) que:

o0 () = rg [R%] (221)

Py (to) = p, : est la densité propre actuelle de rayonnement.
Ainsi, on peut démontrer que la distribution d’énergie des photons qui forment le CMB
reste celle d’un corps noir tout au long de I'évolution de I’Univers[12], donc on écrire a tout

temps cosmique:

(2.22)

Et T, = 2,726 K.

2.6.3 le vide

Comme nous 'avons déja mentionnée, le vide peut étre modélisé comme un fluide parfait,
ce qui correspond a une pression négative, donc on déduit la densité d’énergie du vide est
garde sa valeur a tout temps cosmique ¢ on a:
Ac?
= = 2.23
PA = Pao Ry ( )

Pao - est la densité propre actuelle de vide.

2.7 La contributions relatives des composantes du flu-
ide cosmologique

Apres la combinaison les résultats antérieures, on peut écrire 1’évolution de la densité de

masse équivalente totale sous la forme:

P() = Prola )]+ prola®] " + pag (2.24)
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2.8. Paramétres cosmologique

(2.25)

a(t): est le parametre d’échelle.
- pour R (t) est petit < le rayonnement est domine.

- pour R (t) est grand < le vide est domine.

2.8 Parameétres cosmologique

Dans le modele cosmologique trés simplifié décrit auparavant, 'intégralité de I’histoire est
déterminée uniquement par un petit nombre de parametre[7]. Il est alors entiérement déter-
miné par des donnée des 4 quantités (Ho, p,, 0, £r.0: Pa0) -

Il est cependant usuel et pratique en cosmologie d’employer des quantités adimensionnées

que 'on nomme paramétres de densité et qui sont définit par:

1

Q= 3H—2(t)Pi (t) (2.26)

L’un des objectifs les plus importants de la cosmologie est donc déterminer ces quantités
(Ho, im0, 10, Qa,0) pour notre Univers.
L’intérét des densité(2.26) devient plus évident quand on les utilise pour réexprimer la

seconde équation du champ cosmologique. En divisant cette derniére par R?, on aboutit a:

1=Q,+Q +Qp + Qg (2.27)
Sachant que:
K

Qs 2, Q0L Qs sont les parametres de densité de matiére, rayonnement, vide et cour-
bure (respectivement).
On constate que les valeurs de 2,,,£2, et {24 déterminent la courbure spatiale de I’'Univers

comme suit:

Qn+Q,+Q) (1 & (K =-1) < ouvert
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2.9. Comportement dynamique de I’Univers

Qn+Q,+0Qy=1< (K =0) < plat

Qn+Q,+Q) 1 (K=1)< férmé

L’Univers ne peut pas évoluer spontanément d’une géométrie de F'RW, car la somme
de ., et Q2 ne changer pas la signe[12].

D’autre part, les cosmologistes ajoutent encore un parameétre de densité total, on donne:

Pour tout modeéle cosmologique spatialement plat, on pose en général €, = 1 et 'on

désigne alors la densité totale de masse équivalente sous nom de densité critique:

3H?
Perit =
8rG

~9,2x 107 Kg.m™3 (2.30)

De l'équation (2.24),(2.26) et (2.28):

H?(t) = HE (Qnola ()72 + Qo la ()] + Qao + Qo la (1)) 72) (2.31)

En fin, de (2.9)et (2.26) on définit autre parameétre de décélération ¢:

RR 1
q:_._z_

= > + 20, —204) (2.32)
R

2.9 Comportement dynamique de 1’Univers

Les équation cos mologiques (2.31) et (2.32) nous permettent de déterminer la dynamique et
la géométrie de I’'Univers de maniére générale pour n’importe quelles valeurs des parameétres
Q.082-0824,0- les observation suggerent que la valeur actuelle de €2, o < que celle de €2,,, o et
24,0. On peut donc raisonnablement négliger €2, ¢ et paramétrer un modéle de notre Univers

uniquement a 'aide de €2, et Qo (voir le figure 2.9.1).
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2.10. Modéles cosmologique

Supernova Cosmology Project
B i e e

Supernovae

€2,

cpamds TOCEVET

recollapscs eV ety
o‘é%'o'

*%’

=1

Qpy

Figure 2.9.1 : Représente les propriétés de FLRW dominés par la matiere et ’énergie de

vide en fonction des parametres de densité actuels €2, 0 et 20 .

2.10 Modeéles cosmologique

Nous allons maintenant nous intéresser a certains de ces modeéles cosmologiques :

2.10.1 Modéle de Friedmann

Les modéles cosmologiques pour lesquels la constante cosmologique est nulle et qui sont

associés a une densité non nulle de matiére ou de rayonnement sont connus.

1- Modéle de Friedmann avec poussiére.
2- Modele de Friedmann avec rayonnement.

3- Modéle de Friedmann spatialement plats.

2.10.2 Modéle de lemaitre

Les modeles de lemaitre sont la généralisation de ceux de Friedmann pour inclure une
constante cosmologique non nulle. Nous allons nous intéresser ici en particulier au modele
ne contenant que de la matiere (2,9 =0 ).

1- Modéle de lemaitre avec matiére seule et courbure spatiale quelconque.
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2.11. Les problémes de modéle standard cosmologie

2- Modele de lemaitre plats et avec matiére seule.

2.10.3 Modéle de DeSitter

Le modeéle de DeSitter est un cas particulier de modeéle de lemaitre dans lequel les parameétres

cosmologiques vérifient (€2,,,0 = 0,0 =0 et Q40 = 1) ,et spatialement plat (k = 0).

2.11 Les problémes de modéle standard cosmologie

2.11.1 Probléme de I’horizon

On définit que ’horizon est un peu la fin de 'univers visible. le probléme réside dans le fait
qu’il n’y a pas d’échange d’informations entre deux régions trés éloignées, bien que le passé
il étaient proche les uns des autres [7,22].

Soient 2 observateur comobiles, le premier (O) situé en x = 0, et la deuxiéme (E) en x;.
Supposons qu’au temps cosmique t;, E émet radialement un photon qui ensuite recu pary

au temps t. La cordonnée y de I'horizon des particule est donnée par:

Xp (t) = ¢ / % (2.33)

2.11.2 Probléme de la platitude

Un autre probléme qui apparait quand on considére I’étude de I’évolution de 'univers est
celui de son éventuel rayon de courbure. La relativité générale indique que si la répartition
de matiére est homogéne dans I'univers, alors la géométrie de celui-ci ne dépend que d’un
parametre, appelé courbure spatiale.

Le fait que le rayon de courbure soit encore aujourd’hui plus grand que la taille de
I'univers observable est connu sous le nom de probléme de la platitude.

Dans ce chapitre, nous avons identifier le MSC comme un meilleur modeéle cosmologique
qui base a la théorie de Big Bang. A partir la RG (par la métrique de FLWR, les équations
de Friedmann) avec les observations cosmologiques, nous avons vu que 'univers est en

expansion accéléré. FEnsuite, nous avons décrit 1’évolution de 1’Univers par des nombres
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2.11. Les problémes de modéle standard cosmologie

des parameétres, avec toute sa la MSC n’est explique pas les problémes de ’horizon et la

platitude.
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Chapitre 3

Inflation cosmologique

3.1 Introduction

En physique cosmologique, inflation cosmique (ou inflation cosmologique) est une théorie
d’expansion exponentielle de ’espace dans I’Univers juste apres le Big Bang (1’ére de Planck~

1074 — 1073 s). Ce scénario est proposé par Alan Guth au début de I'année 1980.

3.2 L’inflation

Pour décrire cette période d’expansion accélérée, doit avoir:

R>0 (3.1)

Supposons qu’a un instant dans 1’Univers primordial, la densité d’énergie est dominée

par la "matiére". Les équations de Friedmann (avec A =0 et 871G = ¢ = 1):

. 1
R = —é(p +3p)R (3.2)
1,
R=SpR* —k (3.3)

Pour avoir une inflation, doit avoir la pression doit étre négative:
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3.3. La dynamique d’un champ inflationnaire

1

p<—§P (3.4)

Au cours d’une phase infaltionnaire, le facteur d’échelle doit croitre plus vite. Ainsi,
pendant cette phase le terme pR? augmente bien plus vite que le terme de courbure, a la
condition que la phase d’accélération dure suffisamment longtemps[7, 12].

Nous avons choisi d’ignorer la constante cosmologique, car nous allons voir que s’il existe
dans I'univers primordial de la matiére sous la forme d’un champ scalaire alors celui-ci peut
agir comme une constante cosmologique effective.

L’équation de Friedmann fournit alors I’évolution du facteur d’échelle:

le fluide a(t)
la matiére a(t) o ts
le rayonnement | a (t) oc £
le vide a(t) otz

Tableau 3.2:Représente 1’évolution de paramétre d’échelle pour n’importe quel fluide.

3.3 La dynamique d’un champ inflationnaire

Il existe un champ scalaire ¢ dans I’Univers primordial et il est nommé par un champ

d’inflation. Nous présentons le lagrangien d’un champ ¢ comme:

L= 20" (0.:0) (9:6) ~ V (6) (3.5)

Grace aux équations d’Euler-Lagrange, on obtient ’équation de champ ¢ :

,, AV
O+ 25 =0 (3.6)

on [ =VIV, =¢*V,V,

On utilise la théoréme de Noether, le tenseur d’énergie-impulsion ,on écrit :

T = (0,6) (0u6) — gy | 5 (9:6) (076) ~ V (6) (37)
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3.3. La dynamique d’un champ inflationnaire

Ce tenseur est:

- symétrique.

- quadratique par rapport aux dérivées de la variable dynamique ¢.

- redonne ’équation de champ par V, 7" = 0.

Le champ scalaire se comporte comme un fluide parfait, donc la densité d’énergie et la

pression sont données par:

. N 2
po=Too = 56 +V (9) + 5 (Vo) (33)
. N 2
po=—3Ti= 56~V (9)~ < (V) (3.9)

Maintenant, si I'on suppose que le champ scalaire n’interagit pas avec la matiéré ou le

rayonnement, en dehors de son interaction gravitationnelle, I’équation du mouvement est:

. R
p+3(p+p)§=0 (3.10)

On substituant (3.8) et (3.9) dans I'expression (3.10) avec les variations spatiales est

négligé, on aboutit:

av

¢+3H¢+%:

0 (3.11)

. )
ou ¢ = %
On remarque que cette équation décrit le comportement d’un champ descendant un

potentiel avec une force de friction|7].

Quand le champ scalaire apporte la contribution dominante a la densité d’énergie:

H2_87TG 1
3 |2

L’origine de l'inflation, le champ de l'inflaton ¢ est passe par 'effet tunnel au travers

&+ V (cb)} (3.12)

d’une barriére de potentiel d'un état de faux vide(associé un énergie minimum) a ’état du

vrai vide. (voir le figure 3.3.1)
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3.4. L’approximation de roulement lent

Wla)

Faleo
‘acuum

Cuanfum|=
Tunngling

Figure 3.3.1 : Représente la modeéle originale de I'inflation.
3.4 L’approximation de roulement lent

On peut résoudre I'équation du mouvement a ’aide de 'approximation de roulement lent

(slow-roll). on considére que

6 (V) (313)
Apreés la dérivation de ¢2<(V(¢) — é((%, I'équation (3.12) qui devient:
' av

Avec cette hypothese, I’équation de champ cosmologique est:

H? = ZV(9) (3.15)

Apres (3.15)et (3.14):

. 1-2
H=—2¢ (3.16)

2
A T'aide des deux équations précédentes et de la condition ¢ ((V'(¢), on montre que les

parameétres de roulement lent sont:

M2 V/ 2
pl
= (= 1 1
° 7 16n (V ) < (3:.17)
M2 V// 2
pl
=— | — 1 3.18
=52 (V) < (3.19

Sachant que:
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3.5. Les différents types d’inflations

' _ v
V=%
no A2V
V=@
M, = \/Lé: est la masse de planck.

Ces deux conditions s’interprétent physiquement par le fait qu’elles requiérent que le
potentiel pour que le champ puisse rouler lentement et en conséquence l'inflation avoir
lieu[12]. Dans cette situation le parametre de Hubble est constante et le parameétre d’échelle

croit:

R(t) o exp! %V(gb)t) (3.19)

3.5 Les différents types d’inflations

Aujourd’hui, il existe plusieurs types de l'inflation(Inflation Nouvelle, Inflation Chaotique,
Inflation Stochastique, Inflation Hypride, K-Inflation, Old Inflation ...... ). Nous allons nous

intéresser aux trois premieres type.

3.5.1 Inflation Nouvelle (New Inflation)

Ce modele est proposé par Alan Guth, s’il on identifie le champ d’inflation ¢ au champ de
Higgs associé avec la brisure spontanée de symétrie de la grande unification. Nous allons
le voir, les modéles qui entrent dans cette catégorie requiérement une forme particuliére du
potentiel V' (¢) afin d’effectivement mener a une période d’inflation, avec des considérations
reliées a la théorie quantique des champs suggerent que le potentiel doit également dépendre
de T V(¢,T) [1,7,12,16] . (voir le figure 3.5.1)

-pour T ) T, — ¢, =0 — 'état du vrai vide.

Un moment dans I’évolution de I'univers la densité d’énergie du champ scalaire devient
supérieure a celle rayonnement, le champ reste en ¢ = 0 et se comporte comme une constante

cosmologique effective de valeur A = V' (0). le parameétre d’échelle entre alors dans une phase

d’expansion exponentielle:

R(t) o exp ( %V(0>t> (3.20)
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3.5. Les différents types d’inflations

Vig

I
T UL

Figure 3.5.1 : Représente la forme générique de 'Inflation Nouvelle,ot le potentiel

dépendant de la température pour un champ de Higgs scalaire ¢.

le résultat de cette expansion trés rapide est une décroissance toute aussi rapide de la
température.

-pour T ~ T, — ¢, # 0;0 =0 — l'état du vrai vide;l'état du faux vide.

Le champ scalaire est capable de rouler le long de la pente descendante du potentiel pour
s’éloigner de ¢ = 0 et I'on assiste donc a la transition de phase de grande unification. Il
passe par 'effet tunnel au travers d’une barriére de potentiel d’'un état de vide métastable
¢ = 0 a l’état du vrai vide ¢ ) 0.

-pour T ( T. — ¢, = 0 — l'état du vrai vide.

Le champ scalaire roule alors rapidement vers I’état de vrai vide, oscille autour de ce
minimum.

quand V' () = 0 1'"Univers décrit par le modeéle de Friedmann dominé par le rayonnement,

et le parameétre d’échelle comme:
R(t) o t'/? (3.21)
Ou T, = 1077 %%,

3.5.2 Inflation Chaotique ( Chaotic Inflation )

Ce modele est proposée par Andrei Linde, le champ est considéré comme un champ scalaire

(n’est plus identifiée avec un champ de Higgs associée a la brisure spontanée de symétrie
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3.5. Les différents types d’inflations

Vigi

unitial
periurhation

e
WALLRIET

o

Figure 3.5.2 : Représente la forme de potentiel pour la scénario de 'inflation chaotique.

de la grande unification) quelconque présent dans les premiers temps de I’Univers la valeur
initiale du champ scalaire ¢, est choisie chaotiquement (c’est a dire qu’elle prend des
valeurs tres différentes en des régions distinctes de 1’Univers), il est éloigné du minimum du
potentiel et le champ commence & rouler le long d’une pente descendante [7, 11,12, 16].
Pour un champ scalaire libreV (¢) = %ngﬁ? (voir le figure 3.5.2), l'inflation peut com-
mencer méme s’il n’y a pas d’équilibre thermique dans I’Univers primordial ce qui signifie

qu’elle peut se produire juste aprés ’ére de Planck[12].

¢+ 3Ho +m’p =0 (3.22)
o 8m |1 1 45,
H? = e {ngs +5m 4 (3.23)

3.5.3 Inflation Stochastique (Eternelle)

En1983, l'inflation éternelle est développé par Alexander Vilenkin et Paul Steinhardt,
il est une extension naturelle du modele de l'inflation chaotique. L’idée principale de ce
scénario est de prendre en compte l'existence de fluctuations quantique dans I’évolution

du champ scalaire, et les fluctuations quantiques peuvent pousser ¢ vers le haut dans le

potentiel V' (¢) [1,7,12].

38



3.6. Evolution classique des perturbations d’un champ scalaire

3.6 Evolution classique des perturbations d’un champ
scalaire

Nous allons supposer que le champ scalaire ¢ perturbée en fonction de temps et ’espace:

6 (1) = 6y (1) + 00 (1, %) (3.24)

Nous adopterons un modeéle de FRW plat (k = 0), avec des coordonnées comobiles

cartésiennes et écrirons la métrique perturbée sous la forme:

ds® = (14 2®)dt* — (1 — 2®)R? (t) (da® + dy* + dz?) (3.25)

Ou @ est une fonction infinitésimale des quatre coordonnées, on note que ® peut étre

considérer comme le potentiel newtonien associé aux perturbations du champ.

3.6.1 Equation d’Einstein perturbées

Les coefficients de la connexion pour la métrique perturbée, s’écrit comme:

r7, = (To)%, +0T%, (3.26)

- le premier terme contient les coefficients de la connexion de la métrique non perturbée

(® = 0), et les perturbations valent quant a elles:

TG, = 0,® (3.27)

0Tg, = —R* (P +4HD) (3.28)

oT%, = 60, ® (pouri # j) (3.29)
) 1 ik

OTgp = 130" 0:® (3.30)
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3.6. Evolution classique des perturbations d’un champ scalaire

0Ty, = —0,® (3.31)

Au premier ordre en ®, on trouve que la partie perturbée du tenseur d’Einstein vérifier:

SE® = 20, (cb + ch) (3.32)
—2 .
SEy = —2 (v ®—3HD — 3H2<I>) (3.33)
SE! = —2 [c’b L ADH + <2H + 3H2) @} (3.34)
O
—2
ET
. 1 .2
H = —§¢0

Remarque: il n’y a pas de somme sur les indices ¢ répétés.
Il nous faut également calculer la partie du tenseur énergie-impulsion du champ scalaire

associée aux perturbations (voir ’annexe). En substituant (3.28)dans(3.7), on obtient:

0T = y0; (30) (3.35)
ST = —o® + oS — V'60 (3.36)
STIST! = o — dob + V'66 (3.37)
On
V=4

T dég
On peut ensuite utiliser les équations d’Einstein pour relier le tenseur d’Einstein et le

tenseur énergie-impulsion du champ scalaire ((5EZ = =0T} , ou k = 871G/ ct = 1).

-pour les composante (?)
20, (<i> + H<I>> = $40; (60) (3.38)

40



3.6. Evolution classique des perturbations d’un champ scalaire

Apres lintégral (H,¢,) ne dépendent des coordonnée spatiales), on obtient:

O+ HP = %gpo(w (3.39)

En dérivent 1’équation(3.39) par rapport au temps, on trouve:

. 1 1. .
O+ HP+ HP = 5680 + 5060 (3.40)

-pour les composantes (z)

26+ 4bH + (2 +3H*) B = 3o — b+ V6 (3.41)

-pour les composantes (8), a l'aide de I’équation (3.39):

2 2t L 2d (69
<¢0+2v>q’—¢0% (¢—0> (3.42)

3.6.2 Equation des perturbations dans ’espace de fourier

Ainsi, on écrit ® et d¢ sous la forme d’une superposition d’ondes planes de vecteur d’onde

-
comobile k, ce qui nous meéne a:

. 1 N
® (:p) _ W/% exp (zkx) &P (3.43)

Les équations (3.39) et (3.42) deviennent alors:

. 1-
Qp+ HOp = §¢05¢k (3.44)

(1 - %) D), = % (%) (3.45)
R2¢, P

Nous avons obtenu deux équation différentielles du premier ordre couplées pour les quan-

Et

tités @y, et d¢, qui sont respectivement les amplitudes des perturbations oscillatoires planes

de nombre d’onde k de la métrique et du champ scalaire.
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3.7. La solution des probléme de le modéle standard cosmologie

3.7 La solution des probléme de le modéle standard
cosmologie

Nous pouvons offrir de résoudre ces problémes en estimant la quantité de 'inflation pour

chaque cas:

3.7.1 La probléme de la platitude

Apres (2.28), le rapport entre la densité de courbure spatiale au cours de I’époque inflation-

aire et sa valeur actuelle est:

Qe Hy 2 Ry 2,
Qk,O (H*) (R* tU ( )

les paramétre indiquer par("): est la valeur pendant I’époque inflationaire.

1

Puisque le rapport dépond de %, on conclut toutefois que pour résoudre le probleme de

platitude, le paramétre d’échelle doit avoir été multiplié par un facteur ~ 1027 — 10*° durant

I'inflation, pour €2, du méme ordre avec €2 ~ 1.

3.7.2 La probléme de I’Horizon

L’horizon des particules au moment de la période d’inflation vaudrait:

d,., = 2ct, (3.47)

On prend ¢ = 1, cette équation nous donne donc la taille de la région causalement

connectée & cet instant, soit~ 10734 — 1072"m. D’aprés le modele de Friedmann on a:

R, [ T,

o[ ZE) ~ = 3.48

()~ % @49
On déduit que la taille actuelle de cette région serait seulement 1073 — 1m, alors que

I’Univers observable a un rayon grossierement donné par la valeur actuelle de la distance de

Hubble, soit
diro = cHy' ~ 10*°m ~ 3000M pc (3.49)
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3.7. La solution des probléme de le modéle standard cosmologie

La résolution du probléme de I’Horizon nécessite donc de multiplier le parameétre d’échelle
par un facteur~ 10%% — 10% au cour de I'inflation.

Dans ce chapitre, nous avons discuté du modeéle inflationniste, comme une solution pos-
sible aux problémes posés par le modéle standard de la cosmologie. Nous avons vu comment

il peut résoudre les problémes: ’horizon et la courbure spatiale (platitude).
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Conclusion

Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons utilisé les outils et les points du vue de la RG pour construire un
modele cosmologique (MSC) qui décrit bien I'expansion de I'Univers est homogéne et isotrope dans
tout temps cosmique. Aujourd’hui, les observations cosmologique ont confirmé la sucée du MSC,
mais dans le cadre du MSC les problemes subsistent tels que I'horizon et la platitude. Ainsi, nous
avons discuté le paradigme inflationnaire, comme une solution possible des problémes posé par le
MSC, ou I'nomogénéité de I'espace est démontrée. Enfin, Nous nous sommes intéressés aux trois types
d'inflation (New Inflation, Chaotic Inflation, Eternelle Inflation).

La question posé, puisque l'inflation est capable de résoudre les problemes de MSC, quelle est le
type d'inflation qui vérifie ¢ca? Est que la technologie contemporaine peut nous offrir cette réponse?

The Big Bang

1 thousand million years

300 thousand years

3 minutes

Inflationary
Theory Model

Figure 3.7.1 : Représente I'histoire de I'univers (CERN)
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Annexes

Annexes :
Construction la métrique de Schwarzshild :
Pour fait la construction on doit avoir:
- symétrie centrale sphérique: la masse concentrée dans un point de l'origine.
- la métrique est diagonale.
- statique: les coefficients g, indépendant du temps.
Dans I'espace Minkowski (en coordonnée polaire), on écrit:
ds? = c?dt? — dr? —r?(d6? + sin*6dp?) (A1)
Pour un espace courbé a symétrie sphérique indépendant de temps:
ds? = c? A(r)dt? — B(r)dr? — F(r)r?(d6? + sin*0dg?) (A.2)

On peut remplace A(r), B(r) et F(r) par une fonction quelconque W(r) sans changer les propriétés de
la symétrie sphérique. Donc on choix F(w(r))=1

ds? = c¢? A(r)dt? — B(r)dr? — r?(d6? + sin*0de?) (A.3)
Détermination du tenseur métrique et du tenseur de courbure:
On peut écrit la métrique sous la forme suivante:
ds? = c? e?dt? — e?*dr? — r?(df? + sin’0dp?) (A.4)

Les composantes du tenseur métrique g, sont :

Sii+k
g% =gy =0
Sii=k
goo = c?e¥;= g1 = —e*; gy =12 g33 = r’sin6
Et
1 1 1 1

00 _ LAl t 22 1 33 _

9 czev'g el"q 729 r2sin2 @

On calcule tenseur de Ricci Ry, :

Tel que g, est diagonale, donc les connexion non nulle sont :

Tl Thy = Thy et Doy
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Apres (1.21) les connexions sont:
0 0 ,
Iy =To =v(r)

I = v'(r)e?e?

1 _ '
I =4(r)
F%Z = —re
F§3 = —rsin®fe %

1

I, =I5 =-

12 21 =7
F§3 = —sinfcosH

3 _3 _1
I3 =T3 =2

Apres (1.35) les tenseurs de Ricci sont:

Ryo = 20D +Av +v?% + 2

-
Ry =— <v”+/1'v' +v?2+ 2%)
Ry, =1— 6_2’1(1—1%' + rv’)
R33 = [1 - e_z’l(l—r/l' + rv’)] sin? @ = Ry, sin? @
On résoudre les équations précédent Ry, = 0
Roo = Ri1 =Ry =R33 =0
Roo = e? D +Av +v? + 2Tvl):O
Ryy = —('+Av +v? + 2TV,):O
R33 = Ry, = [1 —e 2 (1-rA' + rv')] sin?6 =0
Par l'addition (A.19) et (A.20) on trouve :
A+v' =0
Donc :

A +v =C(Cst

Lorsque r — o la métrique tend vers la métrique Minkowski (espace Euclidien)
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CestadireA+v -0
Alors:
A+v=0
DE (A.21) on peut écrire :
1—e?(1-2r1)=0
On peut écrit (A.22) encore :

d
dr

k peut étre déterminée par I'approximation newtonienne

GM
r

2¢ .
Goo 2> 1+—3 =

2¢__
g1~ (1 +7) !
2GM

> k=—
c2

Donc :

21 _ q _ 2GM

e
rc?

Cette valeur sera justifiée a nouveau dans le calcul des orbites des planétes

Construction la métrique FLWR:

Pour faire la construction, on doit avoir:

- espace-temps (univers) est homogéne (invariant par la translation) et isotrope.

- les coefficients g,z dépendent du temps.

On a la métrique espace-temps dans le cas générale:

ds? = c?dw? + 2cggy;dwdx’ + g, dxdx™

On applique la condition de I'isotropie et symétrie sphérique:

ds? = c?dw? — D(r,w)dr? — cE(r,w)dwdr — F(r,w)(d6? + sin®0d¢p?

L'équation géodésique d'une particule:

dul _ 1dgu 1. k
ds 2 dxJ

Pour une particule statique :
u=1u*=0 (a=1:3)
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On remplace (A.28) dans (A.27):

d_uj _ d(glkul) _ d(gojuo) _ d_deoj' B 16900 _

ds ds ds ds dw 2 dx/
Alors :
ngj _ d _
o 0 =>EE(T,W) =0
Donc :
E=E(r)

Pour éliminer le terme dw.dr, on défini:

t=w —zl—cfrE(r) =>dw =dt +21—CE(r)dr

c?dw? = dt? + —; E2dr? -+cE(r) drdt

Et

—cE(r)drdw = —cE(r)drdt — %Ez(r)dr2

ds? = c2dw? — A(r, t)dr? — B(r,t)(d6? + sin*6d¢p?)
Ou:
A(r,t) = D[r,w(r,t)] + %Ez(r)
B(r,t) = F[r,w(r,t)]
On considere la transformation suivante:
28 =x*+€%(r,0,0p) (a=1:3)

On utilise I'nypothése que * =

e | 9z° _
axB’ axB

az“

— a
=0 T

(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)

(A.35)

(A.36)

(A.37)

(A.38)

La transformation d'un métrique covariant définie par un systéme de coordonné z*et x* devient:

__0z¥V0z° _

Gap = G oxr 9l

Apreés(A.37) et(A.38):

gaﬁ = (621/ +§;_‘;) (65 +s;_;) g_va

Translation infinitésimal — négligé la dérivé quadratique :

ga,b’ (xk) = g_Ba (Zk) + (:irz)g_vﬂ (Zk) + (ZXL;) g_va (Zk)
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Gap (2¥) estinvariant par ce transformation quand I'espace temps est homogeéne.

Donc :

Jap (xk) = Jup (a,B=1:3) (A.42)

0 (%) = G5 24) + (52 ) s )+ (357 ) 900 () (4.43)

On peut écrire g,z (x*) comme série de taylor:

Gap (X*) = gop (2°) + 5;5 (A.44)

Aprés(A.43) et(A.44):

00 2) = 905 () = (552 ) 9 02) = (37 ) e () = 0 (4.45)

09ap de¥ de”
py eV + I gvﬁ(x )+ F gm(x )—0 (A.46)
Sia=pf=
04 1 | 50t _
o & t2--A=0 (A.47)
Sia=1,=2
ael ael
Bt A= (A48)
Sia=p=1
9B 1 9e o _
5 & t25-B=0 (A.49)
Apres(A.48) et (A.49):
08 del A
Fralera (A.50)
2 10B 1 _ 0 -\ 4
EB _EES —;(lnB 2)5 (A51)

On peut écrire:

922 _ %e1 4

aroo 902 B (A.52)
2224 92 N1, 0 1y et
9700 E_ar_z(lnB 2)8 +a—r(lnB Z)B_r (A53)
Apreés l'égalité (A.52) et (A.53):
922 92 N g, 0 -1y 9e!
e _ar—z(lnB 2)£ +;(lnB 2)? (A.54)
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On utilise (A.47) et (A.49) encore on peut écrire:

104 d 2 9¢l
-——=—(n4) =—=—
A or 61"( ) el or
1 0B 3 2 9¢t
——=—(nB) =—=—
B or 6r( ) el 90

Donc on peut écrire A(r,t) et B(r,t) comme:
A(r,t) = a(r)R?(t)
B(r,t) = b(r)R?(t)

ds? = c?dt? — a(r)R(t)%dr? — b(r)R(t)*(d6? + sin?0d¢?)

1

d 1y _ 0 N -
5(lns ) = 5(lnA 2) = E(lna 2)
La solution de I'équation différentielle est:

e\(r,0,9) = e(6, p)a 2 (r)

621 2 1

ea (l)1+a(l )ae
902 r2  or? nrje or nr or

0%ela _ 1% (10el 1, Sy
302 2~ g \ror r2 T aar\r

On remplace (A.61) dans (A.63):

on choix la translation selon oz et e(8, ) ~ cosf - C = —1

r 9 1 _
T\ 1)="1
a? ra?2

La solution de I'équation devient par:

1
1-Kr2

a(r) =

On substitué(A.67) dans (A.59), on obtient:

2
ds? = c2dt? - R(t)? |15 + r2(d0? + sin?0dg?)|

1—-Kr2

Tenseur énergie-impulsion :

(A.55)

(A.56)

(A57)
(A58)

(A.59)

(A.60)

(A.61)

(A.62)

(A63)

(A.64)

(A.65)

(A.66)

(A.67)

(A.68)

Pour trouver I'expression de densité d'énergie (p) et la pression (p) en fonction d'un champ scalaire:

Apres I'expression (3.7), On pose que g,, = My -
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Toy=p =262 —1(g) +V(9) (A69)
Ty = @019)? + 167~ 2(V9)" ~V(9) (A.70)
Ty = (0:0)2 + 267 — 1 (Vg)" — V(9) (AT1)
Ty = (039)2 + 267 — 1 (Vg)" — V(9) (AT2)
Donc :
I Ti=p =162+ 1(T9) — V() (AT3)
On peut écrire:
T = (To)w + 6T, (A.74)
T = 9un T} (A.75)
Alors :
8Ty = gun ST = STPS! (A.76)
On peut écrit :
Tuv = (Tl)/w + (Tz)yv (A77)
(T = (0,6)(0,) (A.78)
(T = 9 |5 @6 $) (@7 $) = V()] (A79)
On remplace (3.28) dans (A.78):
(T = 0,00 + 5610, [ + 69] (A.80)

(T = (9,60) (9, ho) + (9, ¢0) (9, 66) + (9,8¢) (0, o) + (9,66)(0,¢) (A.81)

Ty = G [ @0 $)? = V()] (A82)

On remplace (3.28) dans (A.82):
Ty = Guv [ 05 (o + 51 = V()] (A83)

(T = G |5 [(0500)% + (3,69)7 + 2(3, ) (3,6)] — V()] (A.84)
Apres (A.84) et (A.81):

T,uv = (au ¢0)(av¢0) + (ay ¢0)(av5¢) + (au 6¢)(6v¢0) + (au 6¢)(av ¢)

51



Annexes

+ G [S- [0, 00) + (0,50)7 + 2(0,60)(9,69)] — V() (A85)
Alors :
8T = (8,$0)(3,50) + (8,66)(3,$0) + (8,66)(3,$)
+Gu [ [0,66)% + 2(0,$0)(0,50)] - V(9)] (A.86)

Quandn=pu=0

20677 = ($0)(0,69) + (56)(0,$0) + (58)(2,66) + go, [®[(66)° + 2(0) (66) — (V6)” +
20np00ndg— Vg (A.87)

Quandn=v=u=0

8T = (60)(56) + (66)° + @[ @[(56)” + 2(h0) (66) — (V268) " + 2(0,60)(@,80)]| - V()]
(A.88)

Quandn=v=u

G 6T} = (0,$0)(0,69) + (3,69) (3, $0) + (3,50)(3,0) + 20 [@ [ (56)” + 2(ho) (66) —
Vndp2+20np00nsg— Ve (A.89)
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Tableau des paramétres de MSC:

Parameétre symbole | Valeur

Constante de Hubble H, 72+5km/s/Mpc
Facteur d'échelle R, 4.15.1073(Q2,,, h?3)
L'age de I'Univers to 3.14+0.3Gan
Densité critique Pe 0.974.10"2°kg.m=3
Densité de courbure Q 0.02+0.02
Densité de matiere Q, 0.29+0.07
Densité de rayonnement Q, 4.74+0.3.10
Densité de constante cosmologique Qx 0.7+0.1

Densité de matiére baryonique Q,0 |0.05

Densité de matiere noire Qymo |0.25

Densité de neutrinos Q,0 |~0

Densité totale réduite Qe | 1.02+0.2

Tableau A.1:Représente les valeurs numériques des paramétres cosmologiques dans le MSC.

Unités:

1 Mpc = 108 parsecs ~ 3 x 102 metres.

1Gan=10%ans.
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Résumé :

Dans ce mémoire, nous avons mene une étude sur I'univers a grande échelle afin
de déterminer ses caractéristiques et comprendre comment il a évolué grace a
des observations cosmiques dans le cadre du modele standard cosmologique.
Nous avions fait aussi une étude de certains types d'inflation et montrer
I'importance de sa présence dans le déebut de I'Univers, ce mécanisme adopte les
problémes subis par le modeéle standard cosmologique de fagcon naturelle.

Mots clés: Modele Standard Cosmologique (MSC), Inflation Nouvelle, Inflation
chaotique, Inflation Eternelle.

Abstract :

In this memory, we have conducted a study of the Universe on a large scale to
determine its characteristics and how its evolution through cosmic observations
under cosmologic standard model. We also had a study of some types of
inflation and show the importance of his presence in the beginning of the
Universe, which adopted the problems suffered by cosmologic standard model.
Key Word: Standard Model Cosmological, New Inflation, Chaotic Inflation,
Eternelle Inflation.






