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Introduction Générale 

    La cosmologie est une science qui étudie la structure, l'origine et l'évolution de l'univers. Le vrai 

début de la cosmologie moderne est du à la physique du XXe siècle surtout après l'émergence de la 

théorie d'Einstein qui décrit précisément la géométrie cosmique de l'espace, en particulier après des 

prévisions précises de la relativité générale confirmées par des observations astronomiques plus tard. 

Grâce à des observatoires qui nous ont permis de voir des objets cosmiques, des galaxies très éloignés 

de nous à des milliards d'années lumière en plus de la connaissance de leurs caractéristiques et 

propriétés. 

    Le progrès technologique a conduit à changer les perceptions sur les origines de l'univers avec des 

points de vue différents invitant les physiciens à travailler encore plus sur la théorie de Big Bang et 

l'enrichir avec de nouvelles pensées, et encore cette théorie a prévalu sur toute autre pensée en 

devenant le modèle sur lequel la plupart des chercheurs travaillaient. 

    Dans ce mémoire, ce travail est réparti en trois chapitres: 

    Chapitre 1: Une introduction à la relativité générale, qui est en fait un pilier de base pour 

comprendre la cosmologie. 

    Chapitre 2: Le modèle standard cosmologique (MSC) que est définit, des applications de Relativité 

Générale (RG) sur la cosmologie sont traitées, des observations qui confirment cette théorie et quelque 

problèmes de MSC (l'horizon et la platitude) sont mis en évidences. 

    Chapitre 3: Dans ce chapitre, c'est le mécanisme de l'inflation, quelques types d'inflation, et les 

solutions aux problèmes de MSC qui seront discutés. 

     



Chapitre 1

Introduction à la Relativité Générale

1.1 Introduction

Dans ce chapitre�On débute par une introduction à la Relativité Générale. Ensuite�on

décrit l�écriture physique d�un espace courbé�puis l�équation d�Einstein avec la solution de

Schwarzschild qui sera traitée.

1.2 Théorie de la Relativité Générale

La relativité générale est une théorie qui est purement géométrique, elle a été proposé par

Einstein en 1915, quand il découvrit que l�espace-temps et le champ gravitationnel ne sont

qu�une seule et même entité [6] : La relativité générale a permis de concilier deux théories

importantes, celle de la gravitation newtonienne et celle de la relativité restreinte [4]. Cette

théorie a en plus permis l�évolution de la cosmologie.

1.3 Le principe d�équivalence d�Einstien

Postulat: les caractéristiques du mouvement dans un champ de gravitation sont les mêmes

qu�en l�absence de champ mais dans un référentiel accéléré (non Galiléen)[6], où la loi

fondamentale de la dynamique est considérée:

!
F = m

!
a (1.1)

1



1.4. Courbure de l�espce-temps

Où

F = mg (1.2)

1.4 Courbure de l�espce-temps

1.4.1 Géodésique

En géométrie, les géodésiques sont les lignes les plus courtes entre des événements de l�espace-

temps [6] :

1.4.2 L�équation géodésique

Dans un espace Riemannien à 4 dimension, les masses et le rayonnement électromagnétique

,lorsqu�ils ne sont soumis qu�à la seule force de la gravitation, elles e¤ectuent des mouvements

en suivant nécessairement les géodésique de l�espace-temps [14] :Donc l�équation géodésique

décrit précisément le mouvement des objets (sous un champ da gravitation). Et qui est

décrite par l�équation:

d2xi

d� 2
+ �iml

dxm

d�

dxl

d�
= 0 (1.3)

� : est le temps propre.

xi: sont dé�nis dans un espace de Minkowski.

Et en coordonnée cartésienne, on obtient:

d2xi

d� 2
= 0 (1.4)

Parce que:

�iml = 0 (1.5)

�iml:est le symbole de Christo¤el

Où encore, en terme des vitesses locales ui:

2



1.4. Courbure de l�espce-temps

dui

d�
+ �imlu

mul = 0 (1.6)

1.4.3 La transformation des coordonnées curviligne

Soit d
�!
M qui est un invariant:

d
�!
M = dx

0i�!ei = dxm�!em (1.7)

xi f�! x
0i (1.8)

Puisque f est di¤érentiable on peut écrire:

dx
0i =

@x
0i

@xk
dxk i; k = 1; ::::; n (1.9)

ai
0
k : est matrice de transformation.

ai
0

k =
@x

0i

@xk
(1.10)

Avec la matrice inverse aik0:

aik0 =
@x

@x0k
(1.11)

Et pour les vecteurs unitaires:

�!ei = a
0i
k

�!
e
0

i (1.12)

1.4.4 Métrique et transformation

Une métrique est un tenseur du second ordre, elle décrit la déformation de l�espace-temps et

ses composantes covariantes et contravariantes respectivement sont données par le produit

scalaire de deux vecteurs de base:

gik = ei:ek (1.13)

3



1.4. Courbure de l�espce-temps

et

gik = ei:ek (1.14)

Sachant que:

gikgim = �
k
m (1.15)

Où �km est un symbole de Kronecker
�
si k = m! �km = 1; si k 6= m! �km = 0

	
Qui se transforment par:

g0ik =
@xm

@x0i
@xl

@x0k
gml (1.16)

Et

g0ik =
@x0i

@xm
@x0k

@xl
gml (1.17)

Métrique de l�espace-temps de Minkowiski:

�ik =

0BBBBB@
1 0 0 0

0 �1 0 0

0 0 �1 0

0 0 0 �1

1CCCCCA (1.18)

1.4.5 Symbole de Christo¤el

Soit un vecteur de base �!e i et les variations élémentaire de ce vecteur d�!e i;donnée
par:

d�!e i = @m�!e i = �lmi�!e l (1.19)

�lmi : est le symbole de Christo¤el (ou connexion), il est symétrique par rapport aux

indices inférieurs.On écrit:

�lmi = �
l
im (1.20)

4



1.4. Courbure de l�espce-temps

D�autre part:

�lmi =
1

2
glk (@mgki + @igmk � @lgmi) (1.21)

On peut écrire:

�lmi = g
lk�mi;k (1.22)

1.4.6 Les tenseurs

Dé�nition

Généralement au point de vue mathématique, les tenseurs sont des vecteurs qui possèdent

des propriétés supplémentaires par rapport aux vecteurs lors d�un changement de base [14].

Algèbre de tenseurs

les tenseurs sont munis d�e l�algèbre suivante:

1-Combinaison linéaire:

T lmi = aRlmi + bSlmi (1.23)

2-Transposition :

T iklm = Gkilm (1.24)

3-Multiplication:

T iklm = RimS
kl (1.25)

3-Contraction:

T ik = R
il
kl = R

il
km�

m
l (1.26)

4-Abaissement et élévation d�indices:

5



1.4. Courbure de l�espce-temps

T ik = g
ilTlk (1.27)

T ik = gkmT
im (1.28)

D� (x) = d� (x) =
X
i

@�

@xi
dxi = @i�dx

i (1.29)

Donc, on peut écrire:

Di� (x) = @i� (1.30)

Di: est la dérivée covariante

La dérivée covariante d�un tenseur contravariante Soit T i un tenseur contravariante,

alors leur dérivée covariante dé�nit par:

DmT
i = @mT

i + �imlT
l (1.31)

La dérivée covariante d�un tenseur covariante Soit Ti un tenseur covariante, alors

leur dérivée covariante dé�nit par:

DmTi = @mTi � �lmiTl (1.32)

La dérivée covarainte d�un tenseur en générale Soit Sn:::::ik:::: un tenseur mixte �covari-

ante et contravariante�, alors leur dérivée covariante dé�nit par :

DmS
n::::::
ik::::: = @mS

n
ik � �lmiSnlk � �lmkSnil � ::::::::+ �nmlSlik + :::::::::: (1.33)

Et la dérivée covariante d�un tenseur métrique est nulle:

Dmgik = @mgik � �lmiglk � �lmkgil = 0 (1.34)
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1.4. Courbure de l�espce-temps

1.4.7 Tenseur de courbure(Riemann)

Dans un espace de Riemann a 4 dimension, si un vecteur est transporté parallèlement le

long d�un contour fermé in�nitiséme vers le même point d�origine, il ne vas pas coïncider

avec le vecteur d�origine[14; 19]. Cette variation est décrit par le tenseur de Riemann qui

est dé�nit par:

Riklm = @l�
i
km � @m�ikl + �inl�nkm � �inm�nkl (1.35)

Propriétés du tenseur de courbure

Le tenseur de Riemann est muni des propriétés suivantes:

1-La composante covariante:

Riklm = gknR
n
ilm (1.36)

Et:

Riklm =
1

2
(@ligmk + @mkgil � @lkgim � @miglk) (1.37)

2-Antisymétrie:

Riklm = �Rkilm (1.38)

Et

Riklm = �Rikml (1.39)

3-Symétrie:

Riklm = Rlmik (1.40)

4-Symétrie cyclique:

Riklm +Rilmk +Rimkl = 0 (1.41)
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1.4. Courbure de l�espce-temps

5-Identité de Bianchi:

5nR
i
klm +5lR

i
kmn +5mR

i
knl � 0 (1.42)

1.4.8 Tenseur d�Einstien

L�identité de Bianchi permet d�obtenir par la contraction l�identité d�Einstein[5]:

5kE
ik � 0 (1.43)

Où Eik est appelée le tenseur d�Einstein. Donc:

Eik = Rik � 1
2
gikR (1.44)

Et ce tenseur permet de retrouver la loi de gravitation de Newton comme approximation

avec un champ de gravitation faible et vitesse très inférieur que la vitesse de la lumière.

1.4.9 Tenseur de Ricci et courbure scalaire

La contraction du tenseur de Riemann Riklm par rapport aux indices i et l conduit au

tenseur de Ricci[14]. On dé�nit:

Rkm = R
l
klm = @l�

l
km � @m�lkl + �lnl�nkm � �lnm�nkl (1.45)

On obtient la courbure scalaire R (scalaire de Ricci)par la contraction du tenseur de

Ricci:

R = gilRil = R
i
i (1.46)
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1.5. Equation du champ gravitationnel

1.5 Equation du champ gravitationnel

1.5.1 Le tenseur énergie-impulsion

Le tenseur T ik a été proposé par Einstein, pour généraliser le champ gravitationnel de New-

ton, il décrit le contenu en énergie de l�espace-temps pour tous les champs non-gravitationnel.

Alors pour un �uide parfait avec pression T ik s�écrit :

T ik = �pgik + (p+ �)uiuk (1.47)

p : La pression.

� : La densité d�énergie.

u : La vitesse local.

Alors la normalisation du quadri-vecteur pour un �uide statique donne :

giku
iuk = �1 (1.48)

) u0 =
p
(�g00); ui = 0 i = 1; 2; 3 (1.49)

On peut écrire le tenseur énergie-impulsion sous la forme:

T ik =

0BBBBB@
�gik� 0 0 0

0 gikp 0 0

0 0 gikp 0

0 0 0 gikp

1CCCCCA (1.50)

Dans le cas d�une distribution continue de la matière et sans pression, on a:

T ik = �uiuk (1.51)

1.5.2 Conservation de l�énergie et l�impulsion

Dans cette section nous allons nous intéresser à l�étude de la loi de conservation locale de

l�énergie et de l�impulsion dans le cas des coordonnée cartésiennes, donc on écrit:
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1.5. Equation du champ gravitationnel

@iT
ik = 0 (1.52)

Où:

@i
�
�ui
�
+ p@iu

i = 0 (1.53)

On obtient l�équation classique, quand le mouvement d�un �uide est lent et la pression

est faible:

@�

@t
+
�!r (��!u ) = 0 (1.54)

1.5.3 L�équation d�Einstein

Constante cosmologique et l�équation d�Einstien générale

La constante cosmologique est introduite par Einstein, pour tenter de rendre compte d�un

univers statique, l�existence de constante signi�e que la courbure de l�espace-temps n�est

pas nulle en l�absence de la matière [6]. Donc, on peut écrire les équations d�Einstein sous

forme générale comme suivant:

Eik � ^gik = �Tik (1.55)

Eik :est tenseur d�Einstein.

^ :la constante cosmologique.
� :la constante d�Einstein.

Tik :est tenseur énergie-impulsion.

L�équation d�Einstein dans un champ faible

À partir de l�équation d�Einstein, on peut retrouver l�équation de poisson de la gravitation

Newtonienne en introduisant la constante d�Einstein. Dans l�approximation des champs

faibles il existe une perturbation (jhikj � 1) autour l�espace-temps de Minkowski, alors la

métrique s�écrit comme:
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1.5. Equation du champ gravitationnel

gik = �ik + hik (1.56)

Sachant que:

h00 = 2� (1.57)

Et

R00 = ��(T00 �
1

2
Tg00) (1.58)

D�autre part:

R00 = �@i�i00 (1.59)

Encore:

�i00 =
1

2
@ih00 (1.60)

Donc:

1

2
r2h00 =

1

2
�� (1.61)

Alors:

r2� = 4�G� (1.62)

On obtient:

� = 8�G (1.63)

G = 6:672:10�11m3= (kg:s2) : la constante de gravitation.

Nous prenons (c = ~ = 1)dans un système naturel.
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1.5. Equation du champ gravitationnel

1.5.4 Champ de gravitation central symétrique

Nous allons désormais expliciter la mise en place de l�expression de la métrique pour une

géométrie de Schwarzschild, c�est à dire la métrique pour un espace-temps courbé par une

masse sphérique[4].

Champ de gravitation central symétrique dans le vide

En 1916, karl schwarzschild a trouvé la première solution exacte des équations d�Einstein

pour une source statique et à symétrie sphérique d�un champ produit par une masse M

[19; 14].

La symétrie centrale du champ signi�e que la métrique de l�éspace-temps doit être la

même pour tous les points équidistants du centre considéré [14]. La métrique de Schwarzschild

est donnée sous la forme suivante par l�intervalle ds2 (en coordonné sphérique):

ds2 =
h
1� r0

r

i
c2dt2 � 1

1� [r0=r]
dr2 � r2

�
d�2 + sin2 � d'2

�
(1.64)

t : est le coordonnée de temps.

r : est la coordonnée radiale.

� : est la colatitude.

' :est la longitude.

ds : est l�intervalle d�espace-temps.

r0 =
2GM
c2

est le rayon de Schwarzschild de l�objet d�une masse M , avec G la constante

gravitationnelle, et c la vitesse de la lumière.

Pour la construction de cette métrique voir l�annexe.

Singularité de schwarzschild

On voit que La métrique schwarzschild présente deux singularité pour:

1-La première singularité:

-Le coe¢ cient g00 de dt2est in�ni; pour r = 0.

2-Seconde singularité:

-Le coe¢ cient g11 de dr2est in�ni;pour r0 = 2GM
c2
.
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1.6. Onde gravitationnelle

1.6 Onde gravitationnelle

Les ondes gravitationnelles peuvent être considérées comme une petite perturbation qui se

propage dans l�espace-temps Riemannien en le déformant légèrement. De nombreux labora-

toires d�astrophysiques essaient de nos jours de détecter directement des ondes gravitationnelles[14],

et �nalement elles ont été détectées en 2016.

1.7 la cosmologie:

C�est une science qui étudier la structure, l�origine et l�évolution du l�Univers.

1.7.1 Les principes cosmologiques

- Univers est homogène c�est à dire qu�il présente les mêmes propriétés dans toutes ses

régions, ceci s�étend à très grand échelle.

- Univers est isotrope c�est à dire qu�il n�existe pas de direction particulièr de l�espace.

Ainsi autre hypothèse de la cosmologie:

- Univers est �uide gazeux non visqueux dont les particules sont les galaxies.

- Univers est thermodynamiquement un système fermé, sans travail et adiabatique (pas

de chaleur avec l�extérieur).

- L�univers en expansion( loi de Edwin Hubble ).

- Sa masse volumique est uniquement fonction du temp et il y a conservation de la masse

(et donc de l�énergie), donc la quantité de matière y est constante.

1.7.2 La cosmologie newtonienne

Actuellement, l�univers est dominé par de la matière. On écrit la densité de matière par:

� =
M

4
3
�R3

(1.65)

R:est le rayon de notre univers.

d�

dt
=
�3M
4
3
�R4

:

R (1.66)
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1.7. la cosmologie:

Et

:

R =
dR

dt
(1.67)

D�autre par (loi de Hubble):

dR

dt
= HR (1.68)

H = H(t) : Cste de Hubble.

d�

dt
=
�3M
4
3
�R4

HR) d�

dt
= �3H� (1.69)

On aura:

d2R

dt2
=
d

dt
HR (1.70)

=
dH

dt
R +

dR

dt
H =

dH

dt
R +RH2 (1.71)

) dH

dt
+H2 = �GM

R3
= �3

4
�G� (1.72)

On considère une particule dans cet Univers, elle est soumise à une attraction:

d2R

dt2
= �GM

R2
(1.73)

) 1

2
(
dR

dt
)2 � GM

R
= Cste =

1

2
(
dR

dt
)2t=t0 �

GM

R0
(1.74)

Et

(
dR

dt
)2 = (

dR

dt
)(
dR

dt
) = HR

:

R = H2R2 (1.75)

1

2
HR

:

R� GM
R

=
1

2
H0R0

:

R0 �
GM

R0
(1.76)
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1.7. la cosmologie:

HR
:

R = H0R0
:

R0 �
2GM

R0
+
2GM

R
(1.77)

(
dR

dt
)2 =

8

3
�GR2�� 8

3
�GR20�0 +H

2
0R

2
0 (1.78)

(
dR

dt
)2 =

8

3
�GR2�� 8

3
�GR20(�0 � �c) (1.79)

�c =
3

8�

H2
0

G
(1.80)

R0 = R (t = t0)

�0 = � (t = t0)

Si �c � �! Univers en expansion.

Si �c = �! Univers en expansion ralentie.

Si �c � �! Univers en contraction.

1.7.3 La cosmologie relativiste

On considère que l�univers est un �uide pleine de rayonnement et de matière.

Dans le cas statique à symétrie sphérique, on utilise l�équation (A.4) et (1.55):

- quand Tik = 0

On écrire la métrique de Schwarzshild-DeSitter:

ds2 =

�
1� 2M

r
� �
3
r2
�
c2dt2 � 1

1� 2M
r
� �

3
r2
dr2 � r2

�
d�2 + sin2 � d'2

�
(1.81)

- quand Tik 6= 0
On utilise l�équation (1.47) , p et � sont dé�nit localement:

! u0 = 0) T 00 = �

! ui = 0 ) T ii = �p (i = 1; 2; 3)

Et T ik = T ki = 0 (k 6= i)

15



1.7. la cosmologie:

�� = R00 � 1
2
R00g00 � ^g00 !

�� = e��

 
�
0

r
� 1

r2

!
+
1

r2
� � (1.82)

�p = R11 � 1
2
R11g11 � ^g11 !

�p = e��
�
�
0

r
+
1

r2

�
� 1

r2
+ � (1.83)

�p = R22 � 1
2
R22g22 � ^g22 !

�p = e��

 
�
00

2
+
r
00 2

4
� ��

0

4
+
1

2r

�
�
0
+ �
�!

� 1

r2
+ � (1.84)

�p = R33 � 1
2
R33g33 � ^g33 !

�p = e��

 
�
00

2
+
r
00 2

4
� ��

0

4
+
1

2r

�
�
0
+ �
�!

� 1

r2
+ �r2 (1.85)

@iT
ik = 0) �

0
(p+ �) = 0

puisque l�Univers est homogène, donc:

p et � = cste

- L�univers DeSitter :

on prend (p+ �) = 0

- L�univers d�Einstein :

�
0
= 0) � = cste

En choisissant cste = 0 on a:

�� = e��

 
�
0

r
� 1

r2

!
+
1

r2
� � (1.86)

�p = e��(
1

r2
)� 1

r2
+ � (1.87)

�p = e��(
�
0

2r
) + � (1.88)

Après (1:86):
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1.7. la cosmologie:

�r2(��+ �) = e��
�
�r�0 + 1

�
� 1 (1.89)

�
re��

�0
= �r2(��+ �) + 1 (1.90)

Pour r = 0! A = 0

Donc:

e�� � 1 = �1
3
(��+ �) r2 (1.91)

Après (1:87):

e�� � 1 = (�p� �)r2 (1.92)

Après l�égalité (1:92) et (1:91):

�1
3
(��+ �) r2 = (�p� �)r2 (1.93)

�1
3
��� �p = �2

3
� (1.94)

� =
3

2
�(
1

3
�+ p) (1.95)

Si la radiation domine dans l�univers (� = 0):

� =
3

2
�p (1.96)

Tel que p! cste

Si la matière domine dans l�univers (p = 0):

� =
4�G

c2
� (1.97)

� � 10�30g=cm3;la cste cosmo log ique est très faible (� = 10�53cm�2):
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Chapitre 2

Modèle Standard Cosmologique

2.1 Introduction

La cosmologie étudie la structure et le contenu matériel de l�Univers aux échelles observables

les plus grandes. Sa structure est décrite par une variété lorentzienne quadridimensionnelle

(ou espace-temps). Les progrès récents de la cosmologie observationnelle ont permis de

construire un modèle, dit de concordance, ou modèle cosmologique standard, qui résume

les résultats de nombreuses observations à quelques chi¤res indiquant la géométrie et la

composition de l�Univers.

La construction de ce qui est désormais appelé le modèle standard de la cosmologie est la

conséquence logique de l�idée du Big Bang proposée dans la première partie du XXe siècle.

Ce modèle standard de la cosmologie, qui tire son nom par analogie avec le modèle standard

de la physique des particules, o¤re une description de l�univers compatible avec l�ensemble

des observations de l�univers.

Il stipule en particulier les deux points suivants:

� L�Univers observable est issu d�une phase dense et chaude (Big Bang), durant laquelle
un mécanisme a permis à la région qui nous est accessible d�être très homogène mais de

présenter de petits écarts à l�homogénéité parfaite. Ce mécanisme est probablement une

phase de type in�ation, quoique d�autres mécanismes aient été proposés.

� L�Univers actuel est empli de plusieurs formes de matières.
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2.2. La théorie de Bing Bang

2.2 La théorie de Bing Bang

Le Big Bang est un modèle cosmologique pour décrire l�origine et l�évolution de l�Univers. Il

a été initialement proposé en 1927 par Georges Lema{̂tre, l�Univers d�il y a 13; 8 milliards

d0ann�ees quand son histoire a commencé jusqu�a aujourd�hui. Le concept général du Big
Bang, à savoir que l�Univers est en expansion et a été plus dense et plus chaud par le

passé. les observations cosmologique sur le fond di¤us cosmique, Redshift et nucléosynthèse

primordiale elles ont donnes les arguments que ce modèle est validée[22].

Ce modè le est basé sur les preuves suivantes:

2.2.1 Fond Di¤us Cosmologique

En 1964, Penzias et Wilson ont découverts le fond di¤us cosmologique a 2:725 0k. Ce

rayonnement assimilable à celui d�un corps noir a été dilué et refroidi par l�expansion de

l�Univers et correspond à l�émission des premiers photons[9]. Il nous parvient aujourd�hui

de régions qui se trouvent actuellement à plus de 45 milliards d0ann�ees � lumi�ere de la
Terre.

En e¤et, à cette période, a eu lieu la recombinaison entre les électrons et les protons

pour former les premiers atomes. Ce phénomène se produit au moment où la température

de l�Univers descend au-dessous du seuil.

La température actuelle de ce rayonnement pouvait être calculée à partir de la connais-

sance de l�âge de l�Univers, la densité de matière, ou l�abondance d�hélium. On donne la loi

de wien:

T:�max = 2; 9:10
�3m:0k (2.1)

T : la Température.

�max : la longueur d�onde correspondant au maximum d�intensité lumineuse émise.
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2.2. La théorie de Bing Bang

2.2.2 La Nucléosynthèse Primordiale

La Nucléosynthèse Primordiale qui s�est déroulée dans les minutes suivant le Big-Bang à une

températures 10
9
kelvin, elle a formée les éléments chimiques les plus légers (11H (75

0=0) ;
4
2He (24

0=0) et

des traces de 7Li et 5Be) parce que l�Univers a une expansion rapide (refroidit )[16; 22].

L�abondance relative pour des deux éléments principaux(11H;
4
2He) à la �n de la nu-

cléosynthèse primordiale est directement liée à la proportion de neutrons et de protons

juste avant cette période [19]. On donne la proportionnalité par la formule de Maxwell �
Boltzmann:

Np
Nn

= exp [�� (Ep � En)] (2.2)

Et

� =
1

KBT
(2.3)

Np; Nn: le nbre de protons et de neutrons respectivement.

Ep; En: l�énergie de protons et de neutrons respectivement.

KB: Cste de Boltzmann.

T : la Température.

Les mesures d�abondance relative
�
de 11H;

4
2He

�
dans l�Univers (les galaxies très anciennes

ou les amas globulaires de notre Galaxie) sont en parfait accord avec la description théorique

de la Nucléosynthèse Primordiale dans le but de con�rmer la théorie du Big-Bang[12].

2.2.3 L�Expansion de l�Univers

L�astronome américain Edwin Hubble donne la première preuve de l�expansion de l�Univers,

un phénomène générique prédit par la relativité générale, et du Big Bang, le modèle cos-

mologique qui en résulte le plus naturellement. En 1929, il découvrit une loi qui porte son

nom par l�observation d�un décalage vers le rouge pour les galaxies[5; 16].

La loi de Hubble énonce que les galaxies s�éloignent les unes des autres à une vitesse

proportionnelle à leur distance.
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2.3. La Métrique de l�Univers FLRW

V = H0d (2.4)

V : la vitesse d�éloignement en Km:s�1.

H0 = 70� 7Km:s�1:Mpc�1 :Cste de Hubble actuel.
d : la distance.

Avec le passage du temps, le facteur d�échelle augmente plus vite que H diminue, donc

il y a accélération de l�expansion.

L�Age de Univers

L�âge de univers est représente la durée écoulé juste après le Big Bang jusqu�a maintenant.

Il estimée par 13:798�0:037 milliards d�années (ou 4:354:1017�0:012:1017s). Ce estimation
est donnée par les satellites de Planck etWMAP . On peut trouver l�âge de univers a partir

la Cste de Hubble(H0):

t =
1

H0
(2.5)

t : l�âge de Univers.

2.3 La Métrique de l�Univers FLRW

Lamétrique Friedmann-Lema{̂tre-Robertson-Walker (FLRW) décrit la géométrie moyenne

de l�univers aux grandes échelles . Elle nous donne sa dynamique et nous permet de con-

naître l�évolution de sa taille (contraction ou expansion de l�univers). Un Univers homogène

et isotrope demeure au cours de son évolution . Il ne peut rendre compte de la formation des

structures, le composant de densité inhomogène par dé�nition. La formation de ses struc-

tures, tels que les �laments ou les amas de galaxies, est permise par l�introduction de pertur-

bations autour de cette métrique FLRW. Ces perturbations croissent au cours du temps, par

attraction gravitationnelle, et entraînent la création des grandes structures observées. Elles

sont supposées d�origine quantique ,et leur existence nous est donnée par l�observation du

fond di¤us cosmologique, réalisée grâce aux satellites COBE (:cosmic background explorer
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2.4. Equations de Friedmann-Lemaître

Figure 2.3.1 : Représente les trois espaces de la géométrie de l�univers possible : (a)

sphère, (b) plat et (c) hyperbolique.

fut lancé pour procéder à l�étude du fond di¤us cosmologique), WMAP(:Wilkinson Mi-

crowave Anisotropy Probe est un observatoire spatial pour dresser une carte de l�anisotropie

du fond di¤us cosmique), et plus récemment Planck[13].

La métrique donnée par:

ds2 = c2dt2 �R2 (t)
�

dr2

1� kr2 + r
2(d�2 + sin2 �d'2

�
(2.6)

R(t) est le rayon de courbure(facteur d�échelle) de l�Univers.

Le signe de
:

R(t) est renseigne sur l�évolution de l�univers:

- quand
:

R(t) > 0 (univers en expansion).

- quand
:

R(t) = 0 (univers statique).

- quand
:

R(t) < 0 (univers en contraction).
:

R : la premier dérivé de R.

k est la courbure de l�espace il prend k = 1; 0;�1 (voir le �gure 2.3.1)

2.4 Equations de Friedmann-Lemaître

La dynamique de l�espace FRW est entièrement caractérisée par le facteur d�échelle R et

a�n de déterminer son évolution, il est nécessaire de résoudre les équations d�Einstein en

présence de matière avec la constante cosmologique .
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2.5. Equation du mouvement du �uide cosmologique

Nous cherchons des solutions homogènes et isotropes, alors � et p ne doivent dépondre

que du temps cosmique t. Par ailleurs, puisque u�u� = c2, la trace de tenseur d�énergie-

impulsion vaut:

T = T �� = (�+
p

c2
)c2 � p��� = �c2 � 3p (2.7)

La combinaison de ces deux équations (2.7) et (1.55) permet de démontrer rigoureuse-

ment l�équation de Friedmann:

::

R = �4�G
3
(�+

3p

c2
)R +

1

3
�c2R (2.8)

:

R
2
=
8�G

3
�R2 +

1

3
�c2R2 � c2k (2.9)

Ces deux équations di¤érentielles, on les appelle souvent simplement équation de Fried-

mann pour � = 0 et équation de Friedmann-Lemaître pour � 6= 0.

2.5 Equation du mouvement du �uide cosmologique

On peut obtenir une équation supplémentaire (qui simpli�e beaucoup de calculs), pour tout

modèle cosmologique, à partir de la conservation de l�énergie-impulsion:

r�T
��

= 0 (2.10)

On sait que la conservation nous mène à l�équation de continuité relativiste pour le �uide

cosmologique, soit:

r�(�u
�) +

p

c2
r�u� = 0 (2.11)

Sachant que, � ne dépend que de t et que u� = ��0 , on aboutit:

:
�+ (�+

p

c2
)
3
:

R

R
=
d(�R3)

dR
+
3pR2

c2
= 0 (2.12)
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2.6. Composantes du �uide cosmologique

2.5.1 L�équation d�état

En cosmologie, chaque composante d�un �uide cosmologique obéit a une équation de type:

p = !�c2 (2.13)

!: le paramètre de l�équation d�état est Cste.

Après (2:14) et(2:15), on obtient:

d(�R3)

dR
= �3!�R2 (2.14)

La solution de l�équation précédente est:

� / R�3(1+!) (2.15)

Chaque composante du �uide cosmologique est modélisée comme un �uide parfait dont

l�équation d�état est de la forme:

pi = !i�ic
2 (2.16)

Où i (= m; r;�) permet d�indiquer la composante de �uide considérée

type de �uide !i

la poussière(m) 0

le rayonnement(
) 1
3

le vide(�) �1

Tableau 2.5.1:Représenté les di¤érents valeurs de paramètre d�état pour n�import quel

�uide.

2.6 Composantes du �uide cosmologique

Dans un modèle cosmologique général, l�Univers peut contenir à la fois de la matière du

et rayonnement, mais on suppose que la constante cosmologique n�est pas nulle. Sachant

que l�interprétation moderne de � fait appel à la notion d�énergie du vide qui est modélisée

24



2.6. Composantes du �uide cosmologique

comme un �uide parfait. Il est donc le �uide cosmologique possède trois composantes (la

matière (m), le rayonnement (r) et le vide (�)), et la densité de masse équivalente est

donnée simplement comme la somme des trois contributions individuelles, soit:

� (t) = �m (t) + �r (t) + �� (t) (2.17)

Où t est le temp cosmique: est le temp juste après le Big Bang jusqu�a t donné.

On supposera par ailleurs que ces trois composantes n�interagissent pas entre elles que

par leur gravitation. Bien que la matière et le rayonnement aient été en interaction dans

l�univers primordial, cela reste une hypothèse simpli�catrice très raisonnable pour la majeure

partie de l�histoire de l�Univers[12].

2.6.1 La matière

La matière existe dans l�univers sous plusieurs formes comme la matière baryonique et la

matière noire non baryonique (froide(CDM), chaude (HDM)) [11; 12]. On donne la densité

totale de la matière qui peut être exprimée à tout temps cosmique t:

�m (t) = �b (t) + �dm (t) (2.18)

La densité totale de matière joue un rôle dans l�évolution de l�Univers par le facteur

d�échelle R (t) avec le temps cosmique t. On déduit alors de l�équation (2:17) que:

�m (t) = �m;0

�
R0
R (t)

�3
(2.19)

�m (t0) � �m;0: est la densité propre actuelle de matière.
R0 = R (t0): est la valeur de facteur actuelle.

2.6.2 Le rayonnement

Le terme rayonnement inclut évidemment les photon, mais également d�autres espèces de

particule dont la masse est très petite (comme les neutrinos (�)), ce qui implique qu�elle

sont actuellement en mouvement relativiste[11]. La densité totale de masse équivalente du

rayonnement peut être écrite comme:
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2.7. La contributions relatives des composantes du �uide cosmologique

�r (t) = �
 (t) + �� (t) (2.20)

La densité totale de rayonnement joue un rôle dans l�évolution de l�Univers par le facteur

d�échelle R (t) avec le temps cosmique t: On déduit alors de l�équation (2:17) que:

�r (t) = �r;0

�
R0
R (t)

�4
(2.21)

�r (t0) � �r;0 : est la densité propre actuelle de rayonnement.
Ainsi, on peut démontrer que la distribution d�énergie des photons qui forment le CMB

reste celle d�un corps noir tout au long de l�évolution de l�Univers[12], donc on écrire à tout

temps cosmique:

T (t) = T0

�
R0
R (t)

�
(2.22)

Et T0 = 2; 726 K.

2.6.3 le vide

Comme nous l�avons déjà mentionnée, le vide peut être modélisé comme un �uide parfait,

ce qui correspond à une pression négative, donc on déduit la densité d�énergie du vide est

garde sa valeur à tout temps cosmique t on a:

�� = ��;0 =
�c2

8�G
(2.23)

��;0 : est la densité propre actuelle de vide.

2.7 La contributions relatives des composantes du �u-

ide cosmologique

Après la combinaison les résultats antérieures, on peut écrire l�évolution de la densité de

masse équivalente totale sous la forme:

� (t) = �m;0 [a (t)]
�3 + �r;0 [a (t)]

�4 + ��;0 (2.24)
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2.8. Paramètres cosmologique

a (t) =
R (t)

R0
(2.25)

a (t): est le paramètre d�échelle.

- pour R (t) est petit , le rayonnement est domine.

- pour R (t) est grand , le vide est domine.

2.8 Paramètres cosmologique

Dans le modèle cosmologique très simpli�é décrit auparavant, l�intégralité de l�histoire est

déterminée uniquement par un petit nombre de paramètre[7]. Il est alors entièrement déter-

miné par des donnée des 4 quantités (H0; �m;0; �r;0; ��;0) .

Il est cependant usuel et pratique en cosmologie d�employer des quantités adimensionnées

que l�on nomme paramètres de densité et qui sont dé�nit par:


i �
8�G

3H2 (t)
�i (t) (2.26)

L�un des objectifs les plus importants de la cosmologie est donc déterminer ces quantités

(H0;
m;0;
r;0;
�;0) pour notre Univers.

L�intérêt des densité(2:26) devient plus évident quand on les utilise pour réexprimer la

seconde équation du champ cosmologique. En divisant cette dernière par R2, on aboutit à:

1 = 
m + 
r + 
� + 
K (2.27)

Sachant que:


K (t) = �
c2K

H2R2
(2.28)


m;
r;
�;
K : sont les paramètres de densité de matière, rayonnement, vide et cour-

bure (respectivement).

On constate que les valeurs de 
m,
r et 
� déterminent la courbure spatiale de l�Univers

comme suit:


m + 
r + 
� h 1 , (K = �1), ouvert
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2.9. Comportement dynamique de l�Univers


m + 
r + 
� = 1, (K = 0), plat


m + 
r + 
�i 1, (K = 1), f�erm�e

L�Univers ne peut pas évoluer spontanément d�une géométrie de FRW , car la somme

de 
m,
r et 
� ne changer pas la signe[12].

D�autre part, les cosmologistes ajoutent encore un paramètre de densité total, on donne:


tot � 1� 
K = 
m + 
r + 
� (2.29)

Pour tout modèle cosmologique spatialement plat, on pose en général 
tot = 1 et l�on

désigne alors la densité totale de masse équivalente sous nom de densité critique:

�crit =
3H2

0

8�G
� 9; 2� 10�27Kg:m�3 (2.30)

De l�équation (2:24),(2:26) et (2:28):

H2 (t) = H2
0

�

m;0 [a (t)]

�3 + 
r;0 [a (t)]
�4 + 
�;0 + 
k;0 [a (t)]

�2� (2.31)

En �n, de (2:9)et (2:26) on dé�nit autre paramètre de décélération q:

q = �
::

RR
:

R
2 =

1

2
(
m + 2
r � 2
�) (2.32)

2.9 Comportement dynamique de l�Univers

Les équation cosmo log iques (2:31) et (2:32) nous permettent de déterminer la dynamique et

la géométrie de l�Univers de manière générale pour n�importe quelles valeurs des paramètres


m;0
r;0
�;0. les observation suggèrent que la valeur actuelle de 
r;0 � que celle de 
m;0 et


�;0. On peut donc raisonnablement négliger 
r;0 et paramétrer un modèle de notre Univers

uniquement à l�aide de 
m;0 et 
�;0 (voir le �gure 2.9.1).
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2.10. Modèles cosmologique

Figure 2.9.1 : Représente les propriétés de FLRW dominés par la matière et l�énergie de

vide en fonction des paramètres de densité actuels 
m;0 et 
�;0 .

2.10 Modèles cosmologique

Nous allons maintenant nous intéresser à certains de ces modèles cosmologiques :

2.10.1 Modèle de Friedmann

Les modèles cosmologiques pour lesquels la constante cosmologique est nulle et qui sont

associés à une densité non nulle de matière ou de rayonnement sont connus.

1- Modèle de Friedmann avec poussière.

2- Modèle de Friedmann avec rayonnement.

3- Modèle de Friedmann spatialement plats.

2.10.2 Modèle de lemaître

Les modèles de lemaître sont la généralisation de ceux de Friedmann pour inclure une

constante cosmologique non nulle. Nous allons nous intéresser ici en particulier au modèle

ne contenant que de la matière (
r;0 = 0 ).

1- Modèle de lemaître avec matière seule et courbure spatiale quelconque.
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2.11. Les problèmes de modèle standard cosmologie

2- Modèle de lemaître plats et avec matière seule.

2.10.3 Modèle de DeSitter

Le modèle de DeSitter est un cas particulier de modèle de lemaître dans lequel les paramètres

cosmologiques véri�ent (
m;0 = 0;
r;0 = 0 et 
�;0 = 1) ,et spatialement plat (k = 0).

2.11 Les problèmes de modèle standard cosmologie

2.11.1 Problème de l�horizon

On dé�nit que l�horizon est un peu la �n de l�univers visible. le problème réside dans le fait

qu�il n�y a pas d�échange d�informations entre deux régions très éloignées, bien que le passé

il étaient proche les uns des autres [7; 22].

Soient 2 observateur comobiles, le premier (O) situé en � = 0; et la deuxième (E) en �1.

Supposons qu�au temps cosmique t1, E émet radialement un photon qui ensuite reçu par�

au temps t. La cordonnée � de l�horizon des particule est donnée par:

�p (t) = c

tZ
0

dt
0

R (t0)
(2.33)

2.11.2 Problème de la platitude

Un autre problème qui apparaît quand on considère l�étude de l�évolution de l�univers est

celui de son éventuel rayon de courbure. La relativité générale indique que si la répartition

de matière est homogène dans l�univers, alors la géométrie de celui-ci ne dépend que d�un

paramètre, appelé courbure spatiale.

Le fait que le rayon de courbure soit encore aujourd�hui plus grand que la taille de

l�univers observable est connu sous le nom de problème de la platitude.

Dans ce chapitre, nous avons identi�er le MSC comme un meilleur modèle cosmologique

qui base à la théorie de Big Bang. A partir la RG (par la métrique de FLWR, les équations

de Friedmann) avec les observations cosmologiques, nous avons vu que l�univers est en

expansion accéléré. Ensuite, nous avons décrit l�évolution de l�Univers par des nombres
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2.11. Les problèmes de modèle standard cosmologie

des paramètres, avec toute sa la MSC n�est explique pas les problèmes de l�horizon et la

platitude.
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Chapitre 3

In�ation cosmologique

3.1 Introduction

En physique cosmologique, in�ation cosmique (ou in�ation cosmologique) est une théorie

d�expansion exponentielle de l�espace dans l�Univers juste après le Big Bang (l�ère de Planck�
10�43 � 10�34 s). Ce scénario est proposé par Alan Guth au début de l�année 1980.

3.2 L�in�ation

Pour décrire cette période d�expansion accélérée, doit avoir:

::

R�0 (3.1)

Supposons qu�à un instant dans l�Univers primordial, la densité d�énergie est dominée

par la "matière". Les équations de Friedmann (avec � = 0 et 8�G = c = 1):

::

R = �1
6
(�+ 3p)R (3.2)

:

R =
1

3
�R2 � k (3.3)

Pour avoir une in�ation, doit avoir la pression doit être négative:
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3.3. La dynamique d�un champ in�ationnaire

ph�1
3
� (3.4)

Au cours d�une phase infaltionnaire, le facteur d�échelle doit croître plus vite. Ainsi,

pendant cette phase le terme �R2 augmente bien plus vite que le terme de courbure, à la

condition que la phase d�accélération dure su¢ samment longtemps[7; 12].

Nous avons choisi d�ignorer la constante cosmologique, car nous allons voir que s�il existe

dans l�univers primordial de la matière sous la forme d�un champ scalaire alors celui-ci peut

agir comme une constante cosmologique e¤ective.

L�équation de Friedmann fournit alors l�évolution du facteur d�échelle:

le �uide a (t)

la matiére a (t) / t 23

le rayonnement a (t) / t 12

le vide a (t) / t 12

Tableau 3.2:Représente l�évolution de paramètre d�échelle pour n�importe quel �uide.

3.3 La dynamique d�un champ in�ationnaire

Il existe un champ scalaire � dans l�Univers primordial et il est nommé par un champ

d�in�ation. Nous présentons le lagrangien d�un champ � comme:

L =
1

2
g�� (@u�) (@v�)� V (�) (3.5)

Grace aux équations d�Euler-Lagrange, on obtient l�équation de champ � :

�2�+ dV
d�

= 0 (3.6)

où �2 � r�r� = g
��r�r�

On utilise la théorème de Noether, le tenseur d�énergie-impulsion ,on écrit :

T uv = (@u�) (@v�)� g��
�
1

2
(@��) (@

��)� V (�)
�

(3.7)
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3.3. La dynamique d�un champ in�ationnaire

Ce tenseur est:

- symétrique.

- quadratique par rapport aux dérivées de la variable dynamique �.

- redonne l�équation de champ par ruT
uv = 0.

Le champ scalaire se comporte comme un �uide parfait, donc la densité d�énergie et la

pression sont données par:

�� = T00 =
1

2

:

�2 + V (�) +
1

2

�!
r�
�2

(3.8)

p� = �
1

3
Tii =

1

2

:

�2 � V (�)� 1
6

�!
r�
�2

(3.9)

Maintenant, si l�on suppose que le champ scalaire n�interagit pas avec la matièré ou le

rayonnement, en dehors de son interaction gravitationnelle, l�équation du mouvement est:

:
�+ 3 (�+ p)

:

R

R
= 0 (3.10)

On substituant (3.8) et (3.9) dans l�expression (3.10) avec les variations spatiales est

négligé, on aboutit:

::

�+ 3H
:

�+
dV

d�
= 0 (3.11)

où
::

� = d2�
dt2

On remarque que cette équation décrit le comportement d�un champ descendant un

potentiel avec une force de friction[7].

Quand le champ scalaire apporte la contribution dominante à la densité d�énergie:

H2 =
8�G

3

�
1

2

:

�2 + V (�)

�
(3.12)

L�origine de l�in�ation, le champ de l�in�aton � est passe par l�e¤et tunnel au travers

d�une barrière de potentiel d�un état de faux vide(associé un énergie minimum) à l�état du

vrai vide. (voir le �gure 3.3.1)
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3.4. L�approximation de roulement lent

Figure 3.3.1 : Représente la modèle originale de l�in�ation.

3.4 L�approximation de roulement lent

On peut résoudre l�équation du mouvement à l�aide de l�approximation de roulement lent

(slow-roll). on considère que
:

�
2
hhV (�) (3.13)

Après la dérivation de
:

�
2
hhV (�)!

::

�hhdV
d�
, l�équation (3:12) qui devient:

3H
:

� = �dV
d�

(3.14)

Avec cette hypothèse, l�équation de champ cosmologique est:

H2 =
1

3
V (�) (3.15)

Après (3:15)et (3:14):

:

H = �1
2

:

�
2

(3.16)

A l�aide des deux équations précédentes et de la condition
:

�
2
hhV (�), on montre que les

paramètres de roulement lent sont:

" =
M2
pl

16�

�
V

0

V

�2
� 1 (3.17)

� =
M2
pl

8�

�
V

00

V

�2
� 1 (3.18)

Sachant que:
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3.5. Les di¤érents types d�in�ations

V
0
= dV

d�

V
00
= d2V

d�2

Mpl =
1p
G
: est la masse de planck.

Ces deux conditions s�interprètent physiquement par le fait qu�elles requièrent que le

potentiel pour que le champ puisse rouler lentement et en conséquence l�in�ation avoir

lieu[12]. Dans cette situation le paramètre de Hubble est constante et le paramètre d�échelle

croît:

R (t) / exp(
r
1

3
V (�)t) (3.19)

3.5 Les di¤érents types d�in�ations

Aujourd�hui, il existe plusieurs types de l�in�ation(In�ation Nouvelle, In�ation Chaotique,

In�ation Stochastique, In�ation Hypride, K-In�ation, Old In�ation ......). Nous allons nous

intéresser aux trois premières type.

3.5.1 In�ation Nouvelle (New In�ation)

Ce modèle est proposé par Alan Guth, s�il on identi�e le champ d�in�ation � au champ de

Higgs associé avec la brisure spontanée de symétrie de la grande uni�cation. Nous allons

le voir, les modèles qui entrent dans cette catégorie requièrement une forme particulière du

potentiel V (�) a�n d�e¤ectivement mener à une période d�in�ation, avec des considérations

reliées à la théorie quantique des champs suggèrent que le potentiel doit également dépendre

de T V (�; T ) [1; 7; 12; 16] : (voir le �gure 3.5.1)

- pour T i Tc ! �min = 0 ! l0�etat du vrai vide.

Un moment dans l�évolution de l�univers la densité d�énergie du champ scalaire devient

supérieure à celle rayonnement, le champ reste en � = 0 et se comporte comme une constante

cosmologique e¤ective de valeur � = V (0). le paramètre d�échelle entre alors dans une phase

d�expansion exponentielle:

R (t) / exp
 r

1

3
V (0)t

!
(3.20)
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3.5. Les di¤érents types d�in�ations

Figure 3.5.1 : Représente la forme générique de l�In�ation Nouvelle,où le potentiel

dépendant de la température pour un champ de Higgs scalaire �:

le résultat de cette expansion très rapide est une décroissance toute aussi rapide de la

température.

- pour T � Tc ! �min 6= 0;� = 0 ! l0�etat du vrai vide; l0�etat du faux vide.

Le champ scalaire est capable de rouler le long de la pente descendante du potentiel pour

s�éloigner de � = 0 et l�on assiste donc à la transition de phase de grande uni�cation. Il

passe par l�e¤et tunnel au travers d�une barrière de potentiel d�un état de vide métastable

� = 0 à l�état du vrai vide � i 0.
- pour T h Tc ! �min = � ! l0�etat du vrai vide.

Le champ scalaire roule alors rapidement vers l�état de vrai vide, oscille autour de ce

minimum.

quand V (�) = 0 l�Univers décrit par le modèle de Friedmann dominé par le rayonnement,

et le paramètre d�échelle comme:

R (t) / t1=2 (3.21)

Où Tc = 1027 0k:

3.5.2 In�ation Chaotique ( Chaotic In�ation )

Ce modèle est proposée par Andrei Linde, le champ est considéré comme un champ scalaire

(n�est plus identi�ée avec un champ de Higgs associée à la brisure spontanée de symétrie
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3.5. Les di¤érents types d�in�ations

Figure 3.5.2 : Représente la forme de potentiel pour la scénario de l�in�ation chaotique.

de la grande uni�cation) quelconque présent dans les premiers temps de l�Univers la valeur

initiale du champ scalaire �d�ebut est choisie chaotiquement (c�est à dire qu�elle prend des

valeurs très di¤érentes en des régions distinctes de l�Univers), il est éloigné du minimum du

potentiel et le champ commence à rouler le long d�une pente descendante [7; 11; 12; 16].

Pour un champ scalaire libreV (�) = 1
2
m2�2 (voir le �gure 3.5.2), l�in�ation peut com-

mencer même s�il n�y a pas d�équilibre thermique dans l�Univers primordial ce qui signi�e

qu�elle peut se produire juste après l�ère de Planck[12].

::

�+ 3H
:

�+m2� = 0 (3.22)

H2 =
8�

3m2
pl

�
1

2

:

�2 +
1

2
m2�2

�
(3.23)

3.5.3 In�ation Stochastique (Eternelle)

En1983; l�in�ation éternelle est développé par Alexander V ilenkin et Paul Steinhardt,

il est une extension naturelle du modèle de l�in�ation chaotique. L�idée principale de ce

scénario est de prendre en compte l�existence de �uctuations quantique dans l�évolution

du champ scalaire, et les �uctuations quantiques peuvent pousser � vers le haut dans le

potentiel V (�) [1; 7; 12] :
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3.6. Evolution classique des perturbations d�un champ scalaire

3.6 Evolution classique des perturbations d�un champ

scalaire

Nous allons supposer que le champ scalaire � perturbée en fonction de temps et l�espace:

� (t)! �0 (t) + ��
�
t;
!
x
�

(3.24)

Nous adopterons un modèle de FRW plat (k = 0), avec des coordonnées comobiles

cartésiennes et écrirons la métrique perturbée sous la forme:

ds2 = (1 + 2�)dt2 � (1� 2�)R2 (t) (dx2 + dy2 + dz2) (3.25)

Où � est une fonction in�nitésimale des quatre coordonnées, on note que � peut être

considérer comme le potentiel newtonien associé aux perturbations du champ.

3.6.1 Equation d�Einstein perturbées

Les coe¢ cients de la connexion pour la métrique perturbée, s�écrit comme:

���� = (�0)
�
�� + ��

�
�� (3.26)

- le premier terme contient les coe¢ cients de la connexion de la métrique non perturbée

(� = 0), et les perturbations valent quant à elles:

��00� = @�� (3.27)

��00� = �R2 (� + 4H�) (3.28)

��jii = �
ik@k� (pouri 6= j) (3.29)

��i00 =
1

R2
�ik@i� (3.30)
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��ii� = �@�� (3.31)

Au premier ordre en �; on trouve que la partie perturbée du tenseur d�Einstein véri�er:

�E0i = �2@i
� :

� +H�
�

(3.32)

�E00 = �2
�
!
r
2

�� 3H
:

�� 3H2�

�
(3.33)

�Eii = �2
h ::
� + 4

:

�H +
�
2
:

H + 3H2
�
�
i

(3.34)

Où
!
r
2

= 1
R2

�
@2

@x2
+ @2

@y2
+ @2

@z2

�
ET
:

H = �1
2

:

�
2

0

Remarque: il n�y a pas de somme sur les indices i répétés.

Il nous faut également calculer la partie du tenseur énergie-impulsion du champ scalaire

associée aux perturbations (voir l�annexe). En substituant (3:28)dans(3:7), on obtient:

�T 0i =
:

�0@i (��) (3.35)

�T 00 = �
:

�
2

0� +
:

�0�
:

�� V 0�� (3.36)

�T ii �T
i
i =

:

�
2

0��
:

�0�
:

�+ V 0�� (3.37)

Où

V 0 = dV
d�0

On peut ensuite utiliser les équations d�Einstein pour relier le tenseur d�Einstein et le

tenseur énergie-impulsion du champ scalaire
�
�E�� = ��T �� , o�u � = 8�G=c4 = 1

�
.

-pour les composante
�
0
i

�
:

2@i

� :

� +H�
�
=

:

�0@i (��) (3.38)
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Après l�intégral (H,�0) ne dépendent des coordonnée spatiales), on obtient:

:

� +H� =
1

2

:

�0�� (3.39)

En dérivent l�équation(3:39) par rapport au temps, on trouve:

::

� +
:

H� +H
:

� =
1

2

::

�0��+
1

2

:

�0�
:

� (3.40)

-pour les composantes
�
i
i

�
:

�2
h ::
� + 4

:

�H +
�
2
:

H + 3H2
�
�
i
=

:

�
2

0��
:

�0�
:

�+ V 0�� (3.41)

-pour les composantes
�
0
0

�
; à l�aide de l�équation (3:39):

�
:

�
2

0 + 2
!
r
2
�
� =

:

�
2

0

d

dt

 
��
:

�0

!
(3.42)

3.6.2 Equation des perturbations dans l�espace de fourier

Ainsi, on écrit � et �� sous la forme d�une superposition d�ondes planes de vecteur d�onde

comobile
!
k , ce qui nous mène à:

�
�
!
x
�
=

1

(2�)3=2

Z
�!
k
exp

�
i
!

k
!
x

�
d3
!
k (3.43)

Les équations (3:39) et (3:42) deviennent alors:

:

�k +H�k =
1

2

:

�0��k (3.44)

Et  
1� 2k2

R2
:

�
2

0

!
�k =

d

dt

 
��k
:

�0

!
(3.45)

Nous avons obtenu deux équation di¤érentielles du premier ordre couplées pour les quan-

tités �k et ��k qui sont respectivement les amplitudes des perturbations oscillatoires planes

de nombre d�onde k de la métrique et du champ scalaire.
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3.7 La solution des problème de le modèle standard

cosmologie

Nous pouvons o¤rir de résoudre ces problèmes en estimant la quantité de l�in�ation pour

chaque cas:

3.7.1 La problème de la platitude

Après (2:28), le rapport entre la densité de courbure spatiale au cours de l�époque in�ation-

aire et sa valeur actuelle est:


k;�

k;0

=

�
H0
H�

�2�
R0
R�

�2
� t�
t0

(3.46)

les paramètre indiquer par(*): est la valeur pendant l�époque in�ationaire.

Puisque le rapport dépond de 1
R2�
, on conclut toutefois que pour résoudre le problème de

platitude, le paramètre d�échelle doit avoir été multiplié par un facteur � 1027�1030 durant
l�in�ation, pour 
k du même ordre avec 
k;0 � 1.

3.7.2 La problème de l�Horizon

L�horizon des particules au moment de la période d�in�ation vaudrait:

dp;� = 2ct� (3.47)

On prend c = 1, cette équation nous donne donc la taille de la région causalement

connectée à cet instant, soit� 10�34 � 10�27m. D�après le modèle de Friedmann on a:

R�
R0

�
�
t�
t0

�
� T�
T0

(3.48)

On déduit que la taille actuelle de cette région serait seulement 10�3 � 1m, alors que
l�Univers observable a un rayon grossièrement donné par la valeur actuelle de la distance de

Hubble, soit

dH;0 = cH
�1
0 � 1026m � 3000Mpc (3.49)
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La résolution du problème de l�Horizon nécessite donc de multiplier le paramètre d�échelle

par un facteur� 1026 � 1029 au cour de l�in�ation.
Dans ce chapitre, nous avons discuté du modèle in�ationniste, comme une solution pos-

sible aux problèmes posés par le modèle standard de la cosmologie. Nous avons vu comment

il peut résoudre les problèmes: l�horizon et la courbure spatiale (platitude).
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    Conclusion 

    Dans ce mémoire, nous avons utilisé les outils et les points du vue de la RG pour construire un 

modèle cosmologique (MSC) qui décrit bien l'expansion de l'Univers est homogène et isotrope dans 

tout temps cosmique. Aujourd’hui, les observations cosmologique ont confirmé la sucée du MSC, 

mais dans le cadre du MSC les problèmes subsistent tels que l'horizon et la platitude. Ainsi, nous 

avons discuté le paradigme inflationnaire, comme une solution possible des problèmes posé par le 

MSC, où l'homogénéité de l'espace est démontrée. Enfin, Nous nous sommes intéressés aux trois types 

d'inflation (New Inflation, Chaotic Inflation, Eternelle Inflation). 

    La question posé, puisque l'inflation est capable de résoudre les problèmes de MSC, quelle est le 

type d'inflation qui vérifie ça? Est que la technologie contemporaine peut nous offrir cette réponse? 

     

  

 

Figure 3.7.1 : Représente l'histoire de l'univers (CERN) 
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Annexes :   

Construction la métrique de Schwarzshild : 

Pour fait la construction on doit avoir: 

      - symétrie centrale sphérique: la masse concentrée dans un point de l'origine. 

      - la métrique est diagonale. 

      - statique: les coefficients 𝑔𝛼𝛽  indépendant du temps. 

    Dans l'espace Minkowski (en coordonnée polaire), on écrit: 

𝑑𝑠2 = 𝑐2 𝑑𝑡2 − 𝑑𝑟2 − 𝑟2 𝑑𝜃2 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑑𝜑2                                         (A.1) 

Pour un espace courbé à symétrie sphérique indépendant de temps: 

𝑑𝑠2 = 𝑐2 𝐴 𝑟 𝑑𝑡2 − 𝐵 𝑟 𝑑𝑟2 − 𝐹 𝑟 𝑟2 𝑑𝜃2 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑑𝜑2                            (A.2) 

    On peut remplace A(r), B(r) et F(r) par une fonction quelconque W(r) sans changer les propriétés de 

la symétrie sphérique. Donc on choix F(w(r))=1 

  𝑑𝑠2 = 𝑐2 𝐴(𝑟)𝑑𝑡2 − 𝐵(𝑟)𝑑𝑟2 − 𝑟2(𝑑𝜃2 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑑𝜑2)                            (A.3) 

    Détermination du tenseur métrique et du tenseur de courbure: 

    On peut écrit la métrique sous la forme suivante: 

𝑑𝑠2 = 𝑐2 𝑒2𝜈𝑑𝑡2 − 𝑒2𝜆𝑑𝑟2 − 𝑟2 𝑑𝜃2 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑑𝜑2                               (A.4) 

𝐿𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑑𝑢 𝑡𝑒𝑛𝑠𝑒𝑢𝑟 𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑔𝑖𝑘  𝑠𝑜𝑛𝑡 ∶ 

Si 𝑖 ≠ 𝑘 

𝑔𝑖𝑘 = 𝑔𝑖𝑘 = 0 

Si 𝑖 = 𝑘 

𝑔00 = 𝑐2𝑒𝜈 ; = 𝑔11 = −𝑒𝜆 ; 𝑔22 = 𝑟2; 𝑔33 = 𝑟2𝑠𝑖𝑛2𝜃 

Et 

𝑔00 =
1

𝑐2𝑒𝜈
; 𝑔11 = −

1

𝑒𝜆
; 𝑔22 =

1

𝑟2
; 𝑔33 =

1

𝑟2 sin2 𝜃
 

On calcule tenseur de Ricci 𝑅𝑖𝑘  : 

Tel que  𝑔𝑖𝑘  est diagonale, donc les connexion non nulle sont : 

Γ𝑖𝑖
𝑖 , Γ𝑖𝑚

𝑖 = Γ𝑚𝑖
𝑖  et Γ𝑚𝑚

𝑖  
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Après (1.21) les connexions sont: 

Γ01
0 = Γ10

0 = 𝜈 ′(𝑟)                                                            (A.5) 

Γ00
1 = 𝜈 ′ 𝑟 𝑒2 𝜈−𝜆                                                                    (A.6) 

Γ11
1 = 𝜆′ 𝑟                                                                         (𝐴. 7) 

Γ22
1 = −𝑟𝑒−2𝜆                                                               (A.8) 

Γ33
1 = −𝑟𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑒−2𝜆                                                         (A.9) 

Γ12
2 = Γ21

2 =
1

𝑟
                                                                (𝐴. 10) 

Γ33
2 = −𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃                                                     (A.11) 

Γ13
3 = Γ31

3 =
1

𝑟
                                                         (A.12) 

Γ23
2 = Γ32

2 =
cos 𝜃

sin 𝜃
=cot 𝜃                                                      (𝐴. 13) 

Après (1.35) les tenseurs de Ricci sont: 

𝑅00 = 𝑒2 𝜈−𝜆 (𝜈′′+𝜆′𝜈′ + 𝜈 ′2 +
2𝜈 ′

𝑟
)                                           (A.14) 

𝑅11 = − 𝜈 ′′+𝜆′𝜈′ + 𝜈 ′2 +
2𝜈 ′

𝑟
                                                   (𝐴. 15) 

𝑅22 = 1 − 𝑒−2𝜆 1−𝑟𝜆′ + 𝑟𝜈 ′                                                       (A.16) 

𝑅33 =  1 − 𝑒−2𝜆 1−𝑟𝜆′ + 𝑟𝜈 ′  sin2 𝜃 = 𝑅22 sin2 𝜃                              (A.17) 

On résoudre les équations précédent Rkm = 0 

𝑅00 = 𝑅11 = 𝑅22 = 𝑅33 = 0                                                  (A.18) 

𝑅00 = 𝑒2 𝜈−𝜆 (𝜈′′+𝜆′𝜈′ + 𝜈 ′2 +
2𝜈 ′

𝑟
)=0                                        (A.19) 

𝑅11 = −(𝜈 ′′+𝜆′𝜈′ + 𝜈 ′2 +
2𝜈 ′

𝑟
)=0                                             (A.20) 

𝑅33 = 𝑅22 =  1 − 𝑒−2𝜆 1−𝑟𝜆′ + 𝑟𝜈 ′  sin2 𝜃 = 0                                     (A.21) 

Par l'addition  (A.19) et (A.20) on trouve : 

𝜆′ + 𝜈 ′ = 0 

Donc : 

𝜆 + 𝜈 = 𝐶𝑠𝑡𝑒  

    Lorsque 𝑟 → ∞ la métrique tend vers la métrique Minkowski (espace Euclidien) 
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    C'est à dire 𝜆 + 𝜈 → 0 

    Alors: 

𝜆 + 𝜈 = 0 

DE (A.21) on peut écrire : 

1 − 𝑒−2𝜆 1 − 2𝑟𝜆′ = 0                                                        (𝐴. 22) 

On peut écrit (A.22) encore : 

𝑑

𝑑𝑟
 𝑟𝑒−2𝜆 = 𝑒−2𝜆 1 − 2𝑟𝜆′ ⟹ 𝑟𝑒−2𝜆 = 𝑟 + 𝑘                            (A.23) 

k peut être déterminée par l'approximation newtonienne  

𝑔00 → 1 +
2𝜙

𝑐2  ;𝜙 =
𝐺𝑀

𝑟
 

𝑔11 → (1 +
2𝜙

2
)−1 

⇒ 𝑘 = −
2𝐺𝑀

𝑐2
 

Donc : 

𝑒−2𝜆 = 1 −
2𝐺𝑀

𝑟𝑐2                                                            (A.24) 

    Cette valeur sera justifiée à nouveau dans le calcul des orbites des planètes 

    Construction la métrique FLWR: 

    Pour faire la construction, on doit avoir: 

    - espace-temps (univers) est homogène (invariant par la translation) et isotrope. 

    - les coefficients 𝑔𝛼𝛽  dépendent du temps. 

    On a la métrique espace-temps dans le cas générale: 

𝑑𝑠2 = 𝑐2𝑑𝑤2 + 2𝑐𝑔0𝑖𝑑𝑤𝑑𝑥
𝑖 + 𝑔𝑖𝑚𝑑𝑥

𝑖𝑑𝑥𝑚                                          (A.25) 

On applique la condition de l'isotropie et symétrie sphérique: 

𝑑𝑠2 = 𝑐2𝑑𝑤2 − 𝐷 𝑟, 𝑤 𝑑𝑟2 − 𝑐𝐸 𝑟, 𝑤 𝑑𝑤𝑑𝑟 − 𝐹 𝑟, 𝑤 (𝑑𝜃2 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑑𝜑2                       (A.26) 

L'équation géodésique d'une particule: 

𝑑𝑢 𝑗

𝑑𝑠
=

1

2

𝜕𝑔𝑙𝑘

𝑑𝑥 𝑗
𝑢𝑙𝑢𝑘                                                                     (A.27) 

Pour une particule statique : 

𝑢0 = 1, 𝑢𝛼 = 0   (𝛼 = 1: 3)                                                            (A.28) 
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On remplace (A.28) dans (A.27): 

𝑑𝑢𝑗

𝑑𝑠
=
𝑑 𝑔𝑙𝑘𝑢

𝑙 

𝑑𝑠
=
𝑑 𝑔0𝑗𝑢

0 

𝑑𝑠
=
𝑑𝑤

𝑑𝑠

𝑑𝑔0𝑗

𝑑𝑤
=

1

2

𝜕𝑔00

𝑑𝑥 𝑗
= 0                             (𝐴. 29) 

Alors : 

𝑑𝑔0𝑗

𝑑𝑤
= 0 ⟹

𝑑

𝑑𝑤
𝐸 𝑟, 𝑤 = 0                                                    (A.30) 

Donc : 

E=E(r) 

Pour éliminer le terme dw.dr, on défini: 

𝑡 = 𝑤 −
1

2𝑐
∫
𝑟
𝐸 𝑟 ⇒ 𝑑𝑤 = 𝑑𝑡 +

1

2𝑐
𝐸 𝑟 𝑑𝑟                                        (A.31) 

𝑐2𝑑𝑤2 = 𝑑𝑡2 +
1

4𝑐4 𝐸
2𝑑𝑟2 +cE(r) drdt                                             (A.32) 

Et 

−𝑐𝐸 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝑤 = −𝑐𝐸 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝑡 −
1

2
𝐸2 𝑟 𝑑𝑟2                                         (A.33) 

𝑑𝑠2 = 𝑐2𝑑𝑤2 − 𝐴(𝑟, 𝑡)𝑑𝑟2 − 𝐵(𝑟, 𝑡)(𝑑𝜃2 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑑𝜑2)                             (A.34) 

Où : 

𝐴 𝑟, 𝑡 = 𝐷 𝑟, 𝑤 𝑟, 𝑡  +
1

2
E2(r)                                                 (A.35) 

𝐵 𝑟, 𝑡 = 𝐹 𝑟, 𝑤 𝑟, 𝑡                                                           (A.36) 

On considère la transformation suivante: 

𝑧𝛼 = 𝑥𝛼 + 𝜀𝛼  𝑟, 𝜃, 𝜑    (𝛼 = 1: 3)                                               (A.37) 

On utilise l'hypothèse que 𝜀𝛼 ≡ 0 

𝜕𝑧 𝛼

𝜕𝑥 𝛽
= 𝛿𝛽

𝛼 +
𝜕𝜀𝛼

𝜕𝑥 𝛽
;  
𝜕𝑧0

𝜕𝑥 𝛽
= 0                                                        (A.38) 

La transformation d'un métrique covariant définie par un système de coordonné 𝑧𝑘et 𝑥𝑘  devient: 

𝑔𝛼𝛽 =
𝜕𝑧𝜈

𝜕𝑥 𝛼
𝜕𝑧𝜎

𝜕𝑥 𝛽
𝑔 𝑗𝑙                                                                (A.39) 

Après(A.37) et(A.38): 

𝑔𝛼𝛽 =  𝛿𝛼
𝜈 +

𝜕𝜀 𝜈

𝜕𝑥 𝛼
  𝛿𝛽

𝜎 +
𝜕𝜀 𝜎

𝜕𝑥 𝛽
 𝑔 𝜈𝜎                                                (A.40) 

Translation infinitésimal → négligé la dérivé quadratique : 

𝑔𝛼𝛽  𝑥
𝑘 = 𝑔 𝛽𝛼  𝑧

𝑘 +  
𝜕𝜀 𝜈

𝜕𝑥 𝛼
 𝑔 𝜈𝛽  𝑧

𝑘 +  
𝜕𝜀 𝜈

𝜕𝑥 𝛽
 𝑔 𝜈𝛼 (𝑧𝑘)                             (A.41) 
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𝑔𝛼𝛽  𝑧
𝑘  est invariant par ce transformation quand l'espace temps est homogène. 

Donc : 

𝑔𝛼𝛽  𝑥
𝑘 = 𝑔 𝛼𝛽      𝛼, 𝛽 = 1: 3                                                                (A.42) 

𝑔𝛼𝛽  𝑥
𝑘 = 𝑔 𝛽𝛼  𝑧

𝑘 +  
𝜕𝜀𝜈

𝜕𝑥𝛼
 𝑔𝜈𝛽  𝑧

𝑘 +  
𝜕𝜀𝜈

𝜕𝑥𝛽
 𝑔𝜈𝛼  𝑧

𝑘                                    (𝐴. 43) 

On peut écrire 𝑔𝛼𝛽  𝑥
𝑘  comme série de taylor: 

𝑔𝛼𝛽  𝑥
𝑘 = 𝑔𝛼𝛽  𝑧

𝑘 +
𝜕𝑔𝛼𝛽

𝑑𝑥 𝜈
𝜀𝜈                                                        (A.44) 

Après(A.43) et(A.44): 

𝑔 𝛼𝛽  𝑧
𝑘 = 𝑔𝛼𝛽  𝑥

𝑘 −  
𝜕𝜀𝜈

𝜕𝑥𝛼
 𝑔𝜈𝛽  𝑥

𝑘 −  
𝜕𝜀𝜈

𝜕𝑥𝛽
 𝑔𝜈𝛼  𝑥

𝑘 = 0                               (𝐴. 45) 

𝜕𝑔𝛼𝛽

𝜕𝑥𝜈
𝜀𝜈 +  

𝜕𝜀𝜈

𝜕𝑥𝛼
 𝑔𝜈𝛽  𝑥

𝑘 +  
𝜕𝜀𝜈

𝜕𝑥𝛽
 𝑔𝜈𝛼  𝑥

𝑘 = 0                                             (𝐴. 46) 

𝑆𝑖 𝛼 = 𝛽 = 1 

𝜕𝐴

𝜕𝑟
𝜀1 + 2

𝜕𝜀 1

𝜕𝑟
𝐴 = 0                                                                (A.47) 

𝑆𝑖 𝛼 = 1, 𝛽 = 2 

𝜕𝜀1

𝜕𝑟
𝐵 +

𝜕𝜀 1

𝜕𝜃
𝐴 = 0                                                                  (A.48) 

𝑆𝑖 𝛼 = 𝛽 = 1 

𝜕𝐵

𝜕𝑟
𝜀1 + 2

𝜕𝜀 2

𝜕𝜃
𝐵 = 0                                                                         (A.49) 

Après(A.48) et (A.49): 

−
𝜕𝜀 2

𝜕𝑟
=

𝜕𝜀 1

𝜕𝜃

𝐴

𝐵
                                                                       (A.50) 

𝜕𝜀 2

𝜕𝜃
𝐵 =

1

2𝐵

𝜕𝐵

𝜕𝑟
𝜀1 =

𝜕

𝜕𝑟
 𝑙𝑛𝐵−

1

2 𝜀1                                                     (A.51) 

On peut écrire: 

−
𝜕2𝜀2

𝜕𝑟𝜕𝜃
=

𝜕2𝜀1

𝜕𝜃 2

𝐴

𝐵
                                                                     (A.52) 

𝜕2𝜀2

𝜕𝑟𝜕𝜃

𝐴

𝐵
=

𝜕2

𝜕𝑟 2  𝑙𝑛𝐵
−

1

2 𝜀1 +
𝜕

𝜕𝑟
 𝑙𝑛𝐵−

1

2 
𝜕𝜀 1

𝜕𝑟
                                              (A.53) 

Après l'égalité (A.52) et (A.53): 

𝜕2𝜀2

𝜕𝑟𝜕𝜃
=

𝜕2

𝜕𝑟 2  𝑙𝑛𝐵
−

1

2 𝜀1 +
𝜕

𝜕𝑟
 𝑙𝑛𝐵−

1

2 
𝜕𝜀 1

𝜕𝑟
                                                (A.54) 
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On utilise (A.47) et (A.49) encore on peut écrire: 

1

𝐴

𝜕𝐴

𝜕𝑟
=

𝜕

𝜕𝑟
 𝑙𝑛𝐴 = −

2

𝜀1

𝜕𝜀 1

𝜕𝑟
                                                         (A.55) 

1

𝐵

𝜕𝐵

𝜕𝑟
=

𝜕

𝜕𝑟
 𝑙𝑛𝐵 = −

2

𝜀1

𝜕𝜀 1

𝜕𝜃
                                                         (A.56) 

Donc on peut écrire A(r,t) et B(r,t) comme: 

𝐴 𝑟, 𝑡 = 𝑎 𝑟 𝑅2(𝑡)                                                               (A.57) 

𝐵 𝑟, 𝑡 = 𝑏 𝑟 𝑅2(𝑡)                                                               (A.58) 

𝑑𝑠2 = 𝑐2𝑑𝑡2 − 𝑎 𝑟 𝑅(𝑡)2𝑑𝑟2 − 𝑏 𝑟 𝑅 𝑡 2 𝑑𝜃2 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑑𝜑2                                  (𝐴. 59) 

𝜕

𝜕𝑟
 𝑙𝑛𝜀1 =

𝜕

𝜕𝑟
 𝑙𝑛𝐴−

1

2 =
𝜕

𝜕𝑟
 𝑙𝑛𝑎−

1

2                                                 (A.60) 

La solution de l'équation  différentielle est: 

𝜀1 𝑟, 𝜃, 𝜑 = 𝑒 𝜃, 𝜑 𝑎−
1

2 𝑟                                                           (A.61) 

𝜕2𝜀1

𝜕𝜃2

𝑎

𝑟2
=

𝜕2

𝜕𝑟2
 𝑙𝑛𝑟 𝜀1 +

𝜕

𝜕𝑟
 𝑙𝑛𝑟 

𝜕𝜀

𝜕𝑟

1

                                                      (𝐴. 62) 

𝜕2𝜀1

𝜕𝜃 2

𝑎

𝑟2 =
𝑟2

𝑎
 

1

𝑟

𝜕𝜀

𝜕𝑟

1
−

1

𝑟2 𝜀
1 =

𝑟2

𝑎

𝜕

𝜕𝑟
 
𝜀1

𝑟
                                                   (A63) 

On remplace (A.61) dans (A.63): 

1

𝑒

𝜕2𝑒

𝑑𝜃 2 =
𝑟2

𝑎
1
2

𝜕

𝜕𝑟
 

1

𝑟𝑎
1
2

 = 𝐶                                                              (A.64) 

𝜕2𝑒

𝜕𝜃 2 = 𝑒𝐶                                                                            (A.65) 

on choix la translation selon oz et 𝑒(𝜃, 𝜙) ∼ 𝑐𝑜𝑠𝜃 → 𝐶 = −1 

𝑟2

𝑎
1
2

𝜕

𝜕𝑟
 

1

𝑟𝑎
1
2

 = −1                                                                    (A.66) 

La solution de l'équation devient par: 

𝑎 𝑟 =
1

1−𝐾𝑟2                                                                       (A.67) 

On substitué(A.67) dans (A.59), on obtient: 

𝑑𝑠2 = 𝑐2𝑑𝑡2 − 𝑅(𝑡)2  
𝑑𝑟 2

1−𝐾𝑟2 + 𝑟2 𝑑𝜃2 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑑𝜑2                                      (A.68) 

Tenseur énergie-impulsion : 

    Pour trouver l'expression de densité d'énergie (ρ) et la pression (p) en fonction d'un champ scalaire: 

    Après l'expression (3.7), On pose que 𝑔𝜇𝜈 = 𝜂𝜇𝜈 : 



Annexes 

 

 

51 
 

𝑇00 = 𝜌 =
1

2
𝜙2 −

1

2
 ∇   𝜙 

2
+ 𝑉 𝜙                                               (A.69) 

−𝑇11 =  𝜕1𝜙 
2 +

1

2
𝜙2 −

1

2
 ∇   𝜙 

2
− 𝑉 𝜙                                           (A.70) 

−𝑇22 =  𝜕2𝜙 
2 +

1

2
𝜙2 −

1

2
 ∇   𝜙 

2
− 𝑉 𝜙                                            (A.71) 

−𝑇33 =  𝜕3𝜙 
2 +

1

2
𝜙2 −

1

2
 ∇   𝜙 

2
− 𝑉 𝜙                                            (A.72) 

Donc : 

−
1

3
 𝑇𝑖𝑖

3
𝑖=1 = 𝑝 =

1

2
𝜙2 +

1

6
 ∇   𝜙 

2
− 𝑉 𝜙                                            (A.73) 

On peut écrire: 

𝑇𝜇𝜈 =  𝑇0 𝜇𝜈 + 𝛿𝑇𝜇𝜈                                                                   (𝐴. 74) 

𝑇𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝑛 𝑇𝜈
𝑛                                                                    (A.75) 

Alors : 

𝛿𝑇𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝑛 𝛿𝑇𝜈
𝑛 =  𝛿𝑇𝜈

𝑛𝛿𝜇
𝑛                                                          (A.76) 

On peut écrit : 

𝑇𝜇𝜈 =  𝑇1 𝜇𝜈 +  𝑇2 𝜇𝜈                                                              (A.77) 

 𝑇1 𝜇𝜈 =  𝜕𝜇𝜙  𝜕𝜈𝜙                                                                       (A.78) 

 𝑇2 𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈  
1

2
 𝜕𝜎𝜙  𝜕

𝜎𝜙 − 𝑉 𝜙                                                 (A.79) 

On remplace (3.28) dans (A.78): 

 𝑇1 𝜇𝜈 = 𝜕𝜇  𝜙0 + 𝛿𝜙 𝜕𝜈  𝜙0 + 𝛿𝜙                                                   (A.80) 

 𝑇1 𝜇𝜈 =  𝜕𝜇𝜙0  𝜕𝜈𝜙0 +  𝜕𝜇𝜙0  𝜕𝜈𝛿𝜙 +  𝜕𝜇𝛿𝜙  𝜕𝜈𝜙0 +  𝜕𝜇𝛿𝜙  𝜕𝜈𝜙              (A.81) 

 𝑇2 𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈  
𝑔𝜎𝜎

2
 𝜕𝜎𝜙 

2 − 𝑉 𝜙                                                     (A.82) 

On remplace (3.28) dans (A.82): 

 𝑇2 𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈  
𝑔𝜎𝜎

2
 𝜕𝜎 𝜙0 + 𝛿𝜙  2 − 𝑉 𝜙                                                    (A.83)                              

 𝑇2 𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈  
𝑔𝜎𝜎

2
  𝜕𝜎𝜙0 

2 +  𝜕𝜎𝛿𝜙 
2 + 2 𝜕𝜎𝜙0  𝜕𝜎𝛿𝜙  − 𝑉 𝜙                         (A.84) 

Après (A.84) et (A.81): 

𝑇𝜇𝜈 =  𝜕𝜇𝜙0  𝜕𝜈𝜙0 +  𝜕𝜇𝜙0  𝜕𝜈𝛿𝜙 +  𝜕𝜇𝛿𝜙  𝜕𝜈𝜙0 +  𝜕𝜇𝛿𝜙  𝜕𝜈𝜙  
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                                +𝑔𝜇𝜈  
𝑔𝜎𝜎

2
  𝜕𝜎𝜙0 

2 +  𝜕𝜎𝛿𝜙 
2 + 2 𝜕𝜎𝜙0  𝜕𝜎𝛿𝜙  − 𝑉 𝜙                         (A.85) 

Alors : 

𝛿𝑇𝜇𝜈 =  𝜕𝜇𝜙0  𝜕𝜈𝛿𝜙 +  𝜕𝜇𝛿𝜙  𝜕𝜈𝜙0 +  𝜕𝜇𝛿𝜙  𝜕𝜈𝜙  

                                                 +𝑔𝜇𝜈  
𝑔𝜎𝜎

2
  𝜕𝜎𝛿𝜙 

2 + 2 𝜕𝜎𝜙0  𝜕𝜎𝛿𝜙  − 𝑉 𝜙                           (A.86) 

Quand 𝑛 = 𝜇 = 0 

2Φ𝛿𝑇𝜈
0 =  𝜙 0  𝜕𝜈𝛿𝜙 +  𝛿𝜙   𝜕𝜈𝜙0 +  𝛿𝜙   𝜕𝜈𝛿𝜙 + 𝑔0𝜈  Φ   𝛿𝜙  

2
+ 2 𝜙 0  𝛿𝜙  −  ∇   𝑛𝛿𝜙 

2
+

2𝜕𝑛𝜙0𝜕𝑛𝛿𝜙−𝑉𝜙                                                                       (A.87) 

Quand 𝑛 = 𝜈 = 𝜇 = 0 

Φ𝛿𝑇0
0 =  𝜙 0  𝛿𝜙  +  𝛿𝜙  

2
+ Φ  Φ   𝛿𝜙  

2
+ 2 𝜙 0  𝛿𝜙  −  ∇   𝑛𝛿𝜙 

2
+ 2 𝜕𝑛𝜙0  𝜕𝑛𝛿𝜙  − 𝑉 𝜙    

(A.88) 

Quand 𝑛 = 𝜈 = 𝜇 

𝑔𝜈𝜈 𝛿𝑇𝜈
𝜈 =  𝜕𝜈𝜙0  𝜕𝜈𝛿𝜙 +  𝜕𝜈𝛿𝜙  𝜕𝜈𝜙0 +  𝜕𝜈𝛿𝜙  𝜕𝜈𝜙 + 2Φ  Φ   𝛿𝜙  

2
+ 2 𝜙 0  𝛿𝜙  −

∇𝑛𝛿𝜙2+2𝜕𝑛𝜙0𝜕𝑛𝛿𝜙−𝑉𝜙                                                                              (A.89) 
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Tableau des paramètres de MSC: 

Paramètre symbole Valeur 

Constante de Hubble 𝐻0 72±5km/s/Mpc 

Facteur d'échelle 𝑅0 4.15.10⁻⁵(Ω𝑚h²)⁻¹ 
L'âge de l'Univers 𝑡0 3.14±0.3Gan 

Densité critique 𝜌𝑐  0.974.10⁻²⁶kg.m⁻³ 
Densité de courbure Ω𝑘  0.02±0.02 

Densité de matière Ω𝑚  0.29±0.07 

Densité de rayonnement Ω𝑟  4.74±0.3.10⁻⁵ 
Densité de constante cosmologique ΩΛ 0.7±0.1 

Densité de matière baryonique Ω𝑏,0 0.05 

Densité de matière noire Ω𝑑𝑚 ,0 0.25 

Densité de neutrinos Ω𝜈,0 ≈0 

Densité totale réduite Ω𝑡𝑜𝑡  1.02±0.2 

Tableau A.1:Représente les valeurs numériques des paramètres cosmologiques dans le MSC. 

 

    Unités: 

    1 Mpc = 10⁶ parsecs ∼ 3 x 10²² mètres. 

    1Gan=10⁹ans. 
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 :ملخص

مه خلال  نخحذٌذ خصائصً َكٍفٍت حطُسي  َاسغفً وطاقنكُن  لقمىا بإجشاء دساست, فً ٌزي انمزكشة

أجشٌىا دساست نبعط أوُاع انخعخم َ   كماأٌعا .إغاس انىمُرج انمعٍاسي انكُوً ححج انملاحظاث انكُوٍت

 انمشاكم انخً حعشض إنٍٍا انىمُرج انمعٍاسي  حمانزي حبىى, انكُن فً بذاٌت وشأة إبشاص أٌمٍت َجُدي

 .انقٍاسً انكُوً بطشٌقت آنٍت

   .انخعخم الأبذي, انخعخم انفُظُي, انخعخم انجذٌذ,  انىمُرج انمعٍاسي انكُوً:مفتاحيةكلمات 

 

 

 

Résumé : 

Dans ce mémoire, nous avons mené une étude sur l'univers à grande échelle afin 

de déterminer ses caractéristiques et comprendre comment il a  évolué grâce à 

des observations cosmiques dans le cadre du modèle standard cosmologique. 

Nous avions fait aussi une étude de certains types d'inflation et montrer 

l'importance de sa présence dans le début  de l'Univers, ce mécanisme adopte les 

problèmes subis par le modèle standard cosmologique de façon naturelle. 

Mots clés: Modèle Standard Cosmologique (MSC), Inflation Nouvelle, Inflation 

chaotique, Inflation Eternelle. 
 
 

 

 

 

 

Abstract : 

In this memory, we have conducted a study of the Universe on a large scale to 

determine its characteristics and how its evolution through cosmic observations 

under cosmologic standard model. We also had a study of some types of 

inflation and show the importance of his presence in the beginning of the 

Universe, which adopted the problems suffered by cosmologic standard model. 

Key Word: Standard Model Cosmological, New Inflation, Chaotic Inflation, 

Eternelle Inflation. 
 




