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Résumé

Ce travail se situe dans le cadre de la théorie des codes correcteurs d'erreurs. Plus précisément

I'étude de problémes de décodage des codes linéaires qui consiste a déterminer le message original

envoyé€ via un canal de transmission, a partir du message recu. Tout d'abord nous présentons les concepts

fondamentaux de la théorie des codes correcteurs d'erreurs ensuite nous abordons les méthodes de
décodage des codes linéaires, en utilisant quatre méthodes différentes:

-En utilisant le tableau standard.

-le syndrome.

-la méthode de meggitt.

-la méthode de décodage par piégeage d'erreur.

Et on terminera par la méthode de décodage de meggitt au cas non binaire.

Mots clés: corps finis, codes linéaires, codes cycliques, méthode de décodage.

Abstract

This work is included in the frame of the theory of error correcting codes.

More precisely the study of the problem of the decoding linear codes that consist in determining the
original message sent through a canal of transmission using the received message. First we present the
basic concepts of the theory of error correcting codes then we discuss the methods of decoding linear
codes, using four different methods:

- Using the standard table.

-Syndrome.

-The method of Meggitt.

-The method of decoding error trapping.

And we end with the method of Meggitt decoding non-binary case.

Key words: Finite F ields, Linear codes, cyclic codes, the methods of decoding.



Notations

G|: L'ordre d'un groupe fini ou le cardinal d'un ensemble finiG .

N: L'ensemble des entiers naturels.

Z : L'ensemble des entiers relatifs.

%Z : L'ensemble des entiers modulo p.

C(n,k): Code correcteur de longueur net dimensionk.

X : Laclasse de X modulo une relation d'équivalence.
k" : Le groupe multiplicatif d'un corps k avec k" —{0}.

F, : Un corps fini de cardinal g.

A[x]: L'anneau des polyndmes a une déterminée x sur un anneau.
(f (x)): L'idéal engendré par f(x) dansA[x .

=. Isomorphisme de groupe, de corps, d'espaces vectoriels.

[x]: La partie entiére d'un réel x.

w (x): Le poids de Hamming d'un mots x.

rgH : Le rang d'une matriceH .

ker H : L'espace nul d'une matrice H.

d(x,y): Distance de Hamming entre x ety.

C*:Le code dual du code considéré.



INTRODUCTION GENERALE

INTRODUCTION GENERALE

Le transfert d'informations prend de plus en plus d'importance dans notre
société que ce soit pour la transmission de photographies de planétes éloignées, pour
des communications entre ordinateurs ou encore pour la lecture de nos disques lasers.
Les codes correcteurs d’erreurs sont utilisés pour corriger des erreurs quand les
messages sont transmis par le biais d’un canal de communication comportant des
parasites.

Par exemple nous pourrions transmettre une information binaire (un flot de os et de 1s)
a travers un canal parasité aussi rapidement et aussi slirement que possible. Le canal
peut étre une ligne téléphonique, une liaison de communication par satellite, une
liaison radio haute fréquence. ...

La perturbation (le parasite) pourrait étre une erreur humaine, foudre, parasite thermal
etc.....et pourrait conduire a des erreurs de telle sorte que I’information regue est
différente de celle transmise.

Le transfert de I’information n’est pas parfait, c'est pourquoi il est nécessaire de
détecter, et dans certains cas de pouvoir méme corriger les erreurs contenues dans le
message recu.

L'enjeu de la détection et de la correction d'erreurs est, donc essentiellement,
dans la recherche d'algorithmes de décodage efficaces.

Les codes linéaires, parmi les codes correcteurs, correspondent a ce besoin et

particuliérement les codes linéaires cycliques.
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Position du probleme

Soit g un nombre premier. On considére un code linéaire C(n,k, d) sur un
corps finis[F, le mot de code meC déduit du message a est ensuite transmis.

Le canal de transmission peut introduire des erreurs, a la sortie de ce canal, on obtient
au lieu de m un motm’.
Ona m'=m+e ou e est l'erreur de transmission, le probléme du décodage est de

retrouver m donc a a partir de m’. Schématiquement, ce processus se décrit ainsi.

Codage décodage
z Erreur e

a@ m m=m+e ;Q_,?a

e est la différence symbole a symbole entre m et m’. On appelle poids d’un mot m et

on note w(m) le nombre de composantes non nulles de ce mot. w(e) est donc le
nombre de composantes différentes de met m’. A ce poids on associe la distance de
Hamming sur F' :

d(m,m")=w (m-m’') dans le cas linéaire.
Nous pouvons immédiatement conclure que si m' eC etm’=m alors on ne peut

détecter et a fortiori corriger une quelconque erreur.

La stratégie naturelle est donc de choisir m de fagon a minimiserw(m-m’).

C’est cela que doit accomplir I’algorithme de décodage.

L'objet de ce mémoire est I'étude du probléme de décodage des codes linéaires
qui consiste a déterminer le message original envoy¢ via un canal de transmission a
partir du message recu, dans le cas ou le nombre d'erreurs ne dépasse pas la capacité
de la correction du code en utilisant les propriétés structurelles des codes lin€aires.
Dans ce mémoire on étudie quatre méthodes de décodage différentes. On donne tout
d'abord le principe général pour chaque méthode de décodage puis ensuite on décrit

en détails son algorithme.
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Les méthodes utilisées sont:

1- le tableau standard défini a partir de la partition de[F," par une relation

d'équivalence appropriée.

2-le syndrome défini a partir de la matrice de controle du code.

3-la méthode de Meggitt définie a partir de la cyclicité du code.

4 -la méthode de décodage par piégeage d'erreurs qui est une méthode de Meggitt
améliorée. On terminera cette étude par une généralisation de la méthode de Meggitt

au cas non binaire.

Déroulement de la mémoire

Dans ce mémoire, on s’intéresse a I'é¢tude de quelques techniques de décodage
des codes linéaires.

Le premier chapitre est un chapitre d'introduction ot nous présentons les notions
et les propriétés fondamentales nécessaires pour la réalisation de ce travail tels que:
ensemble quotient, anneaux de polyndmes, corps finis et espaces vectoriels. Les
notions citées dans ce chapitre représentent I'outil mathématique utilisé pour I'étude
des codes correcteurs d'erreurs.

Le deuxieéme chapitre regroupe les définitions et les propriétés fondamentales
des codes correcteurs d'erreurs.

Le troisieme chapitre est consacré a I'étude de décodage des codes linéaires,
nous ¢tudions les définitions et les propriétés de décodages, puis on va présenter deux
méthodes de décodage pour les codes linéaires.

Enfin, dans le quatriéme chapitre, on va étudier deux méthodes de décodage des
codes cycliques (la méthode de Meggitt; La méthode de décodage par piégeage
d'erreurs), et on terminera par I'é¢tude de la méthode de Meggitt dans le cas non binaire.

Nous achevons notre travail par une conclusion.
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Chapitre |

Définitions et propriétés élémentaires

Dans ce chapitre, on rappelle les notions de base dont on aura besoin par la suite,

ensemble quotient, anneaux de polyndmes, corps finis et espaces vectoriels.

1. Ensemble quotient
Définition 1
On appelle relation d équivalence R sur un ensemble E toute relation binaire

réflexive, symétrique et transitive. On note xRy le fait que les éléments x ,y sont en

relation parR.

1.1. Classes d'équivalence modulo R. Ensemble quotient

SoitR une relation d'équivalence définie sur £. Deux éléments x ety de E sont
¢quivalents modulo R lorsque xRy. La classe de 1'élément xeF est notée par x

etona: x_:{y eE,ny}.

L’ensemble quotient de £ modulo R est I’ensemble des classes d'équivalences, noté % .

Corollaire 1

Les classes d’équivalents modulo R forment une partition de E

i.e % définie une partition de E .
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2. Anneaux de polynémes

Définition 2
Soit Aun anneau commutatif unitaire, toute suite d'élément de A n'ayant qu'un

nombre fini de termes non nuls est dite polynomes a coefficients dans A .

L'ensemble des polynomes sur A est noté A4 [x |.

Si P =(a,.a,,....a,,0,0,........ Jed[x] onnotera P =(aj,a,....... a,).
Sia =0 onappelle n le degré de P (n=degP), Si a, =1, on dit que P est unitaire.
On pose deg(0,0,0,................. ) = —o0.

Les polynomes de degré égal a 0 sont les constantes

Dans A[x] on définit I'addition et la multiplication comme suit :

Notons que si 4 est intégre on a:
deg PO =degP +degQ.
Muni des deux opération + et définies ci-dessus, 4 [x ] est un anneau commutatif avec

unité (1,0, (S )

(4[x].+,) Est appelé l'anneau des polynomes sur 4.

Dans 4[x], on définit x =(0,1,0,.......... ),x%=(0,0,1,0.......) ....avec
0= (1,0,0, ).

Ce qui permet d'écrire toute polyndme p de degré n comme suit:
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2.1. Division euclidienne des polyndmes

Soient U et V' deux polynomes de 4 [x | (4 [x | I'anneau des polynémes a coefficients
dans 4). Supposons que le coefficient dominant de V' soit inversible dans 4. Il existe
alors deux polynéme Qet R, uniquement déterminés, telque

U =VQ +R avec deg(R)<deg(V ).

Définition 3
Soit p(x),q(x)eA[x], ondit que p(x)divise q(x) etonnote p(x)|q(x)si
q(x)=p(x)r(x) avec r(x)ed[x] et deg p(x)<degq(x), p(x) estalors appelé un

diviseur propre de q(x ).

Définition 4
Un polynéme q (x ) de deg>1 qui n'a pas de diviseurs propres est appelé un

polynomes irréductible.

2.2. ldéaux deF|x |

Soit F[x | 'anneau des polynémes sur un corps F.
Définition 5
On appelle idéal deF[x |toute partie non vide 1 deF|[x | tel que:

— [ est stable par +

—VPel etVQ eF[x], PO el.

Exemple 1

{0} er F[x] sont des idéaux triviaux dans l'anneauF|[x |.
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Définition 6
Soit P un polynéme de F[x|. On défini l'idéal engendré par P, noté (P) par:
(P)={P0,0 <F[x]}.

C'est donc l'ensemble des polynomes multiples de P.
2.3. Définitions et théoremes

Définition 7

Un idéal engendré par un seul polyndme P, dit de type (P), est appelé idéal principal.

Théoreme 1

Tout idéal de F|x |est principal. On dit donc que l'anneau F|x | est principal.

Définition 8
Soit I un idéal de F|x |, on appelle générateurs del les polynémes w tel que:
I = (w )
Propriéeté 1
Les générateurs w se déduisent les uns des autres par multiplication par une constante
non nulle 1 € F".

De plus, si I # {0} , alors les générateurs ont tous les mémes:

deg(w ):min{deg(P),P el —{0}}.
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Propriéte 2
De la propriéte précédente, on déduit que si:
->w el

— deg(w )=min{deg(P),P el —{()}} Alors:

]:(w)

Définition 9
L'unique générateur unitaire d'un idéal I non nul est appelé polynome minimal de

l'idéal I.

3. Corps finis
Nous rappelons dans cette section, des définitions et des propriétés liées au corps

finis.

Définition 10

Un corps de q éléments est dit un corps fini de cardinalq et on le note F, .

Exemple 2

Pour pun nombre premier, F, = ZpZ est un corps fini de cardinal p.

3.1. Caractéristique d'un corps fini
Soit (Iﬁ‘q ,+,-) un corps fini. La caractéristique de F,, notée car (Iﬁ‘q ), est 'ordre
additif de 1.

On a donc

car(IE‘q)=inf{n eN" n -1=0}.
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Théoreme 2

Soit ¥, un corps fini. Alors:
1) La caractéristique de F, est un nombre premier p.

2) T est un espace vectoriel de dimension finie n sur ¥, etona:q=p".

Théoréme 3

Soit T, un corps fini de cardinal q.

Le groupe multiplicatif (IE‘q) est cyclique d'ordre q —1.

Théoreme 4

Soit [, un corps fini de cardinal q.

Pour tout xeF" ona: x?" =1, etpour tout x eF, ona:x?=x.

Preuve :
D'aprés le théoréme (3)1’ordre de F," est g—1 donc pour tout x €F,"on a:
x?" =1 avec 1 I’élément neutre pour la multiplication, et par conséquent pour tout x €[
ona: x'=x.
Il en résulte du théoréme(4), qu'un corps F a g €léments est I'ensemble des racines du

polynémex ? —x.

Définition 11
Un élement générateur du groupe cycliqueF, d'un corps finiF, est appele un élément

primitif de F_ .
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Théoreme 5

Soit a. un élément primitif d'un corps fini F, alors:
F :{O,I,a,az, ............ o q_z}.

q

Avec :a'" =1 de plus o* est primitif'si et seulement si ket q—1 sont premiers entre eux.

3.2. Construction d'un corps fini

Pour déterminer les €léments d'un corps fini  F, on peut suivre une des méthodes

suivantes:

1- Soit utiliser l'anneau quotients F, [% (= )) ou f(x) est un polyndome irréductible

surlF, .
2- Soit en utilisant le fait que F, est un groupe cyclique ou chaque €lément est une

puissance d'un méme €lément générateur a appartient a .

Théoreme 6

Soit F, un corps et f (x)eF, [x], alors % [% (x)) est un corps si et
seulement si f(x) est irréductible surF,.
La preuve de ce théoréme montre non seulement que 5 [% (x )) est un corps, mais

nous donne aussi la facon d'obtenir ses éléments.

Preuve:

On note par 7 1'1déal principal( f (x)) , supposons que 1 (x)est réductible sur F,

ca.d f(x)=a(x)b(x) tel quea(x),b(x), ont des degrés inférieur au degré de f(x).

10
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F . A
On montre dans ce cas que ¢ [x% n'est pas un corps. Le degré de tout polynoéme non

nul de / doit étre supérieur ol égal au degré de f(x), donc a(x )¢/, b(x)el, par

conséquent /+a(x ), I+b(x ) sont des éléments non nuls de K, [x% )
Mais on a:

(1+a(x ))(I+b (x )):I+a(x )b (x):l+f (x):l
ce qui montre que 5, [x% ne peut étre un corps donc f(x) doit étre irréductible sur
F, .
Inversement, supposons maintenant que f (x) est irréductible sur F, .

a [x% est un anneau commutatif d'élément unite 7+e(ou e est l'unite de F, ), il suffit

F .
donc de démontrer que tout €lément non nul de ¢ [x% admet un inverse dans
F, [xy
(
Soit /+p (x ) eF, [x | différent de zéro (c. &.d différent de/ ), doncp(x )&/, cequi

montre que p(x) n'est pas multiple def (x ), comme f(x) estirréductible, alors f'(x)

et p(x) sont premiers entre eux et donc d'apres le théoréme de bézout

J,u (x ), v (x)eF" [x% tel que:
S (x) u(x)+p(x)v(x)=e

alors on a:
et par conséquent

I+e:I+p(x)v(x):(1+p(x))(1+v(x)):e

c.a.d I+v(x) estl'¢lément inverse de 7+ p(x)

11
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Théoreme 7

Soit F, un corps fini et f (x ) €F, [x], avec degréf (x)=n. Alors:

est un espace vectoriel sur F, de dimension n de base
{l,a, ................. a”’l}, avec a:[x]+(f(x)) ot a=0.

Le théoréeme précédent, nous montre la facon de déterminer les ¢léments d'un corps fini.

On sait que le corps fini I, estun espace vectoriel de dimension nsurF, , de plus,

IFPW est une extension simple, ¢ a d ]Fp,i =T, (oc ), est tous les (n +1) ¢léments de IFP,,

seront linéairement dépendants.

Donc ils existenta,,a,.......... ,a, €F tel quea,+aa+.. +a,a"=0.

Soit f(x) le polyndme minimal de o (irréductible unitaire).

_ - By [x ]
F,=F,(a)= % ()

On détermine un polynome irréductible unitaire de degré nsur F, et on construit
F, Py |
(r (x))

Exemple 3

DansF,, le polynéme g(x)=x’+x+2 estirréductible, on détermine les éléments

de I, en le regardent comme extension obtenue par adjonction alFF; d'une racine de g(x)

,ainsi F, = I [% (= )), soit o une racine de g (x ), alors{l,a} estune base deF,

12
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E [)y = {a0 +ao/a,,a, eF3} = {0,1,2,2a,1+a,2+a,1+2a,2+2a}.
((x))
Cette derniere écriture s'appelle la représentation polynomial de ce corps, tout polyndme

du corps B [% (x )), peut étre réduit modulo g (a) en utilisant le fait que: g (a)=0.

DansT,, c'est-a-dire que : o’ =20 +1, eton aura :

F.

(Représentation en puissance de «)

3.3. Calculs résiduels sur les polyndémes

Soif (x)eF, [x]. f(x)fixé (F, corps) et soit g(x), & (x)e€E, [x], les deux
polynéme g(x) et (x) sont dits congrus modulo f(x)en notation
g(x)=h(x)[f (x)]si g(x)- h(x) estdivisible par f (x).

Va(x)eF [x] ona:a(x)=r(x)[f(x)]

Avec a(x )=q(x)f (x)+r(x)et r(x)=00udeg r(x) <deg f (x).

ssia(e) () BN BBV ()
1- a(x)+ h(x)e E, [x%

2- le produit a(x) 4 (x)est calculé modulo f(x).

13
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Exemple 4

Dans 2 [)y ) On a:
(x +x +1)

(x +1)2 =x 4+2x +1l=x’+1=x (modx2+x +1).

Addition et multiplication dans ™ ¥ ] (

x74x +1)
+ 0 1 x l+x X 0 1 X 1+x
0 0 1 X 1+x 0 0 0 0 0
1 1 0 l+x X 1 0 X X 1+x
X X l+x |0 1 X 0 X 1+x 1
I+x | 1+x X | 0 I+x 0 I+x |1 X

4. Espaces vectoriels
On dit que E est un espace vectoriel sur un corps k si et seulement si, pour des ¢léments

u,v de E, etw deE on a:

1. (u+v)+w =u+(v +w) 5. Vce]k,c(u+v):c-u+c-v

2.30:u+0=04+u =u 6.Va,b e]k,(a+b)u=a-u +b-u
3. Yu 3(—u):u —u=0 TN¥a,b e]k,(a-b)u :a-(b u)
4, u+v =v +u 8.1-u=u

Soit £ est un espace vectoriel sur un corpsk. Une partieF#¢ est un sous-espace

vectoriel de E si et seulement si:

x+yelF Vx,yeF
Ax e VAiekVxelF

14
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Si 4 estun sous —ensemble de £, alors le sous-espace engendré par4 est I'ensemble de

toute les combinaisons linéaires d'éléments de 4.

Une famille génératrice de E est un sous-ensemble G < E tel que le sous-espace engendré
par G et E. Ou, de maniére équivalente, que tout vecteur de £ est une

combinaison linéaire d'élément de G. E est dit de dimension finie s'il contient une

famille génératrice finie.

Une famille libre de E estun sous-ensemble L — E tel qu'aucun élémentv € L n'est une
combinaison linéaire d'autres éléments de L. Ou, de maniere équivalente,la seule
combinaison linéaire d'éléments de L qui est nulle est celle dont tous les coefficients sont

nuls.

Une base de £ est une famille d'éléments de £ qui est libre et génératrice.

Si(b,).

iel

est une base de £,3!(4 ) _ ek:x = Ab. .

iel 1
Si la dimension de E est finie alors chaque base de E est finie et toutes les bases ont les
mémes nombre d'élément. Ce nombre est la dimension de I'espace. Si la dimension de £

est n, alors:

-SiE =k", alors la famille (e, ) _ avec I ={1,2,3,....,n} et e, =(0,0,....1,0,.....,0) avec 12

la i position est la base canonique de k”.

Soient £ et V' deux espaces vectoriels sur un corps k . Une application linéaire f deE

dans V' vérifie :

Vx e E,Vy €E f(x +y)=f(x)+f(y)
ViekVx eE f(Ax)=24-f (x)

Soit f : E -V une application linéaire et soit 4 la matrice associe a f .

kerf =kerd = {e €E/f (e)= 0} est le noyau de £ ou l'espace nul de la matrice A4.

15
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f(E)=AE :{f (e)/e eE}:{Ae/e e E} estl'espace image de / (ou de la matrice 4).

L'espace nul d'une matrice A est'ensemble, noté NulA, de toutes les solutions de

'équation homogene AX =0.
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Chapitre 11
Codes correcteurs d'erreurs

1. Introduction

Dans ce chapitre on va présenter tout d’abord les définitions et le principe géneral
des codes correcteurs d’erreurs, puis on passera a un cas particulier des codes qui est les
codes linéaires, qui ont une structure algébrique riches, cette structure simplifie I'étude
des codes linéaires, un code linéaire peut étre décrit par sa matrice génératrice ou bien sa
matrice de contrdle, la distance minimale est déterminée par le poids de Hamming, etc..
et plus précisément on va se concentrer sur les codes cycliques qui possédent une riche
structure mathématique, ainsi on peut effectuer, I'opération décalage qui consiste a
obtenir un mot de code a partir d'un autre par décalage de symboles.
Tout les probléeme de la théorie des codes correcteurs d'erreurs consiste a construire des

codes, qui détectent et corrigent le plus possible d'erreurs.

2. La nécessité du codage
Afin de préciser I'importance du codage de I'information on donne I'exemple suivant:
Supposons que nous ayons un code binaire de longueur 11 ayant 2" = 2048 mots.

Comme notre code contient toutes les chaines de longueur 11, il ne détecte aucune erreur.
Supposons que la probabilité qu’un bit soit transmis sans erreur soit de 1—% et

supposons que la transmission se fasse a un taux de 10" bits par seconde. Alors la

probabilité qu’un mot soit transmis de fagon incorrecte est

1Y 1
1-P(Oerreur)=1-|1-— | ~—.
Cela implique qu’il y aura approximativement

7
u
10 11
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mots par seconde qui seront transmis incorrectement sans étre détecté. Cela représente
donc 8640 mots incorrects par jour. Supposons maintenant que I’on ajoute a chaque mot
un bit dit bit de parité (le bit de parité vaut 1 si le nombre de bits égaux al est impair,
sinon il vaut 0). On doit avoir au moins 2 erreurs dans notre mot afin que celui-ci soit

mal interprété. Cette probabilité est

1 12 12 1 11 1 1 66
1-P(Oerreur)—P(lerreur)=1-|1-— | — 1-— S
( ) ( ) ( 108) (1}( 108J [108) 10"

Cela implique qu’il y aura approximativement

7
6?6 10 5510
10 12

mots par seconde qui seront transmis incorrectement sans étre détecté. Cela represente

donc une seule erreur a tous les 2000 jours !

18
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3. Les codes

Soit gun ensemble fini a ¢ éléments, soient ket » deux entiers naturels non nuls
aveck<n.
Un k—uplets a de Q* sera appelé un message ou un mot de longueur k ,et sera noté
SOit 1a =(ay,ay,........q, ) SOit:a = aa,......a, Sous forme concaténée.
L'ensemble des messages sera une partie £ de 0, et I'on introduit une application
injective.

fE—>Q"

Notons C=f(E) I'imagede £ parf.
C est appele code de longueur »n sur Q, et les éléments de C s'appellent des mots du

code, le cardinal du code est par definition celui de C.

Définition 1

On définit le taux d’information du code C de longueur n le rapport R =k /n.

Exemple 1
C ={0000,1011,0101,1110} est un code de longueur 4 sur O ={0,1}

3.1. Distance de Hamming

Pour compter le nombre d’erreurs, on introduit la distance de hamming sur Q". Elle
permet de mesurer le degré de différence entre deux mots x ety de Q".

Dans la suite de ce document, on prendra Qun corps fini F, .

La distance de Hamming entre deux mots

X =(x,Xp0nX,) ey =(y,Y ey, ) de F' que I’on notera d(x, y)est le nombre

d'indices i tel quex, = y,
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d(x,y) =card {i X, ;tyl.}.
Le poids d'un mots xde F,, noté w(x), est égale au nombre de ses composante non

nulles.

Exemple 2

d (00011,00100) =3 w (00011) =2
d (11200,22001)=4  w (11200)=3

Il faut remarquer que la distance de Hamming, est une vraie distance au sens métrique

Propriétes 1
Soit d la distance de Hamming .

Alors pour x .,y et z , éléments de F' ona:

1- d )ER+

2- dx,y) O x=y

(x,
(
(
4- d(

Définition 2
La distance minimale d d'un code C est définie par

d(C):min{d(x,y)/x,y eC et x :ty}.

un code C de longueurn, de cardinal A et de distance minimale d est appelé

code (n,M ,d ), les nombre, n, M et d sont les paramétres du code.

La distance de Hamming nous permet de définir la notion de boule et de volume sur

I’espace vectoriel ' .
L'ensemble
Sr(x):{y cF’ :d(x,y)ér}
est appelé la sphere de rayon » et de centre x(r est un réel positif).
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Et le volumeV, (x,r) de lasphére S, (x ) est le nombre d'éléments de S, (x )

4. Codes linéaires

Dans notre étude des codes contenues dans F", nous allons nous concentrer sur

les codes linéaires, c'est-a-dire ceux qui ont une structure d'espace vectoriels. Ce qui

permet d'utiliser les outils de I'algebre linéaire.

Définition 3
Un code linéaire de dimension k et de longueur n est un sous — espace vectoriel

de dimension k de F'.
Si la distance minimal de C est &, on ditque C estun code [n,k,d] (ou
simplement[n,k]), si ¢ =2, on dit que C est un code binaire.
Pour un code linéaireC. On retrouve la distance de Hamming par la formule
d(x,y):w(x—y).
Et la distance minimale du code C par :

d zmin{w (x)/x eCetx iO}.

Exemple 3
Soit C le code linéaire de taille (4,2)

C ={0000,1011,0101,1110}
d =min {w (x)/x eCetx ;tO}
=2.
Propriété 2
Si C est un code linéaire(n,k) sur F,, alors le nombre de mots de C estq".

Preuve:

Il suffit de remarquer que Cest isomorphe & F, en tant que F, - espace vectoriel.
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4.1. Encodage d’un Code linéaire
Etant donné qu'un code linéaire C(n,k) estun sous espace vectoriel de dimension
finie £, le code C(n,k)peut étre défini au moyen d’une matrice Ga k lignes et n

colonnes, appelée matrice génératrice, dont les lignes forment une base de ¢

4.1.1. Matrice génératrice
L"application linéaire / :F, — F" posséde une matrice que I’on notera G dans les bases

canoniques. Ici I’écriture G désigne la transposée de la matrice G qui posséde & lignes

et n colonnes, et tout mot de ¢ s’écrira sous la forme :
c= f(x) =xG
Ol ¢ =(cy,Cpp i ., )EF et x =(xp, X, .x, )eE" sont des vecteurs lignes.
Soit C un code linéaire, une matrice génératrice de ¢, est une matrice genératrice G est
donc de type kxn et derang k telle que :
C :{c el /3x eIFqk c :xG}.

Exemple 4

Soit {1100,0111,1010} une base d'un code linéaire C c F;
1100

doncG=|0 1 1 1
1010

et I'application associée est définie par :

0;  F, > F,
1100
(x,x,,x) > (%, x,,x,) |0 1 1 1
1 010

e (xl,xz,xS)=(xl+x3,xl+x2,x2 +x3,x2).

D’ou: C =Img, :{OOOO,llO0,0111,1010,1011, 0110,1101, 0001}.
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4.1.2. Matrice de controle
On peut aussi obtenir le code C, comme étant le noyau d'une application linéaire
dont les lignes de la matrice H associée forment une base de I'espace nul de la matriceG.
SiG estdetype kxn alors H est de type (n—k)xk derang H =n—k on obtient donc
I'application linéaire.
oy F —>IFq”’k
x — Hx'
et le code C est I'ensemble:

C =Kerp,, :{x el ¢, (x)=Hx' :0}.

Exemple 5
Pour obtenir le code C (exemple précédente) a partir de la matrice de contrle # on
calcul tout d'abord I'espace nul de G .

y eF; Alorsye l'espace nul de G ssi Gy' =0

1 0 0 = y,+vy, =20
Gy ' =0« 0 1 1 1 Y2 l_ g o Yy,+ys+y,=0
1 o0 1 o)l Y.+ y,=0
Y o4

Les solutions du systéme sont{0000,1110}.

Donc la base est {1110} et la matrice A =[1110]

Soit o, :F, > T,
X
(xl, Xy, X3, x4) - (1110) &
X3
X4

(% (xl,xz,xs,x4)=xl+x2 +x3
et par conséquent, on a

C=kerg, ={x eF} :x,+x,+x,=0} onaparexemple
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1111¢ C Carl+1+1#0, 0111C car 0+1+1=0.

4.2. Code dual

La contrainte de la linéarité sur le code donne naturellement naissance a la notion de
code dual d’un code linéaire. Puisque C est un espace vectoriel, on peut considérer
I’ensemble des formes qui s’annulent sur C. Cet ensemble est un espace vectoriel que

I’on appelle code dual deC.

Définition 4

Soit Cun[n,k,d]-code linéaire .Soit <> le produit scalaire euclidien
usuel : <c,v> = ZCI.VI.. Le code dual, note C*, est donc un code linéaire de la méme
i=1

longueur. Sa dimension est n—k .
c* :{v eF':VceC :<c,v>=0}.
Il découle directement des définitions que si 4 est une matrice génératrice de C*, elle

est communéement appelée matrice de contrdle du code C. De méme, une matrice

génératrice de C est une matrice de contrdle de C*.

Exemple 6
Soit le code € ={000,011,101,110} de longueur 3 sur F, le dual C* de C est

CL:{y eIFf,y =abc, Ve eC, <c,y>:0}
donc y =111 ou y =000 d'ou C ={111,000}.
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4.3. Codes systématiques

A chaque motx = (x;, X, x, ) du message on adjoint n—k symboles
Cpagreereeeeensenenens ¢, dépendant linéairement des x, pour obtenir le mot de code ¢ =/ (x ).

Les symbolesc, sont appelés bits de controle et

ou (1, /4) désigne lamatrice kxn obtenue en écrivant cote a cote la matrice identité
I, detaille £ et une matrice quelconque 4.
Définition 5
Un code C sera dit systématique s'il possede une matrice génératrice de la forme
G=(I,14).

Dans ce cas
I t
ceC si, etseulement si c =xG =x (I, /4)et (-‘A/Ink)Lt;] x=-"A'x+'4A'x =0

C estinclus dans ker # ot H =(-'All, ).

Comme Hest de rang »n -k, les sous — espaces C et ker H ont méme dimension k& et
donc C =kerH.

La matrice H = (—fA 1, ) est par conséquent une matrice de controle de C.

Exemple 7

L'application £ (x,, x,,x,) = (%, X,, x5, %, +x, + x, ) définit un code systématique C de

type (4,3) sur F, I'écriture.

o - O

1 011
(01,62,63,64)2()(71,)(72,)(3) 0 01]1].
0 1'1

Met en évidence une matrice génératrice de C d'ou I'on peut déduire de contréle

H=(112).
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5. Codes lineaires cycliques

Dans la famille des codes linéaires, il existe une classe trés importante, celle des
codes en blocs linéaires et cyclique, dans un code cyclique toute opération de decalage
cycligue appliquée a un mot de code fournit un autre mot de code.
La représentation vectorielle et matricielle des codes linéaires est remplacée par une
représentation polynomial, I'effet de décaler un mot de code d'une case revient a
multiplier le polyndéme par lI'indeterminée x et prendre le reste modulo x” -1.

Ainsi, il suffit d'additionner ou de multiplier des polynémes en restant dans

I'anneau quotient modulox " -1, i, e I’anneau 5 [% " 1)-
x —

Définition 6

Un code linéaire C de longueur n est cyclique s'il vérifie la propriété suivante:
Rappelons que F, [x | et 5, [% (x )) sont des anneaux principaux, de plus, nous savons
qu'il y a un isomorphisme entre v, (IFq) et I'anneau des polynéme de degré inférieur a »
sur F, notéF; [x];]Fq [% () ou f(x) est un polynéme de degré ». Cet

isomorphisme nous permet de considérer indifféremment un mot de C comme un vecteur

de ¥, (F,) ou comme un polyndme de F/[x ] de la fagons suivante :

Lorsque /(x)= x" -1, on notera K, [)% 1) par R, .
"

La représentation polynomial de ¢ =c;.......c, , est le polynéme

c(x)=co+ex +on +e, X
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Exemple 8
1) le code linéaire

C ={000,011,101,110}
est un code cyclique puisque0lle C =101 C ,10leC=110cC etll0e C=011leC.
La représentation polynomiale de 011 est x +x°.
2) Le code linéaire C ={01010,10101,11111,00000} n'est pas cyclique. Par exemple, en
décalant 01010 de 1 vers la droite, on obtient 00101 qui n'est pas un mot code.
La représentation polynomial d'un code C est I'ensemble des représentations
polynomiales de ses mots.
Effectuer un décalage sur un mot revient a multiplier par x sa représentation polynomial,
modulo x " —1. Donc C est cyclique si et seulement si pour tout mot ¢ de

C, xc(x )calculé modulo x " -1 est la représentation polynomiale d'un mot de C. En

pratique, on confond les mots du code et leur représentation polynomiale.

Exemple

Le code C={000,011,101,110} correspond aux polynémes 0, x +x? 1+x? 1+x pris

modulox ®—1. Sa représentation polynomiale est donc

C :{0,1+x VX +x2,1+x2}.

Théoreme 1

Une partie C c R, est un code cyclique si et seulement si elle satisfait :
1) a(x ),b (x)eC :>a(x )+b(x)eC.

2) a(x)eC et r(x)eRn :r(x)a(x)eC.

Preuve :

On suppose que C est un code cyclique dans R, donc C est linéaire par
consequent (1) est verifie.

Supposons maintenant que a(x)eC et
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F(x)=r+nx +oe, rox"t eR
Puisque la multiplication par xcorrespond a un cyclique, ona: x a(x)eC etalors
x(xa(x))=x"a(x)eC et r(x)a(x)=r,+nrxa(x)+....7_x""a(x) est également dans C,
ainsi chaque sommant est dans C, (2) et donc vérifié.
Supposons maintenant (1) et (2)sont vérifiés, soit »(x)un scalaire cette condition
implique que C est linéaire prenons r(x)=x dans (2)ce qui montre que C est cyclique.
Rappelons aussi que
(/ () ={r)f (x)/r(x)er, }-
L'idéal engendre part f (x).

Théoreme 2

Pour tout f(x)eR,l'ensemble ( f (x))est un code cyclique dit engendré par f(x).
Preuve :
s a(x)f (x)e(f (x))erb(x)f (x)e(f (x))
alors a(x)f (x)+ (x)7 (v)=(a(x)+b (x)) (x)<( ()
2) Si a(x) f(x)e(f(x)) etr(x)eR,
alors r(x) (a(x) / (x)) =(-(x)a(0) /(1) e (+)).

Exemple 9

Soit le code € =(1+x") dans F, [x]

(x*-1)
L'éléments de C sont 0,1+ x,1+ x%, x + x°

donc :C ={000,110,101,011}.
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Théoreme 3

Soit Cun code cyclique dans R,
1- il existe un polynéme unique (unitaire) g(x) de degré minimal dans C.
2- C= ( g(x ))

3- g(x) est facteur dex" -1.

Preuve:

1) supposons g(x)et A (x) deux polyndmes unitaire de degré minimales alors
g (x), h(x)eC etayant un degré minimal ceci conduit a une contradiction.
Si g(x)= h(x)ainsi g(x)i(x) estdans C et de degré inférieur a d°g(x).
2) Supposons a(x )eC, par l'algorithme de division par g(x), a(x)=g(x)g(x)+r(x)
ol d°r(x)<d’g(x) maisr(x)=a(x)-g(x)g(x)eC en utilisant des propriétés du code
cyclique données au théoréme (1) grace a la minimalité de d°g(x). On doit avoir
r(x)=0 etainsi a(x)e (g(x)).
3) En appliquant lI'algorithme de division :
x"-1=q(x)g(x)+r(x) ol d'r(x)< d’g(x)
mais r(x)=—q(x)g(x)(modx"~1) etainsi (x) e (g(x))
Pour la minimalité de degré de g(x), on doit avoir (x)=0, ce qui implique g(x) estun

facteurde x” -1.
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Théoréme 4
SoitC code un cyclique de polynéme générateur g(x)= g, + gx+ g,x° +......... g.x avec
d’g (x ) =r.
Alors, dimC =k =n —r et sa matrice génératrice est :

[T 9,0000 .............. 0] [gk)

(0] PO 9,0000.....0 x(g(x)

G = =

1000 i, 00y O covvveveenene g | _xk_l(g (x ))_
Preuve :

Les n—r lignes de la matrice G sont nécessairement linéairement indépendantes.

Ces n—r lignes représentent les mots du code.
g(x),xg(x),ng(x), ................. x”_’_lg(x).
Il reste & montrer que chaque mot de code dans Cs'exprime a l'aide de ceux-ci.

Le théoréme (3) montre que sia(x) est un mot de code ona a(x)=q(x)g(x), pour
un polyndme ¢(x) et que ceci est une égalité de polyndme dans F, [x |, qui ne requiert
aucune réduction modulo x" -1 ainsi d“a(x )<n il s'ensuitque d°g(x)<n—r

d'ou : q(x)g(x)=(g+qx+.ng, , X" ) g (x)

:qog (-x )+qlxg (.x )+ ........ +qﬂ—r—1x n—r—lg (x ).

Laquelle est la combinaison linéaire désirée.

Exemple 10

Le code de Hamming de parametre(7,4,3)et de polynéme générateur g(x)=1+x+x’

admet pour matrice génératrice :
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1101000

G 0110100

0011010
00011001

Exemple 11

Le code de paramétre (4,1,4) sur F, et de polyndme générateur g(x) = x> +2x" +x+2

admet pour matrice génératrice :

G=[2121].

Les mots du code sont les combinaisons linéaires des lignes de la matrice G .

Soit g(x)le polyndme générateur de degré - d'un code linéaire cyclique de parameétre

[n,n—r]. Aussi, nous savons que x" —1=g(x)A(x) ou #(x)est un polynéme de degré

n—r le polyndbme £ (x) est appelé le polyndme de contrble du code ayant comme

générateur g (x ).

Le théoréme suivant montre comment a laide de /(x) nous pouvons obtenir la matrice de

controle.

Théoreme 5

Soit h(x) le polynéme de contréle d'un code linéaire cyclique C dansR,.

1- le code C peut étre représenté par :

C ={p(x)eRn/p(x)h(x):0}.

2-soit h(x)=hy+hx+..... h, x"" alors une matrice de contréle du code C est
donnée par :
(B oo h, 0000000]
07, oo h,000000
H={00h, oo h,0000
10000 B, ) e hy |

31



Chapitre 11 Codes correcteurs d'erreurs

Exemple 12
Considérons le code binaire C(7,4)généré par g(x)=x’+x+1sa matrice génératrice est
composée a partir du polyndme générateur
g(x) =g+ gX+g,x +.. +g,.x" est
& & & & 0 0 0
0 g & & & 0 0

0 0 g g g g O
0 0 0 g & & &

G=

1101000
0110100
G=
0011010
0001101

Calculer la matrice de contrdle a partir de la matrice génératrice n’est pas en général

aisé, par contre, on peut facilement trouver le polynéme de contréle 4 (x ), qui est

tel que:
h(x).g(x) =0
et donc h(x) =£
XHx+1

=x*+x°+x+1

et la matrice de contrdle correspondant est

h, hy, h, h hy 0 O
H=|0 h, hy h, h hy, O
0 0 h, h, h, h h
1011100
=01 01110
0010111

Pour encoder 0111 en utilisant le produit polynomial, on doit multiplier le polyndéme
m(x)=x"+x’+x correspondant par g(x)=x"+x+1.
On obtient
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_ (.3 2 3
c(x)—m(x)g(x)—(x +Xx +x)(x +x+1)

=x°+x°+X

_ 6 5 4 3 2

=CeX HCX T HC, X e H0x T +ex +ey.

Qui correspondant au mot code ¢ c,c,c.c,c.cs = 0100011,
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Chapitre 111

Décodage des codes linéaires

1. Introduction

Dans ce chapitre on va présenter les définitions et les principes de détection et
correction d'erreurs, ensuite on va présenter deux méthodes de décodage, décodage par
tableau standard et décodage par syndrome, tout en donnant des exemples pour chaque
méthode.
Décoder dans un code C désigne I'action d'associer un mot du code a un mot de I'espace
vectoriel, on cherche le plus souvent a décoder en associant a un mot le mot de code du
quel il est le plus proche.

Supposons que le code C est binaire. Soit X =X.....c..c........ x. le mot du code transmis
ety =V . y, le mot recu. on définit le vecteur erreur e par:
=Y —X =€p......4 e,.

Avec e =1 silei®™ symbole est faux et e, =0 si le i*™ symbole est correct.

En général, on suppose que le canal est symétrique et sans mémoire (les bits sont

indépendants) c.a.d une probabilité p de recevoir un symbole erroné et 1-p de la

recevoir correctement (généralement il faut que p <1/2)

1-P

v

ol
p(0/0)=p(y1)=1-p
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et
P(0/)=p(Y0)=p
avec p(y,/x; )désigne la probabilité de recevoir y, sachant que le symbole x, qui a été
transmit .
La probabilité de chaque mot de longueur n transmis sans erreur est (1- p)n puisque

chaque symbole a la probabilité 1— p et donc
p(y/y)=@2-p)A=p)-n(l=p)=(1-p)".
La probabilité que le vecteur recu a une erreur est p(1- p)”‘l et la probabilité que le

vecteur recu a ierreur est

n—i

p'(1-p)
Puisque p <1/2 un vecteur est regu avec aucune erreur est plus probable g'un vecteur

contenant des erreurs.

Un vecteur recu avec une erreur est plus probable qu'un autre avec deux ...... etc.

Exemple 1

Considérons le code binaire de répétition de longueur 3, C ={000,111}.

Supposons le mot code 000 est transmit, les mots qui seront de F; décodé par 000 sont
000,100,010, et 001.

Donc la probabilité que les vecteurs regus sont décodés par le mot code 000 est

(1—p)3+3p(1—p)2.

2. Détection et correction d'erreurs

On suppose avoir regu un message qui n’est pas un mot du code. Il est clair qu’il y a eu
une erreur au cours de la transmission et nous avons détecté la présence d’une

(ou de plusieurs) erreurs. Si aucune erreur n’a été détecté, on a soit regu un mot du code,
soit regu un mot qui comportait trop d’erreurs.

Le but de codage est évidemment la détection et surtout la correction d'erreurs. 1l nous

faut cependant définir ce que I'on entend par détection et correction d'erreurs dans le
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cadre de la théorie de codage. Pour ce faire, nous utiliserons les définitions de distance de

Hamming et de distance minimale.

Soit x ey un mot de code expédie dans le canal et y <F; le message recu.

Définition 1

On appelle vecteur erreur

et le nombre d'erreurs N, =d (x,y).

Exemple 2
Soit C le code de répétition: C ={000,111} dans F;

Soit : x=000 mot de code transmit et y =101 le vecteur recgu.

Alors e=101 et N, =d (000,101)=2.

Théoreme 1

Le code (n,M,d)détecte tout message faux, tant que le nombre d’erreur N, vérifie
O0<N, <d.

Preuve :

Soit x le mot de code transmis ety le mot regu, si d (x,y )=N, <d, donc le message y
ne peut étre un mot de code et par suite on peut affirmer qu’il y’a au mois N, erreurs

commises. Si le message y est un mot de code, on ne peut pas affirmer que c’est le mot

code qui a été envoyé, ou bien y = xet dans ce cas N, >d.

En réesumé, le code peut déetecter toutes les erreurs si 0<N, <d.

Exemple 3
Dans I’espace vectoriel F;, on considere le code {000,110,101,011} de distance minimale

d =2. Si le mot de code envoyé est x =101et on recoit le message y =111qui n’est pas un
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mot de code, le récepteur peut constater selon le code C qu’au moins une erreur a été

commise. par contre, si le récepteur recoit y =000 qui un mot de code (dans ce cas le mot
code envoyé x est changeé a travers le canal en un autre mot de code y), le récepteur
consideére que y est le bon mot de code qui a été envoye, dans ce cas le nombre
d’erreurs N, =d (101,000)=2>2-1=1. En résumé ce code ne peut détecter qu’une

seule erreur.

2.1. Erreurs de transmission

Quand I’expéditeur envoie un mot binaire x de longueur n, le destinataire regoit un mot
binaire y, et bien évidemment tout va pour le mieux si y =x.

Nous supposons toujours que yetx on la méme longueur, autrement dit que les bits
peuvent s’altérer mais pas se perdre.

Un dispositif permettant de transmettre des bits s’appelle un canal binaire.

Tout canal binaire comporte un risque d’erreur, et le rapport :

nombrede bits faux
nombrede bits transmis

donne une estimation de ce risque. Si I’on assimile 1’expédition d’un bit a un phénomeéne
aléatoire comportant deux issues :<<le bit est bien transmis>>, <<le bit est mal

transmis>>, ce rapport est a peu preés égal a p, on I’appelle la probabilité d’erreur du

canal.

Evidemment q=1- p est la probabilité que le bit soit bien transmis, sauf pour un canal

trés mauvais, p est tres petit, et qgest tres voisin del.
Exemple 4

Si p =0,001, etsil’on transmet un bit toutes les microsecondes, au bout d'une minute il

y'aura environ 60000 bits mal transmis.
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Si la transmission de chaque bit est indépendante des autres, on résume cette propriété en

disant que le canal est sans mémoire.

Théoréme 2
Lorsqu’on transmet des mots binaires de longueurn sur un canal sans mémoire dont

la probabilité d’erreur estp :

1) la probabilité que le vecteur d’erreur soit eest : p"©g"™©

2) la probabilité que le nombre d’erreur soit kest :Cp“q" ™.

3) si l’on envoie le message ¢ la probabilité qu’on regoive le message y est égal

é . pd(c,y)qn—d(c,y)

Exemple 5
Si on a emie le signal 11010 et on a regu 10011, les mots différent en deux positions .

En prenant p=0,1 la probabilité de recevoir un mot pour lequel 2 bits ont été altérés est

5 3 2
5 0,9°.0,1° =10.0,0073=0,073

5
et un mot avec une seule erreur est de (JO, 9*0,1=5.0,06=0,3.

On voit que, pour ce canal, il est probable de recevoir un mot avec une seule erreur de

transmission qu’un mot avec deux erreurs de transmission.
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Exemple 6

On expédie ¢ =0110, le tableau ci-dessous montre la probabilité de recevoir un autre mot

de longueur 4 et il précise la valeur de cette probabilité quand p =0,001. par exemple

I’événement :<<faire 2erreurs >>comprend 6 issues :0000,0011,0101,1010,1100,1111 sa

probabilité est donc 6p°g®°.

Mot recu d Probabilité et valeur si
p=0,001
0000 2 p’g®>  0,0000000....
0001 3 p’q®  0,0000000000......
0010 1 p'q®  0,0000...........
0011 2 p’g®>  0,0000000....
0100 1 p'g®  0,0000...........
0101 2 p’g®>  0,0000000....
0110 0 p°q* 0,9......
0111 1 p'g®  0,0000...........
1000 3 pgqt  0,0000000009......
1001 4 p‘q® 0,000000000001.....
1010 2 p’g®>  0,0000000....
1011 3 p’q"  0,0000000009......
1100 2 p’q?>  0,0000009....
1101 3 p’q"  0,0000000009......
1110 1 p'q®  0,0000...........
1111 2 p?q>  0,0000000....
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Puisque p est beaucoup plus petit que q les formules du théoréme (2) montre que la
probabilité qu’un mot se substitue a un autre pendant la transmission diminue trés vite
quand la distance qui les sépare est augmente ; dit autrement dit t, plus le poids du
vecteur d’erreur augmente, moins il est probable.

Cette constatation pourrait nous amener a supposer que le vecteur d’erreur est 1’élément
le plus faible poids, ce qui nous conduirait a remplacer chaque mot recu par le mot de

code vraisemblable le plus proche.

Théoréeme 3

Un code linéaire C de distance minimum d peut détecter jusqu'a d —1 erreurs et

o {d —1}
en corriger jusqu'a | == |

Preuve :

Supposons qu'on ait transmis le mot u e C et que I'on regoive le vecteur v=u-+e
e étant le vecteur d'erreur (dont les composantes non nulles représentent les erreurs de
transmission).

Si w(e) > ddanscecasil sepeutque ecC. Sie€ C

Alors u+e eCcar C est un espace vectoriel.

L'erreur ne sera donc pas détectee.

Considérons les sphéres de rayon t = {%} centrées sur les mots de code, par définition

de d elles sont disjointes.

Si w(e)<t alors v est dans la sphere centrée sur le mot du code u, on peut donc décoder
v par u, les erreurs sont corrigées.
Siw(e)>t alors v peut étre dans une autre sphére centrée sur un mot de code différent

de celui émis. Le décodage peut donc fournir un mauvais résultat.
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e Ladistance minimale d d'un code C permet d'obtenir le nombre maximum
d'erreurs que le code peut corriger.

Si le message ¢ =(Cp.omrrrrrrirnnee. c,) aétéenvoyé avec moins de t erreurs de
transmission, le message obtenu x=(x,,X,,.....x,) Vérifie d(x,c)<t.

Ainsi I'on peut retrouver c¢ a partir de xsi, et seulement si, il existe un unique mot de

code situé a une distance de x inférieur ou égale & t, cela revient a dire que les

Boules fermées de rayon t centrées sur les éléments du code C soient disjointes.

Définition 2

Un code qui corrige jusqu'a t erreurs est appelé un code t— correcteur.

Exemple 7

Sid(C)=3le code corrige 1 erreur et détecte 2 erreurs. Généralement on a

d(C) Le nombre d'erreurs Le nombre d'erreurs
détecte par C Corrige par C
1 0 0
2 1 0
3 2 1
4 3 1
5 4 2
6 5 2
7 6 3
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Théoreme 4

Si le code C(n,k,d) est t— correcteur les paramétres n,k,d satisfont I'inégalité.
qk(1+(q—1)(2]+ ...... +(q—1)t(:]]sq”.

Définition 3
Un code linéaire C(n,k,d), t— correcteur, est dit parfait si I'égalité est satisfaite

dans le théoreme précédent.

On s'intéresse maintenant naturellement au décodage. Il est a noté que I'opération de

décodage n'est pas l'application inverse du codage.

3. Théorie algébrique du décodage

Dans toute cette section on considere un code linéaire C(n,k,d) sur F,

3.1. position du probleme
Etant donne

e (ue xeC estle" message transmis’’

e que x est perturb¢ dans un canal bruité par I’erreur e e

e (uey=x+e “message re¢u’’ est le seul mot auquel le décodeur a acces,

le probléme du décodage est de retrouver x a partir dey.

3.2. Décodage par tableau standard

Soit C un code linéaire de dimension k et de longueur nsur F, on définit sur
I'espace vectoriel F' la relation R par:

vx,y € F':xRy &x -y eC.
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Proposition 1
La relation R est une relation d'équivalence, le code C est la classe

d'équivalence de 0.
Démonstration :

o Reflexivité : pour tout x eFF; ona x—x=0eC car le code est linéaire : donc
XRX.
e Symétrie : sixRy , alors par définition x—yeC etona y-xeC carC est
linéaire donc. yRx.
e Transitivité : si xRy et yRz alors par définition(x—y)eC et (y—z)eC
Ona x—-z=(x-y)+(y—z) :comme le code Cest linéaire et que (x—y) et
(y—z) sont des mots du code, x—z est un mot du code xRz:
On note la classe d'équivalence d'un mot a par la relationR.
a={atc/ce C}.

En fin, il est clair que la classe de Oest C : en effet
cRO<=c-0€eC.

Proposition 2
Le cardinal de chaque classe d'équivalence d'un code linéaire C(n,k) sur F,est

k

q°.
Preuve:
- o C— atC
On considere l'application : @: -
CHa+c¢c

®est une bijection de C dans a+C.

Onadonc [C|=|a+C|=q".
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Proposition 3

Pour un code linéaire C(n,k) surF, il existeq"* classes d'équivalences
constituant une partition de I'espace vectoriel IF;' .
L'ensemble quotient est IFq”/R =F /C :{a +C/a eIFq”} et chaque classe contient g*

eléments d'ou la partition de ' .

F' =C u(a(1)+C)u(a(z) +C)u ........... u(a“)+C).
F" n
Avec : t :ﬁ—lzg—k—lzq”k 1

Chacune des classes de cette relation d'équivalence est appelée “classe latérale ou
translate ".

Le code C est la classe de I'élément de IE;”.

3.2.1. Recherche du vecteur d'erreur

Soit x un mot de code transmit et y < IF;' I'tlément recu, y doit étre dans I'une des

classe disanta"” +C . Le vecteur erreur e =y —x ea’’ +C —x =a') +C,

(car C estun code linéaireC—x=C ) et par conséquent I'erreur commise est dans la
classe de y=a") +C.
L'erreur minimale est obtenue en prenant I'élément a de poids minimale qu'on appelle
chef de classe on décode y par le mot de code x=y—a. On fait remarquer
que si a est le chef de classe de a')+C, ona a+C =a'") +C. Cette régle de décodage

conduit a construire le tableau standard (table de Slepain) .
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3.2.2. Construction du tableau standard

Un tableau standard pour le code linéaire C(n,k) sur F, contient tous les mots de

F,. Sur chaque ligne sont rangés tous les éléments d'une méme classe d’équivalence.

On procéde de la fagon suivante :

Soient : a;,a,, i, a,, les chefs de classe.

e premiére ligne : on liste les mots de C, en commencant par 0.

e Deuxieme ligne : on choisit un mot, «, de poids minimum, qui n'est pas déja
dans le tableau (on obtient «, en parcourant tous les mots de poids 1,2,3........)
on remplit alors le ligne en inscrivant o, + C dans la colonne ayant au sommet
le mot du codeC.

e Troisiéme ligne : on choisit un mot «,, de poids minimum qui n'est pas déja
dans le tableau, on remplit alors la ligne en inscrivanta, + C  dans la colonne

ayant au sommet le mot du codeC .
e On construire de la méme fagon jusqu'a ce que tous les mots du code soient

inscrits et que des g"™* lignes soient remplies

G =0 C,i classe des mots de code.
o+ Oy FCy i, o, +ch \
a,+c (7 o 6 o, +C

>autres classes

o +c t O +Cy vvvnnnnnnn O +C /
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Exemple 8

_ L . o 1011
Soit C le code linéaire binaire de taille (4,2) de matrice génératrice G {0 10 J,

C'est-a-dire le code C ={0000,1011,0101,1110}.

Construction du tableau standard :

0000 1011 0101 1110
1000 0011 1101 0110
0100 1111 0001 1010
0010 1001 0111 1100

Observons que la classe latérale 0001+C est identique a la classe
latérale 0100+C puisque 0001 0100+C.

Remarque 1
Le tableau standard n'est pas unique, en particulier, si dans une classe
d'équivalence le mot de plus petit poids n'est pas unique le choix de celui qui est en téte

de ligne dans le tableau aura une influence sur le décodage.

3.2.3. Utilisation du tableau standard
Meéthode

Soit y le mot recu, on cherche sa position dans le tableau puis on le corrige par le

mot x situé en haut de la méme colonne.

Cela revient a ajouter a y le vecteur d'erreur e situé en téte de sa ligne.
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Exemple 9

Soit C le code linéaire binaire de taille (4,2)
C = {0000,101 1,0101,11 10}.

On obtient le tableau standard suivant :

0000 1011 0101 1110
1000 0011 1101 0110
0100 1111 0001 1010
0010 1001 0111 1100

Si on suppose avoir recu le message 1111. on vérifie facilement que ce n'est pas un mot

du code. Pour savoir de quel mot de code il provient, On cherche sa position dans le
tableau standard et on lit le mot du code qui lui correspond sur la premiere ligne. Ainsi,

le message transmis était 1011avec 0100 comme vecteur d'erreur.

Remarque 2

Le code de cet exemple peut corriger une erreur si celle —ci se rencontre sur une de
trois premiere position du mot mais pas dans la quatrieme. Par exemple, si le message
0101 et altéré en 0001. On le décode convenablement. En revanche, le méme message
altéré sur sa derniere position donne 0100 qui est décode improprement 0000. On

retrouve ainsi le fait que, commed (C)=2, C n'est pas un code correcteur, mais

seulement detecteur d'une erreur.

Exemple 10

Soit le code linéaire C (5,2)

C ={00000,10110,01011,11101}.
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. L 10110
Sa matrice generatrice est G =
01011

On a donc pour ce code 2° =8 classes d'équivalence différentes, C 'étant 1—correcteur,
on peut prendre comme représentant des 6 premiers classes le vecteur nul (pour le code
lui-méme) et les 5 vecteurs de poids 1 de F; pour les deux derniers classes, on pourra
prendre comme représentant de poids minimum un vecteur de poids 2 ne figurant pas

dans les clases déja remplies on a donc en effectuant cette construction :

00000 |10110 01011 11101
10000 | 00110 11011 01101
01000 |11110 00011 10101
00100 | 10010 01111 11001
00010 | 10100 01001 11111
00001 | 10111 01010 11100
11000 01110 | 10011 00101
10001 | 00111 11010 01100

Supposons maintenant que lors de la transmissions du mot du code v =10110 il arrive
une erreur par exemple, au niveau du cinquieme bit, on recevra alors le mot v’ =10111 on
cherche alors v’ dans le tableau et on le décode par le mot situé sur la premiere ligne de sa

colonne & savoir (10110). Le décodage est correct (on décode bien v’ par v ).

3.2.4. Mesure probabiliste de I'efficacité de la méthode si le code est binaire
Soit x un message envoyé, la probabilité que le message recu soit un mot donné

y dépend uniquement du vecteur d'erreur.

e =x —Yy, quiindique quelles erreurs de transmission doivent se produire

p (Message regu =y)= p (Vecteur d’erreur=e)
_ pw(e) (l— p)rHN(E) ]

48



Chapitre. 111 Décodage des codes linéaires

Exemple 11

Si le mot envoyé est 1101, la probabilité que le mot recu soit 0111 est

p(message recu =0111) = p(vecteur =1010)
p (lerbit erroné )x p (Zéme bit correct)x p (Séme bit erroné )x p (4ém bit correct ) =p*(1-p).

Soit xle mot du code envoyé, le mot recu y est corrigé en xsi x et ysont dans la

méme colonne.

Par construction du tableau standard, x ety sont dans la méme colonne si seulement si
x—Yy est dans la premiére colonne.

La correction fonctionne donc quand le vecteur erreur est dans la premiére colonne.

Proposition 4

On note «, les mots de la 1* colonne du tableau standard, x le mot du code

envoyé, y le message regu et e=x—y le vecteur d'erreur, alors :
2n—k
p(y corrigéen x )= Z pe=0;)
i=0
zn—k

— Z pw(ai) (1_ p)rHN(al)
i=0

Exemple 12

On reprend le tableau standard construit précédemment :

0000 1011 0101 1110
1000 0011 1101 0110
0100 1111 0001 1010
0010 1001 0111 1100

49



Chapitre. 111 Décodage des codes linéaires

La probabilité que le décodage soit correct est :
p (e =0000)+ p (e =1000)+ p (e =0100)+ p (e =0010)=(1- p)4 +3p(1- p)3.
Par exemple avec p =107, la probabilité que le décodage soit correct est

environ 0,9999.

3.2.5. Inconvénients de la méthode
La méthode de correction par le tableau standard présente plusieurs inconvénients.
e Le tableau est long a construire.
e Des que la taille des blocs est relativement importante (n>30 environ), le
tableau devient beaucoup trop gros pour étre utilisable.
e Larecherche du message recu dans le tableau est lente.

On va voir une deuxiéme méthode de correction du message.

3.3. Le décodage par syndrome

Soit C un code linéaire t- correcteur de matrice de contréle H .

La linéarité des codes assure un décodage aisé, si un message x est recu alors la
détection d'erreur est réalisée par la matrice de control H. En effet, les altérations
détectables ont eu lieu si et seulement si Hx' est différent du vecteur nul. Si le

nombre d’erreurs présentes dans le message est inférieur a t, le nombre d'altérations
assurément détectable, alors Hx' posséde un unique antécédent e dans la boule fermé de
centre le vecteur nul et de rayon t. Le message corrigé est x—e le vecteur Hx' est

appelé syndrome. Dans le cas ou le nombre d'erreurs est supérieur a t il existe plusieurs
antécédents de poids minimal et les altérations ne sont plus assurément corrigibles.

Définissons Tout d'abord I'application syndrome.
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Définition 4
On considére un code linéaire C(n,k) de matrice de controle H, I'application
syndrdome est définie par
n n—k
F, —F

S:
X > Hx'

ot S(x) est appelé syndrome du vecteurx.

Les propriétés du syndréme sont les suivantes.

Lemme 1
C est t—correcteur
Soit y eI}

1- yeC<S(y)=0.

2- Siy =c+e, ol ceC estle mot émis et e I'erreur, alors S(y)=S(e).

3- yuy,eF siw(y)<tetw(y,)<t, alorsS(y,)=S(y,)=Yy,=Y,

Preuve :
1- par définition de S.
2- S étant linéaire, S(y)=S(c+e)=S(c)+S(e).
3-Si w(y,)<t etw(y,)<t, alorsw (y,—-y,)<2t<d.
De plusS(y,)=S(y,) =S(y,—Y,)=0=y,-V, eC.

Alorsy, -y, €C, w(y,—Y,)<t impliqué y,—y,=0.
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3.3.1. Méthode de décodage

Soit C(n,k) un code linéaire t—correcteur de matrice de controleH. Voici une
methode pour décoder tout mot recu y €, pourvu que y soit affecté d'au plus terreurs :
y =c+e, avec ceC etw (e, )<t.

On considere toutes les erreurs éventuelles, c'est-a-dire tous les e e} tel que
w (e)<t. Pour chaque e €F; tel que w (e)<t, on calcul S (e). D'apres l'assertion3 du
lemme (1), si es=e’ alors S(e)=S (e’). On fait une table contenant ces informations.

Soit y =c+e, €F] unmot recu. On calcule s =S (y). Onsaitque s =S (e, ).
[i] si s figure dans la table, associée a e,, endécode y par y-e,

[ii] si non, on peut dire que y est affecté de plus de t erreurs et on ne peut pas décoder.

Cette méthode de décodage est efficace mais colteuse. Remarquons d'autre part que,

méme dans le cas [i] on fera une erreur de décodage si, en fait, y est affecté de plus de t

erreurs.
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Exemple 13
i o . C 1 0110
Soit C (5,2) le code linéaire sur F, de matrice génératrice
01011
1 0100
i.e C ={00000,10110,01011,11101} la matrice de contrélede C estH =|1 1 0 1 0
01001

syndrome z Chef de classe f(z)
000 00000

110 10000

011 010000

100 00100

010 00010

001 00001

On calcule les syndromes S(e) des chefs de clase de e par H'e :

S (00000)=000 S (10000)=110 S (01000 )=011
$(00100)=100 S (00010)=010 S (00001 )=001

On construit la table des syndromes :

Si on suppose avoir recu le message y =11111.0On calcule le syndréme

=(010 ).

s

On en déduit que le mot de code est y —f (010)=11111-00010=11101¢et que le vecteur

d’erreur était 00010.
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3.3.2. Inconvénients de la méthode
La méthode de décodage par syndréme présente plusieurs inconvénients:
1. Le tableau est long a construire.
2. Cette méthode est toute fois limitée car, pour de trés grands codes, il devient
impossible de trouver les leaders de classe.

Un code binaire de longueur 50 et de dimension 20 posséde prés de10° classes.
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Chapitre IV

Décodage des codes linéaires cycliques

1. Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse au probléme du décodage des codes
cycligues. On va présenter deux méthodes de décodage des codes cycliques (la
méthode de Meggitt, la méthode de décodage par piégeage d’erreur), et on terminera

par I’étude de la méthode de Meggitt au cas non binaire.

Comme un code cyclique C(n,k,d) sur un corps fini E n’est qu’un code linéaire,

donc nous pouvons utiliser la méme procédure de décodage que celle utilisée pour les
codes linéaires a savoir la méthode du syndrome.

Ainsi si c(x)eC est le mot envoyé et que y(x) est regu, e(x) = y(x)—c(x) est le

polyndme erreur. Nous définirons le poids d'un polynéme comme le nombre de
coefficients différents de zéro.

Rappelons aussi que si t est la capacité de correction de C et si

z (X)qu [%n _1)on dira que «z(x)est le mot recu dont I’erreur est e(x) ». Si

w (e(x))<t ets'il existe c(x)eC tel que:

z(x)=c(x)+e(x)
(c’estadire, z(x) provient d’un mot de C entaché d’un nombre d’erreur au plus égal
at)

Il nous reste maintenant a voir ce que I'on entend par le syndrome d'un polynéme.
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2. Syndréme d'un polynéme

Définition 1
Soit C un code cyclique de polynéme générateur g (x ).

On appelle syndréme polynomial (ou plus simplement syndréme) d'un mot

z(x) e H [% ) le reste de la division de z(x) parg(x) dans F,[x],onle

noteS(z(x)).

o llestclairque z(x)e C = S(z(x))=0

etque S(z(x)) =s(z'(x)) ez (x)-z'(x)eC.

Ainsi cette définition de syndrome est équivalente a celle, présentée pour les

codes linéaires.

Propriété 1

Soit un motz(x) e & [X]( 1) alors z(x)eCsi et seulement si g(x) divise

z(x) dans F,[x].

Exemple 1

Soit C un code cyclique (7,4)sur F, de polyndme générateur
g(x)=x>+x+1,
Soitle motreguy (x )=x°+x*+x?, le syndrome du mot regu est le reste de la
division euclidienne de y(x) par g(x)
X X=X HX + D)L+ EX +D) 14X

Donc S (y (x))=1+x".
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Le décodage des codes cycliques s’effectue généralement en 3 étapes:
= Calcul du syndréme.

= Association du syndréme a I’erreur correspondante grace a une table.
= Ajout de I’erreur au mot regu.

Passons maintenant a un exemple permettant d’illustrer tout ce qui précede.

Exemple 2
Soit C un code cyclique (7,4,3) sur F, de polyndme générateur
g(x)=x°+x +1.

Le code C corrige seulement une erreur, donc on a le tableau de syndrémes suivant :

Représentants de classes syndrome
1 1
X X
XZ XZ
X3 X+1
x* X% + X
x5 X2 +x +1
X x* +1

Supposons alors que ayant transmis ¢ (x ) =x +x*+x°+x°, nous ayons regu

y (x)=x+x*+x°, calculons son syndrome

or X°+x%+x =(x>+x)(X*+x +1)+x°.

Donc S (y (x))=x?

Le représentant de la classe de x* étant x ?, on décode y(x)de la facon suivante
c(X)=y(x)=x"=x +x2+x°>+x°.

Qui est bien le mot qui avait été envoye.
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Tel que nous I’avion mentionné avec les codes linéaires, un tel principe de décodage
nécessite la tenue d’une table de représentant de classe qui peut devenir trés longue.
Ainsi nous sommes en droit de nous demander si une méthode de décodage tirant
profit de la structure cyclique de code n’aurait pas pour effet d’améliorer le déecodage.
La réponse évidement est oui.
En effet il y a deux méthodes de décodage:

-la méthode de décodage de Meggitt.

-la méthode de décodage par piégeage d'erreur.

Pour une description détaillée voir [13]; [9]; [15].

3. Décodage de Meggitt

Supposons C(n,k,d) un code cyclique sur F, de polynéme générateur g (x ), C
corrigera t =[43] erreurs. Supposons que c¢(x)eC est transmis et y(x)=c(x)+e(x)
est recu, ou e(x) est le vecteur erreur avec w (e (x )) <t.

Dans cette section, on présente une technique pour le décodage des codes cycliques
nommeé le décodage de Meggitt.

La méthode de décodage de Meggitt s'applique aux codes cycliques binaires, mais elle
peut se généraliser au cas non binaires, I'idée de base consiste en l'utilisation de la
cyclicité du code pour restreindre la table des syndrémes et permettre des calculs

récursifs. La méthode s'appuie sur le résultat suivant :

Proposition 1

Soit e(x)le mot erreur du mot recu y (x ).
Alors, pour tout entier, 0< j<n-1.

a) le mot x'y(x)est un mot recu lI'erreur est x’e(x).
b) S(xje(x)):S(xjy(x)).

(Tous les produits sont calculés dans F, [% ] 1) ).
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Preuve :

a) Supposons que c(x)eC esttransmis et y(x)=c(x)+e(x) regu, ot e(x)est le
vecteur erreur, on déduit x’y (x )=x'c(x)+x’e(x), le code Cétant cyclique,
on sait quex ’c(x ) eC.

D’autre par w(xje(x)) = w(e(x)) car la multiplication par x’ne modifié pas
le poids d'un mot, I'égalité précédente montre donc que x’e(x) est le mot erreur du
mot recu x 'y (x ).

b) Puisque y(x) est le mot recu, il existe ¢(x) multiple de g(x) dan [

(x"-1)
tel que :

y(x)=c(x)+e(x).

On obtient donc, dans 5, [% . 1) une relation de la forme

x1y (x)=x1c(x)+x’e(x)

ceci implique, dans F, [x], une égalité de la forme

Xy (x) =xc(x)+x’e(x) +b(x)(x" -1
puisque g(x) divise x " -1.
Dans F,[x], onvoitquex’y(x)=x'e(x)modg(x)), ce qui montre que x'y(x)et
x e (x)ont le méme reste de la division par g(x), c'est-a-dire le méme syndrome.
On voit donc, d'aprés b), que si I'on trouve S (xjy(x)) dans une table de syndrome
indiquant I'erreur correspondante, on peut retrouver x’e(x)et donc aussi e (x ).
La proposition suivante montre comment on peut calculer S (x"y(x)) a partir de

S(y(x)) de maniére récursive.
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Proposition 2

Avec les notations de la proposition précédente soit S, (x) la suite de
polyndmes de F, [y ) définie par :
(x"-1)
So(X)=5 (Y (X))onnS1 () =8 (xS, (X))

Alors pour tout entier 0< j<n-1

Exemple 3

Soit C un code cyclique (7,4)sur F, de polyndme générateur

g(x)=x>+x2+1
Soitle motrequ y(x)=x"+x+x*+1 le syndréme du mot recu est le reste de la
division euclidienne de y(x) par g(x).

Donc

60



Chapitre. IV Décodage des codes linéaires cycliques

3.1. Principe du décodage
Le décodeur de Meggitt effectue un décodage symbole par symbole. On corrige
d'abord une composante erronée du mot recu au moyen de la méthode décrite ci-

dessous, puis on applique de nouveau la méthode au nouveau mot regu ainsi obtenu.

3.2. Algorithme de décodage de Meggitt
Soit T la table des syndrémes des erreurs dont la composante d‘indice

n-1 esterronée. Soit c(x) le motenvoyé, y(x) le motrecu, et e(x) le mot erreur
avecw(e(x))<t.
La suite S; (x) est définie comme dans la proposition (2).
o Calculede S(y(x)).
 SiS(y(x)) =0 alorsc(x)=y(x) et l'algorithme se termine.

e Sinon.
 Rechercher le plus petit entier j tel queS; (x) se trouve dans la
tableT .
e Corriger la composante d'indice n—-1- j de y(x), soit y'(x) le
nouveau mot obtenu.

e Repartir au début de I'algorithme avecy'(x ).
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Exemple 4
[i] Soit C le code Hamming (15,11,3)sur F,, soit le polyndme générateur,
g (x)=x4+x +1, le code Hamminig binaire est un code 1- correcteur, latable T des

syndrdmes des erreurs dont la composante d'indice 14 est égale a 1 se réduit au tableau

suivant :

Erreur N

Syndrome | x®+1

Soity(x)=x"+x"+x*+x+1 le mot recu, le syndrome est le reste de la division de
y(x) parg(x) , c'est-a-dire

XXX+ XL = (X X+ (X +D)+ X,
Doncs (y (x))=x, or S(y(x)) ne figure pas dans la table T on recherche le plus
petit entier jtel que S, (x)eT.
Ona j=13est le plus petit entier tel que S; (x )T, il'ya donc une erreur en

position 1 avec I'hypothése que la capacité de correction égale a 1 n'est pas dépasse,

I'erreur est e(x)=x et le mot envoyé est

c(x)=y'(x)=c(x)=x"+x"+x*+1.
[ii] Soit C le code Hamming (7,4,3) surF,, soitg(x) le polyndme générateur,
g(x)=x>+x +1, le code Hamming binaire est un code 1- Correcteur, la table T des

syndrdmes des erreurs dont la composante d'indice 6 est égale a 1 se réduit au tableau

suivant :

Erreur x®

Syndrome | x*+1
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-Soit y(x)=x"+x"+x+1 le mot recu, le syndrome est le reste de la division de
y(x)parg(x), c'est-a-dire
X+ X"+ x+1= (X +x+1) (x°+1)+0.

Donc S (y (x))=0, alors le mot envoyé est y (x ).

- Soity(x)=x"+x>+x, le mot regu, le syndrome est le reste de la division

dey(x) par g(x) c'est-a-dire
X+ +x=(x° +x+1)(x3+1)+x 2,

Donc S(y(x))=x? or S(y(x)) ne figure pas dans latable T, et j=4 estle plus
petit entier tel que S, (x )T, il'y a donc une erreur en position 2 avec I'hypothese

que la capacité de correction égale a 1 n'est pas dépassé, I'erreur est e(x)=x" et le mot

envoye est

c(x)=y'(x)=x’+x>+x2+x.

4. Décodage par piégeage d'erreur

Supposons C(n,k,d) un code cyclique sur F, de polyndme générateur g (x ). C
corrigera t =[43] erreurs. Supposons que c(x)eC est transmis et y(x)=c(x)+e(x)
est regu, oU e(x) est le vecteur erreur avec w (e (x )) <t.

La méthode de décodage par piégeage d'erreur est une modification de la méthode de
Meggitt, il s'agit de déplacer par décalage circulaire, c'est-a-dire "Piéger" en quelque
sorte, les composantes non nulles de I'erreur sur certaines positions, on considére un
code non nécessairement binaire, et on suppose que le nombre d'erreur ne depasse

pas la capacité de correction t.

Le principe du décodage par piégeage d'erreur s'appuie sur les résultats suivants.
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Lemme 1

Soit e(x) le mot erreur du mot recu y (x).

Sidege(x)<n-k-1alorse(x)=S(y(x)).

Preuve :

Dans ' [X](x”—l) ona y(x)=c(x)+e(x), avec c(x)eC, soit encore dans F,[x ]

y (x)=a(x)g(x)+e(x)+b(x )(x " —1) puisque g(x)) devise x" -1, on trouve
y(x)=d(x)g(x)+e(x), si dege(x)<n—k—1 alors d'aprés l'unicité du reste dans la

division par g(x), on obtient S (y (x ))=e(x).

Lemme 2

Soit e(x) le mot erreur du mot recu y (x),

alors w(S(y(x)))<t sietseulementsi s (y (x))=e(x).

Preuve :

Ladivision dans F,[x], de y(x) par g(x) s’exprime par
y(x)=g(x)a(x)+8(y(x))

Les conditions sur les degrés des polyndmes intervenant dans cette égalité, font que

celle ci est également vérifiée dansIFq [% ) _1). la décomposition d’un mot recu

comme somme d’un mot du code et d’un mot de poids inférieur ou égal a t est

unique.
Donc si w (S (v (x )))St, alorss (y (x))=e(x).
Réciproguement si S(y(x)):e(x), alors w(S(y(x)))st puisque le poids de I’erreur

estau plus t.
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Théoreme 1

Soit e(x) le mot erreur du mot regu y (x).
Si sestunentier 0<s<n-1 tel que w(S(y(x)))St, alors
e(x)=x"7S (xy (x)).

Preuve :

Soit y,(x)=x°y (x), c'estle motrecu dont I'erreur est e, (x )=x"°e(x),

d'aprés le lemme (2), siw (S (y,(x)))<t, alors S(y,(x))=¢,(x), soit

S(x®y (x))=xe(x) et e(x)=x"S (x*y (x)).

Théoréme 2

Soit e(x) le mot erreur du mot recu y (x).

Si e(x)=x"e, (x) avec deg e (x)<n—k—1, alorsw (S (x"y (x)))<t.

Preuve:

D’aprés le lemme (1), si dege, (x )<n—k -1, alors e (x)=S(y,(x)) etdonc

w (S (y,(x)))<t, parailleurs y (x)=x"y,(x), donc y,(x)=x"y(x) et par suite

W (S (x‘my (x )))st.

4.1. Principe du décodage

De nouveau on peut calculer s (x°y(x)) récursivement en utilisant la suite S, (x)
définie au paragraphe précédent, on cherche s tel que w (S (xsy (x )))st, puis e(x)
par le théoréme (1), dans le cas du théoréme(2), ensuite il existe un tel s, et e(x) est

alors donné par le théoreme(2).
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4.2. Algorithme de décodage par piégeage d'erreur

Soit y(x) le motregu, e(x) le moterreur avec w(e(x))<t.
o Calculede s (y (x)).
e Si S(y(x))=0 alorse(x)=0.
e Sinon
e si W(S(y(x)))gtalors e(x) =S (y (x)).
e sinon on cherche le plus petit entier s tel que
w (S (x*y (x)))<t, alorse(x)=x"s (x*y (x)).

e lemotenvoyéestc(x)=y (x)-e(x).

Exemple 5
[i] Soit C le code Hamming (15,11,3) sur F,, soit g(x) le polyndme générateur

g(x)=x*+x+1.
Soit y (x)=x°+x*+x%+x +1 le mot requ. Le syndrome est le reste de la division de
y(x) par g(x) soit x°+x*+x*+x+1= (x4 +X +1)(x +1)+X.
Donc S (y(x)) =x et w (S (y (x ))) =1, en supposant que la capacité d'erreurs n'est pas
dépassée l'erreur est e(x) =S (y(x)), etle mot transmis est donc
c(x)=y(x)—e(x)=x°+x*+x2+1.
Soit maintenant y(x)=x"+x°+x*+x+1, le mot recu. Le syndrome est le reste de la
division de y(x) par g(x) soit,
XA 0 XL = (XX ) (XX T X X X )+ (X 41).
Donc S(x)=x’+1 etw (S (y (x ))) =2, puisqu'on suppose que le poids de I'erreur est

auplus1, S (y (x))=e(x), l'entier s=4 est le plus petit entier tel que,
W (S (x“y (x )))st.
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e(x)= x"‘S(x“y(x))
S(x*y(x))=x*(mod g(x))

e(x)=x"*x*(mod g (x))

Le mot transmis est donc
c(x)=y(x)—e(x)=x>+x*+x2+1.
[ii] Soit C le code Hamming(7,4,3) sur F,, soitg(x) le polyndme générateur
g(x)= x*+x+1.
Soity(x)=x"+x>+x le mot recu.
le syndrome est le reste de la division de y(x) par g(x)
Soit x4+ +x=(x*+x ) (x> +x +1)+x?, donc S(y(x))=x" et w (S (v (x ))):1, en
supposant que la capacité d'erreurs n'est pas dépassée I'erreur est e(x) =S (y(x)) etle
mot transmis est donc ¢(x)=x°+x°+x*+X.
Soit maintenant y(x) =x°+x* +x le mot recu, le syndrome est le reste de la division de
y(x) par g(x) soit:
X+ Xx° +x:(x3+x)(x3+x+1)+(x+1).
Donc (S(y(x)))=x+1etw (S (y(x)))=2 puisqu'on suppose que le poids de I'erreur
estau plus 1, S(y(x))=e(x), Ientier s=4 est le plus petit entier s tel que
W(S(xsy(x)))sl.
e(x)= x"‘S(x“y(x))

S(x*y(x))=1(modg(x))
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Le mot transmis est donc
c(x)=x"+x°+X* +X.
Exemple 6
Soit C le code cyclique(4,1,4) sur I, soit g(x) le polyndme générateur,
g(x)=x’+2x*+x +2, le code est un code 1-correcteur,
- soit y(x)=2x*+x*+2x, le mot recu, le syndrome est le reste de la division de
y(x)par g(x)c'est-a-dire
2x3 + x? +2x:2(x3+2x2+x+2)+2
donc S(y(x))=2 et w(S (v (x ))) =1, en supposant que la capacité d'erreurs n'est pas
dépassée l'erreur est e(x) =S (y (x)), et le mot transmis est donc
c(x)=y(x)—e(x)=2x°+x?+2x +1.
- Soit maintenant y(x)=x*+2x+1 le mot regu, le syndrome est le reste de la division
de y(x) par g(x) soit:
X2 +2x+1 :O(x3 +2x % +X +2)+x2 +2x +1.
Donc S(y(x))=x"+2x+1etw (S (y(x)))=3 puisqu'on suppose que le poids de

I'erreur estau plus 1, S (y (x))=e(x ), I’entier s=1 est le plus petit entier s tel que
W(S(xsy(x)))sl
e(x)=x"S(xy(x))
S(xy(x))=1(modg(x))
e(x)=x"1(mod g(x))
e(x)=x">
Le mot transmis est donc

c(x)=y(x)-e(x)=2x°+x*+2x +1.
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5. La méthode de décodage de Meggitt au cas non binaire

Supposons C(n,k,d) un code cyclique sur F, de polynéme générateur g (x ), C
corrigera t =[4] erreurs. Supposons que c(x)eC est transmis et y(x)=c(x)+e(x)
est recu, ou e(x) est le vecteur erreur avec w (e (x )) <t.

La méthode s'appuie sur le résultat suivant.

Proposition 3

Soite(x) le mot erreur du mot recu y (x ).
Alors, pour tout entier j, j<n-1:

0<
a) lemot x'y(x) estun mot recu dont I'erreur est  x’e(x).

=S (x"y (x)).

(Tous les produits sont calculés dans F, [% ) 1) ).

b) S (x’e(x)

La proposition suivante montre comment on peut calculer S (xjy(x)) a partir de

S(y(x)) de maniére récursive.

Proposition 4

Avec les notations de la proposition précédente soit S, (x) la suite de
A F, [x] e - _
polyndmes de © ( ) 1) définie par :
S

o(X)=S (Y (X))o S (x) =8 (xS; (x)).

Alors pour tout entier 0< j<n-1

Sj(x):s(xjy(x)).
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Exemple 7
Soit C le code cyclique (4,1,4) sur F,, soit g(x) le polyndbme générateur,
g(x) =x°+2x* + x+2
Soit le motregu  y(x)=2x>+x*+2x le syndrome du mot recu est le reste de la
division euclidienne de y(x) par g(x).

Donc

5.1. Algorithme de décodage de Meggitt au cas non binaire
Soit T la table des syndromes des erreurs dont la composante d'indice

n—1 esterronée. Soit c(x) le motenvoyé, y(x) le motrecu, et e(x) le mot erreur
avecw(e(x))<t.
Lasuite S;(x) est définie comme dans la proposition(4).
o calcule des(y(x)).
o Si S(y(x))=0alorsc(x)=y(x) etl'algorithme se termine.
e Sinon.
e Rechercher le plus petit entier j tel que S;(x) se trouve dans la
tableT .
e Corriger la composante d'indicen—-1-j de y (x), soit y'(x) le
nouveau mot obtenu. y'(x) = y(x)-ax"*’ (aF,).

e Repartir au début de I'algorithme avecy '(x ).
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Exemple 8

Soit C le code cyclique (4,1,4) sur F,, soit g(x) le polyndme générateur,
g(x) =x*+2x*+x +2, lecode C estun code 1- correcteur, la table T des

syndrémes des erreurs dont la composante d'indice 3 est erronée se reduit au tableau

suivant :

Erreur X3 2x3

Syndrome | x*+2x+1 2X2 +X+2

-Soit y(x) =1+2x+x*+2x* le mot recu, le syndrome de y(x) est le reste de la
division de y(x) parg(x ), c'est-a-dire
1+2x +x 7 +2x° =2(x*+2x? +x +2)+0.
Donc S (y (x))=0, alors le mot envoyé est y(x).
- Soit y(x)=2x +x*+2x°, le motregu, le syndrome est le reste de la division de
y(x) par g(x) c'est-a-dire
2x +x7+2x° =2(x %+ 2x % +x +2)+2

On recherche le petit entier j telque S;(x) eT.

j $;(x)
0 2
1 2X
) 2x°
3 2X2 + X +2
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Ona j=3 estle plus petit entier tel que S, (x )T, il y adonc une erreur en

position4-3-1=0 avec I'nypothése que la capacité de correction égale al n'est pas

dépassée, l'erreur est e(x)=2 et le mot envoyé est

c(x)=y(x)—e(x)=y'(x)=2x"+x*+2x +1.
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Conclusion

Nous avons présenté dans ce travail une étude sur les techniques de décodage

des codes linéaires, qui consiste a déterminer le message original envoyé via un canal de

transmission a partir du message recu, elle est basee sur les propriétés structurelles des

codes linéaires.

On a présenté quatre méthodes:

Le décodage par tableau standard.
Le décodage par syndréme.
Le décodage de Meggitt.

Le décodage par piégeage d’erreur.

Et on a termine par I’étude de la méthode de Meggitt au cas non binaire.

Ces méthodes se basent sur le fait que le nombre d'erreur ne dépasse pas la capacité de

correction.
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