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Résumé en français: 

L’objectif de ce mémoire est la généralisation du théorème de Kwapien des 

opérateurs p-sommants et fortement p-sommants à les opérateurs linéaires. 

On donne la version polynomiale et multilinéaire d’une caractérisation des espaces 

de Hilbert basée sur le théorème de Kwapien et comparer les différents classes de 

sommabilité sur les trois cas des opérateurs: linéaire, multilinéaire et polynôme 

homogène de degré m. 

 

 

Résumé en englais: 
The object of these lines is generalizing Kwapien theorem for the p-

summing operators and strongly p-summing operators. 

We give polynomial and multilinear version of this theorem, and we 

compare betwin the different types of summing in the three types: linear, 

multilinear and homogeneous polynomial. 

 
 

:لملخص باللغة العربيةا  
 

 الجمعية وكذا ت متعددةالتطبيقاو تربطھا ب نظرية تميز فضاءات ھيلبرت إلىفي ھذه الأطروحة، تطرقنا 

التطبيقات  لمجاتغيرا كبيرا في  ثتبيان تعد نظرية أحدانظرية كو.الجمعية متعددة  التطبيقات القويةب

.متعدد الخطيات وكذا كثيرات الحدود المتجانسة ، وقد عممنا ھذه النظرية على كل منالجمعية  
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1 Théorème de Kwapień dans le cas linéaire 1

1.1 Les espaces de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 Opérateurs linéaires bornés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.3 Caractérisation d’un espace de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.4 Les espaces de suites `p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.5 Espaces Lp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.6 Les opérateurs linéaires p-sommants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.7 Exemple fondamental d’opérateurs p-sommants . . . . . . . . . . . . . . 11

1.8 Les opérateurs linéaires fortement p-sommants . . . . . . . . . . . . . . . 12
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Introduction

Ce mémoire s’inscrit dans le cadre de la théorie des opérateurs multilinéaires et poly-

nômes homogène de degrém. Il porte essentiellement sur les théorèmes de caractérisation

de l’espace de Hilbert. Il bien connu dans l’analyse qu’un espace normé est un Hilbert si

et seulement si sa norme vérifie l’identité de parallélogramme suivante

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2).

En 1970, Kwapień a donné une autre caratérisation d’un espace de Hilbert en utilisant

les opérateurs linéaires 2-sommants et leurs conjugués. Cette caractérisation basée sur le

théorème de factorisation de Pietsch des opérateurs linéaires 2-sommants par un espace

de Hilbert. Dans ce mémoire, on s’intéresse à la généralisation de cette caractérisation

dans le cas multilinéaire et le cas des polynômes homogènes de degré m. Le dernier cas

a été entamné par Achour et Saadi en 2010 où ils ont donné une version polynômiale de

théorème de Kwapień. Pour le cas multilinéaire, on peut citer les travaux de Saadi dans sa

"Thèse de Doctorat" dont il a montré qu’il y a plusieurs version de cette caractérisation.

Le mémoire s’articule autour de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on donnera un aperçu général sur les espaces de Hil-



bert. Puis, on rappelle les notions des opérateurs linéaires p-sommants et fortement

p-sommants. Le chapitre se termine par le théorème de Kwapień qui donne une ca-

ractérisation d’un espace de Hilbert dans laquelle on utilise les opérateurs p-sommants

et fortement p-sommants..

Dans le deuxième chapitre, on fera un panorama sur les opérateurs multilinéaires. Une

série de propriétés et résultats concernant ces opérateurs a été donné. Dans la catégorie

des opérateurs multilinéaires on trouve beaucoup de définitions, dans ce chapitre on s’in-

téresse seulement aux opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommants, p-dominés

et fortement p-sommant au sens de Dimant.

Le troisième chapitre sera consacré à étudier la version polynômiale du théorème de

Kwapień, tout d’abord on fait un rappel sur les polynômes homogèmes de degré m, puis

on introduit sur cette catégorie plusieurs définitions à savoir les polynômes homogèmes

Cohen fortement p-sommants, p-dominés et fortement p-sommants de Dimant. Finale-

ment, on donne le théorème de caractérisation d’un espace de Hilbert en utilisant pour

cela les polynômes homogènes de degré m.



Chapitre 1
Théorème de Kwapień dans le cas linéaire

Dans ce chapitre, nous présentons des résultats de base à propos les espaces de Hil-

bert, les espaces de Lebesgue ainsi que des résultats concernant les applications linéaires.

On fait un survol sur les opérateurs linéaires p-sommants et fortement p-sommants. On

termine ce chapitre par théorème de Kwapień dans le cas linéaire. On utilise dans cette ca-

ractérisation les opérateurs linéaires p-sommants et fortement p-sommants (pour meilleur

d’informations sur les espaces de Hilbert et les espaces de Lebesgue voir [LT96]).

1.1 Les espaces de Hilbert

Produit scalaire. Soit H un espace vectoriel sur K. On appelle produit scalaire sur

H une application ϕ : H ×H → R telle que

a) Linéaire par rapport à la première composante, i.e,

1. ϕ (x+ x′, y) = ϕ (x, y) + ϕ (x′, y) .

2. ϕ (λx, y) = λϕ (x, y) .

b) Anti-linéaire par rapport à la deuxième composante, i.e.,

1. ϕ (x, y + y′) = ϕ (x, y) + ϕ (x, y′) .

2. ϕ (x, λy) = λϕ (x, y) .

c) Positive, i.e., ϕ (x, x) ≥ 0.
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d) Définie, i.e., ϕ (x, x) = 0⇔ x = 0.

e) Hermitienne, i.e., ϕ (y, x) = ϕ (x, y).

où x, x′et y sont des éléments quelconques de H et λ un élément quelconque de K.

On note habitualement l’application ϕ par 〈, 〉, c’est à dire

∀x, y ∈ X : ϕ (x, y) = 〈x, y〉

Espace préhilbertien. On appelle espace préhilbertien (réel ou complexe) un espace

vectoriel (réel ou complexe) muni d‘un produit scalaire. On définit dans ce cas l’applica-

tion suivante

∀x ∈ X : ‖x‖ =
√
〈x, x〉. (1.1)

Nous avons le résultat suivant.

Théorème 1.1. Un espace préhilbertien est un espace normé dont sa norme est définit

par (1.1).

Exemple. ∀x = (x1, ..., xn) , y = (y1, ..., yn) des éléments de Kn,on pose 〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi.

Cette formule définit clairement un produit scalaire sur K. La norme associée est l’appli-

cation x 7→ |x| .

Définition 1.2 (espace de Hilbert). Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien

complet, dénoté simplement H.

Exemples.

1) Rn est un espace de Hilbert.

2) L’espace vectoriel C ([a, b]) des fonctions continues a défini sur [a, b] est un espace

du Hilbert.

3) P ([a, b]) n’est pas un espace de Hilbert, mais défini sur l’espace de produit scalaire

par :〈f, g〉 =
∫ b
a
f (x) g (x) dx,où f, g ∈ [a, b] .
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Inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit H un espace de Hilbert. Pour tout x, y ∈ H nous

avons

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ .

Preuve. ∀λ ∈ K :

〈λx+ y, λx+ y〉 = λλ 〈x, x〉+ 〈y, y〉+ λ 〈x, y〉+ λ 〈y, x〉 ,

on pose a = 〈x, x〉 , b = 〈x, y〉 , c = 〈y, y〉 on trouve

aλλ+ bλ+ bλ+ c ≥ 0

Si a = c = 0, λλ = b alors l’inégalité ci-dessus entraine −2 |b|2 ≥ 0⇒ b = 0.

Si a 6= 0, on a λ = − b
a
, alors l’inégalité ci-dessus implique

a

(
− b
a

)(
− b
a

)
−
(
b

a

)
b− bb

a
+ c ≥ 0

donc − |b|
2

a
+ c ≥ 0⇒ |b|2 ≤ ac. �

Inégalité de Minkowski. Soit H un espace de Hilbert. Pour tout x, y ∈ H nous avons

(〈x+ y, x+ y〉)1/2 ≤ (〈x, x〉)1/2 + (〈y, y〉)1/2 .

Preuve On sait que : 〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉+ 2 Re 〈x, y〉+ 〈y, y〉

Re 〈x, y〉 ≤ |〈x, y〉| ≤
√
〈x, x〉

√
〈y, y〉

ce qui implique que

〈x+ y, x+ y〉 ≤
(√
〈x, x〉+

√
〈y, y〉

)2
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alors

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖ �

Formule de polarisation. Dans un espace de Hilbert on peut définir le produit scalaire

à partir de sa associe. La formule suivante est dite de Polarisation qui montre ça.

Théorème 1.3. Pour tout x et y qui appartiennent à un espace de Hilbert, nous avons

4 〈x, y〉 =

 ‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 , si K = R.

‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i ‖x+ iy‖2 − i ‖x− iy‖2 , si K = C.

Preuve. Nous avons

‖x+ y‖2 = 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉 .

−‖x+ y‖2 = −〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉 − 〈y, y〉 .

et

i ‖x+ iy‖2 = i 〈x, x〉+ 〈x, y〉 − 〈y, x〉+ i 〈y, y〉 .

−i ‖x− iy‖2 = −i 〈x, x〉+ 〈x, y〉 − 〈y, x〉 − i 〈y, y〉 .

En ajoutant ces quatre relations, nous obtenons. �

1.2 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.4. Soient X, Y deux espaces de Banach et u : X → Y une application.

Elle est linéaire si

1) ∀x, y ∈ X : u (x+ y) = u (x) + u (y) .

2) ∀x ∈ X, ∀λ ∈ R : u (λx) = λu (x) .
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On note L (X, Y ) l’ensemble des applications linéaires, on le muni de deux opérations

algébriques suivantes

1) ∀x ∈ X : (u1 + u2) (x) = u1 (x) + u2 (x) .

2) ∀x ∈ X, ∀λ ∈ R : (λu) (x) = λu (x) .

Définition 1.5. Soit u ∈ L (X, Y ) . L’application linéaire u est continue s’il existe C > 0

tel que

∀x ∈ E : ‖u (x)‖ ≤ C ‖x‖ .

On note L (X, Y ) l’espace de Banach des applications linéaires continues où sa norme

des opérateurs est donnée par

‖u‖ = sup
x 6=0

‖u (x)‖
‖x‖

= sup
‖x‖≤1

‖u (x)‖ .

On a aussi

∀x ∈ X : ‖u (x)‖ ≤ ‖u‖ ‖x‖ .

Cas particulier (Espace dual). Si Y = K, l’espace des applications linéaires

L (X,K) est dit le dual topologique de X, on le note généralement X∗.

L’opérateur adjoint. Soient X, Y deux espaces de Hilbert et T ∈ L(X, Y ), on définit

l’opérateur adjoint de T par :

T ∗ : Y → X

y 7→ 〈T (x), y〉 = 〈x, T ∗(y)〉

Proposition 1.6. Soient X, Y deux espaces de Hilbert et T ∈ L(X, Y ), il existe un

unique T ∗ ∈ L(Y,X) tel que ∀x ∈ X, ∀y ∈ Y on a :

〈T (x), y〉 = 〈x, T ∗(y)〉
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de plus :

‖T‖ = ‖T ∗‖ .

Représentation de Riesz. Soit H un espace de Hilbert. Pour tout vecteur y de H, la

forme linéaire qui à x associe < y, x > est continue sur H (sa norme est égale à celle de

y, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz). Le théorème de Riesz énonce la réciproque :

toute forme linéaire continue sur H s’obtient de cette façon.

Théorème 1.7. Soient H un espace de Hilbert et u une forme linéaire sur H. Alors, il

existe un élément unique a ∈ H tel que

∀x ∈ H : u (x) = 〈a, x〉 .

Proposition 1.8. Soit H un espace de Hilbert sur K. Alors H = H∗.

Comme conséquence immédiate de cette propostion est la reflexifité d’un espace de

Hilbert.

Corollaire 1.9. Tout espace de Hilbert est réflexif, i.e., H = H∗∗.

1.3 Caractérisation d’un espace de Hilbert

Cette partie est consacrée à donner une caractérisation d’un espace de Hilbert. En

effet, soit H un espace de Banach quelconque, on définit l’identité du parallélogramme

par

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2) (1.2)

qui signifie que la somme des carrés des côtés d’un parallélogramme est égale à la somme

des carrés des diagonales Le théorème dû à Jordan-Von-Neumann en 1935 donne une

caractrisation en utilisant cette dernière identité.
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Théorème 1.10..Un espace de Banach est un espace de Hilbert si et seulement si sa

norme vérifie l’égalité du parallélogramme.

Preuve. Soit H un espace de Hilbert. On vérifie l’identité (1.2). On sait que

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2 Re 〈x, y〉 .

‖x− y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2 Re 〈x, y〉 .

ce qui donne le résutat.

Inversement on va montrer que si la norme ‖.‖ de H vérifie l’identité du parallélogramme,

alors elle est induite d’un produit scalaire. On pose

4 〈x, y〉 =

 ‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 , si K = R.

‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i ‖x+ iy‖2 − i ‖x− iy‖2 , si K = C.

qui est bien un produit scalaire sur H. �

1.4 Les espaces de suites `p

Définition 1.11. Soient (xn)n∈N une suite d’éléments de R et p ∈ [1,+∞[ . On définit

l’ensemble `p par

`p =

{
(xn)n∈N ⊂ R : (

∑
n∈N

|xn|p)
1
p <∞

}
.

Si p =∞, on définie `∞ par

`∞ =

{
(xn)n∈N ⊂ R : sup

n∈N
|xn| <∞

}
.

On munit `p de la norme suivante

7



1. Si 1 ≤ p <∞ :
∥∥(xn)n∈N

∥∥
p

= (
∑
n∈N

|xn|p)
1
p .

2. Si p =∞,
∥∥(xn)n∈N

∥∥
∞ = supn∈N |xn| .

Théorème 1.12. (L’espace `2). L’espace `2est un espace de Hilbert dont le produit sca-

laire est

〈x, y〉 =
∑
n∈N

xnyn.

Théorème 1.13 (Espace dual). Soit 1 ≤ p < +∞. On a

(`p)
∗ = `p∗

avec p∗ est le conjugué de p, i.e., 1
p

+ 1
p∗ = 1.

Proposition 1.14. Soit 1 < p < +∞. L’espace `p est reflexif, i.e.,

(`p)
∗∗ = `p.

Proposition 1.15 (comparaison entre les espaces). Soit 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. Nous avons

les inclusions suivantes

`1 ⊂ ... ⊂ `p ⊂ `q ⊂ ...`∞.

1.5 Espaces Lp

Commençons par rappeler la définition des espaces Lp,λ, introduite par Lindenstrauss

et Pelczynski dans leur article : "Absolutely summing operators in Lp-spaces and their

applications". Soient 1 ≤ p ≤ ∞ et λ > 1. Un espace de Banach X est dit espace Lp,λ
si pour tout sous espace de dimension finie E ⊂ X il existe F ⊂ X contenant E et un

isomorphisme u : F −→ ldimF
p satisfaisant ‖u‖ ‖u−1‖ < λ. On dit que X est un espace

Lp si c’est un espace Lp,λ pour un certain λ > 1. Soit (Ω;µ) un espace mesuré ; pour

8



1 ≤ p ≤ ∞, les espaces de Lebesgue Lp (µ) sont des espaces Lp. L’espace C (K) des

fonctions continues sur un compact K est un espace L∞.

Définition 1.16. (Sous espace complémenté) Soit X un espace de Banach et Y un sous

espace fermé de X. On dit que Y est complémenté de X s’il existe un sous espace fermé

Z tel que

X = Y ⊕ Z

Le sous espace fermé Z s’appel le complément de Y.

Théorème 1.17. Un sous espace fermé Y d’un espace de Banach X est compémenté de

X si, et seulement si, est l’image d’une projection continue de X.

Exemples.

(1) Tout sous espace fermé d’un espace de Hilbert H est complémenté dans H.

(2) Les lnp sont complémentés dans lp.

Proposition 1.18. [Bou 81]

(1) Si 1 < p <∞ et X est un espace Lp, alors X est isomorphique à un sous espace

complémenté de Lp (µ) .

(2) Si X est un espace L1 (resp. L∞), alors X∗∗ est isomorphique à un sous espace

complémenté de L1 (µ) (resp. C (K)) .

Inversement, si X est un sous espace complémenté de Lp (1 < p < ∞), alors X est un

epace Lp ou bien isomorphe à un espace de Hilbert.

Proposition 1.19. [Bou 81]

(1) Si X est un espace Lp,λ pour tout λ ≥ 1, alors X est un Lp (µ) .

(2) Tout espace de Hilbert est un espace L2,λ pour tout λ ≥ 1

9



1.6 Les opérateurs linéaires p-sommants

La définition des opérateurs linéaires p-sommants a été introduite Grothendieck pour

p = 1, et généralisée au cas général par Pietcsh [Pie67](peut voir aussi [DJT95]).

Définition 1.20. Soient X, Y deux espaces de Banach u ∈ B (X;Y ). On dira que u

est p-sommants pour 1 ≤ p < ∞, s’il existe une constante C > 0, telle que pour tout

x1, ..., xn ∈ X on a

(
n∑
i=1

‖u (xi)‖p)
1
p ≤ C sup

x∗∈BX?
(

n∑
i=1

|x∗ (xi)|p)
1
p (1.22)

On note Πp (X;Y ) l’espace de Banach des opérateurs linéaires p-sommants de X dans

Y muni de la norme πp(u) = inf{C, vérifiant (1.22) }.

Théorème de factorisation de Pietsch. Soient 1 ≤ p < ∞ et u : X −→ Y un

opérateur linéaire p-sommants si et seulement s’il existe une probabilité de radon λ sur

(BX? , σ (X?, X)) telle que

∀x ∈ X : ‖u (x)‖ ≤ πp (u) ‖x‖Lp(BX∗ ,λ) .

Corollaire.1.21 (Cas p = 2). Si T ∈ Πp (X, Y ), alors, u se factorise par un Hilbert, i.e.,

u = v1v2 tels que v2 ∈ Πp (X;H) et v1 ∈ B (H;Y ).

Théorème 1.22 (Théorème d’inclusion). Si 1 ≤ p < q <∞, alors

Πp (X;Y ) ⊆ Πq (X;Y ) .

De plus, on a πq (u) ≤ πp (u) pour tout u ∈ Πp (X;Y ) .
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Théorème 1.23 (Le théorème de Grothendieck). Si X un espace L1 et Y un espace de

Hilbert, alors,

B (X;Y ) = Π1 (X;Y ) .

Théorème 1.24 (Le petit théorème de Grothendieck). Soient X un espace L∞ et Y un

espace Lp avec 1 ≤ p ≤ 2. Tout opérateur borné de X dans Y est 2-sommants. i.e.,

B (X;Y ) = Π2 (X;Y ) .

(Pour la généralisation des théorèmes de Grothendieck au cas multilinéaire voir [BGV04]).

1.7 Exemple fondamental d’opérateurs p-sommants

1) Soit K un compact, µ une mésure régulière sur K et soit 1 ≤ p < +∞. Pour chaque

ϕ ∈ Lp(µ), on définit l’opérateur de multiplication :

Tϕ : C(k) → Lp(µ)

f 7→ Tϕ(f) = f.ϕ

Cet opérateur est p-sommants, de plus : πp(Tϕ) = ‖ϕ‖Lp .

2) L’opérateur canonique :

∂p : C(k) → Lp(µ)

f 7→ f

est p-sommants, de plus : πp(∂p) = µ(k)
1
p . Soit {f1, ..., fn} ⊂ C(k), a chaque point ω ∈ k,

correspant un point de masse δω ∈ C(k)∗ donné par : 〈δω, f〉 = f(ω). Les points de masse
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forment un sous ensemble de C(k)∗.(δω est la mésure de Dirac).

sup
ξ∈BC(k)∗

(
n∑
k=1

|〈ξ, fk〉|p)
1
p = sup

ω∈K
(
n∑
k=1

|〈δω, fk〉|p)
1
p

= sup
ω∈k

(
n∑
k=1

|fk(ω)|p)
1
p

=

∥∥∥∥(
n∑
k=1

|fk(ω)|p)
1
p

∥∥∥∥
∞

D’autre part, on a :

(
n∑
k=1

|Tϕ(fk)|p)
1
p = (

n∑
k=1

‖fkϕ‖pLp)
1
p

= (
n∑
k=1

∫
K
|fkϕ|p dµ)

1
p

= (

∫
K

n∑
k=1

|fk|p |ϕ|p dµ)
1
p

≤ sup
ω∈K

(
n∑
k=1

|fk(ω)|p)
1
p (

∫
K
|ϕ|p dµ)

1
p

= ‖ϕ‖Lp(µ) sup
ξ∈BC(K)∗

(
n∑
k=1

|〈ξ, fk〉|p)
1
p

donc Tϕ est p-sommants et πp(Tϕ) ≤ ‖ϕ‖Lp . Et aussi on a : πp(Tϕ) ≥ ‖Tϕ‖ ≥ ‖ϕ‖Lp ,

alors πp(Tϕ) = ‖ϕ‖Lp .

1.8 Les opérateurs linéaires fortement p-sommants

Définition 1.25. Soit T : X → Y un opérateur linéaire entre deux espaces de Banach.

L’opérateur T est Cohen fortement p-sommants (1 < p ≤ ∞) s’il existe une constante

positive C telle que pour tout n ∈ N, x1, ..., xn ∈ X et y∗1, ..., y
∗
n ∈ Y ∗, on a :

n∑
i=1

|〈T (xi), y
∗
i 〉| ≤ C(

n∑
i=1

‖xi‖p)
1
p sup
y∈BY

‖(y∗i (y))‖ln
p∗

12



la plus petite constante C notée dp(T ) tel que l’inégalité précésente a lieu, définit la norme

fortement p-sommants sur l’espace de Banach Dp(X;Y ) des opérateurs Cohen fortemant

p-sommants de X dans Y.

Proposition 1.26 [Coh73] . Si p = 1, alors l’espace D1(X;Y ) coïncide avec B(X;Y ).

De plus, les résultats suivants dû à Cohen :

1. Dp∗(X, Y ) 6= Πp(X, Y ), en général.

2. T ∈ Dp(X, Y ) si, et seulement si, T ∗∗ ∈ Dp(X∗∗, Y ∗∗).

3. Pour p1 ≤ p2, nous avons : Dp2(X, Y ) ⊆ Dp1(X, Y ).

4. Soit 1 ≤ p <∞; Πp(X, Y ) ⊆ Dp∗(X, Y ), lorsque X est un espace Lp∗ .

5. Soit 1 ≤ p <∞;Dp∗(X, Y ) ⊆ Πp(X, Y ), lorsque Y est un espace Lp.

6. Soit 1 ≤ p < ∞;Dp∗(X, Y ) = Πp(X, Y ),lorsque X est un espace Lp∗ et Y est un

espace Lp.

Théorème de factorisation de Pietsch. Soit T : X → Y un opérateur linéaire, et

C > 0 une constante. Alors les propriétés suivante sont équivalentes :

1. T est p-sommants, et πp(T ) ≤ C.

2. Il existe une probabilité µ sur k = (BX∗ , σ(X∗, X)), tel que :

‖T (x)‖ ≤ C
(∫
k |〈ξ, x〉|

p dµ(ξ)
) 1
p

1.9 Théorème de Kwapień dans le cas linéaire

Théorème 1.27 [Kwa70]. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) X est isomorphe à un espace de Hilbert.

(2) Pour tout espace de Banach Y, Π2(X;Y ) ⊆ D2(X;Y ).

(3) Pour tout espace de Banach Y, D2(Y ;X) ⊆ Π2(Y ;X).
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Pour la démonstration, nous avons besoin des Lemmes suivants.

Lemme 1.28. [Coh73, Théorème 4.2.2.(ii)] Soit H un espace de Hilbert. Pour 1 < p, q <

∞, nous avons

Πp (H;Y ) ⊆ Dq(H;Y ).

Lemme 1.29 [Coh73] . Soient X, Y deux espaces de Banach. Les deux propriétés sui-

vantes sont équivalentes

(1) L’opérateurs T est dans Dp(X;Y ).

(2) L’opérateur adjoint T ∗ est dans Πp∗ (Y ∗;X∗) .

Preuve.

(1) =⇒ (2). Supposons que T ∈ Dp (X;Y ). Alors

‖T ∗ (y∗)‖ = sup
‖x‖≤1

|T ∗ (y∗) (x)|

= sup
‖x‖≤1

|〈T (x) , y∗〉|

≤ sup
‖x‖≤1

dp (T ) ‖x‖ (
∫
BY ∗∗
|y∗∗(y∗)|p

∗
dµ(y∗∗))

1
p∗

≤ dp (T ) (
∫
BY ∗∗
|y∗∗(y∗)|p

∗
dµ(y∗∗))

1
p∗ .

C’est à dire, T ∗ ∈ Πp∗ (Y ∗;X∗) et πp∗ (T ∗) ≤ dp (T ) .

(1) =⇒ (2). Supposons que T ∗ est dans Πp∗ (Y ∗;X∗). Alors

|〈T (x) , y∗〉| = |T ∗ (y∗) (x)|

≤ ‖T ∗ (y∗)‖ ‖x‖ .

En utilisant le théorème de domination de Pietsch pour les opérateurs linéaires p∗-

sommants, on trouve

|〈T (x) , y∗〉| ≤ πp∗ (T ∗) ‖x‖ (
∫
BY ∗∗
|y∗∗(y∗)|p

∗
dµ(y∗∗))

1
p∗ .
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On conclut que T est fortement p-sommants et dp (T ) ≤ πp∗ (T ∗). �

Remarque 1.30. On peut facilement montrer l’inverse de ce dernier lemme. i.e.,

(1) L’opérateurs T est dans Πp(X;Y ).

(2) L’opérateur adjoint T ∗ est dans Dp∗ (Y ∗;X∗) .

Preuve de Théorème de Kwapień.

(1) =⇒ (2) Par le théorème de Cohen.

(2) =⇒ (1) Préliminaire : SoitK = BX∗ muni de la topologie ∗-faible. Soit (x∗i )i∈N ⊂

C (K)∗ telle que
∥∥(x∗i )i∈N

∥∥
lw2 (C(K)∗)

≤ 1. On lui associe l’application linéaire

u : C (K)→ l2

définie par u (x) = (〈x, x∗i 〉)i∈N . L’application u est bornée car

‖u‖ = sup
‖x‖≤1

‖u (x)‖ = sup
‖x‖≤1

(
∑
i∈N

|〈x, x∗i 〉|
2)

1
2 = ‖(x∗i )‖lw2 (C(K)∗) ≤ 1.

D’après le petit théorème de Grothendieck, elle est 2-sommants, ce qui implique que

u ◦ iX : X → C (K)→ l2

est 2-sommante, donc Cohen fortement 2-sommants, i.e, i∗X ◦ u∗ est 2-sommants.

Montrons à l’aide du Préliminaire que i∗X ∈ Π2(C (K)∗ ;X∗). Soit (x∗i ) ∈ lw2 (C (K)∗) et

soit u associée à (x∗i ) comme ci-dessus. Alors x
∗
i = u∗ (ei) , donc

(
∑
i∈N

‖i∗X (x∗i )‖
2)

1
2 = (

∑
i∈N

‖i∗X ◦ u∗ (ei)‖2)
1
2 ≤ π2 (i∗X ◦ u∗) <∞,

et par conséquent i∗X est 2-sommants. Il existe donc un espace de Hilbert H tel que

i∗X = v1 ◦ v2 : C (K)∗
v2−→ H

v1−→ X∗
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Comme i∗X est sujective, v1 est aussi surjective. D’après le théorème de l’application

ouverte, X∗ est isomorphe à l’espace quotient H
Ker(v1)

, donc à un Hilbert.

(2)⇔ (3) Facile à voire. �
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Chapitre 2
Caractérisation multilinéaire des espaces de

Hilbert

On commence ce chapitre par un survol sur les opérateurs multilinéaires. Puis on in-

troduit sur cette catégorie quelque définitions de sommabilité qui sont les opérateurs mul-

tilinéaires Cohen fortement p-sommants, p-dominés et fortement p-sommants de Dimant.

On termine ce chapitre en exposant les résultats de caractérisation version multilinéaire

des espaces de Hilbert.

2.1 Les opérateurs multilinéaires

La généralisation de concept des opérateurs sommants au cas multilinéaire produite

plusieurs définitions et espaces différents. En fait, une grande étude a été faite dans cette

direction et beuacoup de travaux qui sont consacrés à explorer et trouver des liens entre

ces espaces.

Opérateurs multilinéaires. Soient X1, ..., Xm, Y des espaces de Banach. L’opérateur

T : X1 × ... ×Xm → Y est dit multilinéaire ou m-linéaire s’il est linéaire par rapport à

chaque composante. Il est borné (continu) s’il existe une constante C > 0 telle que pour
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tout (x1, ..., xm) ∈ X1 × ...×Xm, on a

‖T (x1, ..., xm)‖ ≤ C ‖x1‖ ... ‖xm‖ (2.1)

On note L (X1, ..., Xm;Y ) l’espace des opérateurs m-linéaires bornée qui est Banach dont

sa norme est la plus petite constante vérifiant (2.1). Elle peut s’exprimer par

‖T‖ = sup
‖xj‖≤1;1≤j≤m

‖T (x1, ..., xm)‖ .

Opérateur adjoint. A chaque opérateur multilinéaire T : X1× ...×Xm → Y on associe

l’opérateur adjoint suivant

T ∗ : Y ∗ → L(X1, ..., Xm)

qui est définie par y∗ → T ∗ (y∗) : X1×...×Xm → K où T ∗ (y∗) (x1, ..., xm) = y∗ (T (x1, ..., xm))

(K = R ou C).

Produit tensoriel projectif. Soient X1, ..., Xm des espaces de Banach. On note X1 ⊗

...⊗Xm le produit tensoriel algébrique de X1, ..., Xm. On définit la norme projective par

‖v‖π = inf

{
n∑
i=1

m∏
j=1

∥∥xji∥∥
}
,

où l’infimum porte sur toutes les représentations possibles de v de la forme

v =

n∑
i=1

x1
i ⊗ ...⊗ xmi .

On note X1⊗̂π...⊗̂πXm le produit tensoriel projectif des espaces X1, ..., Xm i.e. ; le com-

plété de X1 ⊗ ... ⊗ Xm pour cette norme. Si X1 = ... = Xm = X on écrit simplement

⊗̂mπ X.(Pour plus de détails voir [DF93])
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Opérateur linéairisé. A chaque opérateur multilinéaire T : X1 × ... × Xm → Y on

peut lui associer un opérateur linéaire, appelé linéarisation de T , T̃ : X1⊗̂π...⊗̂πXm → Y

défini par

T̃ (
n∑
i=1

x1
i ⊗ ...⊗ xmi ) =

n∑
i=1

T
(
x1
i , ..., x

m
i

)
.

Il est bien défini, car il ne dépend pas de repésentation choisie. De plus, T̃ est unique et∥∥∥T̃∥∥∥ = ‖T‖.

On a aussi

L (X1, ..., Xm;Y ) = B
(
X1⊗̂π...⊗̂πXm;Y

)
,

car l’application

Φ : L (X1, ..., Xm;Y ) → B
(
X1⊗̂π...⊗̂πXm;Y

)
T → Φ (T ) = T̃

est une isométrie surjective.

Cas particulier. Le dual de X1⊗̂π...⊗̂πXm s’identifie à l’espace des formes multili-

néaires bornées (
X1⊗̂π...⊗̂πXm

)∗
= L (X1, ..., Xm) .

2.2 Classes d’opérateurs multilinéaires

On expose dans ce paragraphe les trois notions qu’on a besoin dans la suite. Com-

mençons par la classe des opérateurs multilinéaires fortement p-sommants puis la classe

des opérateurs p-dominés et finalement la classe des opérateurs multilinéaires fortement

p-sommants de Dimant.
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2.3 Opérateursm-linéaires Cohen fortement p-sommants

Les opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommants ont été introduite par

Achour et Mezrag en 2007 comme généralisation des opérateur linéaires fortement p-

sommants.

Définition 2.1. Un opérateur m-linéaire T : X1, ..., Xm → Y (Xj ; Y sont des espaces

de Banach et m ∈ N) est Cohen fortement p-sommants, 1 ≤ p ≤ ∞ si et seulment s’il

existe une constante C > 0 telle que pour tout xj1, ..., x
j
n ∈ Xj, (j = 1, ...,m) , et tout

y∗1, ..., y
∗
n ∈ Y ∗, on a

n∑
i=1

|〈T (x1
i , ..., x

m
i ) , y∗i 〉| ≤ C(

n∑
i=1

m∏
j=1

∥∥xji∥∥pXj)1/p sup
y∈BY

‖(y∗i (y))‖`n
p∗
. (2.2)

La classe des opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants de X1× ...×Xm dans

Y , qui est notée Dmp (X1, ..., Xm;Y ) est un espace de Banach muni de la norme

dmp (T ) = inf {C vérifiant l’inégalité (2.2)}

Pour p = 1, on a Dm1 (X1, ..., Xm;Y ) = L (X1, ..., Xm;Y ) et si dimY ≤ ∞ alors

Dmp (X1, ..., Xm;Y ) = L (X1, ..., Xm;Y ) .

Proposition 2.2. Soient T ∈ L (X1, ..., Xm;Y ),R ∈ B(Y ;Z) et Sj ∈ B(Ej;Xj) (1 ≤ j ≤ ∞).

Si T est Cohen fortement p-sommants, alors R ◦ T ◦ (S1, ..., Sm) est Cohen fortement

p-sommants et

dmp (R ◦ T ◦ (S1, ..., Sm)) ≤ ‖R‖ dmp (T )
m∏
j=1

‖Sj‖ .

Preuve. On montre que R ◦ T ◦ (S1, ..., Sm) ∈ Dmp (E1, ..., Em;Z) oú
(
xji
)
i∈N ⊂ Ej(1 ≤

j ≤ m) et (z∗i )i∈N ⊂ Z∗.
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∑n
i=1 |〈R ◦ T ◦ (S1, ..., Sm), z∗i 〉|

=
∑n

i=1 |〈T ◦ (S1, ..., Sm), R∗ (z∗i )〉|

≤ dmp (T )(
n∑
i=1

m∏
j=1

∥∥Sj(xji )∥∥pXj)1/p sup
y∈BY

(
n∑
i=1

|〈R∗ (z∗i ) , y〉|
p∗)1/p∗

≤ dmp (T )
m∏
j=1

‖Sj‖ (
n∑
i=1

m∏
j=1

∥∥xji∥∥pXj)1/p sup
y∈BY

(
n∑
i=1

|〈z∗i , R (y)〉|p
∗
)1/p∗

= ‖R‖ dmp (T )
m∏
j=1

‖Sj‖ (
n∑
i=1

m∏
j=1

∥∥xji∥∥pXj)1/psup(
y∈BY

n∑
i=1

∣∣∣〈z∗i , R(y)
‖R‖

〉∣∣∣p∗)1/p∗

= ‖R‖ dmp (T )
m∏
j=1

‖Sj‖ (
n∑
i=1

m∏
j=1

∥∥xji∥∥pXj)1/p sup
z∈BZ

(
n∑
i=1

|〈z∗i , z〉|
p∗)1/p∗

Ce qui entraîne

dmp (R ◦ T ◦ (S1, ..., Sm)) ≤ ‖R‖ dmp (T )
m∏
j=1

‖Sj‖ . �

Théorème de domination de Pietsch. Un opérateur m-linéaire T ∈ L (X1, ..., Xm;Y )

est Cohen fortement p-sommants, (1 < p ≤ ∞) s’il existe une probabilité de Radon µ

sur BY ∗∗ telle que pour tout (x1, ..., xm) ∈ X1, ..., Xm et y∗ ∈ Y ∗, on a

|〈T (x1, ..., xm) , y∗i 〉| ≤ C
m∏
j=1

‖xj‖
(∫

BY ∗∗
|y(y∗)|p

∗
dµ(y∗)

)1/p∗

Preuve. Pour la preuve de ce théorème voir [AMez07]

Corollaire 2.3 [AMez07]. Soient 1 ≤ p1, p2 <∞ tels que p1 ≤ p2. Si T ∈ Dmp2(X1, ..., Xm;Y )

alors T est dans Dmp1(X1, ..., Xm;Y ) et dmp1(T ) ≤ dmp2(T ).

Proposition 2.4 [Saa10]. Soient X1, ..., Xm, Y des espaces des Banach et 1 ≤ p ≤

+∞.Alors,l’idéal multilinéaire Dmp est engendré par la méthode de composition à partir

de l’idéal linéaire Dp

Dmp (X1, ..., Xm;Y ) = Dp ◦ L(X1, ..., Xm;Y ).
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Proposition 2.5. Soit T ∈ L(X1, ..., Xm;Y ) et T̃ : X1⊗̂π...⊗̂πXm → Y sa linéarisation.

Alors les propriétés suivantes sont équivalents :

(1) .T ∈Dmp (X 1, ...,Xm;Y ).

(2) .T̃ ∈Dp(X 1⊗̂π...⊗̂πXm;Y ).

Preuve.On suppose que T ∈ Dmp (X1, ..., Xm;Y ), alors

n∑
i=1

∣∣∣〈T̃ (x1
i ⊗ ...⊗ xmi

)
, y∗i

〉∣∣∣ =
n∑
i=1

∣∣〈T (x1
i , ..., x

m
i ), y∗i

〉∣∣
≤ dmp (T )

n∑
i=1

(
m∏
j=1

∥∥xji∥∥(∫
BY ∗∗

|〈y∗i , y〉|
p∗ dµ(y)

) 1
p∗
)

≤ dmp (T )

(
n∑
i=1

m∏
j=1

∥∥xji∥∥p
) 1

p
(

n∑
i=1

∫
BY ∗∗

|〈y∗i , y〉|
p∗ dµ(y)

) 1
p∗

≤ dmp (T )

(
n∑
i=1

m∏
j=1

∥∥xji∥∥p
) 1

p
(

n∑
i=1

|〈y∗i , y〉|
p∗

) 1
p∗

µ(BY ∗∗)
1
p∗

≤ dmp (T )

(
n∑
i=1

m∏
j=1

∥∥xji∥∥p
) 1

p

sup
y∈BY

‖y∗i (y)‖ln
p∗

ce qui implique : T̃ ∈ Dp(X1⊗̂π...⊗̂πXm;Y ) et aussi : dp(T̃ ) ≤ dmp (T ).

Inversement : supposons que T̃ ∈ Dp(X1⊗̂π...⊗̂πXm;Y ), alors

n∑
i=1

∣∣〈T (x1
i , ..., x

m
i ), y∗i

〉∣∣ =
n∑
i=1

∣∣∣〈T̃ (x1
i ⊗ ...⊗ xmi

)
, y∗i

〉∣∣∣
≤ dp(T̃ )

(
n∑
i=1

∥∥x1
i ⊗ ...⊗ xmi

∥∥p) 1
p

sup
y∈BY

‖y∗i (y)‖ln
p∗

≤ dp(T̃ )

(
n∑
i=1

m∏
j=1

∥∥xji∥∥p
) 1

p

sup
y∈BY

‖y∗i (y)‖ln
p∗

alors T ∈ Dmp (X1, ..., Xm;Y ) et aussi : dmp (T ) ≤ dp(T̃ ).
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2.4 Opérateurs multilinéaires p-dominés

Définition 2.6. Soit T ∈ L (X1, ..., Xm;Y ) un opérateur m-linéaire borné. On dira que

T est p-dominés (1 ≤ p <∞) s’il existe une constante C > 0 telle que pour tout n ∈ N

et xj1, ..., x
j
n ∈ Xj, (j = 1, ...,m), on a

(
n∑
i=1

‖T (x1
i , ..., x

m
i )‖p/m

)m/p
≤ C

m∏
j=1

∥∥∥(xji)1≤i≤n

∥∥∥
`
n,w
p (Xj)

. (2.3)

On note Lpd (X1, ..., Xm;Y ) l’espace des opérateurs m-linéaires p-dominés de X1×...×Xm

dans Y . Pour p < m, Lpd (X1, ..., Xm;Y ) est un quasi-Banach pour la quasi-norme δp(T ),

définie par

δp(T ) = inf {C vérifiant l’inégalité (2.3)}

Si p > m, δp(T ) est une norme sur Lpd (X1, ..., Xm;Y ).

Remarque 2.7. La classe des opérateurs m-linéaires p-dominés est un multi-idéal. Sa

construction peut s’interpréter par la méthode de factorisation. i.e.,

Lpd (X1, ..., Xm;Y ) = L(Πp) (X1, ..., Xm;Y ) ,

Théorème de factorisation (domination) de Pietsch. Soient 1 ≤ p < ∞ ; T ∈

L (X1, ..., Xm;Y ) . Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) L’opérateur T est p-dominés.

(2) Il existe une constante positive C et des probabilités de Radon µj sur Kj =

BX∗j
, (j = 1, ...,m) telles que

‖T (x1, ..., xm)‖ ≤ C
m∏
j=1

(∫
BX∗

j

|xj(x∗)|p dµj(x∗)
)1/p

, (2.4)

pour tout xj ∈ Xj. De plus, on a

δp(T ) = inf {C vérifiant l’inégalité (2.4)} .
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2.5 Opérateurs multilinéaires fortement p-sommants

Cette classe d’opérateurs a été introduite par Dimant en 2003.

Définition 2.8. Soit 1 ≤ p <∞ et T ∈ L (X1, ..., Xm;Y ). L’opérateur T est fortement p-

sommants s’il existe une constante C > 0 telle que pour tout xj1, ..., x
j
n ∈ Xj, (j = 1, ...,m)

(
n∑
i=1

‖T (x1
i , ..., x

m
i )‖p

)1/p

≤ C sup
Φ∈BL(X1,...,Xm)

(
n∑
i=1

|Φ (x1
i , ..., x

m
i )|p

)1/p

. (2.5)

La classe des opérateurs m-linéaires fortement p-sommants de X1 × ... × Xm dans Y ,

notée Lps (X1, ..., Xm;Y ) ; est un espace de Banach pour la norme

‖T‖Lps = inf {C vérifiant l’inégalité (2.5)} .

Théorème 2.9 [Dim03] . Soit T ∈ L (X1, ..., Xm;Y ). Les affi rmations suivantes sont

équivalentes.

(i) L’opérateur T est fortement p-sommants.

(ii) Il existe une mesure de probabilité de Radon µ sur
(
BL(X1,...,Xm),w∗)

)
et une

constante positive C > 0 telle que pour tout (x1, ..., xm) dans X1 × ...×Xm, on a

∥∥T (x1, ..., xm
)∥∥ ≤ C

(∫
BL(X1,...,Xm)

∣∣Φ (x1, ..., xm
)∣∣p dµ(Φ)

)1/p

.

Proposition 2.10 [Dim03]. Soit T ∈ L (X1, ..., Xm;Y ) .

(1) l’espace Lps (X1, ..., Xm;Y ) est un idéal de Banach.

(2) Si T̃ est p-sommants, alors T est fortement p-sommants.

Proposition 2.11. Soient X1, ..., Xm, E1, ..., Em,Y ; Z des espaces de Banach. Soient

T ∈ L (X1, ..., Xm;Y ), R ∈ L(Y ;Z) et Sj ∈ L(Ej;Xj) (1 ≤ j ≤ ∞).
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(1) Si T est fortement p-sommants, alors R ◦ T est fortement p-sommants et

‖R ◦ T‖Lps ≤ ‖R‖ ‖T‖Lps .

(2) Si T est fortement p-sommants, alors T ◦ (S1, ..., Sm) est fortement p-sommants

et

‖T ◦ (S1, ..., Sm)‖Lps ≤
m∏
j=1

‖Sj‖ ‖T‖Lps .

Preuve.

(1) Soient n ∈ N et x1, ..., xm ∈ Xj, tel que j = 1, ...,m

(
n∑
i=1

‖R ◦ T (x1
i , ..., x

m
i )‖p)1/p ≤ ‖R‖ (

n∑
i=1

‖T (x1
i , ..., x

m
i )‖p)1/p

≤ ‖R‖ ‖T‖Lps sup
Φ∈BL(X1,...,Xm)

(
n∑
i=1

|Φ (x1
i , ..., x

m
i )|p)1/p.

Alors R ◦ T est fortement p-sommants et ‖R ◦ T‖Lps ≤ ‖R‖ ‖T‖Lps .

(2) Soient n ∈ N et (e1, ..., em) ∈ E1, ..., Em. On a

(
n∑
i=1

‖T ◦ (S1, ..., Sm) (e1
i , ..., e

m
i )‖p)1/p

= (
n∑
i=1

‖T ◦ (S1 (e1
i ) , ..., Sm (xmi ))‖p)1/p

≤ ‖T‖Lps sup
Φ∈BL(X1,...,Xm)

(
n∑
i=1

|Φ (S1 (e1
i ) , ..., Sm (xmi ))|p)1/p

= ‖T‖Lps sup
Φ∈BL(X1,...,Xm)

(
n∑
i=1

|Φ(S1, ..., Sm) (e1
i , ..., e

m
i )|p)1/p

≤ ‖T‖Lps
m∏
j=1

‖Sj‖ sup
γ∈BL(E1,...,Em)

(
n∑
i=1

|γ (e1
i , ..., e

m
i )|p)1/p,

tel que γ = Φ(S1,...,Sm)
Πm
j=1‖Sj‖

. Ce qui entraîne,

‖T ◦ (S1, ..., Sm)‖Lps ≤
m∏
j=1

‖Sj‖ ‖T‖Lps . �
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Théorème 2.12 (Théorème d’inclusion). Si 1 ≤ p ≤ q <∞, alors

Lps (X1, ..., Xm;Y ) ⊂ Lqs (X1, ..., Xm;Y ) et ‖T‖Lps ≤ ‖T‖Lqs .

2.6 Théorème de Kwapień dans le cas multilinéaire.

Le théorème suivant est une généralisation naturelle du théorème de Kwapień au cas

multilinéaire.

Théorème 2.13 [Saa10]. Fixons m ≥ 2. Soient Xj (1 ≤ j ≤ m) des espaces de Banach.

Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) Les espaces X1, ..., Xm sont isomorphes aux espaces de Hilbert.

(2) Pour tous 1 < p, q <∞, et tout espace de Banach Y,

Lpd(X1, ..., Xm;Y ) ⊆ Dmq (X1, ..., Xm;Y ).

(3) Pour tout espace de Banach Y, L2
d(X1, ..., Xm;Y ) ⊆ Dm2 (X1, ..., Xm;Y ).

Preuve

(1) =⇒ (2) est immédiate par le théorème de Bu multilinéaire.

(2) =⇒ (3) est évidente.

(3) =⇒ (1) Soit 1 ≤ j ≤ m. Soit u ∈ Π2 (Xj;Y ) , on va montrer que u ∈ D2 (Xj;Y ) .

Pour 1 ≤ k ≤ m (k 6= j) on fixe xk ∈ BXk et x
∗
k ∈ BX∗k

tels que x∗k
(
xk
)

= 1. Vérifions

que l’opérateur multilinéaire

T = x∗1 ⊗ ...⊗ u⊗ ...⊗ x∗m : X1 × ...×Xm → Y
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appartient à L2
d(X1, ..., Xm;Y ). En effet,

(

n∑
i=1

∥∥T (g1
i , ..., g

m
i

)∥∥ 2
m )

m
2 = (

n∑
i=1

∣∣x∗1 (g1
i

)∣∣ 2m ...∥∥u (gji )∥∥ 2
m ... |x∗m (gmi )|

2
m )

m
2

≤ (

n∑
i=1

∣∣x∗1 (g1
i

)∣∣2)
1
2 ...(

n∑
i=1

∥∥u (gji )∥∥2
)
1
2 ...(

n∑
i=1

|x∗m (gmi )|2)
1
2

≤ π2 (u)
∥∥(g1

i

)∥∥
ln,w2

... ‖(gmi )‖ln,w2
.

Alors, par hypothèse, T ∈ Dm2 (X1, ..., Xm;Y ). Sa linéarisation T̃ est donc Cohen forte-

ment 2-sommants. Posons v : Xj → X1⊗̂π...⊗̂πXm, définie par

v = x1 ⊗ ...⊗ idXj ⊗ ...⊗ xm.

Alors u = T̃ ◦ v est Cohen fortement 2-sommants. Par le théorème de Kwapień, Xj est

isomorphe à un Hilbert. �

Théorème 2.14 [Saa10]. Fixons m ≥ 2. Soit Y un espace de Banach. Les propriétés

suivantes sont équivalentes.

(1) Y est isomorphe à un espace de Hilbert.

(2) Pour tous espaces de Banach X1, ..., Xm et tous 1 < p, q <∞,

Dmp (X1, ..., Xm;Y ) ⊆ Lqs(X1, ..., Xm;Y ).

(3) Pour tous espaces de Banach X1, ..., Xm; Dm2 (X1, ..., Xm;Y ) ⊆ L2
s(X1, ..., Xm;Y ).
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Preuve

(1) =⇒ (2) Soit Y = H un espace de Hilbert. Soit T ∈ Dmp (X1, ..., Xm;H); T ∗ est

p∗-sommants par la proposition (2.5). Le théorème linéaire de Bu [Bu03], entraine que

T ∗ ∈ Dq∗(H; (X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗), 1 < q∗ <∞.

Alors T ∈ Lqs(X1, ..., Xm;Y ). Ce résultat reste vrai si Y est isomorphe à un Hilbert.

(2) =⇒ (3) est évidente.

(3) =⇒ (1) Soit X un espace de Banach et u : X → Y un opérateur Cohen 2-sommants.

Pour 2 ≤ j ≤ m on considère xj ∈ BXj et x
∗
j ∈ BX∗j

tels que x∗j (xj) = 1. Il est facile de

voir que l’opérateur multilinéaire

T = u⊗ x∗2 ⊗ ...⊗ x∗m : X × ...×X︸ ︷︷ ︸
m

→ Y

est Cohen fortement 2-sommants. Alors, par hypothèse, T ∈ L2
s(X, ..., X;Y ). Donc, pour

g1, ..., gn ∈ X

(
n∑
i=1

∥∥u (gi)∥∥2
)
1
2 = (

n∑
i=1

∥∥T (gi, x2, ..., xm
)∥∥2

)
1
2

≤ C sup
Φ∈BL(X,...,X)

(
n∑
i=1

∣∣Φ (gi, x2, ..., xm
)∣∣2)

1
2

≤ C sup
x∗∈BX∗

(

n∑
i=1

∣∣x∗ (gi)∣∣2)
1
2

puisque x → Φ (x, x2, ..., xm) est une forme linéaire sur X de norme ≤ 1, donc u ∈

Π2 (X;Y ). Par la forme dual du théorème de Kwapień, Y est isomorphe à un Hilbert.�

Notons que l’implication (3) =⇒ (1) de ce théorème est un cas particulier du théorème

3.5 qui va suivre.
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Corollaire 2.15 [Saa10]. Soient H1, ..., Hm, H des espaces de Hilbert, alors

Lpd(H1, ..., Hm;H) ⊂ Dmq (H1, ..., Hm;H) ⊂ Lrs(H1, ..., Hm;H)

pour tous 1 < p, r, q <∞.
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Chapitre 3
Caractérisation polynomial d’un espace de

Hilbert

Dans ce chapitre on va donner une version polynômiale de théorème de Kwapień.

Commençons par un survol sur les polynômes homogènes de degré m. Puis on rappelle

les définitions et les propriétés des polynômes Cohen fortement p-sommants, fortement

p-sommants de Dimant et p-dominés. Certaines inclusions entre ces derniers types ont été

données. On termine ce chapitre par le théorème de Kwapień dans le cas des polynômes

homogènes de degré m. Les résultats de ce chapitre sont trouvés dans les travaux de

Achour et Saadi à leurs article [ASaa10].

3.1 Polynômes homogène de degré m

Commençons par la définition des opérateurs multilinéaires symétriques.

Définition 3.1. (Multilinéaire symétrique). Soient X, Y deux espaces de Banach. Soit

T : X × ...×X︸ ︷︷ ︸
m

→ Y un opérateur multilinéaire ; T est dit symétrique si

T ◦ σ (x1, ..., xm) := T
(
xσ(1), ..., xσ(m)

)
= T (x1, ..., xm)
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pour toute permutation σ. On note LS (mX;Y ) l’espace des opérateurs multilinéaires

symétriques.

A chaque opérateur multilinéaire T ∈ L (mX;Y ) on peut associer un opérateur symé-

trique TS ∈ LS (mX;Y ). En effet, soit T : X × ...×X︸ ︷︷ ︸
m

→ Y un opérateur m-linéaire,

posons

TS =
1

m!

∑
σ

T ◦ σ

L’opérateur TS s’appelle opérateur symétré de T . On a

(1) Si T ∈ L (mX;Y ) alors TS ∈ LS (mX;Y ) .

(2) TS = T si et seulement si T est symétrique.

(3) L’opérateur linéaire S : L (mX;Y ) → LS (mX;Y ) : T → S (T ) = TS est un

projection.

Définition 3.2 (Polynôme homogène de degré m). Fixons m ∈ N∗. Soient X, Y deux

espaces de Banach. L’application P : X → Y est un polynôme homogène de degré m s’il

existe un opérateur multilinéaire symétrique T̂ ∈ LS (mX;Y ) tel que

P (x) = T̂ (x, m..., x) .

On note P (mX;Y ) , l’espace des polynômes homogènes de dégré m de X dans Y muni

de la norme

‖P‖ = sup {‖P (x)‖ / ‖x‖ ≤ 1}

= inf {C : ‖P (x)‖ ≤ C ‖x‖m pour tout x ∈ X}

Si Y = K, on écrit simplement P (mX) .
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Si P ∈ P (mX;Y ) , on définie sa linéarisation P̃ : ⊗̂mπ,sX → Y par

P̃ (

n∑
i=1

xi ⊗ (m)... ⊗ xi) =

n∑
i=1

P (xi)

où (xi)1≤i≤n ∈ X.

Proposition 3.3. La correspondance P ↔ T̂ establit un isomorphisme entre P (mX;Y )

et LS (mX;Y ) .

Proposition 3.4. (formule de polarisation) Nous avons pour tout T ∈ LS (mX;Y )

[Muj86]

T
(
x1, ..., xm

)
=

1

m!2m

∑
εi=±1
1≤i≤m

ε1...εmPT (
m∑
j=1

εjx
j).

où PT est le polynôme associe à T. De plus, PT est borné sur la boule unité de X ssi T

est borné. Les deux normes vérifient l’inégalité suivante [Muj86]

‖PT‖ ≤ ‖T‖ ≤
mm

m!
‖PT‖ .

Opérateurs diagonaux. On introduit les plongements naturels de X dans X × ...×X︸ ︷︷ ︸
m

et ⊗̂mπ X, notés ∆m et δm respectivement. Ils sont définis par

∆m : X → X × ...×X

x → (x, ..., x)
,
δm : X → ⊗̂mπ X

x → x⊗ ...⊗ x

Clairement, le diagramme suivant commute

X

∆m ↓
δm
↘

X × ...×X︸ ︷︷ ︸
m

→
im
⊗̂mπ X
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i.e. im ◦∆m = δm, où im est l’opérateur multilinéaire canonique, de X1 × ...×Xm dans

X1⊗̂π...⊗̂πXm défini par

im (x1, ..., xm) = x1 ⊗ ...⊗ xm

Avec cette notation nous avons aussi le diagramme suivant

X1 × ...×Xm

im ↓
T

↘

X1⊗̂π...⊗̂πXm →̃
T

Y

Proposition 3.5. Un opérateur P : X → Y est un polynôme de dégré m si et seulement

s’il existe T ∈ L (mX;Y ) tel que le diagramme suivant commute

X
∆m→ X × ...×X

δm ↓ ↘ P ↓ T

⊗̂mπ X −→̃
T

Y

Preuve. Soit TS l’opérateur symétrié de T. Par définition et le diagramme ci-dessus, on

a ST (x, ..., x) = T (x, ..., x) = T ◦∆m (x) = P (x) . �

3.2 Polynômes homogène Cohen fortement p-sommants

Cette définition a été introduite par Achour et Saadi dans [ASaa10] . C’est une géné-

ralisation naturelle de celle de Cohen de cas linéaire.

Définition 3.6. On fixe m ∈ N . Soient 1 < p ≤ ∞ et X, Y des espaces de Banach.

Un polynôme homogène de degré m P : X −→ Y est Cohen fortement p-sommants, s’il

existe une constante C > 0 telle que pour tout x1, ..., xn ∈ X et y∗1, ..., y
∗
n ∈ Y ∗,

n∑
i=1

|〈P (xi) , y
∗
i 〉| ≤ C(

n∑
i=1

‖xi‖mp)
1
p sup
y∈BY

‖(y∗i (y))‖ln
p∗
. (3.1)
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La classe des polynômes homogènes de degré m Cohen fortement p-sommants sera no-

tée P p
Coh(

mX;Y ); elle espace de Banach muni de la norme dp(P ), qui est la plus petite

constante C vérifiant l’inégalité (3.1). Pour p = 1 nous avons P1
Coh(

mX;Y ) = P(mX;Y ).

Exemple. Soient m ∈ N, u : X → Y un opérateur fortement p-sommants et ϕ ∈ X∗. Le

polynôme

P : X → Y : P (x) = ϕm−1 (x)u (x)

est Cohen fortement p-sommants. En effet, soient x1, ..., xn ∈ X, y∗1, ..., y∗n ∈ Y ∗,
n∑
i=1

|〈P (xi) , y
∗
i 〉| =

n∑
i=1

|〈ϕm−1 (xi)u (xi) , y
∗
i 〉|

=
n∑
i=1

|〈u (ϕm−1 (xi)xi) , y
∗
i 〉|

≤ dp (u) ‖ϕ‖m−1 (
n∑
i=1

‖xi‖mp)
1
p sup
y∈BY

(
n∑
i=1

|y∗i (y)|p
∗
)
1
p∗

Donc, P est Cohen fortement p-sommants et dp(P ) ≤ ‖ϕ‖m−1 dp(u).

Théorème de factorisation de Pietsch. Soit m ∈ N. Un polynôme homogène de degré

m P ∈ P(mX;Y ) est Cohen fortement p-sommants ( 1 < p ≤ ∞) si et seulement s’il

existe une mesure de Radon µ sur BY ∗∗ et C > 0 telles que pour tout x ∈ X et y∗ ∈ Y ∗

|〈P (x) , y∗〉| ≤ C ‖x‖m (

∫
BY ∗∗

|y∗(y∗∗)|p
∗
dµ(y∗∗))

1
p∗ . (3.2)

De plus, dans ce cas dp(P ) = min {C : C vérifiant (3.2)}.

Une conséquence immédiate de ce dernier théorème est le corollaire suivant.

Corollaire 3.7. Soient 1 ≤ p1 ≤ p2 <∞.

Si P ∈ Pp2Coh(mX;Y ), alors P ∈ Pp1Coh(mX;Y ) et dp1(P ) ≤ dp2(P ).

Théorème 3.8. Un polynôme P ∈ P(mX;Y ) est Cohen fortement p-sommants si et

seulement si l’opérateur m-linéaire symétrique associer P̃ ∈ L(mX;Y ) est Cohen forte-

ment p-sommants.
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Preuve. On suppose que P̃ est Cohen fortement p-sommants. Soit x1, ..., xn ∈ X et

y∗1, ..., y
∗
n ∈ Y ∗ ; alors :

n∑
i=1

|〈P (xi), y
∗
i 〉| =

n∑
i=1

∣∣∣P̃ 〈(xi, ..., xi), y∗i 〉∣∣∣
≤ dmp (P̃ )(

n∑
i=1

‖xi‖mp)
1
p sup
y∈BY

‖y∗i (y)‖ln
p∗
.

donc P est Cohen fortement p-sommants, et dp(P ) ≤ dmp (P̃ ).

Inversement : Soit P ∈ PpCoh(mX;Y ), xj ∈ BX(1 ≤ j ≤ m) et y∗ ∈ Y ∗ ; alors par la

formule de polarisation (1.3) on a : 1 ≤ i ≤ m

∣∣∣〈P̃ (x1, ..., xm), y∗
〉∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
〈

1

m!2m

∑
εi=±1

ε1...εmP (
m∑
j=1

εjx
j)., y∗

〉∣∣∣∣∣
≤ 1

m!2m

∑
εi=±1

∣∣∣∣∣
〈
P (

m∑
j=1

εjx
j)., y∗

〉∣∣∣∣∣
par le théorème de Pietsch

∣∣∣〈P̃ (x1, ..., xm), y∗
〉∣∣∣ ≤ 1

m!2m
dp(P )

∑
εi=±1

(
m∑
j=1

∥∥εjxj∥∥)m(

∫
BY ∗∗

|y∗(y∗∗)|p
∗
dµ(y∗∗))

1
p∗

≤ 1

m!2m
dp(P )

∑
εi=±1

(
m∑
j=1

∥∥xj∥∥)m(

∫
BY ∗∗

|y∗(y∗∗)|p
∗
dµ(y∗∗))

1
p∗

≤ 1

m!2m
dp(P )2mmm(

∫
BY ∗∗

|y∗(y∗∗)|p
∗
dµ(y∗∗))

1
p∗

≤ mm

m!
dp(P )(

∫
BY ∗∗

|y∗(y∗∗)|p
∗
dµ(y∗∗))

1
p∗

et pour xj ∈ X(xj 6= 0)∣∣∣∣〈P̃ (
x1

‖x1‖ , ...,
xm

‖xm‖), y∗
〉∣∣∣∣ ≤ mm

m!
dp(P )(

∫
BY ∗∗

|y∗(y∗∗)|p
∗
dµ(y∗∗))

1
p∗
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alors :

∣∣∣〈P̃ (x1, ..., xm), y∗
〉∣∣∣ ≤ mm

m!
dp(P )

m∏
j=1

∥∥xj∥∥ (

∫
BY ∗∗

|y∗(y∗∗)|p
∗
dµ(y∗∗))

1
p∗

donc P̃ est Cohen fortement p-sommants, et dmp (P̃ ) ≤ mm

m!
dp(P ). �

Proposition 3.9 : Soit 1 < p ≤ ∞, P : X → Y un polynôme m-homogène et P̃ sa

linéarisation. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) P ∈ PpCoh(mX;Y ).

(2) P̃ ∈ Dp(⊗̂
m
π,sX;Y ).

Preuve. On suppose que P̃ ∈ Dp(⊗̂
m
π,sX;Y ). Pour x1, ..., xn ∈ X et y∗1, ..., y

∗
n ∈ Y ∗, on

a :

n∑
i=1

|〈P (xi), y
∗
i 〉| =

n∑
i=1

∣∣∣P̃ 〈(xi ⊗ ...⊗ xi), y∗i 〉∣∣∣
≤ dp(P̃ )(

n∑
i=1

‖xi ⊗ ...⊗ xi‖p)
1
p sup
y∈BY

‖y∗i (y)‖ln
p∗

≤ dp(P̃ )(
n∑
i=1

‖xi‖mp)
1
p sup
y∈BY

‖y∗i (y)‖ln
p∗

alors P ∈ PpCoh(mX;Y ), et dmp (P ) ≤ dp(P̃ ).

Inversement : on suppose que P ∈ PpCoh(mX;Y ); Soient v ∈ ⊗̂mπ,sX(v 6= 0) et y∗ ∈ Y ∗,

supposons que v =
∑n

i=1 xi ⊗ ...⊗ xi, alors :

∣∣∣〈P̃ (v), y∗
〉∣∣∣ ≤ n∑

i=1

|〈P (xi), y
∗〉|

≤ dmp (P )
n∑
i=1

‖xi‖m (

∫
BY ∗∗

|y∗(y∗∗)|p
∗
dµ(y∗∗))

1
p∗
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si on prend l’infimum pour tout représentation de v, on trouve :

∣∣∣〈P̃ (v), y∗
〉∣∣∣ ≤ dmp (P ) ‖v‖ (

∫
BY ∗∗

|y∗(y∗∗)|p
∗
dµ(y∗∗))

1
p∗

alors P̃ ∈ Dp(⊗̂
m
π,sX;Y ) et dp(P̃ ) ≤ dmp (P ). Finalement :dp(P̃ ) = dmp (P ). �

Corollaire 3.10. Soit P ∈ P(mX;Y ). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) P ∈ PpCoh(mX;Y ).

(b) P̃ ∈ Dp(⊗̂
m
π,sX;Y ).

(c) Il existe un opérateur u Cohen fortement p-sommants et Q un polynôme, tel

que :P = u ◦Q.

Preuve.

(a)⇔ (b) : Par la proposition 3.9.

(b)⇒ (c) : On a le diagrame suivant :

X × ...×X︸ ︷︷ ︸
m

P−→ Y

δm ↓ ↗
P̃

⊗̂mπ,sX

Donc P = P̃ ◦ δm, avec P̃ ∈ Dp(⊗̂
m
π,sX;Y ) et δm un polynôme.

(c) ⇒ (a) : On suppose que (c) est vraie, alors il existe un espace de Banach Z,

un opérateur linéaire u ∈ Dp(Z;Y ) et Q ∈ P(mX;Z) tel que : ∀x1, ..., xn ∈ X et
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∀y∗1, ..., y∗n ∈ Y ∗, on a :

n∑
i=1

|〈P (xi), y
∗
i 〉| =

n∑
i=1

|〈u ◦Q(xi), y
∗
i 〉|

≤ dp(u)(

n∑
i=1

‖Q(xi)‖mp)
1
p sup
y∈BY

‖y∗i (y)‖ln
p∗

≤ dp(u) ‖Q‖ (

n∑
i=1

‖(xi)‖mp)
1
p sup
y∈BY

‖y∗i (y)‖ln
p∗

Donc P ∈ PpCoh(mX;Y ). �

3.3 Les polynômes homogènes fortement p-sommants

de Dimant

Définition 3.11. Soient X, Y deux espaces de Banach et 1 ≤ p ≤ ∞. Soit P ∈

P(mX;Y ), on dit que le polynôme P est fortement p-sommants s’il existe une constante

C > 0, tel que : ∀x1, ..., xm ∈ X on a :

(
n∑
i=1

‖P (xi)‖p)
1
p ≤ C sup

ϕ∈BP(mX)

(
n∑
i=1

|ϕ(xi)|p)
1
p . (3.3)

La classe des polynômes homogènes fortement p-sommants est notée Ppss(mX;Y ). Si on

lui muni par la norme ‖P‖ss,p = inf {C, vérifiant l’inégalité (3.3)} , l’espace (Ppss(mX;Y ), ‖P‖ss,p)

revient un espace de Banach.

Corollaire 3.12. Soit 1 < p <∞. Si Y est un espace Lp∗ , alors :

PpCoh(mX;Y ) ⊂ Pp∗ss (mX;Y ).

Preuve. Soit P ∈ PpCoh(mX;Y );Alors par le corollaire 3.10, ∃u ∈ Dp(Z;Y ) etQ : X → Z

tel que P = u ◦ Q. CommeY est un espace Lp∗ alors u est p∗-sommants. ∀xi ∈ X(1 ≤
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i ≤ n)

(

n∑
i=1

‖P (xi)‖p
∗
)
1
p∗ = (

n∑
i=1

‖u ◦Q(xi)‖p
∗
)
1
p∗

≤ πp∗(u) sup
z∗∈BZ∗

(
n∑
i=1

|z∗(Q(xi))|p
∗
)
1
p∗

comme le polynôme z∗ ◦Q ∈ P(mX), on a :

(

n∑
i=1

‖P (xi)‖p
∗
)
1
p∗ ≤ ‖Q‖ πp∗(u) sup

Φ∈BP(mX)

(

n∑
i=1

|Φ(xi)|p
∗
)
1
p∗

alors, P ∈ Pp∗ss (mX;Y ), et ‖P‖ss,p∗ ≤ ‖Q‖ πp∗(u). �

3.4 Les polynômes homogènes p-dominés

Définition 3.13. Soient P ∈ P(mX;Y ) et 1 ≤ p <∞. P est p-dominés si : ∃C > 0 tel

que : ∀n ∈ N∗ et ∀x1, ...xn ∈ X on a :

(
n∑
i=1

‖P (xi)‖
p
m )

m
p ≤ C sup

x∗∈BX∗
(
n∑
i=1

|x∗(xi)|p)
m
p . (3.4)

On note par Ppd (mX;Y ) l’espace des polynôme p-dominés de X dans Y et par δp(T ) =

inf{C, vérifiant l’inégalité (3.4)}.

Proposition 3.14. La constante δp(T ) est une norme si p ≥ m, et quasi-norme si

p < m. Par conséquent, Ppd (mX;Y ) est un Banach si p ≥ m, sinon Ppd (mX;Y ) est un

quasi-Banach.

Remarque 3.15. L’espace Ppd (mX;Y ) est noté parfois l’espace des polynômes absolu-

ment ( p
m
, p) sommants.

Corollaire 3.16. Soientm ∈ N∗, 1 < p, q <∞, H un espace de Hilbert et P ∈ P(mH;Y ).
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Si P est un polynôme p-dominés, alors P est un polynôme Cohen fortement q-sommants.

En d’autre termes

Ppd (mH;Y ) ⊂ PqCoh(mH;Y ).

Preuve. Soient 1 < p, q < ∞, P ∈ P(mH;Y ) et P̃ ∈ L(mH;Y ) l’opérateur m-

linéaire associe.P ∈ Ppd (mH;Y ) ⇒ P̃ ∈ Ppd (mH;Y ) ⇒ P̃ ∈ PqCoh(mH;Y ) =⇒ P ∈

PqCoh(mH;Y ). �

3.5 Théorème de Kwapień dans le cas des polynômes

Le résultat suivant est une version polynômiale de théorème de Kwapień. Cette carac-

térisation utilise les polynômes homogènes Cohen fortement p-sommants et p-dominés.

Théorème 3.17. Soient m ∈ N∗, 1 < p, q < ∞ et X, Y deus espaces de Banach Y . Si

Ppd (mX;Y ) ⊆ PqCoh(mX;Y ), alors Πp(X;Y ) ⊆ Dq(X;Y ).

Preuve. Soient u ∈ Πp(X;Y ), x0 ∈ BX et x∗0 ∈ BX∗ tel que x∗0(x0) = 1.On définit

l’opérateur πj : ⊗̂j+1

π,s X → ⊗̂
j

π,sX (1 ≤ j ≤ m− 1) par :

πj(
n∑
i=1

xi ⊗ (j+1)... ⊗ xi) =
n∑
i=1

x∗0(xi)xi ⊗ (j)... ⊗ xi

on a δm : X → ⊗̂mπ,sX, nous allons a montrer que P := u ◦ π1 ◦ ... ◦ πm−1 ◦ δm : X → Y

est p-dominés. Soit xi ∈ X(1 ≤ i ≤ n), alors

n∑
i=1

‖P (xi)‖
p
m =

n∑
i=1

‖u ◦ π1 ◦ ... ◦ πm−1 ◦ δm(xi)‖
p
m

=

n∑
i=1

∥∥∥u ◦ π1 ◦ ... ◦ πm−1(xi ⊗ (m)... ⊗ xi)
∥∥∥ p
m

=
n∑
i=1

|x∗0(xi)|
p
m

∥∥∥u ◦ π1 ◦ ... ◦ πm−2(xi ⊗ (m−1)... ⊗ xi)
∥∥∥ p
m
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par l’inégalité de Hölder ( 1
m

+ 1
m

m−1
= 1)

n∑
i=1

‖P (xi)‖
p
m ≤ (

n∑
i=1

|x∗0(xi)|p)
1
m (

n∑
i=1

‖u ◦ π1 ◦ π2 ◦ ... ◦ πm−2 ◦ δm−1(xi)‖
p

m−1 )
m−1
m

≤ (

n∑
i=1

|x∗0(xi)|p)
1
mC sup

x∗∈BX∗
(
n∑
i=1

|x∗(xi)|p)
m−1
p )

p
m

= C
p
m (

n∑
i=1

|x∗0(xi)|p)
1
m sup
x∗∈BX∗

(

n∑
i=1

|x∗(xi)|p)
m−1
m

≤ C
p
m sup
x∗∈BX∗

n∑
i=1

|x∗(xi)|p

alors P est p-dominés et donc Cohen fortement q-sommants. Par la composition P =

P̃ ◦ δm, on a P̃ = u ◦ π1 ◦ ... ◦ πm−1 est Cohen fortement q-sommants, il existe un

opérateur kj : ⊗̂jπ,sX → ⊗̂
j+1

π,s X (1 ≤ j ≤ m− 1) définit en fonction de x∗0 et x0 tels que

l’application πj ◦ kj est l’identité sur ⊗̂
j
π,sX. on a :

u = u ◦ π1 ◦ ... ◦ πm−1 ◦ kj−1 ◦ ... ◦ k1 : X → Y

qui est, par la propriété d’idéal, Cohen fortement q-sommants. �
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Théorème 3.18. Soit X un espace de Banach. Les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

(1) X est isomorphisme à un espace de Hilbert.

(2) ∀m ∈ N∗, 1 < p, q <∞ et pour tout espace de Banach Y , on a :

Ppd (mX;Y ) ⊆ PqCoh(mX;Y )

(3) ∀m ∈ N∗ et ∀Y un espace de Banach, alors :

P2
d(mX;Y ) ⊆ P2

Coh(
mX;Y ).

Preuve.

(1)⇒ (2) Par le corollaire 3.16.

(2)⇒ (3) Evident.

(3)⇒ (1) Par le théorème 3.17 et le théorème de Kwapień. �
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