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Résumé en frangais:

L’objectif de ce mémoire est la généralisation du théoréme de Kwapien des
opérateurs p-sommants et fortement p-sommants a les opérateurs linéaires.
On donne la version polynomiale et multilinéaire d’une caractérisation des espaces
de Hilbert basée sur le théoréme de Kwapien et comparer les différents classes de
sommabilité sur les trois cas des opérateurs: lin€aire, multilinéaire et polyndme

homogene de degré m.

Résumé en englais:
The object of these lines is generalizing Kwapien theorem for the p-
summing operators and strongly p-summing operators.
We give polynomial and multilinear version of this theorem, and we

compare betwin the different types of summing in the three types: linear,

multilinear and homogeneous polynomial.
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Introduction

Ce mémoire s’inscrit dans le cadre de la théorie des opérateurs multilinéaires et poly-
nomes homogene de degré m. Il porte essentiellement sur les théoremes de caractérisation
de I'espace de Hilbert. Il bien connu dans I’analyse qu'un espace normé est un Hilbert si

et seulement si sa norme vérifie I'identité de parallélogramme suivante

2 2 2 2
Iz 4+ ylI” + llz = ylI” = 2(ll=[I” + ly[I").

En 1970, Kwapien a donné une autre caratérisation d’un espace de Hilbert en utilisant
les opérateurs linéaires 2-sommants et leurs conjugués. Cette caractérisation basée sur le
théoréme de factorisation de Pietsch des opérateurs linéaires 2-sommants par un espace
de Hilbert. Dans ce mémoire, on s’intéresse a la généralisation de cette caractérisation
dans le cas multilinéaire et le cas des polynomes homogenes de degré m. Le dernier cas
a été entamné par Achour et Saadi en 2010 ou ils ont donné une version polynémiale de
théoréme de Kwapien. Pour le cas multilinéaire, on peut citer les travaux de Saadi dans sa

"These de Doctorat" dont il a montré qu’il y a plusieurs version de cette caractérisation.
Le mémoire s’articule autour de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on donnera un apergu général sur les espaces de Hil-



bert. Puis, on rappelle les notions des opérateurs linéaires p-sommants et fortement
p-sommants. Le chapitre se termine par le théoréme de Kwapien qui donne une ca-
ractérisation d’'un espace de Hilbert dans laquelle on utilise les opérateurs p-sommants

et fortement p-sommants..

Dans le deuxiéme chapitre, on fera un panorama sur les opérateurs multilinéaires. Une
série de propriétés et résultats concernant ces opérateurs a été donné. Dans la catégorie
des opérateurs multilinéaires on trouve beaucoup de définitions, dans ce chapitre on s’in-
téresse seulement aux opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommants, p-dominés

et fortement p-sommant au sens de Dimant.

Le troisiéme chapitre sera consacré a étudier la version polynémiale du théoréme de
Kwapien, tout d’abord on fait un rappel sur les polynémes homogémes de degré m, puis
on introduit sur cette catégorie plusieurs définitions a savoir les polynémes homogémes
Cohen fortement p-sommants, p-dominés et fortement p-sommants de Dimant. Finale-
ment, on donne le théoréme de caractérisation d’un espace de Hilbert en utilisant pour

cela les polynomes homogéenes de degré m.



Chapitre

Théoreme de Kwapien dans le cas linéaire

Dans ce chapitre, nous présentons des résultats de base a propos les espaces de Hil-
bert, les espaces de Lebesgue ainsi que des résultats concernant les applications linéaires.
On fait un survol sur les opérateurs linéaires p-sommants et fortement p-sommants. On
termine ce chapitre par théoréme de Kwapien dans le cas linéaire. On utilise dans cette ca-
ractérisation les opérateurs linéaires p-sommants et fortement p-sommants (pour meilleur

d’informations sur les espaces de Hilbert et les espaces de Lebesgue voir [LT96]).

1.1 Les espaces de Hilbert

Produit scalaire. Soit H un espace vectoriel sur K. On appelle produit scalaire sur
H une application ¢ : H x H — R telle que
a) Linéaire par rapport a la premiére composante, i.e,
Lo(@+ay)=p@y) +ey).
2.0 (Az,y) = Ap (z,y).
b) Anti-linéaire par rapport a la deuxiéme composante, i.e.,
Lo(my+y) =@y +ely).
2. ¢ (z,My) = Ao (2,y) .
c) Positive, i.e., ¢ (z,z) > 0.



d) Définie, i.e., ¢ (z,2) =0 < 2 = 0.
e) Hermitienne, i.e., ¢ (y,z) = ¢ (z,y).
ou x,x'et y sont des éléments quelconques de H et A\ un élément quelconque de K.

On note habitualement application ¢ par (,), c’est a dire

Vo, y € X o (x,y) = (z,y)

Espace préhilbertien. On appelle espace préhilbertien (réel ou complexe) un espace
vectoriel (réel ou complexe) muni d‘un produit scalaire. On définit dans ce cas 1’applica-

tion suivante

Ve e X : |z|| = +/(z, z). (1.1)

Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 1.1. Un espace préhilbertien est un espace normé dont sa norme est définit

par (1.1).

n
Exemple. Vz = (z1,...,2,),y = (Y1, ..., Yn) des éléments de K™ ,on pose (x,y) = >_ 7.

i=1
Cette formule définit clairement un produit scalaire sur K. La norme associée est I’appli-

cation x — |z|.

Définition 1.2 (espace de Hilbert). Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien

complet, dénoté simplement H.

Exemples.

1) R™ est un espace de Hilbert.

2) L’espace vectoriel C' ([a, b]) des fonctions continues a défini sur [a, b] est un espace
du Hilbert.

3) P ([a,b]) n’est pas un espace de Hilbert, mais défini sur I’espace de produit scalaire

par :(f,q) = [ f (2) g (x) dz,on f,g € [a,}].



Inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit H un espace de Hilbert. Pour tout =,y € H nous

avons

(= o) < Mz lHlyll -

Preuve. V) € K :
Az +y, Az +y) = AN (z,2) + (y,9) + Az,9) + Ay, ),
on pose a = (z,x),b = (x,y),c = (y,y) on trouve
aAX +bA+ DA + ¢ >0

Sia=c=0, A\ = b alors 'inégalité ci-dessus entraine —2|b]> > 0 = b = 0.

Sia#0,onal\= —g, alors 'inégalité ci-dessus implique

IETRRCIS
a a a a
donc —@+020:>\b|2§ac. [ |

Inégalité de Minkowski. Soit H un espace de Hilbert. Pour tout x,y € H nous avons

(z+y,z+y)"? < (2, 2)* + (g, y)"?.

Preuve On sait que :

(z+y,x+y) = (z,2) + 2Re(z,9) + (y,9)

Re (z,y) < [{z,9)| < (7, 7)/(y,9)

ce qui implique que

(x+y,z+y) < (\/<»’v,l‘>+\/<y,y>)2



alors

o +yll < llz[[ vl ™

Formule de polarisation. Dans un espace de Hilbert on peut définir le produit scalaire

a partir de sa associe. La formule suivante est dite de Polarisation qui montre ca.

Théoréme 1.3. Pour tout z et y qui appartiennent & un espace de Hilbert, nous avons

sy = =l =l S K=R
e+l = llz — yl)> +illz + iyl — i |z —iy])?, siK = C.

Preuve. Nous avons

lz+yl? = (z.2)+ (x,9) + Y, 2) + (1,9).

— e +yll* = —(z,2) +{z,y) + y.2) - (1.y).

et
illz+iy|* = iz, )+ (x,y) — (y.7) +i(y,y).

—ille —iyl® = —i(z,2)+ (x,y) — Y, x) —i{y,y).

En ajoutant ces quatre relations, nous obtenons. WM

1.2 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.4. Soient X,Y deux espaces de Banach et u : X — Y wune application.
Elle est linéaire si

)Vr,ye X tu(z+y) =ul@)+u(y).

2)Vre X,VA e R u(Ax) = du(x).



On note L (X,Y) Pensemble des applications linéaires, on le muni de deux opérations
algébriques suivantes

1) Ve e X : (ug +ug) () = uy () +ug ().

2) Ve € X,VA e R: (\u) (z) = Au(x).

Définition 1.5. Soit uw € L (X,Y). L’application linéaire u est continue s’il existe C' > 0
tel que
Ve e B ||lu(z)|| < Cz .

On note L(X,Y) Uespace de Banach des applications linéaires continues ot sa norme

des opérateurs est donnée par

[u ()]

il up

220 |||
= sup |u(z)].
[lzll<1
On a ausst
Ve e X flu(@)| < flull [l -
Cas particulier (Espace dual). Si Y = K, lespace des applications linéaires

L (X,K) est dit le dual topologique de X, on le note généralement X*.

L’opérateur adjoint. Soient XY deux espaces de Hilbert et T' € £(X,Y’), on définit

I'opérateur adjoint de T par :

T Y — X
y — (T(x),y) = (2, T*(y))

Proposition 1.6. Soient X,Y deux espaces de Hilbert et T € L(X,Y), il existe un
unique T* € L(Y, X) tel que Vx € X,Vy €Y on a :

(T'(x),y) = (x, T*(y))



de plus :
1]} = [T

Représentation de Riesz. Soit H un espace de Hilbert. Pour tout vecteur y de H, la
forme linéaire qui & z associe < y,x > est continue sur H (sa norme est égale a celle de
y, d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz). Le théoréme de Riesz énonce la réciproque :

toute forme linéaire continue sur H s’obtient de cette facon.

Théoréme 1.7. Soient H un espace de Hilbert et u une forme linéaire sur H. Alors, il

existe un élément unique a € H tel que
Vee H:u(zr)=(ax).
Proposition 1.8. Soit H un espace de Hilbert sur K. Alors H = H*.

Comme conséquence immédiate de cette propostion est la reflexifité d’un espace de
Hilbert.
Corollaire 1.9. Tout espace de Hilbert est réflexif, i.e., H = H**.

1.3 Caractérisation d’un espace de Hilbert

Cette partie est consacrée & donner une caractérisation d’un espace de Hilbert. En
effet, soit H un espace de Banach quelconque, on définit I'identité du parallélogramme
par

lz +yl” + e =yl = 2 (lz” + IlylI”) (1.2)

qui signifie que la somme des carrés des cotés d’un parallélogramme est égale a la somme
des carrés des diagonales Le théoreme di & Jordan-Von-Neumann en 1935 donne une

caractrisation en utilisant cette derniére identité.



Théoréme 1.10..Un espace de Banach est un espace de Hilbert si et seulement si sa

norme vérifie l’égalité du parallélogramme.

Preuve. Soit H un espace de Hilbert. On vérifie 'identité (1.2). On sait que

2 2 2
Iz +ylI” = llzl]” + lylI” + 2 Re (z, y) .

2 2 2
lz—yll” = llzl” +[lyl" — 2Re(z,y).

ce qui donne le résutat.
Inversement on va montrer que si la norme ||.|| de H vérifie I'identité du parallélogramme,
alors elle est induite d’un produit scalaire. On pose
2 2 .
lz+yll” = llz —ylI”, siK=R.
4(z,y) =

Iz +yll* = lz =yl + i ||z + iyl — iz —ay||*, siK=C.

qui est bien un produit scalaire sur H. W

1.4 Les espaces de suites /¢,

Définition 1.11. Soient (x,), .y une suite d’éléments de R et p € [1,400[. On définit
l’ensemble ¢, par
1
neN

Si p = 00, on définie {o, par

loo = {(xn)neN CR:suplz,| < oo} :

neN

On munit ¢, de la norme suivante



1. Sil§p<oo:|| () neNH Z|xn|p%
2. Sip=o0, H(asn neNHoo = supneN |$n| .

Théoréme 1.12. (L’espace {3). L’espace lyest un espace de Hilbert dont le produit sca-

laire est

= Z TnYn.

neN

Théoréme 1.13 (Espace dual). Soit 1 < p < +0c0. On a

avec p* est le conjugué de p, i.e., = + 1% =1

S =

Proposition 1.14. Soit 1 < p < 4+00. L’espace ¢, est reflexif, i.e.,

Proposition 1.15 (comparaison entre les espaces). Soit 1 < p < q < co. Nous avons
les inclustons suivantes

0 C..Cl,Cl,C . Ly

1.5 Espaces L,

Commencons par rappeler la définition des espaces £, 5, introduite par Lindenstrauss
et Pelczynski dans leur article : "Absolutely summing operators in L,-spaces and their
applications". Soient 1 < p < oo et A > 1. Un espace de Banach X est dit espace £,
si pour tout sous espace de dimension finie & C X il existe F' C X contenant F et un
Jdim F

isomorphisme v : F' — 5™ satisfaisant [|ul| [[u~"]] < X. On dit que X est un espace

L, si c’est un espace L, pour un certain A > 1. Soit (2; ) un espace mesuré; pour
P p p,A D i



1 < p < o0, les espaces de Lebesgue L, (1) sont des espaces L,. L'espace C (K) des

fonctions continues sur un compact K est un espace L.

Définition 1.16. (Sous espace complémenté) Soit X un espace de Banach et Y un sous
espace fermé de X. On dit que Y est complémenté de X s’il existe un sous espace fermé
Z tel que

X=Y®pZ

Le sous espace fermé Z s’appel le complément de Y.

Théoréme 1.17. Un sous espace fermé Y d’un espace de Banach X est compémenté de

X si, et seulement si, est l'image d’une projection continue de X.

Exemples.
(1) Tout sous espace fermé d’un espace de Hilbert H est complémenté dans H.

(2) Les [ sont complémentés dans [,.

Proposition 1.18. [Bou 81]

(1) Si 1 <p<ooet X estun espace L,, alors X est isomorphique & un sous espace
complémenté de L, (1) .

(2) Si X est un espace Ly (resp. L), alors X** est isomorphique & un sous espace
complémenté de Ly () (resp. C (K)).
Inversement, si X est un sous espace complémenté de L, (1 < p < 00), alors X est un

epace L, ou bien isomorphe & un espace de Hilbert.

Proposition 1.19. [Bou 81]
(1) Si X est un espace L, pour tout X > 1, alors X est un L, (u).
(2) Tout espace de Hilbert est un espace Loy pour tout X\ > 1



1.6 Les opérateurs linéaires p-sommants

La définition des opérateurs linéaires p-sommants a été introduite Grothendieck pour

p =1, et généralisée au cas général par Pietcsh [Pie67](peut voir aussi [DJT95]).

Définition 1.20. Soient X,Y deux espaces de Banach u € B(X;Y). On dira que u
est p-sommants pour 1 < p < oo, s’il existe une constante C' > 0, telle que pour tout

T, ..., Tp € X 0N a

O llu (@) )7 <€ sup (37 | (w)")s (1.22)

vreBxs oy

On note 11, (X;Y') l'espace de Banach des opérateurs linéaires p-sommants de X dans

Y muni de la norme m,(u) = inf{C, vérifiant (1.22) }.

Théoréme de factorisation de Pietsch. Soient 1 < p < ccetu : X — Y un
opérateur linéaire p-sommants si et seulement s’il existe une probabilité de radon A\ sur

(Bx+, 0 (X*, X)) telle que
Ve e X u(2)| <mp (u) 2], 5. )

Corollaire.1.21 (Cas p =2). Si T € II,, (X, Y'), alors, u se factorise par un Hilbert, i.e.,
u = v10y tels que vy € 1L, (X; H) et vy € B(H;Y).

Théoréme 1.22 (Théoréme d’inclusion). Si 1 < p < q < oo, alors
I, (X;Y) C I, (X3Y).

De plus, on a 7, (u) < 7, (u) pour tout u € I, (X;Y).

10



Théoréme 1.23 (Le théoréme de Grothendieck). Si X un espace Ly et Y un espace de
Hilbert, alors,

B(X;Y)=1L(X;Y).

Théoréme 1.24 (Le petit théoréme de Grothendieck). Soient X un espace Lo, et Y un

espace L, avec 1 < p < 2. Tout opérateur borné de X dans Y est 2-sommants. i.e.,
B(X;Y)=1IL(X;Y).

(Pour la généralisation des théorémes de Grothendieck au cas multilinéaire voir [BGV04]).

1.7 Exemple fondamental d’opérateurs p-sommants

1) Soit K un compact, ;2 une mésure réguliére sur K et soit 1 < p < 400. Pour chaque

¢ € L,(1), on définit I'opérateur de multiplication :

f = To(f) = fo

Cet opérateur est p-sommants, de plus : 7,(T},) = ||¢]| L

2) L’opérateur canonique :

est p-sommants, de plus : 7,(9,) = ,u(k)%. Soit { f1, ..., fu} C C(k), a chaque point w € k,

correspant un point de masse J,, € C(k)* donné par : (4, f) = f(w). Les points de masse

11



forment un sous ensemble de C(k)*.(J,, est la mésure de Dirac).

swp (32 [(€ f)P)7 = sup(3 |0, fl")?

§€Bowyx k=1 weK k=1

= sup(3 | fu(@))?

wek k=1

<2 i)Y

D’autre part, on a :
(Z T (f)lP)r = (kZ_I1 Ifrellz,)?

n

= (kZ | frspl” dpe)

B =

= Z Fel? @l dpa) 7

K k=1

< sup(3 |f@)P)7 ([ ol dp)?

weK k=1 K

S

= el s (3 1E FP)

§€Bok)* k=1

donc T, est p-sommants et 7,(T,,) < [l¢ll, . Et aussi on a : m,(T,,) > [|To = ([l

alors m,(T5,) = [l -

1.8 Les opérateurs linéaires fortement p-sommants

Définition 1.25. Soit T : X — Y un opérateur linéaire entre deux espaces de Banach.
Lopérateur T est Cohen fortement p-sommants (1 < p < oo) s’il existe une constante

positive C' telle que pour tout n € N, xy,...,x, € X et yi,...,yr € Y*, on a

ZI (i), ;) |<CZII$II Psup 1z @)l

i=1

P*

12



la plus petite constante C notée d,(T') tel que linégalité précésente a lieu, définit la norme

fortement p-sommants sur l’espace de Banach D,(X;Y') des opérateurs Cohen fortemant

p-sommants de X dans Y.

Proposition 1.26 [Coh73]. Si p = 1, alors lespace D1(X;Y) coincide avec B(X;Y).

De plus, les résultats suivants dii & Cohen :

1. Dy (X,Y) #1I1,(X,Y), en général.

2. T € Dy(X,Y) si, et seulement si, T™* € D,(X**,Y*).

3.

4.

Pour py < pe, nous avons : Dy, (X,Y) C D, (X,Y).
Soit 1 < p <oo; II(X,Y) CDy(X,Y), lorsque X est un espace L,».
Soit 1 <p <o00;Dp«(X,Y) CIL,(X,Y), lorsque Y est un espace L,.

Soit 1 < p < 00;Dp(X,Y) = IL,(X,Y),lorsque X est un espace L, et Y est un

espace Lp.

Théoréme de factorisation de Pietsch. Soit T : X — Y un opérateur linéaire, et

C > 0 une constante. Alors les propriétés suivante sont équivalentes :

1. T est p-sommants, et m,(T) < C.

2.

Il existe une probabilité j sur k = (Bx«,0(X*, X)), tel que :

3=

IT@)I < € (f 1€ 2)" dp(&))

1.9 Théoréme de Kwapien dans le cas linéaire

Théoréme 1.27 [Kwa70|. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) X est isomorphe a un espace de Hilbert.
(2) Pour tout espace de Banach Y, T1(X;Y) C Dy(X;Y).
(3) Pour tout espace de Banach Y, Do(Y; X) C IlI(Y; X).

13



Pour la démonstration, nous avons besoin des Lemmes suivants.
Lemme 1.28. [Coh73, Théoreme 4.2.2.(ii)] Soit H un espace de Hilbert. Pour 1 < p,q <
00, NOUS avons

I, (H;Y) CD,(H;Y).

Lemme 1.29 [Coh73]. Soient X,Y deux espaces de Banach. Les deux propriétés sui-
vantes sont équivalentes

(1) L’opérateurs 1" est dans D,(X;Y).

(2) L’opérateur adjoint 7 est dans IL,- (Y*; X*).

Preuve.

(1) = (2). Supposons que T' € D, (X;Y). Alors

I G = sup [T (5°) ()]
[zl <1
— sup [(T(2) 5")]
[z <1
< supdy (T) 2]l (. 15 (") duy™)7
[z <1
< dp(T) ([, [y (") du(y**))’%-

Clest a dire, T* € I« (Y*; X*) et 7, (T%) < d, (T).
(1) = (2). Supposons que 7™ est dans I, (Y*; X*). Alors

(T (@), 95 = [T (y") ()]
< N7 @)l

En utilisant le théoréeme de domination de Pietsch pour les opérateurs linéaires p*-
sommants, on trouve

1
Podp(y™)) v

Y (y")

(T (), y) < 7pe (T7) [l (J ..

14



On conclut que T est fortement p-sommants et d, (1) < m,- (7). B

Remarque 1.30. On peut facilement montrer I'inverse de ce dernier lemme. i.e.,
(1) L'opérateurs T" est dans IL,(X;Y).
(2) L’opérateur adjoint T est dans D, (Y*; X*).

Preuve de Théoréme de Kwapien.
(1) = (2) Par le théoréeme de Cohen.
(2) = (1) Préliminaire : Soit K = Bx~ muni de la topologie *-faible. Soit (x7), . C

C (K)" telle que ||(z;] < 1. On lui associe 'application linéaire

’LGNle K)*)

u:C(K)—ls
définie par u (x) = ((x,27)),oy - L’application u est bornée car

lull = sup [lu@)] = sup O 1z, 2 )2 = @)l < 1-

[Jz]|<1 =<1

D’apres le petit théoréme de Grothendieck, elle est 2-sommants, ce qui implique que
uoix: X - C(K)—ly

est 2-sommante, donc Cohen fortement 2-sommants, i.e, 7% o u* est 2-sommants.
Montrons & I’aide du Préliminaire que i% € II(C (K)*; X*). Soit (z}) € I¥ (C(K)") et

soit u associée & (z}) comme ci-dessus. Alors z7 = u* (¢;) , donc

l 1 .
Dl @Iz = O llik 0w (en)l*)? < w2 (i o u™) < oo,

€N ieN

et par conséquent ¢ est 2-sommants. Il existe donc un espace de Hilbert H tel que
i =viouvy: O(K) 2 H -2 X*

15



Comme 7% est sujective, v; est aussi surjective. D’aprés le théoréeme de l'application

H

Fer(or)> donc a un Hilbert.

ouverte, X* est isomorphe a ’espace quotient

(2) < (3) Facile a voire. W
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Chapitre

Caractérisation multilinéaire des espaces de

Hilbert

On commence ce chapitre par un survol sur les opérateurs multilinéaires. Puis on in-
troduit sur cette catégorie quelque définitions de sommabilité qui sont les opérateurs mul-
tilinéaires Cohen fortement p-sommants, p-dominés et fortement p-sommants de Dimant.
On termine ce chapitre en exposant les résultats de caractérisation version multilinéaire

des espaces de Hilbert.

2.1 Les opérateurs multilinéaires

La généralisation de concept des opérateurs sommants au cas multilinéaire produite
plusieurs définitions et espaces différents. En fait, une grande étude a été faite dans cette
direction et beuacoup de travaux qui sont consacrés a explorer et trouver des liens entre

Cces espaces.

Opérateurs multilinéaires. Soient X, ..., X,,,Y des espaces de Banach. L’opérateur
T:X; x...x X, =Y est dit multilinéaire ou m-linéaire s’il est linéaire par rapport a

chaque composante. Il est borné (continu) s’il existe une constante C' > 0 telle que pour

17



tout (x1,...,x,) € X1 X ... x X;,,, on a

1T (@1, s ) [| < Clzal - [z (2.1)

On note £ (X7, ..., X;n; Y) lespace des opérateurs m-linéaires bornée qui est Banach dont

sa norme est la plus petite constante vérifiant (2.1). Elle peut s’exprimer par

1T = sup T (21, zm)]] -
llzjlI<1;1<5<m
Opérateur adjoint. A chaque opérateur multilinéaire 7' : X7 x ... x X,, — Y on associe
I'opérateur adjoint suivant

T Y* = L(X1, ., Xn)

qui est définie par y* — T* (y*) : X1 x...xX,,, — KouT* (y*) (z!,...,2™) = y* (T (2}, ..., 2™))

(K=R ou C).

Produit tensoriel projectif. Soient X1, ..., X,, des espaces de Banach. On note X; ®

... ® X, le produit tensoriel algébrique de X1, ..., X,,. On définit la norme projective par

loll, = mf{iﬁ sz‘u},

i=1 j=1

ou l'infimum porte sur toutes les représentations possibles de v de la forme
n
v = lel ®...Qx".
i=1
On note X;®...8,X,, le produit tensoriel projectif des espaces X1, ..., X, i.e.; le com-

plété de Xy ® ... ® X, pour cette norme. Si X; = ... = X, = X on écrit simplement
®. X.(Pour plus de détails voir [DF93)])

18



Opérateur linéairisé. A chaque opérateur multilinéaire T : X; x ... x X,,, — Y on
peut lui associer un opérateur linéaire, appelé linéarisation de T, T:X 1B @ X — Y

défini par

Tl 0 @al) = ST (ah ).
=1 =1

Il est bien défini, car il ne dépend pas de repésentation choisie. De plus, T est unique et

i =1

On a aussi

L(X1y s X Y) = B(X1®7.. 07X Y)

car l'application

® ¢ L(X1, Xn)Y) = B(X1®r..8:X,;Y)
T — ®(T)=T

est une isométrie surjective.

Cas particulier. Le dual de X,®...8,X,, identifie a I’espace des formes multili-

néaires bornées

(X1 B Br X)) = L ( X1y, Xn) -

2.2 Classes d’opérateurs multilinéaires

On expose dans ce paragraphe les trois notions qu’on a besoin dans la suite. Com-
mencons par la classe des opérateurs multilinéaires fortement p-sommants puis la classe
des opérateurs p-dominés et finalement la classe des opérateurs multilinéaires fortement

p-sommants de Dimant.
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2.3 Opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants

Les opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommants ont été introduite par
Achour et Mezrag en 2007 comme généralisation des opérateur linéaires fortement p-

sommants.

Définition 2.1. Un opérateur m-linéaire 7' : Xy,...,X,, = Y (X;; Y sont des espaces
de Banach et m € N) est Cohen fortement p-sommants, 1 < p < oo si et seulment s’il
existe une constante C' > 0 telle que pour tout x{, wwxd € X5, (j = 1,...,m) , et tout
i, .. yr €Y on a
s J|P y1
IT ||| )7 sup [1(y5 (@)l gn, - (2:2)
1j=1 7 yEBy P

(T (i, ai) y)] < O

n n
=1 =

La classe des opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants de X; x ... x X, dans

Y, qui est notée D;”(X 1, -, Xm;Y) est un espace de Banach muni de la norme
d"(T) = inf{C vérifiant 'inégalité (2.2)}

Pour p=1, on a DI*(Xy,..., X;;Y) = L (X4, ..., X;n; V) et si dim Y < oo alors

DI (X1, ey X3 V) = L (X1 ooy X V) .

Proposition 2.2. Soient T' € L (Xy,....X,,;Y), Re B(Y;Z) et S; € B(E;; X;) (1 < j < o0).
Si T est Cohen fortement p-sommants, alors RoT o (Sy,...,S,,) est Cohen fortement

p-sommants et

dy (RoT o (S, ..., 5m)) < Rl d;'(T) Hl 1551
=

Preuve. On montre que Ro T o (Sy,...,Sy) € D) (Ey, ..., Ey; Z) ot (xg)ieN C E;(1<

Jj<m)et (), C 27
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Z (H{RoT o (Sy,...,5m), %)
Z |(TO(51,---, m), B (27))]

< AOC IS EI " mp G () 9
< an(r >g||sj|| éﬁlllxﬂ}x e sup (3 (5. R W)
= 1B TS (S T ) s 3 |22 ) "y

= yEBy 1=

= IRl dy (T >£[1“5 | iﬁHﬂHx e sup (32 (21, 2) )1

2€EByz i=

Ce qui entraine

dy(RoT o(S1,....,5m)) < |R[ d)(T) 'H1 1.S;]. 1
j=

Théoréme de domination de Pietsch. Un opérateur m-linéaire T € L (X1, ..., X;n; Y)
est Cohen fortement p-sommants, (1 < p < 00) s’il existe une probabilité de Radon p
sur By« telle que pour tout (x',....2™) € X1,.... X, et y* € Y* on a

(@) )] 2 C T (Jay. o) dut))

Preuve. Pour la preuve de ce théoréme voir [AMez07]

Corollaire 2.3 [AMez07]. Soient 1 < py, py < oo telsquepy < pp. SiT € Dy (X, ..., X;n3 YY)
alors T' est dans D (X1, ..., Xy V) et d3 (T) < dpi(T).

Proposition 2.4 [Saal0]. Soient Xi,...,X,,,Y des espaces des Banach et 1 < p <
+00. Alors,l"idéal multilinéaire D} est engendré par la méthode de composition a partir

de l"idéal linéaire D),

D;T(‘Xla '-->Xm;Y) = Dp o ‘C(Xla -~-aXm;Y)-
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Proposition 2.5. Soit T € L(X1,...,X;n;Y) et T:X18,..8.X,m — Y sa linéarisation.
Alors les propriétés suivantes sont équivalents :

(1).TeD(X,,.... X,; V).

(2).T €Dp(X,Or...Br X3 V).
Preuve.On suppose que T' € D;'(Xy, ..., X;p,; YV'), alors

i ‘<T (xll R ... ®a:;”) ,y;‘> = i }<T(x11,,:vf"°),yf>

IN
=
5
==

I/~
\
5
‘i*
£
=

o,
=
E

~—
|
~—

i= —

1 X
< d(T) ZHHSC?HP (Z/ \(yi‘,yﬂ”*du(y))
i=1 j=1 i=1 Y By==
< @ | T (Z|<y:,y>|P*) H(By- )
zzl j:Ll . =1
< dT) (DT ) sup llys @),
i=1 j=1 yEByY ?

ce qui implique : 7' € Dp(X1@x...0,Xm; Y) et aussi : d,(T) < dy(T).
Inversement : supposons que 1" € Dy(X1 @0, X,; Y), alors

Z:|<T(xll,,x;"),y:‘>} = Z‘<T(w}®®x§n),yz‘>
(ZHx ® .. ®mep> SUP lyi (y )Hz;*
(ZHHw]H) sup [0y,

=1 j=1

IA

IA

alors T € D' ( Xy, ..., X Y) et aussi : )'(T') < d,(T).
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2.4 Opérateurs multilinéaires p-dominés

Définition 2.6. Soit T' € L (X, ..., X;,;Y) un opérateur m-linéaire borné. On dira que
T est p-dominés (1 < p < o0) s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout n € N

et ), ...x) €X;, (j=1,..,m), ona

m

(= ||T<x3,...,xm||p/’”)m/p < o)),

=1

(2.3)

n,w .
ép (XJ)

On note L (X1, ..., Xon; Y) Uespace des opérateurs m-linéaires p-dominés de Xy x...x X,
dans Y. Pour p < m, LY (X1, ..., X;n; Y) est un quasi-Banach pour la quasi-norme 0,(T),
définie par

0,(T) = inf{C vérifiant I'inégalité (2.3)}

Sip > m, 6,(T) est une norme sur £ (Xi,..., X;; V).
Remarque 2.7. La classe des opérateurs m-linéaires p-dominés est un multi-idéal. Sa

construction peut s’interpréter par la méthode de factorisation. i.e.,

L8(X1, o Xy Y) = L(IL,) (X1, ooy X3 YY),

Théoréme de factorisation (domination) de Pietsch. Soient 1 < p < co; T €
L(X1,...,Xm;Y) . Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) L’opérateur T est p-dominés.

(2) Il existe une constante positive C et des probabilités de Radon p; sur K; =

BX;;, (j =1,...,m) telles que

1/p
D)) 2.4

IT (o, . ﬁ (fo*

pour tout ¥ € X;. De plus, on a

0,(T) = inf{C vérifiant I'inégalité (2.4)}.
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2.5 Opérateurs multilinéaires fortement p-sommants

Cette classe d’opérateurs a été introduite par Dimant en 2003.

Définition 2.8. Soit 1 <p < ocetT € L(Xy,..., X;n;Y). L'opérateur T est fortement p-

sommants s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout x{, wxl € X, (5=1,...,m)

=

n 1/p n 1/p
(znﬂxi,...,xmnp) < ¢ sw ( |<1><x},...,xm|p) o 28)
i=1 Xom) 1

,,,,,

La classe des opérateurs m-linéaires fortement p-sommants de X; x ... x X,, dans Y,

notée L2 (X, ..., X,,;Y); est un espace de Banach pour la norme
|T||» = inf {C vérifiant 'inégalité (2.5)} .

Théoréme 2.9 [Dim03] . Soit T € L(Xy,...,X,;Y). Les affirmations suivantes sont
équivalentes.

(i) L’opérateur T est fortement p-sommants.

.....

constante positive C' > 0 telle que pour tout (x1,...,Zy) dans X1 X ... X X,,, on a

IT (2, ..a™) || < C (/
Brix,

1/p
\@(xl,...,xm)|pdu(q>)> .

Proposition 2.10 [Dim03]. Soit T' € L (X1,...,X;n;Y).
(1) Uespace LP (X1, ..., Xpn;Y) est un idéal de Banach.

(2) Si T est p-sommants, alors T est fortement p-sommants.

Proposition 2.11. Soient Xi,..., X,,, Fr, ..., E,.,Y ; Z des espaces de Banach. Soient
TeLl(Xy,...Xm;Y), ReL(Y;Z) et S; € LIEj; X;) (1 <j<00).
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(1) Si T est fortement p-sommants, alors Ro T est fortement p-sommants et

|RoT)|

e SARIT e -
(2) Si T est fortement p-sommants, alors T o (Sy,...,Sy,) est fortement p-sommants

et
|T o (S1, .. S|

m
e < H1 IS IHIT]] 2o -
j:

Preuve.

(1) Soient n € N et z',...,2™ € X;, tel que j =1,...,m

(L |[FoT (@f, eI < IR (T (@, e )PP

IN

PEBL(xy,....Xm)

IR Tl p ~ sup (_1@(3?}, a1,

Alors Ro T est fortement p-sommants et ||R o T|

e < RIHT
(2) Soient n € N et (e!,....,e™) € Ey, ..., E,,. On a

o

(éIITo (S1, ..., Sm) (€L, ..., em)||P) /P
= (LT (81 (€)oo S NI

< Tl sup (71|<1>(51(65),--'75m(x§”))lp)”p

= Tl sup (X I®(S1, -y S) (ef -y €))7

< ITller LTSI sup (3 |y (efs s )P,
]:

YEBL(Ey,....Em) =1

(b(sl ~~~~~ Sm)

tel que v = . Ce qui entraine,

IT o (St ...y S|

m
o < H1||Sj|| [T W
]:
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Théoréme 2.12 (Théoréme d’inclusion). Si 1 < p < q < oo, alors

LY (X1, X3 V) C LU X, o, X3 YY) et [T o < 1T -

2.6 Théoréme de Kwapien dans le cas multilinéaire.

Le théoréme suivant est une généralisation naturelle du théoréeme de Kwapien au cas

multilinéaire.

Théoréme 2.13 [Saal0l]. Fizons m > 2. Soient X; (1 < j <m) des espaces de Banach.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) Les espaces X1, ..., X, sont isomorphes aux espaces de Hilbert.

(2) Pour tous 1 < p,q < oo, et tout espace de Banach Y,
LhHX1, ., Xm;Y) C D;”(Xl, ey X3 Y.

(3) Pour tout espace de Banach Y, L3(X1, ..., X;;Y) C DI (X, ..., X3 V),

Preuve

(1) = (2) est immediate par le théoreme de Bu multilinéaire.

(2) = (3) est évidente.

(3) = (1) Soit 1 < j < m. Soit u € Il (X;;Y), on va montrer que u € Dy (X;;Y).
Pour 1 < k < m (k # j) on fixe z* € Bx, et 2} € Bx: tels que zj (z¥) = 1. Vérifions

que 'opérateur multilinéaire

T=2]1®.0u®.Qx, X1 X.xX,—=Y
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appartient & L3(X1, ..., X,,,; V). En effet,

n

N7 (ol gt PE = (2

vl3

% 1 2 . 2 N 2
oy ()| (g || - T, (g

< O et @) P el () e (o) )

< ma () || (g) g - (gl

Alors, par hypothese, T' € D5*(X1, ..., X;n; Y). Sa linéarisation T est donc Cohen forte-

ment 2-sommants. Posons v : X; — X1®W...®me, définie par
v=1'®..®idy, ® ... 2"

Alors u = T o v est Cohen fortement 2-sommants. Par le théoréme de Kwapien, X ; est

isomorphe & un Hilbert. W

Théoréme 2.14 [SaalO]. Fizons m > 2. Soit Y un espace de Banach. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.
(1) Y est isomorphe & un espace de Hilbert.

(2) Pour tous espaces de Banach X, ..., X,, et tous 1 < p,q < oo,

(3) Pour tous espaces de Banach Xy, ..., X,; Dy (X1, ..., X3 Y) C L2( Xy, ..., X3 V).
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Preuve
(1) = (2) Soit Y = H un espace de Hilbert. Soit T' € Dy'(Xy, ..., Xpp; H); T est

p*-sommants par la proposition (2.5). Le théoréme linéaire de Bu [Bu03], entraine que
T* € Dy (H; (X1®7... 02 X)), 1 < ¢* < 0.

Alors T' € L9(X1, ..., X,n;Y). Ce résultat reste vrai si Y est isomorphe a un Hilbert.

(2) = (3) est évidente.

(3) = (1) Soit X un espace de Banach et u : X — Y un opérateur Cohen 2-sommants.
Pour 2 < j < m on considére 2/ € By, et x} € Bx: tels que 7 (27) = 1. Tl est facile de

voir que ’'opérateur multilinéaire

T'=u®r;®..0xz, X xX..xX =Y
—_——

m

est Cohen fortement 2-sommants. Alors, par hypothese, T € L2(X, ..., X;Y). Donc, pour
gt ...,g"e X

@:Hu(ff)||2>é = (ZZIHT(gi,x{...,xm)H?);

< C osup (O

*€EB x* i=1

puisque z — @ (z,2?%,...,2™) est une forme linéaire sur X de norme < 1, donc u €

I, (X;Y). Par la forme dual du théoréme de Kwapien, Y est isomorphe & un Hilbert.l

Notons que I'implication (3) = (1) de ce théoréme est un cas particulier du théoréme

3.5 qui va suivre.
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Corollaire 2.15 [Saal0|. Soient Hy, ..., H,,, H des espaces de Hilbert, alors
Loy(Hy, ..., Hys H) C D (Hy, ooy Hyy H) C LY(Hy, o Hyps H)

pour tous 1 < p,r,q < o0.
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Chapitre

Caractérisation polynomial d’un espace de

Hilbert

Dans ce chapitre on va donner une version polyndémiale de théoréme de Kwapien.
Commengons par un survol sur les polynémes homogenes de degré m. Puis on rappelle
les définitions et les propriétés des polynémes Cohen fortement p-sommants, fortement
p-sommants de Dimant et p-dominés. Certaines inclusions entre ces derniers types ont été
données. On termine ce chapitre par le théoréeme de Kwapien dans le cas des polynomes
homogenes de degré m. Les résultats de ce chapitre sont trouvés dans les travaux de

Achour et Saadi a leurs article [ASaal0].

3.1 Polynémes homogéne de degré m

Commencons par la définition des opérateurs multilinéaires symétriques.

Définition 3.1. (Multilinéaire symétrique). Soient X,Y deux espaces de Banach. Soit

T:X x..xX —Y un opérateur multilinéaire ; T est dit symétrique si
—_——

m

Too(x1,.,@py):=T (xa(l), ...,xa(m)) =T (1, ..., Tp)
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pour toute permutation o. On note Lgs(™X;Y) Uespace des opérateurs multilinéaires
SYMeEtriques.
A chaque opérateur multilinéaire 7" € £ (™X;Y’) on peut associer un opérateur symé-

trique Ts € Lg(MX;Y). En effet, soit T : X x ... x X — Y un opérateur m-linéaire,
—_—

m

TS:%ZTOO’

L’opérateur Ts s’appelle opérateur symétré de T. On a

()SiTe L(mX;Y)alors Ts € Ls(MX;Y).

posons

(2) Ts =T si et seulement si 1" est symétrique.
(3) L’opérateur linéaire S : L(™X;Y) — Ls("X;Y) : T — S(T) = Ts est un

projection.

Définition 3.2 (Polynéme homogéne de degré m). Fizons m € N*. Soient X,Y deux
espaces de Banach. L’application P : X — 'Y est un polynome homogéne de degré m s’il

existe un opérateur multilinéaire symétrique Te Ls(MX;Y) tel que
Pz)=T(z,™ ).

On note P (MX;Y), l'espace des polynomes homogénes de dégré m de X dans Y muni

de la norme

1Pl = sup{[[P ()| / [l«]| <1}

= inf{C:||P(z)|| < C|z||™ pour tout x € X}

Si Y =K, on écrit simplement P (™X).
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Si P e P(™X;Y), on définie sa lin¢arisation P : @):SX — Y par

Z:L’Z ® M) = zn:P(xz)
1=1

ol (xi)lgign c X.

Proposition 3.3. La correspondance P < T establit un isomorphisme entre P ("X;Y)

et £5 (mX,Y) .

Proposition 3.4. (formule de polarisation) Nous avons pour tout T € Lg(™X;Y)
[Muj86]

1 m
T(:Ul,...,l'm) = W Z 61...€mPT(Z€j$J)

e;==+1 Jj=1
1<i<m

ot Pr est le polynome associe a T. De plus, Pr est borné sur la boule unité de X ssi T

est borné. Les deux normes vérifient l'inégalité suivante [Muj86]

m

m
P2l < T < 2 1P

Opérateurs diagonaux. On introduit les plongements naturels de X dans X x ... x X
—_—————
et @TX , notés A, et d,, respectivement. Ils sont définis par

Apm 0 X —» Xx..xX 6, : X -  &'X

xr —  (r,..,x) T — rI®.Q

Clairement, le diagramme suivant commute

X
6'm
Anl N\
Xx.xX — & 'X
%/_/ ’im
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ie. i, 0 A,, = d,,, ou i, est Popérateur multilinéaire canonique, de X; x ... x X,, dans

X1®y...0. X, défini par

i (1, ey T) = 21 @ . @ Ty

Avec cette notation nous avons aussi le diagramme suivant

X1 X ... x X,
‘ T
im | N
H

Xi®p. . ®nXm —
T

Y

Proposition 3.5. Un opérateur P : X — Y est un polynome de dégré m si et seulement

s’il existe T € L(™X;Y) tel que le diagramme suivant commute

X Ay X x..xX
om |l NP A

T

Preuve. Soit Ts 'opérateur symétrié de T. Par définition et le diagramme ci-dessus, on

aSr(z,..,x)=T(x,...,2)=ToA,(z)=P(x). R

3.2 Polynémes homogéne Cohen fortement p-sommants

Cette définition a été introduite par Achour et Saadi dans [ASaal(]. C’est une géné-
ralisation naturelle de celle de Cohen de cas linéaire.
Définition 3.6. On fire m € N. Soient 1 < p < oo et X,Y des espaces de Banach.
Un polynéme homogéne de degré m P : X — Y est Cohen fortement p-sommants, s’il
existe une constante C' > 0 telle que pour tout x4, ...,z, € X et yi,...,y; € Y*,

(3.1)

l;* '

D 1P )l < OO Nl ™)? sup i ()
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La classe des polynémes homogénes de degré m Cohen fortement p-sommants sera no-
tée P, ("X;Y); elle espace de Banach muni de la norme dy(P), qui est la plus petite

constante C vérifiant l'inégalité (3.1). Pour p = 1 nous avons P, ("X;Y) = P(™X;Y).

Exemple. Soient m € N, u : X — Y un opérateur fortement p-sommants et ¢ € X*. Le
polynéme

P:X =Y :P(z)=¢""(2)u(x)
est Cohen fortement p-sommants. En effet, soient z4,...,z, € X, yj,...,y; € Y™,
2P (), i = 2 (o™ (@) w (i) , )
; [(u (™ (@) @), )]

< dy () " (5 ™) sup (S o ())

yeEBy i=1

Donc, P est Cohen fortement p-sommants et d,(P) < ||¢||™ " d,(u).

Théoréme de factorisation de Pietsch. Soit m € N. Un polynéme homogéne de degré
m P € P("X,;Y) est Cohen fortement p-sommants (1 < p < o) si et seulement s’il

existe une mesure de Radon p sur By« et C' > 0 telles que pour tout x € X et y* € Y*

1

(P (z),y")] < Cllef™ (/ ly" (™))" duly™))P" (3.2)

Byss
De plus, dans ce cas d,(P) =min {C : C vérifiant (3.2)}.

Une conséquence immédiate de ce dernier théoréeme est le corollaire suivant.

Corollaire 3.7. Soient 1 < p; < py < 0.
St PePZ,("X;Y), alors P € PLL,("X;Y) et dp, (P) < dp,(P).

Théoréme 3.8. Un polynome P € P("™X;Y) est Cohen fortement p-sommants si et
seulement si opérateur m-linéaire symétrique associer Pe L(MX;Y) est Cohen forte-

ment p-sommants.
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Preuve. On suppose que P est Cohen fortement p-sommants. Soit z1,...,z, € X et

yr, .y € Y5 alors ¢

Z|<P(xz)7y:>| = Z‘ ZL‘Z,..., yz>

=1

D mpy L *
< d;”(P)(Z s lI™)> sup (|7 ()],
i—1 yEBy P
donc P est Cohen fortement p-sommants, et d,(P) < d?(ﬁ).

Inversement : Soit P € P% ,("X;Y),2? € Bx(1 < j < m) et y* € Y*; alors par la

formule de polarisation (1.3) ona:1<i<m

‘<p(x1,...,xm),y*>

1 }m: j
= ‘<W€ZZ_;1“‘€”P<]._1 6jx])"y*>
1 Zm N
< o 2 <P(jfjx])"y>

g;i=*+1
1 . a3
< ) 2 3l (W )

par le théoréeme de Pietsch

‘<]5(351,...,xm),y*>

=+1 j=1
1 /7 %%\ |D* )\
< Z ZII%JH / " (™) duly™))?
=41 j=1
1 * 1
< (PRI )
m"™ 1
S *

mdp(P)(/B ly* ()P du(y™))

et pour 27 € X (27 #0)

Pl T ) < P [ dnt )
(P =S,

[l m!
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alors :

1
=

(PG a7 S%po@)ﬁuﬂ}} ([ WG duty)

Yok

donc P est Cohen fortement p-sommants, et dg‘(ﬁ) <2rd,(P). W
Proposition 3.9 : Soit 1 < p < o0, P : X — Y un polynéme m-homogene et P sa
linéarisation. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) P € PLo (X3 Y).

(2) P S Dp(®7rm,sX§Y)‘

Preuve. On suppose que P € Dp(®:SX;Y). Pour z4y,...,2, € X et y],...,y;, € Y*, on

SUP@) = S|Pl @ w), )

i=1 i=1

< dy(P)O i ® .. @ xilP)r sup [ly; ()]

i=1 yeBy

dp(PYO llz:l™) 7 sup (|5 (w)]l,n,
i—1 yeBy 3

l;’*

IN

alors P € Pg,, (" X;Y), et d'(P) < d,(P).
Inversement : on suppose que P € Pg , (" X;Y); Soient v € ®:SX(U #0) et y* € V¥,

supposons que v = » | 7; ® ... ® x;, alors :

(P

< S IP@)y)

< @l (e dut )

YR
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si on prend l'infimum pour tout représentation de v, on trouve :

(P

alors P € Dy(®,, X;Y) et d,(P) < dy'(P). Finalement :dy(P)=d™(P). W

p

< d"(P) o]l / ™) dp(y™) >

By**

Corollaire 3.10. Soit P € P(™X;Y). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) P € PL,("X:Y).
(b) P € Dy(&) . X;Y).
(c) Tl existe un opérateur u Cohen fortement p-sommants et ) un polynome, tel

que :P=uo(@.

Preuve.
(a) < (b) : Par la proposition 3.9.

(b) = (¢) : On a le diagrame suivant :

Xx..xX — Y
————
Om |
p
R s X

Donc P = Po§,,, avec P € Dp(®ﬂm75X; Y) et §,, un polynodme.
(¢) = (a) : On suppose que (c) est vraie, alors il existe un espace de Banach Z,

un opérateur linéaire u € D,(Z;Y) et Q € P("X;Z) tel que : Vay,...,z, € X et
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Yyi,..,ys € Y* ona:

n n

D UP@) il = Y Huo Q). y))l

i=1 =1

IN

ZHQ z) ™) sup ly: (y)

ln

< dp(u) 1€ (Z H(%)Hmp):’ysequ 1197 ()l

p*

Donc P € P2, ("X;Y). W

3.3 Les polyndmes homogénes fortement p-sommants
de Dimant

Définition 3.11. Soient X,Y deux espaces de Banach et 1 < p < oo. Soit P €
P(mX;Y), on dit que le polynome P est fortement p-sommants s’il existe une constante

C >0, tel que : Vxq,....,x, € X on a :

ZHP P <C sup Z|gp (x)") v (3.3)

$EBpmx)

La classe des polynomes homogénes fortement p-sommants est notée PP,(MX;Y). Si on

lui muni par la norme ||P||,, = inf{C, vérifiant I'inégalité (3.3)}, l'espace (P2 ("X;Y), || P||

88,p Ssvp)

revient un espace de Banach.

Corollaire 3.12. Soit 1 <p < 00. St Y est un espace L,-, alors :

PLL ("X Y) CPE(MX;Y).

Preuve. Soit P € P2, (" X;Y); Alors par le corollaire 3.10, Ju € Dy(Z;Y) et Q : X — Z

tel que P = u o ). CommeY est un espace L, alors u est p*-sommants. Vz; € X (1 <
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T = QeI

Tp(u) sup Z|z

z*€Byx

> I1P(a)

IN

comme le polynome 2* o @Q € P(™X), on a :

L * 1
ZHP z)|P)7 < NIQI e (w)  sup ZI@ zi)[” )7

decB PMX) i—1

alors, P& PL("X;Y), et | Pl < Q] mpe (). ®

3.4 Les polynémes homogénes p-dominés

Définition 3.13. Soient P € P("X;Y) et 1 <p < co. P est p-dominés si : 3C > 0 tel

e:VneN* et Vry,..v,€ X ona:

n

ZHP )7 <C sup (Y [a"(@))7 . (3-4)

er€Bxx i

On note par PL(™X;Y) Uespace des polynome p-dominés de X dans Y et par 0,(T) =
inf { C, vérifiant l'inégalité (3.4)}.

Proposition 3.14. La constante 0,(T) est une norme si p > m, et quasi-norme si
p < m. Par conséquent, P(™X;Y) est un Banach si p > m, sinon P5(™X;Y) est un

quasi-Banach.

Remarque 3.15. L'espace P7("™X;Y) est noté parfois I’espace des polynomes absolu-

ment (£, p) sommants.
Corollaire 3.16. Soient m € N*, 1 < p,q < 0o, H un espace de Hilbert et P € P("™H;Y').
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Si P est un polynéme p-dominés, alors P est un polynéme Cohen fortement g-sommants.
En d’autre termes

Pg(mH; Y) C Pgoh(mH; Y).

Preuve. Soient 1 < p,q < oo, P € P("H;Y) et P € L(™H;Y) lopérateur m-
linéaire associe.P € PY("H;Y) = P € PY("H;Y) = P € P, ("H;Y) = P ¢
PL.(MH;Y). R

3.5 Théoréme de Kwapien dans le cas des polynémes

Le résultat suivant est une version polyndémiale de théoréeme de Kwapien. Cette carac-

térisation utilise les polyndémes homogenes Cohen fortement p-sommants et p-dominés.

Théoréme 3.17. Soient m € N*,1 < p,q < oo et X,Y deus espaces de Banach Y. Si
PH"X;Y) CPEL(MX:Y), alors IL,(X;Y) C D, (X;Y).

Preuve. Soient u € IL,(X;Y),zy € Bx et x5 € Bx~ tel que z{(z9) = 1.0n définit
I'opérateur m; : @ZJ:X — @ZT’SX (1<j<m-—1)par:

Zx ® Uth @ ;) Zxo DrieUler

=1

~m
onad,: X — ®,. X, nous allons a montrer que P := 4071 0...0T;;, 100, : X — Y

est p-dominés. Soit x; € X (1 < i < n), alors

n n
ZHP(%)H% = ZHuowlo...owm,loém(a;i)H%
i=1

i=1
n D
= Z Hu 0m1 0. 0Tpm_1(z; ® W ® $Z)Hm

= Z|330 -Tz ’”Huomo owm_g(xi®(”?il)®xi) "
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L+ =1)
m—1

par I'inégalité de Holder (

n n
m—1

STIPE)I™ < O las@)P)m (Y lluom om0 0 M g0 6pni(z)|[m )"
=1

=1 =1

n . N n . et p
< QO lxg@))yme sup (3 |t (@)[") )
i=1 weBxs o
2 - % 1 - % m—1
= Cn () lxg@)P)m sup (Y fa(w)])
i—1 T*EBx* i—1

< Ok sp S|l

alors P est p-dominés et donc Cohen fortement g-sommants. Par la composition P =
Po Om, ON a P =wom o..0m, 1 est Cohen fortement g-sommants, il existe un
opérateur k; : @Zr,SX — @i:lX (1 <j <m—1) deéfinit en fonction de xj et zq tels que

I'application 7; o k; est I'identité sur ®ZF’SX. ona:
U=UOT 0..0Mp_10kj_j0...0k : X =Y

qui est, par la propriété d’idéal, Cohen fortement ¢g-sommants. W
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Théoréme 3.18. Soit X un espace de Banach. Les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :
(1) X est isomorphisme & un espace de Hilbert.

(2) Ym € N*/1 < p,q < 0o et pour tout espace de Banach Y, on a :
PU"XLY) € Py ("X5Y)
(3) Vm € N* et VY un espace de Banach, alors :
Pi"X;Y) C Peu("X;Y).

Preuve.
(1) = (2) Par le corollaire 3.16.
(2) = (3) Evident.

(3) = (1) Par le théoreme 3.17 et le théoreme de Kwapien. W
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