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Résumé

Dans ce travail, nous avons considéré un probléme aux limites mixtes, Dirichlet-Neuman,
pour les équations hyperboliques semi linéaires avec un terme source. En se basant sur les
techniques de Faodo-Galerkin et la méthode de compacité, nous avons montré ’existence

locale et 'unicité d’une solution faible.
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Introduction

Ce travail est consacré a I’étude d’un probléme aux limites mixtes de type Dirichlet-Neuman,
pour les équations hyperboliques semi linéaires avec un terme source. En supposant que les
données initiales vérifient certaines hypothéses, les techniques de Faedo-Galerkin et quelques

résultats de compacité nous permettent de prouver ’existence et 'unicité d’une solution.
Ce mémoire se décompose en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous allons commencer par donner quelques notions de base
sur ’analyse fonctionnelle. Puis, nous allons présenter un rappel sur les espaces de Banach,

de Hilbert et de Lebesgue, ainsi que les principaux résultats que les concernent.

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse beaucoup aux espaces de Sobolev que jouent un
role trés important dans ’étude des problémes liés aux équations aux dérivées partielles. Ce
deuxiéme chapitre commence par donner un rappel sur les distributions, puis nous donnerons
quelques définitions différentes des espaces de Sobolev et les théorémes d’injection de Sobolev

que nous allons utiliser dans le dernier chapitre.

Le troisiéme chapitre est destiné & I’étude d’un probléme aux limites mixtes pour un
type d’équations hyperboliques semi linéaires avec source terme polynomial. La méthode
variationnelle en se basant sur les approximations de Faedo-Galerkin et la méthode de

compacité nous permettent de prouver l’existence et I'unicité d’une solution faible.

Ce mémoire se termine par une conclusion générale.



Chapitre 1

Quelques rappels sur les espaces

normeEs

Résumé: Dans ce chapitre, on donne quelques rappels sur les espaces normé, notamment
les espaces de Banach, de Hilbert et les espaces de Lebesgue, ainsi que quelques résultats

indispensables sur ces espaces.
Continu:
1. Quelques rappels préliminaires.

2. Espace de Banach.
2.1. Normes sur un espace vectoriel.
2.2. Espaces complets.
2.3. Espace métrique.
3. Espace de Hilbert.
4. Espaces de Lebesgue.
4.1. Réflexivité dans les espaces de Lebesgue.

4.2. Séparabilité dans les espaces de Lebesgue.



1.1. Quelques rappels préliminaires

1.1 Quelques rappels préliminaires

Définition 1.1.1 Soit E un k-espace vectoriel topologique. On appelle forme linéaire con-
tinue sur E toute application linéaire de E dans k, continue pour la topologie de E et celle

de k, on note E' ’espace vectoriel définis par :
E' ={f: X — k linéaire et continu}.
E' est appelé dual topologique de E.

Définition 1.1.2 Soit E un espace normé, E' son dual topologique, on appelle topologie
faible sur E et que l'on note 6(E, E'), la Topologie la moins fine rendant continues toutes

les formes linéaires f € E'.
Théoréme 1.1.1 (De Hahn-Banach): Soit p : E — R une application vérifiant
p(Ax) = A\p(z), Yoz € E et VA > 0.

p(z+y) <p(z) +ply), Vr,yekE.

Soit d’autre part, G C E un sous espace vectoriel et soit g : G — R une application linéaire
telle que:
g(x) <p(z), Vreq.

Alors il existe une forme linéaire f définie sur E qui prolonge g, i.e :

g(x) = f(z), VreGet f(zx)<pz), Vee kL.

Définition 1.1.3 Soit E un k — e.v. Une suite (u,), € E converge au sens de la topologie

faible vers u dans E si :

Vi €E, (up—u, f)g.m — 0.

Une suite (u,), € E' converge au sens de la topologie faible étoile vers u dans E' si:

VfeE, (uy—u,f)p.p—0.



1.2. Espace de Banach

1.2 Espace de Banach

1.2.1 Normes sur un espace vectoriel

Définition 1.2.1 Soit E un R—e.v, une norme est une application définie sur E o valeurs

dans R, notée |||, et satisfaisant les trois propriétés suivantes:

Dz =0 2=0,Vx € E,
i) Az|| = || ||z, Vz € E, VA € R;
iii) [z + y|| < [[=]| + [yl Yz, y € E.

On dit alors que (E, || . ||) ou tout simplement F, est un espace vectoriel normé.

Remarque 1.2.1 Si la fonction || . ||: E — Ry vérifie les propriétés (2) et (3) mais n'est

pas (1), on dit que || . || est une semi-norme sur E.

Définition 1.2.2 Soit || . || g, et || . || 5, deux normes sur E. On dit que ces deuz normes sont

équivalentes s’il existe ci et co strictement positives telles que:

Vue B, ool < ol < el

1.2.2 Espaces complets

Soit E un espace vectoriel normé, de norme|| . || g .

Définition 1.2.3 ( Suites de Cauchy) Soit (u,) une suite de E, on dit que (u,) est une

suite de Cauchy si :

Ve>0, AN >0, VneN, Vp >0, ||tupsp— Un|ly <e.
Proposition 1.2.1 Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Définition 1.2.4 UnR—ec.v E est dit complet pour la norme || . ||g si tout suite de Cauchy

est convergente, pour la norme de . Un tel espace est aussi appelé espace de Banach.

Exemple 1.2.1 L’espace de fonction C°([a, b]), muni de la norme uniforme | f|, =

SUD,c(q, 4 | f(7)] est un espace de Banach.



1.2. Espace de Banach

Définition 1.2.5 (Espace réflexif). Soit E un espace de Banach et soit j linjection con-
tinue de E dans E”, on dit que E est réflexif si:

J(E)=E".

Remarque 1.2.2 Dans un espace réflexif E, la convergence faible est équivalent & la con-

vergence faible étoile.

Proposition 1.2.2 Soit E un espace de Banach réflexif et soit M C E un sous espace

vectoriel fermé. Alors M muni de la norme induite par E est réflexif.

Théoréme 1.2.1 Soit E un espace de Banach alors E est réflexif si seulement si E' est

réflexif.

Définition 1.2.6 (Espace séparable).On dit qu’un espace métrique est séparable s’il existe

un sous ensemble D C E dénombrable et dense .

Théoréme 1.2.2 Soit E un espace métrique séparable et soit F' un sous ensemble de F,

alors F' est séparable.

Preuve. Soit (u,) une suite dénombrable dense dans F, et soit (r,,) une suite de réels
positifs avec r,,, — 0 on choisit (arbitrairment) a,,,, € B (uy, u,)NF, lorsque cet ensemble
non vide. Il est clair que la suite (a,,,) constitue un ensemble dénombrable dense dans F.

1.2.3 Espace métrique

Définition 1.2.7 Soit X un ensemble, une distance est une application d : X x X — RT,
telle que pour tout x,y,z € X on a :
1)d (z,y) >0etd (z,y) =0 x=y;

2)d (z,y) =d (y,z) (symétrie);

3)d (z,z) <d (z,y) +d (y,2) (inégalité triangulaire).

Remarque 1.2.3 (Semi-distance) Si Uapplication d: X x X — RT wvérifie les propriétés
(2) et (3), mais pas (1), on dit que d est une semi-distance sur X.



1.2. Espace de Banach

Définition 1.2.8 Un espace métrique est un couple (X, d) ou X un ensemble et d une

distance.

Exemple 1.2.2 i) L’ensemble des nombres réels muni de la distance d (z,y) =|z —vy | .
i1) Sur l’espace R™, on peut définir plusieurs distances faisant intervenir les distances

entre les composantes: soient x = (1, Tg, ...... ) ety = (Y1, Y2, ... ,Un) € R.

On définit trois distances, & savoir

=1

da(z,y) = [z — il
=1

Définition 1.2.9 (Distance associée a une norme) Soit E un espace vectoriel surk, et soit

.|| une norme sur E. On associe & cette norme une distance d sur E par la formule:
Yu,v € E : d(u,v) = ||[u—v].
Cette distance est dite associée a la normel| . || .
Définition 1.2.10 Un espace topologique (E,T) est dit séparé si et seulement si:
Ve #y, x, y € E 1l existe vy, vy tels que: U, NV, = ¢.
Théoréme 1.2.3 Tout espace métrique est un espace séparé.

Preuve. En effet, soit £ un espace métrique et soient x et y deux points distincts de

E. Alors si on pose

) )
d =d(z,y) >0,U, = B(x, 5) et V, = B(y, 5)
Alors U, et V, sont disjoints, car si z € U, NV, on aurait
o 0
d=d(z,y) <d(z,z)+d (y,2) < 5—1-5 =9.

Ce qu’est impossible =



1.3. Espace de Hilbert

Définition 1.2.11 (Recouvrement).Soit X un ensemble (quelconque) et soit A une partie

de X. Un recouvrement de A est une famille (B;)icr de parties de X vérifiant
A C Uie[Bi.
Si I est fini (dénombrable) on parlera de recouvrement fini (dénombrable).

Définition 1.2.12 (Espace métriques précompacts):Soit (X, d) un espace métrique. On dit
que (X, d) est précompact [ou bien:totalement borné] si: pour tout € > 0, il existe un
recouvrement fini par des parties de X dont le diamétre est inférieur a . Une partie A de

X sera dite précompact dans (X, d) si le sous-espace métrique (A, daxa) est précompact.
Proposition 1.2.3 Un espace métrique précompact est nécessairement borné.

Définition 1.2.13 ( Espaces métriques compactes): Un espace métrique( X, d) sera dit com-
pact s’il est précompact et complet . Une partie A d’un espace métrique (X,d) sera dite

compacte si le sous-espace métrique(A, dax ) est compact.

Remarque 1.2.4 (Crochet dualité):Soit V un R-espace vectoriel normé ; de norme ||.||,, . Un
élément A € V' est une forme

(A, 0) 1y = Av e R.

V' est équipé de la norme

A, v)

I llv

| Ally» = sup e
veV

v
1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.3.1 Un produit scalaire sur le k-espace vectoriel E (k = RV C) est une
application ¢ : E X E — k, qu’on note p(x,y) = (x,y) vérifiant:

a) Cas d’un R-espace vectoriel :
Bilinéarité :

<l‘1+$27y> = <x1ay>+<m27ly>7 vxl)'eryeE

(T, y1 +y2) = (x, 1) + (z,99) , Ve,y1,y2 € B
(Az,y) = Mz, y) et (x,py) = plx,y), VA pcRetz,yeckE



1.3. Espace de Hilbert

Symétrie:
(z,y) = (y,2) ,Vr,y € E
Définie-positivité:
(x,x)y > 0et ((z,2) =0<= 2=0g),Vz EFE

b) Cas d’un C-espace vectoriel :
Si F est un C-espace vectoriel les propriétés de bilinéarité et de symétrie sont remplacées
par la sesquilinéarité et ’hermicité

Sesquilinéarité:

(Ar,y) = X(z,y),Vr,y e Eet A€ C
(x,py) = H{x,y), Vo,yc€ Eet peC

Hermiticité:

<$7y> - <y7x>7vx7y€E

Définition 1.3.2 On appelle espace préhilbertien E tout espace vectoriel muni d’une norme
associée & un produit scalaire (.,.). entoura (E, (.,.)) Uespace préhilbertien sa norme || . ||

(dite norme préhilbertienne ) est définie par:
Ve e E:| z|=+(z,z)
Définition 1.3.3 Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet.

Théoréme 1.3.1 (Théoréme de représentation de Riesz-Fréché).Soit H un espace de Hilbert.

Etant donné ¢ € H' il existe un élément unique f € H tel que :
(p,v) =(fv), VveH.

De plus on a :

11l =l [l -



1.4. Les espaces de Lebesgue

1.4 Les espaces de Lebesgue
Définition 1.4.1 Soit p € R avec l'espace LP : 1 < p < oo sont définies comme suit:
LP(Q)={f:Q — R, f mesurable et| f [P€ L'},

que l’on muni de la norme

Il = | [ 1@ s g

L*(Q)={f:Q — R, f mesurable et| f |< ¢ p.p sur Q},

Lorsque p = oo

dant la norme est définie par:
| f lloo=inf{c:| f(x) |< c p.p sur Q}.

Théoréme 1.4.1 (Inégalité de Holder):Soient f € LP(Q) et g € ¥ (Q), tel que 1—17+1% =1,
alors f.g € L*
J g 1< gl

Pour p = 2 on trouve 'inégalité de Cauchy-Schwartz
Preuve. La conclusion est évidente si p = 1 ou p = oo supposons donc 1 < p < 00,
rappelons l'inégalité de Young
a? b
ab< —+ —F,Va, b>0.
p p

La fonction In étant concave sur |0, 0o[; on a pour a et b strictement positive
P 1 1 /
ln(a— +—) > -Ina” + = Inbd” <In(ab).
p p p p
Donc
1 1 /
|f(@)]g(z)| < 5 |f (@) + p lg(@)[" pp  zEQ.

Il en résulte que f.g € L' et que

1 1 /
1891 21000+ ol



1.4. Les espaces de Lebesgue

Pour a = b = 0 on a donc (en supposant f et g non nulles, ce qui est le cas ou l'inégalité de

Hélder n’est pas triviale):

f@e@l _1f@F | L@l 1 1
Al lole = o Wl Pl p '

On en déduit que f.g € L' et on obtient en intégrant I'inégalité précédente:

| fal <1
£ llze Mgl e

|
Théoréme 1.4.2 L’espace LY est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo.

Théoréme 1.4.3 (Théoréme de convergence monotone de Beppolevi): Soit (f,) une suite
croissante de fonctions de L'tell que: sup [ f, < oo; alors fn(x) converge p.p sur Q vers

une limite finie notée f(z) de plus;
feltet|fo—fllp—0

Théoréme 1.4.4 (De la convergence dominée de Lebesque). On suppose que p # co. Soit

(fn) une suite de fonctions mesurable telle que

folx) — f(z) pp sur Q;

et il emiste une fonction g € L' telle que pour chaque n € N, on a

| fu(2) |< g(x) p.p sur Q.

Alors f € LNQ) et || fo— f ||z1— 0.
Lemme 1.4.1 (Inégalité de Jensen).Si f € LP(2) N LY(Q) alors f € L"(Y) quelque soit

r € [p,q] et
« 11—«
Il < WA Ze llgllpa™

avec

1 a 11—«
—=—+
r

)

pour un certain 0 < a < 1.
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1.4. Les espaces de Lebesgue

1.4.1 La réflexivité dans les espaces de Lebesgue

Théoréme 1.4.5 (De représentation de Reisz). Soitp:1 < p < oo et soit ¢ € (LP), alors

il existe un unique u € L tel que:

<ot> = [us vrer’®
Q
de plus on a
lellpry = llullpr -

Preuve. T : L” +—— (L") par

(Tu, f) :—/uf, Vue LY VfeL”.
Q

Il résulte de 'inégalité de Hdélder que T est continue.
De plus on a :

1T ull oy < llullper , Yu € L.

Il nous faut prouver que T est surjectif.
On pose
E =T(L").

Comme FE est un sous-espace fermé, il nous reste que de montrer que E est dense dans
(LP).
Soit h € (LT)" (car L” est réflexif), tel que

(Tu, h) =0, pour tout u € LY

Vérifions que h = 07
On a
/uh = (Tu,h) =0, pour tout u € L.

On conclut que h = 0 en choisissant

u=|h|""?h.

11



1.4. Les espaces de Lebesgue

Théoréme 1.4.6 Soit o € (L*(Q))'. Alors il existe un unique u € L™ tel que:

(or ) = /Q uf, ¥f € LN,

De plus on a

||S0||(L1)/ = Jlull pe -

Remarque 1.4.1 Pour p = oo le dual de L™ contient Llet il est strictement plus grand

que L', autrement dit il existe des formes linéaires continues sur L™ qui ne sont pas de type

(o, f) :/Uf ,Vf e L™ avec u € Lt

1.4.2 Séparabilité dans les espaces de Lebesgue

Lemme 1.4.2 L’espace C.(Q2) des fonctions continues & support compact est dense dans

LP(2) pour 1 < p < oo.
Théoréme 1.4.7 L* est séparable pour 1 < p < oo.

Preuve. On désigne par (Ri);c; la famille (dénombrable) des pavés R de la forme

N
R= H(ak,bk), avec ag, b, € Q et R C Q.

1
On désigne par E ’éspace vectoriel sur () engendré par les fonctions 1p, : de sorte que E
est dénombrable montrons que F est dense dans LY (Q), soit f € L¥(Q) et soit € > 0 fixeé,
soit f1 € C.(Q), tel que :

If = fillpr <&

et soit €Y'un ouvert borné tel que :
suppfr C Q C Q;

comme

fl S CC(Q/);

on construit aisément une fonction f5 € E telle que:

suppfa C Qs

12



1.4. Les espaces de Lebesgue

et que

| falz) = fi(2)] < 8’1 p.p sur .

]
On commence par recouvrir suppf; par un nombre fini de pavés R; sur lesquels I'ossciation

de f; est inférieure a

]
Il en résulte que

1f2 = fill .p < e,
et donc

If = fallp < 2¢.

Remarque 1.4.2 On peut résumer les propriétés de LT comme suit:

!

e L’espace Lest séparable et réflexif pour 1 < p < oo et on a (L) = L7
o L’espace L'est réflexif et non séparable et on a (L') = L*;

e [ n’est pas réflexif et séparable et on a (L)' C L.

Lemme 1.4.3 (Gronwall). Soit g € C([0,T],R) telle que g(t) > 0 pour tout t € [0,T] et
soit a > 0. Si ¢ € C([0,T],R) est une fonction telle que:

W) <a+ / g(s)y(s)ds, vt € [0,T];

alors:

W(t) < aexp (/UTg(s)ds) e [0,7).

Lemme 1.4.4 Soient f,g € C([0,T],R) deux fonctions positives pour tout t € [0,T] et soit
a>0 sty e C([0,T],R) est une fonction telle que

T
Ly < 2o+ / F(s)(s)ds + / g(s)(s)ds, Vit e[0T

[Y(t)] < <a | /Otf(s)ds) exp (/Otg(s)ds) . Vte[o,T).

alors:

13



Chapitre 2

Espaces de Sobolev et leurs propriétés

Résumé. Dans ce chapitre, nous allons commencer par présenter un rappel sur les espaces
de Sobolev et leurs propriétés, surtout les théoréemes d’injection et le théoréme de trace qui
jouent un role trés important dans le chapitre suivant. On termine par donner quelques

notions sur les espaces des fonctions & valeurs vectorielles.

Continu :

1. Rappels sur les distributions

2. Les espaces de Sobolev
2.1. Espace de Sobolev H™(f2)

2.2. Le cas de ’espace entier

2.3. Théorémes d’injection de Sobolev
2.4. Théoréme de la trace" Traces"
2.5. Formule de Green

2.6 . Inégalité de Poincaré

3. Espace des fonctions a valeurs vectorielles
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2.1. Rappels sur les distributions

2.1 Rappels sur les distributions

Définition 2.1.1 (L’espace des fonctions tests): 'espace D(Q) désigne l’espace vectoriel
des fonctions C®sur Q0 a support compact inclus dans Q2. On munit D(QQ) de la (pseudo-
topologie) suivante :

501t (¢, )nen une suite d’éléments de D(SY), on dit que @, converge vers 0 dans D(Q2) si

les deux conditions ci-dessous sont satisfaites:

o [l existe un compact k de Q2 tel que supp p,, C k pour tout n € N.

o Pour tout multi-indice o € N", la suite D%p. Converge vers 0 uniformément vers 0

sur k, autrement dit

sup |[D%p,,(x)| — 0, lorsque n — 0.
HISY)

DQ)={f:Q—k/feC®), supp f =k C Q, k est compact}.

Remarque 2.1.1 1) Sip € D(Q), comme suppD®p C suppp, on aura aussi D*¢ C D(2),
VYo € N™. Pour la méme raison, si p, — 0 dans D(Q2), alors D%p,, — 0 dans D(£2),
Vo € N™.

2) On dira que v, — ¢, si et seulement si p,, — @ — 0 dans D(2).

3) Sik est un compact de €2, on pose

Dy (Q) = {p /p € D(Q),¢ a support dans k}.

Définition 2.1.2 On appelle distribution tout élément T € D'(Q2), ou D'(§2) le signe le dual
topologique de D(S2), i.e:

D'(Q) = {T : D(R) — k linéaires continues} .
Vo e D),  T(p)=(T,¢).

Remarque 2.1.2 T est continue dans le sens, ot pour toute suite de fonctions (p,) telle
que

0, € D) et p, — 0 dans D(Q),
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2.1. Rappels sur les distributions

alors

(T, ¢,) — 0.

Définition 2.1.3 (Dérivée des distributions). Soit T € D'(Q) et a« € N" la dérivée DT
est définie par

(DT, ¢) = (=1)*(T, D*¢) Vo € D(Q).
Lemme 2.1.1 Si T € D'(2) et « € N*, alors DT € D'(Q)

Preuve. La linéarité découle de la linéarité de la dérivation et de T établissons la

continuité, soit ¢,, — 0 dans D(€2).Comme on a
(DT, ¢,) = (=1)*(T,D%,) Yy € D(Q).

il suffit de vérifier que

D%p, — 0 dans D(Q2).

il faut vérifier que la suite D%¢p,, satisfait les conditions:
a) supp D%p,, C supp ¢, Ck
b) Pour tout multi-indice € N on a
sup | D’ D%, | = sup | D*" Py, | — 0.
xeQ)

€N

Définition 2.1.4 (Convergence des distributions ).Soit (T,,)nen une suite d’éléments de

D'(2), on dit que T,, converge vers 0 dans D'(Q2) si et seulement si :
(T, ) — 0,V € D(Q).

Une propriété ; dont la vérification est immédiate, et que si T,, — 0 dans D'(QY) alors

DT, — 0 dans D'(Q2), pour tout o € N™.

Remarque 2.1.3 On dit qu’une suite d’éléments (T),)neny de D'(2) converge vers T €
D'(Q), noté T,, — T dans D'(QY), si et seulement si T,, — T — 0 dans D'(Y), la lim-

ite si elle existe est alors unique.
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2.2. Les espaces de Sobolev

2.2 Les espaces de Sobolev

Définition 2.2.1 Soit Q un ouvert de R". Pour m € N et 1 < p < oo, l’espace de sobolev
noté W™P(Q2) est constitué des fonctions de LP(§2) dont les dérivées partielles jusqu’a l’ordre

m, au sens des distributions, s’identifient & des fonctions de LP(£2).
WmP(Q): {ue LP(Q) / Ya € N, avec |a| <m : D% € LP(Q)}.
Lemme 2.2.1 La fonction || . ||wmr@):
WmP(Q) — Ry,

définie par

1
P
lilygr = [ 3 / Dou(@)Pde | sil<p<oo
0<|al<m &
[l ygrm.co :oéﬂﬁ%{mHDauHL” si p=oo,

est une norme sur ’espace vectoriel W™P(Q).

La preuve de ce lemme est relativement simple.

Remarque 2.2.1 La fonction
I Ml p: WTP(Q) — Ry

définie par

fulle =Y D%, sil<p< oo
0<]al<m

lullpee = D D%l s sip = c0.

0<|a|<m
est une norme équivalente o la précédente, l’espace W™P(Q) a donc les mémes propriétés

quelle que soit la norme utilisée.

Définition 2.2.2 Soit Q un ouvert de R", borné ou nom. On note Wy"*(Q) l'adhérence de

Uespace D(Y) dans W™P(Q) au sens de la norme || . ||wma .
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2.2. Les espaces de Sobolev

Théoréme 2.2.1 L’espace de Sobolev W™P muni de la norme || . ||wm»est un espace de

Banach.

Preuve. Soit {uy,}, .y une suite de Cauchy dans W™?((2), alors pour tout multi-indice
o d’ordre inférieure ou égale & m, la suite {D%u,}, . est de Cauchy dans L¥(€2).

Rappelons alors que I'espace LT (2) est complet, alors ils existent u, u, € LT (Q) tels que

Vo € N':|a] <m, D%, — u, et

U, — Ug=1U

De plus
LP(Q) C Lin(9).

Chacune des fonctions u,, déterminent une distribution T'u,, € D’().

Ainsi, pour toute fonction ¢ € D(£2), on a

T, (0) = Tu(0)] < /Qlun(fl?) —u(x)| () dr < |l Lo lun — vl Lr (o) -

Grace a I'inégalité de Holder. Ainsi

T, (¢) = Tu(9), Vo € D(Q).

Par un méme raisonnement

T pou, (¢) = T, (0)

Pour toute fonction ¢ € D(2) et tout multi-indice o d’ordre compris entre 0 et m, il en

découle

T, (¢) = lim T poy,(¢) = lim (—1)*T,(D"¢) = D*(T.)(¢).

n——oo n——oo
pour toute fonction ¢ € D(2) ainsi u, = D%u au sens des distributions pour tout
multi-indice « : 0 < |a| < m. Finalement, vu que
[t = ) = 0

'espace fonctionnel w™? (€2) est complet. m

Proposition 2.2.1 Nous avons les propriétés suivantes :
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2.2. Les espaces de Sobolev

i) L’espace de Sobolev W™Pest séparable pour 1 < p < oo;

ii) L’espace de Sobolev WP est réflexif pour 1 < p < oo.

Remarque 2.2.2 Pourp = 2, il est d’'usage de remplacer la notation W™?2(Q) par H™(Q).

2.2.1 Espace de Sobolev H™((2)

Définition 2.2.3 Soit maintenant m un entier > 1, en bref, l’espace de sobolev H™(f2)

d’ordre m sur ) est défini par
H™(Q) = {u/D*(u) € L*(Q) Va,| a|<m}. (2.1)
On le munit du produit scalaire:

<U7U>Hm = Z <Daua Dav>L2 )

et de la norme:

SIS

Hm(Q) = Z ||Dau|‘iz(n) : (2:2)

laj<m

|

Théoréme 2.2.2 H™(Q) est un espace de Hilbert.

Preuve. Est un cas particulier, pour p = 2, de la démonstration du théoréme précédent.

Définition 2.2.4 Soit Q un ouvert de RY, borné au non. On note HJ*(Q) l'adhérence de

Uespace D(QY) dans H™(S2) au sens de la norme (2.2).

2.2.2 Le cas de ’espace entier

Dans le cas particulier ou 2 = R™ ou peut donner et cela est important pour la suite
une définition de H™(R™) équivalente a (2.1) utilisant la transformation de Fourier. Si

u € L*(R"), la transformation de Fourier 4 est dans L? (R") :

. 1 .
u (y) = n/eXp (_ny) u(x)dx, TY = T1 + ...+ TnYn;
(2m)>

Rn
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2.2. Les espaces de Sobolev

I'intégrale étant converge au sens de L% et v — 4 est un isomorphisme de L? (R") sur
L? (R").

On pose encore

Fu

>
I

— 1
= Fu= —n/exp (1zy) u(y)dy.
(m)?)

La transformation de Fourier se prolonge par continuité a I'espace S’ des distributions

tempérées dont nous allons rappeler la définition. Tout d’abord on définit:

S={u: z*“DPu € L* (R") Va,fB € N"}, on 2 = 2t a0

n

Muni de la suite de semi normes

w— HanBu”L?(R") ’

S est un espace de Fréchet.
Naturellement tout u € S est (p.p égal & une fonction) indéfiniment différentiable dans

R™ et tout u € S est
Vp>0,VB e N": |zP DPu(z) — 0, lorsque |z| — oo.

On vérifie sans peine que

F (D) = (y)* Fu Yu € S,Va

DIF() = F <(—ix)6 u) Yu € S; Va, (2.3)

donc que F € £ (9, 5) de méme, F € L(S;S) et FFu=FFu=u Yu€S.
Donc que F est un isomorphisme de S sur lui-méme, d’inverse F.

Grace a la propriété de symétrie du noyant

(271)3 exp (—izy) .

De F, on a
/ (Fu) vdz :/ u(Fv)dx Yu,v € S.
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2.2. Les espaces de Sobolev

S’ est espace dual de S, muni de la topologie forte de dual et on définit
F,FeL(S,S) par transposition

Ainsi, Vu € S’, on a
(Fu, ) = (u, Fp) Vp€S.

les formules (2.3) sont encore valables Vu € S’
Théoréme 2.2.3 5i Q) = R", on peut définir H™(R™) par (2.1) ou par
H™(R") = {ue S'(RY) : (1+]y)? @ e 2R},

ot [y]> =2 + ... + 2, muni de la norme :

(]

el @y = || (L + 1)

Y

L2(Rm)
qui est équivalente & la norme (2.2).
Remarque 2.2.3 L’espace D (R") est dense dans H™(R™) mais cela n'est pas du tout

général au contraire D () n’est pas en général dense dans H™(Y), lorsque ) est un sous

ensemble de R™.

2.2.3 Théorémes d’injection de Sobolev

Dans cette sous-section, nous collectons une liste de propriétés de base des espaces de Sobolev
sans en donner les preuves qui se trouvent dans [2, 5, 8]. Nous commengons par un résultat

de densité.
Théoréme 2.2.4 Si Q est a bord lipchitzien, alors C™ () est dense dans H™ ().

Définition 2.2.5 Soient deux espaces de Banach X et'Y tels que Y C X. On dit que Y
s’injecte de maniéré continue dans X (en notation Y — X) si et seulement si l'opérateur
tdentité

d Y =X

Y — Y
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2.2. Les espaces de Sobolev

est continu.
De méme, on dit que Y s’injecte de maniéré compacte dans X (en notation Y —. X)

st et seulement st 'opérateur id est compact de Y dans X.
Théoréme 2.2.5 (Rellich):Si Q2 est un ouvert borné a bord continu, alors
H™(Q) —.H™1'(Q), Vme&N~

En particulier

H™(Q) —. L*(Q), VmeN*

Théoréme 2.2.6 (d’injection de Sobolev): Si Q est un ouvert borné a bord lipchitzien alors

on a les deux injections suivantes:

H™(Q) — LP(Q), Vm e N*; tel quem—ﬁ > i (2.5)
p p
H™(Q) — C(Q), Vm € N*; tel quem—ﬁ >0 (2.6)
p
Remarque 2.2.4 Les conditions m — % > —% et m — % > 0 sont optimales, en effet on
montre que st m — % > —%, alors linjection (2.5) n’a pas lieu en général, de méme si

m — 2 <0, alors Uinjection (2.6) n'a pas lieu en général.

Théoréme 2.2.7 (Kondrasov) : Si Q0 est un ouvert borné & bord Lipchitzien, alors on a
I’tnjection

H™(Q) —. L (Q),Ym € N*; tel que m — n > _n

p p

2.2.4 Théoréme de la trace" Traces"

Le but essentiel de cette section est de montrer que la "restriction" a I' (appelée trace)
d’une fonction de H'(2) a un sens méme si cette fonction n’est pas continue. Pour établir

ce résultat, on utilise un argument de la localisation et changements de variables Lipchitziens.
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2.2. Les espaces de Sobolev

Régularité du bord

Dans ce paragraphe, nous allons supposer que {2 est un ouvert borné de R™. Nous désignerons

par I' la frontiére de € .

Définition 2.2.6 On dit que T" est continu si pour tout x € T, il existe un voisinage V' (si,
dans la suite, nous avons besoin de marquer la dépendance de V' a x, nous le noterons V)
de = dans R"™ et un nouveau systéme de coordonnées cartésiennes {yi,ya, ..., Yn} tel que:

a) il existe c; > 0,1 =1, ...... ,n, tel que V' est un hypercube dans ces nouvelles coordon-
nées de cotés de longueur 2q;

V:{(y17y27 """ 7yn): |y2| <Oéj, Vle’ ....... 7n},

b) il existe une fonction continue définie sur

Vi =A{(y1, Y2y oo Y1)t yi| <y, V=1, .0 ,n—1};
a valeurs réelles et satisfaisant
Pl < S eV
Qv = {y=0 1) €V iy <o()};

NV = {y=0y) €V iy =0)}.

De la méme maniéré, nous dirons que I' est Lipchitzien ( resp. de classe C*t k,m € N,
m fois contintiment différentiable. ), lorsque la fonction ¢ ci- dessus estLipschitzien (resp.

de classe C*!, m fois contintiment différentiable).

Remarque 2.2.5 Dans le cas Lipschitzien, on suppose toujours que la constante de Lip-
schitz de o est uniforme, c’est-a dire indépendante de x. Une uniformité analogue est

supposée pour la condition C*'.

Théoréme 2.2.8 Si 2 est un ouvert & bord Lipschitzien, alors l'application
C>®(Q) — O(I)
u — u/T

S’etend en une application linéaire continue de H' (Q) dans L* (T), appelé opérateur de

trace et notée .
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2.2. Les espaces de Sobolev

Corollaire 2.2.1 S5i Q est un ouvert borné a bord Lipschitzien, alors

Hy(Q)={ue H (Q):yu=0surT.

2.2.5 Formule de Green

Dans la suite, nous aurons trés souvent besoin "d’intégrer par parties", ces intégrations par

parties seront justifiées par les résultats qui suivent.

Théoréme 2.2.9 (Formule de Green). SiQ est un ouvert borné a bord Lipschitzien, alors

pour tout u,v € H}(Q) on a

/Q{gzwuggi}dz:/r%u%wda, Vi=1,...,n.

Corollaire 2.2.2 Si Q est un ouvert borné a bord Lipschitzien, et si u € H*(Q) et v €

H'(Q), alors
a ou Ov ou
Au vdx = — d —udo.
/Q u vdT ;/Q&ciﬁxiij/p%@v%ua

Théoréme 2.2.10 Si de plus, u,v € H*(), on a

ou v
/Q {Auv — uAv} de = /r {7%72) - WUV%} do,

ou A désigne l'opérateur de Laplace défini par
"L 9%
— dx?’

Au =

2.2.6 Inégalité de Poincaré

Nous verrons plus tard qu’il est parfois nécessaire de montrer qu’'une semi-norme sur un

sous-espace fermé de H™(f)) est en fait une norme équivalente a la norme usuelle.

Corollaire 2.2.3 (Inégalité de Poincaré). On suppose que S est un ouvert borné. Alors il

existe une constante ¢ (dépendant de Q) et p) telle que :
HuHWl,p <c ||VU||LP Yu € Wol’p(Q) 1 <p<oo.

. . . 1 2 . N
En particulier, Uexpression ||Vul|,r est une norme sur Wy*(Q) équivalente & la norme
ullyrp: sur Hy(Q) Vexpression [, VuVuv est un produit scalaire qui induit la semi norme

|Vul| ;2 équivalente a la norme ||ul| 4 -
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Remarque 2.2.6 L’inégalité de Poincaré reste valable si €2 est de mesure finie, ou bien si

Q) est borné dans une seule direction.

2.3 Espace des fonctions a valeurs vectorielles

Définition 2.3.1 Soit 0 < T < oo et soit (X, | . ||x) un espace de Banach réel. On désigne
par L¥(0,T; X) lespace des fonctions t — f(t) de |0, T[—— X qui sont mesurables &

valeurs dans X et telles que :

[

I lor sy = (/ 50l si1<p <o (1)

Si p = 00, on remplace la norme (1.1) par

11l oo 0.7:x) = supess [ f (1) x = 0 = inf {c > 0/ [| f(2) [x< C p.p, t €[0,T]}.

Ainsi, Uéspace LY (0, T; X) muni des normes correspondantes est complet.

Naturellement, on a :

L”(0,T; L7 (Q)) = L*(Q).

Remarque 2.3.1 1) On désigne par D'(0,T;X) Uespace des distributions sur |0,T[ a
valeurs dans X, défini par
D'(0,T5X) = £(J0, T[; X),
ou L(E; F) est l’espace des fonctions linéaires et continues de E dans F.
2) Si f € D'(0,T;X), sa dérivée, au sens des distributions, est définie par

Loy =151, Ve e D0, T,

3) Si f € LY(0,T; X), alors on lui associe une distribution, notée encore f définie par

T
~ [ fetva, v o€ D(O.TY.
0
Définition 2.3.2 Une fonction f : [0,T] — X et dite frottement dérivable dans to € [0,T]

sl existe un élément %(to) € X appelé la dérivée forte de [ dans ty, tel que

=0.

hm H fto+h) — f(to)
X
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Définition 2.3.3 Une fonction f : [0,T] — X est dite intégrable s’il existe une suite

(fn),n € N de fonctions appartenant a D(0,T; X) telles que:

n——0oo

T
lim i [/n(8) = f(5)llx ds = 0.

Théoréme 2.3.1 (Bochner). Une fonction f :[0,T] — X mesurable est intégrable si et

seulement si
[0,7] — R*

v | f@)]y

[ s = 1Ay ds.

Remarque 2.3.2 On dénote par H™(0,T; X) l'espace défini par

_d _anf
Cdt’ ™

est intégrable, dans ce cas

H™0,T;X)={f/ f, Y € L*0,T; X))}

Proposition 2.3.1 Les espaces LY (0,T;X),1 < p < oo sont des espaces de Banach. Et
si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (.,.)y , alors L*(0,T; X) est aussi un

espace de Hilbert avec le produit scalaire
T
(1) 0 = [ () 0(O) .
0
Proposition 2.3.2 L"(0,7; X) — L4(0,T; X) avec injection continue 1 < ¢ < r < oc.
Remarque 2.3.3 Nous avons

1 1
LP(()?T;X)/ = Lq<OaTaX)> pOU’f’l <p7q < OO,——|— -=1 et
p q

LY0,T; X) c L™(0,T; X),

ou, LP(0,T; X)) représente le dual de l'espace LP(0,T;X) ,1<p < 0.
Aussi, d’aprés le théoréme de (Danford-pettis) l’espace

L0, T; Hy (Q) N LP(Q)) (resp L™=(0,T; L*(2)).

est le dual de
LY0,T; HH(Q) + LY(Q)) (resp de L*(0,T; L*(Q)).
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Proposition 2.3.3 Et H1(Q)+ L1(Q) muni de la structure de dual fort de H(Q)NLY(Q),

1,1
ou =+ ==1.
P+q

Définition 2.3.4 Soit u,w € LY(0,T;X) la fonction w s’appelle la dérivée généralisée
d’ordre n de u sur [0, 7]

/0 G (u(t)dt = (~1)" / Styu(t)t, ¥ e D(S),

avecw = u pourn =1.

Définition 2.3.5 Soit 1 < p < oo. L’espace de Sobolev W'P(0,T; X) est l’espace des fonc-

tions

w:[0,T] — X
telles que u € L¥(0,T; X) et v’ € LY(0,T; X).
Remarque 2.3.4 L’espace W'P(0,T;X), 1 < p < oo, muni de la norme
HUHWLP(O,T;X) = (HUHLP(O,T;X) + HU/HLP(O,T;X)> ’
est un espace de Banach .
Lemme 2.3.1 Soit X un espace de Banach. Si
of

f € IP0.T;X) et 5 € LP(0,T:X), 1 <p < oo,

alors f : [0, T] — X est continue, aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure

nulle de (0,T).
Lemme 2.3.2 Soit O un ouvert borné de R} x Ry, g, et g des fonctions de
L1(0),1 < g < oo telles que ||g#||Lq(O) <c¢,g,—9g pp

dans O. g, — g dans L9 faible.
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Chapitre 3

Probléme aux limites semi linéaire
pour les équations d’ondes avec terme

source

Résumé: Dans ce chapitre, nous allons considérer un probléme aux limites semi linéaire,
pour des équations d’ondes avec source terme polynomial. En se basant sur les approxi-
mations de Fuedo-Galerkin et la méthode de compacité, de la formulation variationnelle on

tire quelques résultats d’existence locale et d’unicité d’une solution faible.

Continu :
1. Notations et positon de probléme.
1.1. Notations.
1.2. Formulation forte de probléme.
1.3. Formulation variationnelle.
2. Existence et unicité.
2.1. Existence.

2.2. Unicité.
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3.1. Notations et position de probléme

3.1 Notations et position de probléme

3.1.1 Notations

Soit © un ouvert borné de R™, de frontiére I' (réguliére); on désigne par u un vecteur

(U1, Ug, ..oy Up) OO Y 7wy

Q = 0x]0,T[— R

soit {I';, 'y} une partition de I, i.e: I' = T';1UT'y et I'y NI’y = ¢,0on suppose que mesl’y > 0
et on pose

21 = Fl X]O, T[

et
22 = Fg X]O, T[

ou T est un réel fini.
Pour simplifier les notation, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonc-

tion u par rapport z € Q et t € [0, 7).

3.1.2 Formulation forte de probléme

Le probléme considéré dans ce travail consiste a chercher u : () —— R" satisfait:

v —Au+u|f’u = f, 2€Q, t €0,T] (3.1)
, T € (3.2)

a) u =0 sur X,

b) g_:; =0 sur X,.

(3.3)

Ou ug(x), ui(x) sont des fonctions données et p est un entier > 0.
L’équation (3.1), sans le terme non linéaire |u|”u’, représente 1’équations d’ondes, ou

[ est la densité des forces volumiques. (3.2) et (3.3) sont les conditions initiales et les
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3.1. Notations et position de probléme

conditions aux limites (Dirichlet -Neumann), respectivement. Pour 1’étude du probléme

(3.1) — (3.3) nous allons considérer les hypotheses suivantes :

feL*Q); (3.4)
u € VNLP(Q), p=p+2; (3.5)
u; € L*(9). (3.6)

3.1.3 Formulation variationnelle

Lemme 3.1.1 Sous les hypothéses (3.4) —(3.6), alors le probléme (3.1) —(3.3) est équivalent

au probleme variationnel suivant:

Trouver v € V N LP(§2) tel que
(PV) 2] (W 0) +a(u,v) + (Jul”u',v) = (f,0), Yo € VN LP(Q),
u(z,0) = ug(x), v(z,0) =u(x), z €,

ou

- ou Ov
a(“’?”) = Z\/Q ax ax'?
i—1 7 7

V={ve H(Q):v=0sur X}
Preuve. Soit u une solution du probléme (3.1) — (3.3), en multipliant I’équation (3.1)
par v € H'(Q) N LP(Q) il vient
(u//7 U) - (AU, U) + <|u’p ula U) - (f? U)’

En utilisant la formule de Green, on obtient pour tout v € H*(2) N LP(Q)

= aU(aj) — u\xr v\r)axr
Lau<x)v<x)dx_ @ /Qv (2)Vo(z)dz.

Ou encore en uitlisant le fait que {I';, s} est une partition de I :

_ [ Oulz) Ou(x) — w(x)Vo(z)dx
/QAu(x)v(x)dx— . 677(x)v(x)drl+ 5 an(m)v(m)dn /QV (x)Vou(z)d.
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3.1. Notations et position de probléme

En posant v = 0 sur I'; et de (3.3,b) il vient
(u",v) + /Q Vu(z)Vo(z)dz + (|Jul’u',v) = (f,v),
Ou sous forme variationnelle:
(u",v) + a(u,v) + (Jul’ v, v) = (f,v), Yo e VN LP(Q).

Finalement, en tenant compte les conditions (3.3.a) on conclut que u est une solution du
probléeme (P.V).

Inversement, soit u solution de (P.V') on a
(u",v) + alu,v) + (Jul]’u',v) = (f,v), Yo eV N LP(Q).

De la formule de Green suivante :

—/QAu(a:)v(:c)d:U—l—/Fgzg;v(:ﬁ)cﬂ‘:/QVu(x)Vv(x)dx:a(u,v),

il découle

(u”,v)—/ﬂAu(m)v(m)d:ﬁL/F gzg;v(x)dl“+(|u]pu’,v) =(f,v), YveVNLPQ). (3.7)
En utilisant la densité de D(§2) dans V' N LP(QY), de (3.7) il vient:
(u" = Au+ |u"u' ) = (f,0), Vo € D(Q)

D’ou I'équation
u' — Au+ |u|’u' = f, p.p. dans Q.

Reste a vérifier les conditions (3.3.0).
Pour tout v € VN LP(Q), on a

v =0 sur X.

De plus, en remplagant I’équation (3.1) dans (3.7), on trouve
/ (Vu.n)vdEy = 0,Yv € VN LP(Q).
3o
L’espace des traces sur X, est dense dans L?(X,) on trouve

/Z Vu(z)n(z)pdSy = 0,Y € L*(%,).
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3.2. Existence et unicité

D’ou
Vu(z)n(z) =0 sur 3.

n
Lemme 3.1.2 a(u,u) = > f%g—;dx est une semi norme équivalente & la norme ||u|| de
=10

Hy (92).

3.2 Existence et unicité

Dans cette section on va démontrer que le probléme (3.1) — (3.3), sous certaines hypothéses

qu’on précisera, posséde au mois une solution.

3.2.1 Existence

Théoréme 3.2.1 Sous les hypothéses (3.4) —(3.6), le probléeme (3.1)—(3.3) admet au moins

une solution pour T fini quelconque vérifiant:
uwe L0, T;VNLP(Q),p=p+2, (3.8)
u' € L=(0,T; L*(Q)). (3.9)
Lemme 3.2.1 Le probléme (P.V) a bien un sens.

Preuve. Notons que si u : t — u(t) est une fonction de L?(0,7;V) et si v est un
élément de V', la fonction ¢ — (u(t),v)y appartient a L?(0,T).

Tout d’abord puisque u est une fonction de L?(0,T;V), les fonctions ¢ — (u(t),v) et
t — a(u(t),v) appartiennent a L?(0,7) ,aussi la fonction t — (|u|” v/, v) appartiennent a

L?(0,T) pour tout v € V car en utilisant 'inégalité de Cauchy Schwartz on trouve.

2
[lul”w" o de < {[[u|”|| Lo oy [10/l] 1o @) 11011 2@y <l ze@ll @ 2@l 0 llzz@) < ¢
Q

De méme, puisque f est une fonction de L2(0,7T;V), la fonction ¢t —— (f(t),v) est dans
L?(0,T) pour tout v € V
Il en résulte que le probléme variationnel (P.V) a un sens dans D’'(]0, 7). =

On a aussi
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Lemme 3.2.2 Les conditions (3.2) ont un sens.
Preuve. Tenant compte (3.8) et (3.9) on a
u € L0, T;V N LP(N)) et v’ € L=(0,T; L*()).

En particulier, aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle, u est continue
de [0,T] — L*(Q), donc (3.2) a un sens.

Reste donc a vérifier que (3.2) a un sens pour cela on revient a I’équation (3.1) qui donne
W= f+ Au—|ul’u

Au € L®(0,T; H1(Q)), fe€ L*0,T;L*(Q)).

D’autre part en utilisant (3.8) il vient ]13 + z% =1

el w1l o ) < Ml oy 1111 Loy < Null oy 161l 2y < €

Donc

lul’ v’ € L' (Q)

il en résulte que:
u' € L(0,T; L*(Q)) + L=(0, T; H1(Q) + LV ()

D’ou, en particulier

u" e L*0,T; H-4(Q) + L7 (Q))

de (3.9) en utilisant le lemme, en particulier, % est continue de [0, T — H~1(Q) + L' (Q)

de sorte que (3.2) a un sens. ®

Revenons maintenant a la démonstration du théoréme 3.2.1

Preuve. du théoréme 3.2.1: La démonstration du théoréme se décompose en quatre
étapes:

a) Solution approchée : on construit des solutions approchées par la méthode de
Foedo Galerkin.

b) Estimation a priori: on établit sur ces solution approchées des estimations (ma-

jorations) a priori;
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3.2. Existence et unicité

c) Passage a la limite: en utilisant la propriété de compacité dans les conditions
initiales.

d) Vérifications des conditions initiales.

a) Etape 1: Solution approchée :

On introduit une suite (w,) des fonctions ayant les propriétés suivantes:

*V j,w; € VN LP(Q);

* La famille {wy, ...... , Wy, } est linéairement indépendante;

* L’espace V,,, = [wy,...... , Wy, engendré par la famille {wy, ...... , Wy} est dense dans

V' N LP(£2).0On cherche u,, = u,,(t) dans V,,, sous la forme

U (t) = Z Gim (D) w; - (3.10)

Vérifiant:
(i (£), w5) + a(um(t), w;) + ([um ()" 20, (E), w) = (fwy)  1<j<m, (3.11)
Uom = Zaim(t)wi — g dans V N LP(Q), (3.12)
i=1
Urm = Zﬁim(t)wi — uy dans L*(Q). (3.13)
i=1

Comme la famille {wy,ws,...,w,} est linéairement indépendante, d’aprés les arguments
standards des systémes d’équations différentielles ordinaires non linéaires on conclut que le

systéme (3.10) — (3.13) posséde au moins une solution ayant la régularité
U € L*(0,tm; Vin),  tupy, € L2(0, 803 Vin).

Les estimation a priori qui suivent montreront que t,, est indépendant de m (i.e., t,, = T').
b) Etape 2: Estimations a priori :

On multiplie '’équation (3.11) d’indice j par ¢.,,(t) et 'on somme en j il vient

(W (£), 1 (1)) + @t (£), 13, (£)) + ([t ()] 13, (£), 03, (8)) = (13 () (3.14)

=@t (), um (1)) = a(ty, (), um (1)) + altm(t), 1 (1)) = 2a(um(t), up, (1))
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3.2. Existence et unicité

ot (1), (1) = 5 i (1), 0 (8) 2 " (1)

() gt ()1 () < ()

1d 9
" e P
o tm

(inl” ) = [ ful i > 0, p = 2
Q

De (3.16) on tire
1d

2 dt

Cecl en valeur absolue donne

M () + e [[um (8] = (f, ur,)-

1d

5 7 [t + 2 lun @) 7)< |(£(1), ()]

En intégrant (3.20) sur (0,¢) il résulte

1 1 1 t
§(Iu§n(t)\2+02 [um@)]7) < = [um]” + 502Hu0m|!2+/ | f(5), Uy, (5)| ds.
0

Grace aux inégalités de Cauchy-Schwartz et Young on conclut:

|(f ()t ()] < 1F ()] | < (|f( )P+ [ur ()1°)

Moyennant (3.21) il results

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

1 5 1 5 1 s 1 /[t 9 1 [t 5
Sl (OF + e [um(@®) < 5 lwm]* + 52 [|uom| +—/ [f($)Pds + 5 | ()| ds.
2 2 2 2 /o 2 /o

D’apres (3.12) (3.13)

1 , 1 o 1 [ 2 )

5 |U1m‘ + 502 ||u0mH + 5 |f(8>‘ ds < c3 ¥Ym € N*,

0
On déduit donc en particulier de (3.22)
2 ! 2
[ ()] + ¢ [[um (B)]]* < 2¢5 +/ |7, ()] ds.
0

Par conséquent,

t
! ()] §263+/ 1! (s)]>ds Vt e [0,T].
0
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3.2. Existence et unicité

Utilisons I'inégalité de Gronwall, pour conclure

|u,, ()| < ¢ (indépendant de m). (3.24)
Reprenons (3.23), pour déduire que

|um (t)|| < ¢ (indépendant de m), (3.25)

d’ou l'indépendance de t,, par rapport a m.

De (3.23), (3.24) il résulte

U demeure dans un borné de L>*(0,7;V N L*(12)),

(3.26)
u! demeure dans un borné¢ de L>(0,T; L*(Q)).
c¢) Etape 3: Passage a limite:
De (3.26) on déduit qu’on peut extraire un sous suite (u,) de (u,,) telle que:
u, — udans L>(0,7;V N LP(Q)) fiable étoile; (3.27)
w, — u dans L>(0,T; L*(2)) fiable ¢toile; (3.28)

Comme V N LP(Q)) C L*(Q), de (3.26) on concluons que les suites (u,,) et (u,) sont
bornées dans L*(0, T; L*(Q2)); en particulier (u,,) demeure dans un borné¢ de H'(Q).
Comme l'injection de H'(Q) dans L?(Q) est compact, alors on peut supposer que la sous

suite (u,) extraite, vérifie, outre que (3.27) et (3.28)
u,, — u dans L*(Q) fort. (3.29)

Comme |u,,|” !, demeure dans un borné de L>=(0,T; L7 () ; L + z% = 1, alors on peut

1
p
supposer que

||’ v, — w dans L>(0, T} L7 (Q)), faible étoile. (3.30)

Démontrons que:

w = |ul|’u,
Posons

_ ol
gu = |l U=
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D’apres (3.29) on a g, = |u,|’u, — |u/’v' = g dans L*(Q) fort et d’apres (3.30) on
a g, — w dans L*>(0,T; L)) faible, d’ou en utilisant le lemme (2.3.2), il vient que
w=g=ul"u.
Soit j fixé, et u > j, alors d’apres (3.11) on a:
(u, (), w;) + alwn(t), w;) + (Ju ()" w,(8), wy) = (f,w;)  1<j<m, (3.31)
donc de (3.27) et (3.28), il en résulte

a(u,(t), w;) — a(u,w;) dans L>(0,T) faible étoile;

(u,, w;) — (u',w;) dans L>(0,T) faible étoile.

Par conséquent, on a
(u)(t),w;) — (u"(t),w;) dans D'(0,T). (3.32)

n

En utilisant (3.30) on déduit que
(Jun (8)|” 2w, (t), w;) — (lu(t)” v/ (t), w;) dans L>(0,T) faible étoile.
Alors (3.31) prend la forme
(", w;) + alu, wy) + (Jul” v, w;) = (f, w;).
Finalement, en utilisant la densité de V,,, dans V' N LP(€2) on trouve que
(u";v) + a(u,v) + (|Jul’ u,v) = (f,v),Yv € VN LP(Q),

d’ou il résulte que u satisfait (3.1).
d) Etape 4 : Vérification des conditions auz limites

En utilisant (3.27), on a
u,0 — u(0) dans L*(Q2), faiblement
Par (3.13) on conclut en particulier

u,(0) = u,0 — up dans V N LP(N2).
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D’ou, il résulte la premiere condition dans (3.2).
De lautre coté, en utilisant (3.31) on a

(u//

> Wy) — (u",w;) dans L>(0,T) faible étoile.

Par conséquent
(u:L(t>7 wj) - (u,(0)7 wj)‘
Puisque (v/(0), w;) — (u1,w;), il résulte que (v'(0), w;) = (u1, w;), Vj.

Alors la deuxiéme condition dans (3.2) est satisfaite. m

3.2.2 Unicité

Comme on a déja indiqué, on ignore s’il ya unicité de la solution dans le cadre du théoreme

on a dans ce sens le résultat partiel suivant:

Théoréme 3.2.2 On se place dans les hypothéses du théoréme (3.2.1) avec

(3.33)
(p fini quelconque sin = 2); Alors la solution u obtenue au théoréme (3.2.1) est unique.

Preuve. On fait la démonstration dans le cas n > 3 (le cas n = 2) est plus simple, selon
les mémes principes).

Soient u et v deux solutions, au sens du théoréme (3.2.1), alors w = u — v vérifie

w"(t) — Aw + (Jul” o — o]’ v') = 0, dans Q (3.34)
w(0) = w'(0) =0, sur Q (3.35)
w=0sur %, V(wy=0 (3.36)

w(t) € L®(0,T;V N LP(Q)), p=p+2 (3.37)
w'(t) € L®(0,T;V N LP(R)), p=p+2 (3.38)

Formellement, multiplions les deux membres (3.34) par w’, alors-ce qui est correct lorsque
les intégrales ci-aprés ont un sens-on aura aprés utilisation de la formule de Green et les

conditions (3.35) et (3.36).

(w"(t),w'(t)) + a(w, w") + (Ju]’ v — |v|” v, w") = 0.
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En utilisant le fait que

1d
(w" (), w/(1)) = 52 || /()
il en résulte
1d
L9 @I + a(w, w) = /<|U|p . (3.39)
2 dt o
Aussi, en utilisant égalité a(w,w’) > c134 || w(t) ||?, de (3.37), (3.39) il découle
1d
5 (Il 01 + e ) < / (Jo]” o — Jul’ o )u'de. (3.40)
Q

Mais le deuxiéme membre de (3.40) est majoré comme suit :

/ (ol — [l | d < (p+ 1) / (sup(ul”, [v]")) [u'? da.
Q Q

D’aprés I'inégalité du Hélder et I'injection Sobolev, il résulte

) 1 1
J e = ([ P e | [

1
Ln(Q)’ﬁ+q 2

(3.41)
Comme pn < ¢, alors de (3.39), (3.40) et (3.41) il vient :

011y = 10l 70n @y < M0ll70() < cllvll”
Ce qui implique que
[ e = ey wa
Q
Comme u, v € L*(0, T; V N L*(2)), alors

1 2 2
< c(([ull” + vlI”) 192] [w']" < elull” + [[0]|°) [w']"

lull” + llvll” < e,

et par conséquent

/(Ivl”v’ — |l uw'de| < ¢
Q
Utilisons l'inégalité de Holder et Young, alors (3.40) devient :

5 (WO +ellw®)]?) < ¢ |

Intégrant ’équation au-dessus et tenant en compte les conditions initiales (3.35) nous

obtenons t
W' (O < o' ()] + e [[w(@)]* < 20’/ [w'(s)]” ds +0.
0
Finalement, 'inégalité de Gronwall assure que w’ = 0, ce qui implique en utilisant (3.35),

(3.36) que w = 0, d’ou 'unicité. =
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons considéré un probléme aux limites semi linéaire pour les équations
d’ondes avec un terme source polynomial. Sous certaines hypothéses de régularité sur les
données initiales, nous avons montré que le probléme considéré est équivalent au probléme
variationnel qu’on a précisé. Le probléme variatonnel obtenu, en utilisant les approximations
de Faedo-Galerkin, devient un systéme d’équations différentielles ordinaires non linéaire et
qui posséde au moins une solution approché ayant certaine régularité. La méthode de
compacité, en passant a la limite nous permet de montrer que la solution approchée est une
solution du probléme considéré. A la fin, nous avons prouvé que la solution obtenue est

unique.
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