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Notation

RN Espace euclidien de dimension N, N un nomber naturel non nul.
Q Partie ouverte de RY.
Q L’adhérence de €.
o0 La frontiére de ) réguliére sur .
- La convergence faible.
— La convergence forte.
Produit sclaire.
lim sup Limite supérieure.
lim inf Limite inférieure.
Ck(Q) Espace des fonctions :£2 — R,k fois contintiment différentiables.
D(Q) Espace des fonctions indéfiniment différentiable a support compact dans €.
D' () Espace des distribution sur .
L? () Espace de Lebesgue
I - ller ) Norme dans L ()
| -] Norme dans L?(2)
-l Norme dans Hg (£2)
(-, Crochet de dualité entre X et son dual
x Vecteur de RN, z = (21, 79,...,2,), 1, ER, 1 <i < N
1 La normale unitare sortante a 02
o0 f La dérivée partielle de f parrapport a laiéme composante ;.

wmP (Q), H™ (Q) Espace de Sobolev
Wy"P(Q), H* ()  L’adhérence de p(2) dans W™ () respectivement dans H™ (2)

& .
Av =371, fgzlé Laplaciende v
divo = 31, g;h Divergencede v

Vv = %,i =1,..n Gradient de v



Introduction

Le probléme d’équations de Navier-Stokes. Ce sont des équations aux dérivées partielles décrivant I’écoulement
des fluides (liquide, gaz ou plasma). Le but de cet équation est de montrer 1’existence et 'unicité d’une solution
faible d’une méthode G-l

Une premiere référence portout sur 1’étude 'existence et 'unicité des équations de Navier-Stokes suivant :

Soit © un ouvert borné de RY de frontiére assez réguliere qu'on note 9. On note

Q=Qx(0,T)
et Y. =00 x(0,T).

On a le systéeme suivant

n
—pAu~+ Y u;Diu = f — gradP (> 0)
i=1

divu =0 dans @
u=0 sur >

ou u la vitesse du fluide et la pression P et est une constante positive qui représente la viscosité du fluide,
et f représente 'ensemble de forces extérieures exercant sur le fluide.

eLe premier chapitre est consacré aux rappels mathématiques de diférents outils qui seront utilisés dans la
résolution de nos systémes d’équations. Nous allons principalement rappeler les diférentes notions de conver-
gences, les injections de Sobolev, le lemme de compacité et les opérateurs monotones.

e Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse a I’équation de Navier-Stokes. Nous montrons ’existence d’une
solution faible a I’aide de la méthode de Faedo-Galerkin et le lemme de compacité d’Aubin.

eDans le dernier chapitre, Une étude d’application sur les équations de Navier-Stokes.



Chapitre

Rappel et notations des Espaces fonctionnels

1.1 Historique de I’équation Navier-Stokes

Newton[5] : Une livre de lsaac newton intitulé principia mathematica (1987) contient les principes de la
mecanique classique fondamentale qui restait valide jusqu’a ’apparition de la théorie relativité la dynamique
en (1905) de la loi : F = ma.

FIGURE 1.1 — Isaac Newton 1642-1727

Bernoulli[5] : En 1738, daniel Bernoulli étudie les fluides non visqueux, et fonde son analyse sur la conser-
vation de I’énergie.

FIGURE 1.2 — daniel Bernoulli 1700-1782
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jean d’Alembert[5] : Mathématicien et philosophe francais, soumit le 25 novembre 1749 un manuscrit de

137 pages qui suggérait une nouvelle vision de I’hydrodynamique.

FIGURE 1.3 — jean d’Alembert 1717-1783

Euler : il a établi ces équations en 1755, pour un fluide parfait.

FIGURE 1.4 — Leonhard Euler 1707-1783

équation de d’alembert : ils ont établi ces équations pour un fluide visqueux en 1820-1845.

1.2 Espace de Banach
Soit F un espace vectoriel sur le corps k =R ou C:

Définition 1.1 (Normes) [7/ : On appelle une norme sur l'espace E toute fonction notée || - || définie sur E
d valeurs dans RT telle que

*|z|l=0<2=0,VzcE.

* Az |l=| ]| z ||, Yz € E, VA € k.

*letyl<llzl+I1yl, veyeE.

Définition 1.2 (Espace normé) : On dit que E est un espace vectoriel normés s’il est muni d’une norme

Définition 1.3 (Normes équivalentes) : Soit E un espace vectoriel muni de deux normes || - |1 et || - |2,

on dit que les deux normes sont équivalentes, si on peut trouver deux constantes positives o et 3 telles que

allz i<l z 28| zlh, Ve € E.
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Autrement dit, les deux normes sont dites équivalentes si et seulement si, ’application identique de E dans E

soit un isomorphisme entre les espaces normés (E,||1 - ||2) et (E,| - ).

Définition 1.4 (Suites de Cauchy) : Soit (x,) une suite d’éléments d’un espace normé (E, || - ||) on dit que

la suite (x,,) est de Cauchy si et seulement si, on a la relation suivant
Ve > 0,3N. e N,Vp,g > N,, = |z, —z4|<e.

Proposition 1.1 : Soit (x,,) une suite de Cauchy dans un espace normé (E, || - ||) contient une sous suite (Tnr)

convergente vers x alors la suite (x,,) est aussi convergente vers le méme élément x.

Définition 1.5 (Espaces complets) : Un espace vectoriel normé (E, | - ||) est dit complet, si toute suite de

Cauchy (x,,) d’éléments de E est une suite convergente dans E Autrement dit,
Ve > 0,IN. eN,Vp,g> N, =[x, —x,||<e€
& dre B limx, =z
n—oo
Définition 1.6 (Espaces de Banach) : On appelle espace de Banach (E,|| - ||) tout espace vectoriel normé
et complet pour la distance déduite de sa norme.

Lemme 1.1 : Tout espace normé (E, || - ||) de dimension finie est complet.

: Soit (z,,) une suite de Cauchy de E alors la suite est bornée dans un espace de dimension finie. D’ou on
peut extraire une sous suite (z,x) convergente vers un élément = de F ce qui implique que la suite (x,,) converge

aussi vers le méme élément x de E. D’ou la complétude de 'espace E.

Définition 1.7 (Opérateurs continus) [7] : Soient E et F deux espaces normés surk, un opérateur A défini

sur un sous ensemble G C E dans F est dit continu au point xg de G si on a, la propriété suivante :

Pour toute suite (x,,) de G converge vers xq la suite A(z,) converge vers A(zg) c’est a dire

lim A(z,) =4 limmn> = A(xo).

n—oo < n—00
Définition 1.8 (Opérateurs bornés) : Un opérateur A défini sur E dans F est dit borné s’il existe une

constante positive C' > 0 telle que
| A@@) |I<C | zle Ve e E.

Définition 1.9 (Espaces isomorphes) : Soient (E, || - ||g) et (F,| - ||r) deux espaces vectoriels normés, on

dit que E et F' sont isomorphes, s’il existe un opérateur homéomorphe A défini sur E dans F' c’est d dire

* A est bijectif sur F dans F.

* A et A™! sont des opérateurs continus.

Définition 1.10 (Espaces isométriques) [7] : Soient (E,| - ||g) et (F\| - ||r) deuzr espaces vectoriels

normés, on dit que E et F sont isométriques, s’il existe une isométrie A appliquant E dans F c’est a dire
| A(x) |r=|l z ||z pour tout x € E.

Remarque 1.1 : La notion d’isométrie est plus forte que celle de l’isomorphie.

Lemme 1.2 : Tout espace Banach (E, || - ||)est fermé.

: Soit (x,,) une suite d’éléments de E convergente vers x alors (z,) est une suite de Cauchy dans un espace

complet E. D’ou (z,,) est convergente dans E.

Théoréme 1.1 : Soient E et F deux espaces normés. L’ensemble L(E, F) de tous les opérateurs linéaires

continus dans E de F muni de la norme || - || est un espace normé.
eV e E:|| A(x) ||[p<c]| z|E -
Théoréme 1.2 : Soit E un espace normé et F un espace de Banach, alors L(E,F) est un espace de Banach.

Définition 1.11 (Dual topologique) : On appelle dual topologique de espace E et que l'on note E* [’espace
de Banach des fonctionnelles linéaires continues L(E, K).
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1.3 Espace de Lebesgue

Soit © un ouvert de RY et p un nombre réel supérieur ou égale & 1. On définit

l'espace de Lebesgue LT (Q) par :

LP(Q){f:Q%Rmesurableet (/ |f|p>P<oo}.
Q

On le munit de la norme suivante

-

£ lov=1l £ ll= (/ 7 |P)p Pl

Pour p = 400 l'espace de Lebesgue L (£2) définie par
L () ={f : Q@ — R mesurable et (supess| f|) < oo}.

Muni de la norme

| f [lLoe (@)= supess | f (z) | .
zeQ

L? () est un espace de Banach pour 1 < p < oo, et de Hilbert pour p = 2 muni du produit scalaire

<f7g>L2(Q) Z/Qf(l‘)g(x)dm

1.4 Injection et Inégalité

Définition 1.12 [2] : E et F deux espaces de Banach, lécriture E — F signifie 'injection continue de E dans

F | c-a-d qu’il existe une constante k > 0 telle que

I fllr< k|l e VfekE.

Soit Q un ouvert borné de R™ d frontiére Lipshitzienne ou Q@ = RN, N > 1.

Théoréme 1.3 (Injection de sobolev-Rellich-Kondrachon) : Soit Q un ouvert bornée et Lipschitzien de

RV, N >1etp =5

Alors on a :

si1<p< N alors Wy (Q) < L% () est compact pour ¢ € [1,+00[ et continue pour g = p*.

[e]

[e]

Pinjection Wy (Q) < LP () est compact Vp € [1,+oo|.

o si p= N alors injection WP (Q) < L9 (2) est compact et continue Vg € [1,+o00|.

[e]

si p = N alors 'injection Wol’p(Q) — C (ﬁ) est compact et continue.

Remarque 1.2 [2] : Soit Q une partie bornée et Lipschitizien de RN

1. N=1, H (Q) < C (Q) est compact et continue.
2. N =2, H} (Q) < L?(Q) est compact et continue.

3. N =2, HE (Q) — L2 (Q) et H (Q) < L ().

10
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Soient  un ouvert de RY, 1 < p < ¢ < oo deux réels et p’ 'exposant conjugué de p

11
ie,—+— =1L
p p

Lemme 1.3 (Inégalité de Holder ) [2] : Si f € LP(Q),g € L¥ (Q), alors

et
I fg @<l f i@l 9l @) -
Si de plus Q] < oo et f € L' (Q) alors
f e LP(),
et
| £ lze@ < P £ llzage -

En paticulier
L1(9) C L7 (9),¥V1 < p < g < .

Lemme 1.4 : Soient p; € [1,+00] des exposants avec 1 <i < k tels que

p=1/pi+...+1/p. < 1.

Alors, pour toutes fonctions , f; € LPi () nous avons f = fi1 X fa...fr € LP(Q) et l'inégalité de Hoélder
généralisée

1 F o=l F ol f llpe - S -
Lemme 1.5 (Inégalité de Young) /2] : Soient a et b deux réels positifs. Soit p > 1, alors

a? b P

1.5 Formule de Green

Théoréme 1.4 (intégration par parties en dimension n) [/] : Soit Q ouvert borné de frontiére OQ de
classe Ct. Alors si f et g € HY(Q) on a :

/f@dx:—/ ggd;ch/ fonds.
Q ox Q ox a0

eme composante de la normale sortante au domaine Q.

Oun est lai

1.6 Les convergences forte, faible et faible* dans L” (Q)

Définition 1.13 (convergence forte) [/] : Soit p > 1 et (fn)nen une suite dans LP (), (fn) converge

fortement vers f dans LP (Q), et on note
fo— f dans LP ().

Si
lim || fn - f HLP(Q): 0.
n—oo

Définition 1.14 (convergence faible) : Soient (fn)nen C LP (Q) et f € LP (). On dit que fr, — f

faiblement dans LP (Q) lorsque n — oo si

lim /Q(fnff).ga:o, Vo e LP (Q).

n—o0

11
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Définition 1.15 (convergence faible*) [/] : Soient (fu)nen C LP () et f € LP (). On dit que f, — f
dans LP (Q) faible*, on note

fu = f dans L™ (Q).
C’est a dire

lim (fn_f)'@:ov V(peLl(Q),

Lemme 1.6 (lemma de DeRham) :

1 Soit Q un ouvert de R connexe. On considére f € D'(S)), une condition nécessaire et suffisante pour que
f=VPeD(Q),

et que
(f,v) =0,Yv e Dy ().

01 Dy(Q) est lespace des fonctions de D(Q) a divergence nulle.

On déduit d’aprés ce lemme, une extension du théoréme de DeRham auz distributions
qui dépendent du temps.

on a

2 Soit h € D'(]0,T[, H-1(Q2)), telle que
(f,0) -1 (), m1(0) = 0, Vv € Dy () .

Alors, il existe P € D(]0,T[, L*(2)), tel que h =V P.
Si de plus h € WP (0, T, H=*(Q)) on peut choisir P € W5 (0,T, L*(Q)).

1.7 Opérateur Monotone

Définition 1.16 [12] : Tout opérateur A de V. — V' ayant la propriété de la continuité suivante
pour u,v,w € V, la fonction X — (A(u + Av),w) et continue,

est dit hémi continu.

lopérateur A vérifie

{ Yu,v €V, ona :
(A(u) — A(v),u —v) > 0.

On pose la
Définition 1.17 [12] Tout opérateur A de V. — V' ayant la propriété (1.1) est dit monotone.

Proposition 1.2 : Si v — J(v) est une fonctionnelle diférentiable au sens de Gdteauxr sur V et convexe,

Vapplication w — J'(u) de V- — V' est monotone et hémi continu.

1.8 la méthode de Faedo-Galerkin

La méthode de Faedo-Galerkin est une méthode approximative parmi d’autres, utlisée pour résoudre(déterminer

Pexistence et 'unicité des solutions) des Equations aux Dérivées partielles d’évolution.

1.8.1 Principe de la méthode

Décrivons ici la strategie (les étapes) de la méthode. L’existence par la méthode de Faedo-Galerkin se fait

en trois étapes :

12
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1.8.1.1 Approximation de Galerkin (Recherche de solutions approchées) :

Dans cette partie, on choisit une famille de fonctions (sx)x>1constituant une base orthogonale dans V =

H}(Q) et une base orthonormale dans H = L?().

En particulier, on pourra. écrire :
o0
g = ng'gka
k=1
et
9k = (9,k)o -

et les séries sont convergentes dans H.

1.8.1.2 Estimation a priori :

Puis, on construit une suite de sous-espaces de dimension finie

Vin = vect{s1,...Sm},

avec evidemeut
Vm - Vm+17
et
uov,, =V.

Pour m fixé, on pose
m

Um (t) = ch (t) Sk Gm, = ng§k7
k=1

k=1

et on résoud le probléme approximatif suivant : Déterminer u,, € H}(0,T,V) tel que pour s = 1,

(ulm (t) 7<k)0 t+a (um (t) agk) = (f (t) 7%)0 ,pour tout ¢ € [07T] )
Um (0) = G-

Pour tout v € V,,, puisque u/, € L?(0,T,V) ,on a

U, est appelé approximation de Galerkin de la solution wu.

1.8.1.3 Passage a la limite( Existence d’une solution faible ) :

...,mona

Dans cette partie nous montrerons que {u,, } et {u/, } sont bornés dans L?(]0, T'[, H}(2)) et L2(]0, T[, H~(Q))

respectivement (Estimation de 1’énergie).

Alors en appliquant le théoréme de couipacité, ou pourra montrer que les sous-suites {u,,} convergent
faiblement dans L?(]0, T[, H}(£2)) pendant que {u/,,} converge faiblement dans L?(]0,T[, H ().

1.8.1.4 Unicité :

Ici, on convient de montrer I'unicité de la solution u précédente de maniere classique.

1.9 Compléments divers

Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de nombreux problemes

de majoration, en particulier pour établir I'unicité de la solution.

13
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1.9.1 Lemmes de Gronwall

Lemme. Soient m, n € C(0,T;R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout ¢ € [0,T] et soit a > 0. Si
p € C(0,T;R) est une fonction telle que

o(t) ga+/0 m(s)ds+/0 n(s)p(s)ds Ve 0,T].
Alors . .
o(t) < (a —|—/0 m(s)ds) exp(/0 n(s)ds) Vte[0,T].

Pour le cas particulier m = 0, ce lemme devient :
Corollaire. Soit n € C(0,T;R) telle que n(t) > 0 pour tout ¢ € [0,T] et soit a > 0. Si ¢ € C(0,T;R) est

une fonction telle que
t
o(t) <a +/ n(s)e(s)ds Vte[0,T].
0
Alors .
o(t) < aexp(/ n(s)ds) Vtel0,1].
0

Lemme. Soient m, n € C(0,T;R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout ¢ € [0,T] et soit @ > 0. Si
¢ € C(0,T;R) est une fonction telle que

t
;g02 < a +/ m( ds+/ n(s)e?(s)ds vVt e[0,7T].
0

Alors
| o(t) |< (a +/0 m(s)ds) exp(/o n(s)ds) Vit el0,T].

14



Chapitre

Etude des équations non linéaire de

Navier-Stokes

Dans ce chapitre on va étudier I'existence et I'unicité du probleme de Navier-Stokes. Equation aux dérivée
partielles dévolution. Pour ce fait, on aura besoin de la méthode de Faedo-Galerkin, et de la méthode de

monotonie[12][9].

2.1 Position du probléme :
Soit © € RY un domaine borné, de frontiére réguliere 2. On note
Q=Qx]0,T[,T fini,
¥ =00 x]10,T[.
On désigne par u un vecteur de vitesse :
u={uy,ug,...un}, (2.1)

défini dans Q.
On considére le probleme suivante.
probléme p; : Trouver un vecteur des vitesse u : 2 x [0, 7] — RY un vecteur de pression P : Q — R¥ tels

que

Ou al
i Au + ;uzD,u = f—gradP, Qx (0,T);(p>0), (2.2)

divu = 0. (i.e ZDiui = O) , (2.3)

i=1

avec les conditions aux limites et la condition initiale

u=0sur X (ie w;=0 sur X,i=1...N), (2.4)

u(z,0) = up(x) dans Q (ie wu;(x,0)=wug(x),z €N), (2.5)

ou i une constante positive qui désigne la viscosité du fluide.

et P:(@Q — RY est fonction scalaire qui représente le tenseur des contraintes (ou de pression).

La relation (2.2) représent ’équation de Navier Stokes, dans le cas dévolution.
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La relation (2.3) représent la variation de volume d’un élément de fluide, Ce terme est nul si le fluide est

incompressible.

La relation (2.4) (2.5) sont les condition aux limites et les condition intiales, respectivement.
Dans I’étude du probleme Py, , nous avons besoin d’une notation supplémentaire. Soit V' le sous-espace fermé
de D (Q)N défini par
V= {u e D)V, divu = 0} : (2.6)
et
H = adhérence de V dans L? (Q)V .

On définit le produit scalaire sur H par : pour f,g € H :

> (1.9) =i afigide,

muni de la norme
lfl=(f,1)2.

On considéee par ailleurs les espaces H* (Q),s > 0, s entier ou non et muni du produit scalaire hilbertien :

Z ((f.9), =1 0 (fis 9i) prs () v

On définit ensuite
V. = adhérence de V dans (H* ()™ | ||| = ((£.9))2 .
et
H= {u e (L2()", divu = o} . (2.7)
On a donc
Vs CV C H.

lespace V est contenu dans H dense en H et I'injection est continue. Soit H’ et V' les espaces duales de H
et V.
D’aprés le théoréme de Reisz, on identifie H & son dual : H' = H, identifier V, V! & des sur espaces de H,
alors on a l'injection suivante :
V,cVCH=H cV' cV,. (2.8)

2.2 Propriétés du terme non-linéaire d’équation de Navier-Stokes

Soient u, v et w trois vecteurs dans V on pose :

a(u v)—i\’:/aujxavjdx (2.9)
B Ox; Ox; '

ij=1

et

N
b(u,v,w) = Z /Quk (Dv;) widx. (2.10)

ik=1

Lemme 2.1 : Pour tous u,v,w dans V nous avons :

o on dit que
b(u,v,w) = —b(u,w,v), (2.11)

et
b(u,v,v) = 0. (2.12)

o on dit que la forme v — b(u, u, v) est contiune sur V on a
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D’apres la formule de Green , Vu € V en suite

Lemme 2.2 : Pour u € V, la forme linéaire v — b(u,u,v) est continue sur'V on a

| / wn (Do) ws <] we sy | Davs Lozl we llzs e,
Q

tel que :
1 1 1
-+ -+ —=1.
q 2 2n
Pour
b(u,u,v) = (g(u),v),g(u) € V'.
Alors

g (u) v < es |l g (@) ELe ) -

2.3 Formulation variationnelle :

Dans cette section, on va donne la formulation variationnelle du probléme Py

Soit v € V une fonction test. Nous multiplions I’équation (2.2) par v et intégrons sur {2

/u’,vdx—u/ Au.vdaz—i—/ (ZuiDiu> vdx

Q Q o \i

= /f.vdx—/ Vpudz YveV ppte(0,T).
Q Q

On a d’aprés lemme (1,6,1) de Rham
VP e D(Q)
(VP,v) = — (P,divv) = 0,Yv € V.

Alors
(VP,v)=0 (DansD’ (O,T)N> Yo eV.

En utilisant la formule de Green suivante

/Au~vdm = f/Vu'Vvdx
Q Q

0
au ~ody,Yv € V ppte(0,T).
a0 On
Nous trouvons
—/Au~vdx = —/Vu-Vvd:E
Q Q
0

7/ —u%}dfy,VU e V ppte(0,T)
a

o on
f/ Vu - Vudx — / Vu - nudry
Q a0

—/ Vu - Vodz.
Q

D’aprés (2.17) et (2.19) (2.21) nous obtenons

N
/u’.vdw+u/Vu-Vvdm+ Z /uZ (Dju;) vidx
Q Q Q

i,j=1
= /f.vd:v Yv e V.
Q

On obtient la formulation variationnelle du probleme p; .

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)
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probléme PV; : On donne

fer*0,1,V", (2.23)
up € H. (2.24)
Trouver u tel que
u e L*0,T,V)NL>(0,T, H), (2.25)
(', v) + va(u, v) + bu, u,v) = (f,v0), Yo e VN (LN (2)", (2.26)
u (0) = ug. (2.27)

Remarque 2.1 : L’existence de la pression P est une conséquence du lemme de DeRham

Pour la preuve de ce théoréme on utilise la méthode de Faedo-Galerkin.

2.4 L’existence et L’unicité :

Dans ce paragraphe et sous les hypotheses que nous avons cité précédemment, ’existence d’une solution
faible seront obtenues en se basant sur les approrixmation de Faedo-Galerkin, méthode de compacité et les
propriétés d’un opérateur semicontinu inférieurement.

L’unicité de la solution a été prouvée dans le cas de la dimension n = 2. On commence par prouver qu’il

existe une solution faible au probléme.

2.4.1 L’existence

Le principal résultat dans cette section est le suivant :

Théoréme 2.1 : Le probléme PV; posséde au moins une solution pour tout T > 0 fini quelconque, En plus, si

la dimensien N est égale a 2 le probléme PV admet une solution unique.
Remarque 2.2 : Le probléme Py posséde une solution unique faible ayant la régqularité (2.25).
On Utilisation des propriétés suivantes :[12]
Lemme 2.3 : PourueV,ve Vs ona
b(u,u,v) = —=b(u, v, u). (2.28)
Lemme 2.4 : Pour u € V, la forme linéaire v — b(u,u,v) est continue sur Vs on a
b(u,u,v) = (g (u),v),g(u) € V.. (2.29)

Avec

g (w) |

Lemme 2.5 : Soit u € L?(0,T,V)NL>(0,T, H), Alors

v<celu ||?LP(Q))N : (2.30)

we L2(0,T, (L (Q)M). (2.31)
Lemme 2.6 Si N = 2 il existe une constante ¢ () telle que
s < () 1w Wy ol sy Yo € HE(©). (2.32)
Théoréme 2.2 : Toute solution u du probléme PV, wvérife, lorsque n = 2
u' € L*0,T,V"). (2.33)
Théoréme 2.3 : Toute solution du probléme PV wvérife

n

u' € L2(0,T,V!),s = 5 (2.34)
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démonstration du théoréme :
La démonstration du théoréme se fait en plusieurs étapes.
a)Solution approchée :

On introduit une suite (wy,) de fonction ayant les propriétés suivantes :
- Vj,w; € Vo (LN (@)Y
- La famille {wq, wa, ... w,} est linéairement indépendante
- L’espace V;,, = span {wi,ws, ... w,} engendré par la famille {wy, ws, ... wy,} est dense V N (LN (Q))N .

Pour tout m € N* on note (PVy,,) le probléme suivant : trouver u,, = u, (t) dans V,,, sous la forme

(ul, (t) ,w;) +va (U () ,w0;) + b (um (), um (t),w;5) = (f (1) ,w;),1 < j <m,
{ U (0) = ugm- € {wi, wa, ... wn}. (2.36)
Ou
Um (0) = ugm — up dans H. (2.37)

Ce systéme d’équation differentielles en les gy, défini u,,(¢) dans [0,T] on veer au point suivant que l'on
peut prendre t,, = T.
b) Estimations a priori 1 :
On multiplie I’équation (2.36) d’indice j par g;m (t) et 'on somme en j, comme (lemme) b (U, U, Urm) = 0,
il vient
(1 () st (6)) + 0 (i (8) st (1)) = (F (£) 2 (1)) (2.39)

On a si
w' € L*(0,T,V),w' € L*(0,T,V").

(tty, () um, (1)) = %% [um (8) 17 et a(um (), um () =] um () |* - (2.39)
En utilisant (2.38) dans (2.39) devient
et (0) 12t (1) 11 £ ) el e ()] (2.40)

Grace aux inégalités de Cauchy-Schwarz, de (2.40) on conclut que

1d
S | um (@) 2 g | v () 1PN S @) 1] (8) ] - (2.41)
En utilisant inégalités ab < “—;2 + %, on obtient

" 1
=t () P g [ (8) [P< 5 | wm (8) |* +c || £ (2) |7, avec ¢ = o (2.42)

inégalités (2.42) sur ¢, en gardant a Pesprit que

U (0) = ugm, -

|t (t) 7 +/~L/ |t (@) 1 do <[ wom |2 +C/ I £ (o) |? do (2.43)
0 0

Puisque f € L%(0,T,V")
t
| U, () |2 +M/ || um (s) ||* ds < C, (indépendant de m). (2.44)
0

D’ou I'indépendance de t,,, par rapport a m
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En utilisant (2.44) pour conclure u,, demeure dans un borné de
L*(0,T,V) N L>(0,T, H). (2.45)
c) Estimation a priori 2 :
Nous allons maintenant montrer le point principal, que c’est
u!,, demeure dans un bornée de L*(0,T, V7). (2.46)
Soit en effet P, le projecteur de H — [wy, . . . wp,]
donc .
Pph = (h,w;)w;. (2.47)
i=1
Avec les théoréeme 2.3.3 on déduit de (2.29) que
Up, = =P (9 (um)) — 1P Aty + P f. (2.48)
Mais || P || z(v,,v,)< 1 (grace au choix de w;), donc par transposition (et comme P, = P,
| P loevr vy < 1. (2.49)

On déduit de (2.46) (2.30) (2.31) que g (u,,) demeure dans un bornée de L2(0,T,V!), et donc Py, (g (um))

demeure dans un bornée de L2(0,T,V/).

Alors comme Au,, demeure dans un bornée de L?(0,T,V’) donc de L?(0,T,V!), (2.46) résulte de (2.48).

d) Passage a la limite

De (2.35), (2.46) on déduit qu'on peut extraire une suite (u,) de (u,,) telle que
u,, — u dans L*(0,T, V) faible,
u, — u dans L*°(0,T, H) faible étoile,
u), — v’ dans L*(0,T,V/) faible.
On utilise le théoréme de compacité avec
By =V,po =2,
By =V{,p1 =2,
By = H,

nous obtenons
u, — u dans L*(0,T, H) fort et p.p dans Q étoile.

On déduit de (2.50) (2.52) que u, (0) — « (0) dans V, faible (par exemple) et donc que
u (0) = ug.
D’aprés le lemme (2.3.3) u,,; u,; est borné dans L?(0,T, L% (Q)) et on peut donc supposer que
Upilly; — Xi; dans L2(0,T, L% (Q)) faible.

On a
Xij = Uiy

bien noter que uy;u,; — u;u; dans D' (Q), en effet
/ Uity pdedt — / wujodedt Vo € D(Q).
Q Q

Car u,; — u; dans L? (Q) faible et u,;¢o — u;o dans L? (Q) fort).

(2.50)

(2.51)
(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)
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On déduit de (2.54) (2.55) que

bty wy) — b(u, u, w;) dans L?(0,7T). (2.57)
En effet si ® € L2(0,7), on a :

T T

/b(uu,uﬂ,wj)@dt = —/b(uu,wj,uu)th,

0 0

et on passe a la limite en utilisant (2.54)

par ailleurs

(4

', w;) — (u',w;)  dans D' (0,T) par exempale,

et donc (2.36) (pour m = u) donne a la limite
(U,/, ’LUj) + IMCL(U,, wj) + b(u7 u, wj) = (f7 wj)a
et cela Vj

On en déduit (2.25) Vu € V;, puis Vu € V (LY (Q))N

2.4.2 Unicité de la solution(le cas la dimenion d’espace 2)

On va donner dans ce paragraphe un résultat nouveau concernant l'unicité de lasolution du probléme

considéré, Ce résultat consiste & démontrer I'unicité de la solutionen avec la condition
N =2.

: Soient u et u* deux solutions du probléme PV7, au sens du théoréme (2.4.1) En posant w = u — u*, alors

wdoit vérifier le systéme suivant :

(w',v) + va(w,v) + b(w, u,v) + b(u, w,v) — b(w, w,v) =0
Yoe VC(L2(Q)2=V (carVC (L*(Q))?). (2.58)

Puisque l'on sait, d’aprés (2.33) que w’ € L?(0,T;V’) on peut prendre dans (2.58) v = w (t) et intégrer sur [0, ¢]

on obtient

t
%\w(t) |2 +,u/a(w,w)do
0

+ / (b (w,u,w) + b (u,w,w) + b (w,w,w)) do = 0. (2.59)
0

Ona b (u,w,w) = 0,b (w,w,w) = 0 avec (2.59) donne

w4y / (o) |7 do = - / b (w0, 0,w) do (2.60)
o )
Or t t
[rwnwds| <c [ 10() Byl uto) | do (261)
Par (2.32) 0 O
] b(w,u,w) do| < c / w (@) w () lll u(o) | do. (2.62)
o o
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En utilisont I'inegalité ab < % (2ua2 + 2%1)2) on obtient
t t t
/b(w,u,w) do| < ,u/ | w(o) || do +c/ lw ()] || u (o) ||? do. (2.63)
0

0 0

Donc (2.60) donne
t
o (o) < 26 / (o) [1? [w (o) 2 do,
0

On utilisont lemmes de Granwall
d’ou
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Chapitre

Une application a I'équations de Navier-Stokes

pour les fluide incompressible

Dans cette partie on commence par décrire la loi de comportement de movement pour un fluide, puis on
s’'intéresse aux différentes conditions aux limites.

Finalement, on donne la formulation mathématique des problémes que seront étudiés dans ce mémoire[3].

3.1 Position de probleme

L’objet de la mécanique des milieux continus est 1’étude du mouvement des corps si les distances relaties
entre ses points sont variables.

Le principe fondamental de la mécanique est

ZFi = pu. (3.1)

Cette équation s’appelle équation Newton du mouvement, F; est la force totale sur i direction, un volume
V (t) ayant pour frontiere fermée S(t) avec comme vecteur normal unitaire n, ou’ p représente la densité de
masse et u représente ’accélération. D’apres la seconde loi de Newton

dp
= > Fea. (3.2)

La dérivée par rapport au temps de la quantité de mouvement d’un systéeme est égale a la somme des forces

ZFewt:ZFvol+ZFsu7'f~ (33)

Maintenant on voudrait considérer un fluide plus générale qu’'un fluide idéal, dans cette optique considérons

extérieures est

un petit élément de surface A ayant vecteur position x et de superficie §.5.
On définit le vecteur contrainte sn (z,t) en imposant que la force exercée au temps ¢ sur 1’élément A par le
fluide & l'extérieur de v (t) est sn.dS.

La force totale sur toute la surface S est alors

Fowy= | S.dS. (3.4)
S(t)

Et la force totale subie par le fluide qui occupe V (¢) va étre

Y Fert = Foar+ Y Fours = S,dS + / pgdV. (3.5)
S(t) 40

Ou g désigne une force par unité de masse.
On présente dans cette these, les lois de comportement de deux categories de matériau mouvement pour un
fluide.
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S(t)

FIGURE 3.1 — Le volume matériel V (t)

3.1.1 Conservation de la quantité de mouvement (Euler 1752)

La conservation de la quantité de mouvement donne

4 pudV :/ SndS—&—/ pgdV. (3.6)
dt Jv () S(t) V()

En faisant passer la dérivée temporelle du membre de gauche de (3.6) dans l'intégrale
par le théoréme du transport de Reynolds, et en utilisant I’équation de conservation de
la masse , on a

D
/ pZlav = | S, (x,t)dS + / pgdV. (3.7)
vy Dt S(t) v(t)

3.1.2 Conservation du moment.

Une autre loi de la mécanique diie & Euler (1755) stipule le principe de conservation du
moment. En appliquant cette loi au volume V(¢) on obtient, en supposant que le couple

est seulement dii & la contrainte S, et & la force massique g

d

— (x x pv)dV = /

(x x S,)dS +/ (z X pg)dV. (3.8)
S(t)

V()

En utilisant a nouveau le théoréme de transport de Reynolds qui nous permet de transférer la dérivée
matérielle a 'intérieur de I'intégrale du membre de gauche, et en utilisant, on obtient

/ (w X pDU> dv = / (x x S,)dS +/ (x x pg)dV. (3.9)
V() Dt S(t) V()

3.1.3 Le tenseur des contraintes (Cauchy 1822)

Les lois d’Euler appliquées & un fluide conduit aux équations (3.7) et (3.9). Nous
allons tout d’abord utiliser les équations (3.7) et (3.9) pour démontrer I'existence d’un tenseur des contraintes
o(x,t) ayant la propriété suivante :
Sy (z,t) =0 - n.

Et ensuite la symétrie du tenseur des contraintes.
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Théoréme 3.1 : Soit D une région fermée et bornée de R? et S, (x,t) le vecteur contrainte introduit ci-dessus

et défini dans D. Alors il existe un tenseur de second ordre o(z,t) tel que dans D on ait :

S, =o0-n.

3.1.4 Tenseurs isotropes :

Un tenseur cartésien est dit isotrope si toutes ses composantes restent inchangées dans tout systéeme de
coordonnées cartésiennes.
Tenseurs du second ordre

Soit U un tenseur isotrope du second ordre. Donc
Upg = L 1gjuij. (3.10)
On considére premiérement une rotation de 7 autour de 'axe Ox3. Pour cette rotation
l11 =lpg = —1,l33 =1 et [;; = 0 autrement. (3.11)
Et, par conséquent
uiz = lilgjug = halzzuis = —uas, (3.12)
= w13 =0.
De la méme maniere
ugz = lgil35ui; = loal3zuiz = —uas, (3.13)
uzz = 0.
En prenant des rotations de m autour des axes Oz et Oxs en obtiendra
Uzl = u31 = ur2 = uz2 = 0.
Une rotation de 7/2 autour de 'axe Ox3 a les cosinus directeurs
lig =l33 = 1,191 = —1 et [;; = 0 autrement. (3.14)
De la méme facon que ci-dessus on obtiendrait immédiatement le résultat ui;; = uos et
en faisant une rotation autour de 'axe Oz on conclut que
Ul = U2 = Uzz avec u;; = 0 autrement. (3.15)
En conclusion le tenseur isotrope du second ordre le plus général est
U = \d.

Ou A est un invariant scalaire.
Tenseurs d’ordre 4
Le tenseur isotrope du quatrieme ordre U le plus général est

Uijhm = A0ijOkm + Uik 0 m + Vim0
Ou A, p et v sont des invariants scalaires.

Définition 3.1 (Fonction tensorielle isotrope) : Soit A et B des tenseurs du second ordre dont les compo-
santes relatives aux ares Ox1T2x3 sont agm, et by;, respectivement. Supposons que chacune des composantes de

B soit en fonction des composantes de A. écrivons la relation entre les composantes de B et de A sous la forme
bij = Fij (akm) - (3.16)

Relatives aux nouveaux axes OZE/ 1‘/ JCI supposons que les composantes de A et B
14243
/

. ' . .
soient aj,. et sz? respectivement, et que maintenant

bi; = Fij (agm,) - (3.17)

La relation entre les composantes de B et de A est donc invariante sous une rotation

des axes, et nous disons que B est une fonction isotrope de A.
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3.2 Le fluide newtonien
Pour dériver une forme explicite du tenseur des contraintes, on écrit
o=—-pl+T. (3.18)

Ou p est la pression et T' est appelé le tenseur des extra-tensions ou le déviateur des

contraintes. La forme fonctionnelle de T peut étre déduite des trois hypotheses suivantes :

1. T est une fonction linéaire du gradient de la vitesse Vv
2. T =0 lorsqu’il n’y a pas de déformation des éléments du fluide

3. a relation entre T et le gradient de la vitesse Vv est isotrope, c’est a dire, identique pour tout repere
cartésien rectangulaire, telle que le déviateur des contraintes engendré dans un élément de fluide est

indépendant de l'orientation de 1’élément. Des deux premieres hypothéses on peut écrire

vy,
T = A ’ Nl
J e ox; (3.19)

1 1
= §Aijkwkz - §Aij’”Q’”'

Ou A est un tenseur de quatriéme ordre et les tenseurs v et 2 sont définis, respectivement, comme suit :

v = Vv + Vol (tenseur de vitesse de déformation ou des taux de déformation). (3.20)

Q= vol — V. (3.21)

De la troisieme hypotheése on constate qu’il faut utiliser un tenseur A isotrope, dont la forme la plus générale
(voir feuilles séparées) est en fonction des tenseurs delta

Aijkm = )\5ij5kl =+ néikéjl + véiléjk. (322)

Ou A, n et v sont des coefficients scalaires. Puisque T' est symétrique, A doit étre symétrique dans ses deux
premiers indices et par conséquent v = 7. Mais on observe de (3.22) que A est aussi symétrique par rapport a
ses deux derniers indices k et I qui nécessite (rappellent que le tenseur € est antisymétrique) que le deuxiéme
terme du membre de droite de (3.19) est nul. En tenant compte des remarques faites ci-dessus on peut écrire

A n .

T; = §6ij6kl"ykl + 5 (5ik5jl + 5il6jl) Vel (323)
A .
= 0 T
On note que v, = 2V - v, de sorte que pour un fluide incompressible

T = ny. (3.24)

Ou la constante n maintenant désigne la viscosité du fluide.
On note aussi que pour un fluide incompressible la pression s’exprime par la valeur

moyenne des contraintes normales :

1
p:—g (0'11+0'22—|-O'33). (325)
Considérons ensuite le tenseur v pour un écoulement bidlimensionnel. Selon la
figure il apparait que, pendant U'intervalle de temps d;, I’élongation du c6té AB de la
particule dans la direction e; est égale a
51}1

(Ul(l'l -+ (51’1) — ’Ul(fﬂl))(st ~ 751’1(% (326)
81‘1

26



ABI. M Etude des équations isotropes non linéaires de Navier StoKes

Par conséquent, le taux d’élongation dans la direction el devient %' De la méme maniére on voit que

% représent le taux d’élongation du cété AC dans la direction ey. Ces termes correspondent aux éléments

diagon aux du tenseur 7 . En ce qui concerne les termes non diagon aux, on voit d’apres la figure que, pendant
I'intervalle de temps dt, les deux cotés de la particule centrés au point A ont accompli une rotation d« et 65 dans
le méme sens. Ces rotations correspondent donc & une déformation par cisaillement de la particule. Cependant,

les angles da et 03 sont exprimés par

v
226210t + ...
da = tagda = 8a:18 ! ~ %& (3.27)
(51‘1 +T31;15'T16t+ (91'1
81}1
03 ~ ——=95t.
ﬂ 8:52

Il s’en suit que le taux de déformation par cisaillement s’exprime dans le plan zi29 par

_ v Ou
_8561 81’2.

(6o —68) (6t) " (3.28)

La somme des deux termes diagon aux a aussi une signification physique. Puisque % représente le taux

d’élongation dans la direction e;, la longueur de la particule dans cette méme direction devient, apres un

intervalle de temps 6t, §xq (1 + ggi ot + .. ) (projection de la distance AB sur 'axe x1). Par conséquent, la

superficie de la particule apres 0t est égal a
0xq (1 + %& +.. ) dxo (1 + %61& +.. ) = 0x1022 (1 +V-Vét+0 (6t)2) . (3.29)
o0x Oz

Le taux de changement de la superficie de la particule est traduite donc par la divergence du vecteur vitesse
V.

3.2.1 Les équations de mouvement pour un fluide newtonien

D’apres (3.14) les composantes du tenseur des contraintes o sont alors données par
0ij = =Pdij + Tyj = —Pdij +117;;. (3.30)

Le stage final pour la dérivation de I’équation de mouvement pour un fluide newtonien

est d’injecter (3.26) dans ’équation de mouvement pour obtenir

DV, _op 9Ty
p Dt 833,» 8.1‘]‘

_ 0P (Ve VY,
B 8l‘i 7 833j 833j 8$i Pg:
_opP | %,

+rgi (3.31)

Car
0?V; 0

O0x;0x; Oz

Donc sous forme vectorielle les équations de Navier-Stokes pour un fluide :
DV

"Dt

L’écoulement est dans le plan (zy) et unidirectionnel selon x, on peut donc admettre que les composantes

(V-V)=0.

= VP +nV3V + pg. (3.32)

de vitesse selon y et z sont nulles. D’autre part I’écoulement est incompressible donc

ov, oV, 9V,
Ox Oy 0z

Les équations de Navier-Stokes avec le champ de pression est uniforme en tout point et égal a la pression

V- V=0=

atmosphérique Py et que V, (y) =V, /h :

o\ _ 0P (Ve Ve OV,
P\t ) = "oz TP T oz T a2 T 922 )
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9%V,

v, P *V, 9%V,
P = + gy +1 + +

ot oy Ox? Oy

022
9%V,

oV, P 2V, 82V,
P =—5-Tpr9:+n + +

ot 0z 02 oy?

Donc

opP 9%V,
i 0 oy?’

oP
9y

oP
~o

0=

0=

0=

022

)
).

les deux dernieres égalités nous disent que la pression ne dépend que x et comme la vitesse ne dépend de y, la

premiere églite nous dit que

(3.33)

88—]; = naazy‘gm = K, K est une constante.
Ceci conduit & P (x) = Kz + C, ( C est une constante ). P = Py en x = 0 et = [. On déduit que K =0
et P=PF,.
Les conditions d’adhérence du fluide
Vo (y=0) =0,
Vely=h)=V.

La relation précédente s’integre sous la forme

0%V,
Oy

=0, =V,=ay+0b,

on trouve les constantes a et b avec les conditions d’adhérences du fluide aux parois

Ve (y) = Vy/h.

(3.34)

(3.35)
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CONCLUSION

Dans ce travail, on a étudié 'existence et I'unicité de la solution de ’équation de Navier-Stokes régularisée,
tel que nous avons conclu lorsque 'opérateur est monotone, la méthode de la monotonie est mieux adaptée a
I’étude des problemes non linéaires, car elle nécessite moins d’estimations que la méthode de compacité. Et une

application pour les fluide incompressible.
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Résumé

Ce travail vise principalement a étudier I'existence et |'unicité des solutions
faibles des équations non linéaires de Navier Stokes dans un espace des
fonctions.

Inspiré du livre (Loins) [8], c'est pour que le travail devienne clair, compte
tenu de la présentation systématique et détaillée des preuves.

les mots clés:

Equations de Navier-Stokes, méthode de Faedo-Galerkin, propriété de
compacité, méthode de monotonie.

Abstract

This work mainly aims to study the existence and unicity of weak solutions
of Navier Stokes nonlinear equations in a function space.

Inspired by the book (Loins) [8], this is so that the work becomes clear,
taking into account the systematic and detailed presentation of the proofs.

key words:

the Navier-Stokes equation, the Faedo-Galerkin method, lemma of
compactness, the method of monotony.
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