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Notation

Nous introduisons les notations et les définitions nécessaires qui sont utilisées par la

suite.

H

Espace de Hilbert.
Dual topologique de X.

= {u : 2 - R mesurable : |ul? € Ll(Q)} avec 1 <p < o0.

1
= ([, lu(z)[Pdz)".
= {u: Q — Rmesurable et 3C : |u(x)| < C p.p sur Q}.
= inf{C : |u(x)| < C p.p sur Q}.
Espace des fonctions continues sur 2.
Domaine de définition d’un opérateur borné A.
Image de A qui est noté aussi par ImA.
Espace métrique .
Définit un produit scalaire.
Ensemble des applications linéaires continues.
On écrit X — Y pour signifier que X est inclus dans Y
et que I’injection canonique de X dans Y est continue.

: On écrit X —<— Y pour signifier que X est inclus dans Y
et que I’injection canonique de X dans Y est compacte.
Presque partout.

Dérivée directionnelle de ' dans la direction v.
Dérivée au sens de Fréchet qui est noté aussi par F”.
Dérivée au sens de Gateaux.

Principe variationnel d’Ekeland .

Semi continue inférieur.

Semi continue supérieur.

Faiblement semi continue inférieur.

Faiblement semi continue supérieur .

Domaine de définition de J.
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Introduction générale

Les méthodes variationnelles et la théorie des points critiques se sont révélées €tre
des techniques tres utiles et populaires pour prouver 1’existence de solutions aux pro-
blemes aux limites dans une variété de parametres, y compris les équations différen-
tielles ordinaires, les équations différentielles partielles, les problemes impulsifs, etc.

De nombreux chercheurs ont étudié¢ de maniere approfondie 1’existence et la multi-
plicité des solutions aux problémes aux limites. Beaucoup de résultats I’existence de
solutions positives ont été€ obtenu en utilisant le principe variationnel d’Ekeland.

Principe de variation de Ekeland est I’un des résultats les plus importants dans I’ana-
lyse non linéaire et d’optimisation pour les quatre dernieres décennies. Il a €té mis au
point, généralisé et appliquée a de nombreux domaines mathématiques par de nombreux
auteurs a travers le monde. Le principe variationnel d’Ekeland garantit 1’existence de
solutions presque optimales des problemes d’optimisation.

Dans cette mémoire on va donner un application du principe variationnel d’Ekeland
on utilise I’article [2] qui utilisent le principe variationnel d’Ekeland pour étudier des
problemes aux limites.

Cette mémoire était divisée en trois chapitres, comme suite :

Le premier chapitre est consacré a quelques outils d’analyse fonctionnelle a utiliser
tout au long de ce travail, a savoir les espaces normés, Banach et de Hilbert, les opéra-
teurs linéaires bornés (la continuité et la différentiability), Méthodes variationnelles et
théorie des points critiques, et le principe variationnel d’Ekeland.

Dans le second chapitre, on s’intéresse a démontrer quelques propéritées des injec-
tions continues et compacts dans 1’espace de Hilbert , en siute on definie I’espace de
Lebesgue et donner quelques théorémes impertantes, de méme on parle au 1’espace de
Soboleve,enfin,on presente la théoréme de compacité .

Au chapitre trois, nous présenterons un application de principe variationnel d’Ekeland
pour étudé I’existence de solutions a un probleme aux limites du second ordre suivant :

{ —(p(x)u'(x))" = Aq(x) f(z,u(z)), « € [0,+00),

u(0) = u(+o0) =0, M

ou f : [0,+00) x R — R est une fonction continue, A sont des parametres réels posi-
tifs.
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Pour obtenir les résultats, nous avons utilisé les conditions et les hypotheses sui-
vantes :

(H1) il existe des constantes a,b € RT \ {0} et r € (0, 1) tel que
|f(x,u)| < alul"+0b, VreR" VueR,

(H2) p : [0,400) — (0, +00) est continiiment dérivable, ¢ : [0, +00) — (0, +00)
avec ]19, q € L'(0,+00), et

+o00 +00 d r+1
M, = /(/—S)dx < +00,
p(s)
0 T
+00 +o00 J - rJlr1
S 2
My = —2 )’ d
2 O/C](x)(/p(s)) T <+OO,

(H3) f(x,0) =0et lim f(f;”) = 400, uniformément pour z € [0, +00).

u—07F
Dans ce cas 13, alors il exixte un réel A > 0, ou le probleme (1) a au moins une solution
non trivial u) pour chaque A € (O, A) qui vérifie :

/ (p(x)ul(x)v'(x)>dx — A / q(x) f(z, w)v(z)dz = 0,
0 0

pour tout ¢ € H}(0,+00), c’est-a-dire, (J'(uy),¢) = 0 pour tout p € Hg(0,+00).
Ainsi que u)y est un point critique de la fonctionelle J, qui est une solution faible (clas-
sique) de notre probleme. Pour la démonstration, on a utilisé quelques lemmes et corol-
laire nécessaires ainsi que le principe variationnel d’Ekeland.

Fatima MAAMMERI Etude d’un probléme aux limites sous-linéaire du second ordre
sur un intervalle non borné par la méthode variationnelle



CHAPITRE 1

QUELQUES OUTILS D’ANALYSE
FONCTIONNELLE

1.1 Espaces Normés, Banach et de Hilbert
1.2 Opérateurs lin€aires bornés
1.3 Méthodes variationnelles et théorie des points critiques

1.4 Principe variationnel d’Ekeland

Le premier chapitre est consacré a quelques outils
d’analyse fonctionnelle a utiliser tout au long de ce travail,
a savoir les espaces normés, Banach et de Hilbert, les opé-
rateurs linéaires bornés (la continuité et la différentiability),
M¢éthodes variationnelles et théorie des points critiques, et le
principe variationnel d’Ekeland..
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1.1 Espaces Normés, Banach et de Hilbert

Définition 1.1. (Espaces Normés) Un espace vectoriel X est dit étre un espace normé

tels que nous avons
(a) |z +y| <|lz| + ||ly||, pour tous les = et y dans X,
(b) ||ax|| = |a||z]| siz € X et « est un scalaire,
(d) ||z|| > 0,siz #0.

Remarque 1.1. Ici, le scalaire est un nombre qui peut appartenir a I’un des corps R ou
C. Chaque espace normé peut étre considéré comme un espace métrique ot la fonction
de distance dist(z;y) = d(x;y) (la distance entre x et y) est donné par ||z — y|| et
satisfait :

( ) < d(z

(v, ) pour tous les z et y dans X,
( z) < d(z,y) + d(y, z) pour tous les x, y et z dans X.
Exemples 1.1. Voici quelques exemples de normes sur R". Pour tout z € R", on a
1
o+ i+ 33%) :

(a) [lzf| =

®) |z, = (2 |xi|p)”, pour tout p > 1

1=1

() ||z||co = max(|x1|, |22, |xn|), sip = oo.

~~ N

Définition 1.2. (Suite de Cauchy) Une suite {u,} dans X est appelée une suite de
Cauchy (dans la norme ||.||) si pour tout ¢ > 0ily aun N € N tels que, pour tous
m>mn> N,ona

|t — unl| < e.

Définition 1.3. (Espaces de Banach) Un espace vectoriel normé est dit complet si
toutes les suites de Cauchy de I’espace vectoriel convergent. Espaces vectoriels normés
complets sont appelés espaces de Banach.

Pour définir un espace de Hilbert, nous avons besoin de la notion d’espace de produit
scalaire (voir [19]).

Définition 1.4. (Produit scalaire) Un produit scalaire sur un espace vectoriel X est une
forme sesquilinéaire définie positive, a savoir une fonctionnelle (.,.) : X x X — R,
telle que pour tous z,y,2 € X et A € R,

(@) (@,y+2) = (z,9) + (2,2)

Fatima MAAMMERI Etude d’un probléme aux limites sous-linéaire du second ordre
sur un intervalle non borné par la méthode variationnelle
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>/

)

>

et (x,2) =0<= 2 =0.

(b) (z, Ay) =
z)

@) (0.0) >0,

Proposition 1.1. [19] Le produit scalaire est continu.

Démonstration. Soit x,, — x et y,, — y, alors comme y,, sont bornés, nous avons

‘<xnayn> - <x>y>| < ‘<xn - x7yn>‘ + ‘(:L’,yn - y>|
< Nlzn = 2|[[lyall + |2/|[lyn — yl| =0

Il s’ensuit que la prise de limites commute avec le produit scalaire

S yn) = {0 s 1

[]

Définition 1.5. (Espaces de Hilbert) Un espace de Hilbert est un espace de produit
scalaire qui est complet comme un espace métrique, et noté H.

1.2 Opérateurs linéaires bornés

Soit X et Y, deux espaces de Banach normés.

Définition 1.6. (Opérateur linéaire borné)[17] Soit A un opérateur linéaire, tel que
D(A) = X et R(A) C Y. On dit que A est borné, s’il est borné sur la boule unité
B(0,1). C’est-a-dire, si I’ensemble

Az, flzll <1}

est borné.

Conformément a cette définition, si A est borné, il existe une constante ¢ > 0 telle que,
pour tout = avec ||z|| < 1, on a I’inégalité

Az]| < e

Théoreme 1.1. [17] A est borné, si est seulement si, il existe une constante ¢ > 0, telle

que
[Az]] < cf|]],
pour tout x € X.
Fatima MAAMMERI Etude d’un probléme aux limites sous-linéaire du second ordre
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Définition 1.7. (Convergence faible) On dit qu’une suite (x,) € X converge faible-
ment vers x, si
pour tout [ € X (f,xn) — (f,x),

et on écrit x,, — .

Proposition 1.2. [7] Soit (x,,) une suite de X. On a
1. Six, — z, alors z,, — x.

2. Six, — x, alors (x,) est bornée et ||z|| < liminf ||z,]|.
n—oo

Proposition 1.3. [7] Lorsque X est de dimension finie, une suite (x,,) converge faible-
ment, si et seulement si, elle converge fortement.

Définition 1.8. (Espace dual)[16] L’ensemble des fonctionnelles linéaires continues
définies sur un espace vectoriel normé constitue un espace vectoriel. On I’appelle dual
de I’espace X et on note X .

On munit X de la norme

Iflx = sup |{(f,z)], VfeX.

zeX,||z|<1
X' muni de cette norme est un espace de Banach et on a I’inégalité
(o) < flyllzllx, VfeX, VeeX.

Définition 1.9. (Réfléxivité) Soit X un espace de Banach et soit i I’injection canonique
de X dans X". On dit que X est réflexif, si i(X) = X, ott X est le bidual de X.

Définition 1.10. (Séparabilité) Soit (X, d) un espace métrique. On dit que X est sépa-
rable si X admet une partie dénombrable et dense.

Théoreme 1.2. [7] Un espace de Banach X est réflexif, si et seulement si sa boule
fermée est faiblement compacte.

Corollaire 1.1. [7] Si X est un espace de Banach réflexif, alors toute suite bornée
(xn) C X avec ||z,|| < M contient une sous suite qui converge faiblement vers un
élément x € X vérifiant ||z|| < M.

1.2.1 Continuité et compacité des opérateurs

On va considérer des opérateurs 7' de X dans Y et on va donner une définition
concernant les propriétés de la continuité de 7.
La notion plus simple est la suivante

Fatima MAAMMERI Etude d’un probléme aux limites sous-linéaire du second ordre
sur un intervalle non borné par la méthode variationnelle
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Définition 1.11. L’opérateur 7" : X — Y est dit continu en z, si pour toute suite
(x,) C X qui converge vers x, T'(z,) converge vers T'(z).
T est dit continu sur 2 C X si 7" est continu en tout point x € ).

Définition 1.12. Un opérateur 7' : X — Y est dit compact s’il est continu et a la
propriété. Pour toute suite (z,,) bornée dans X, la suite (7'(z,)) admet une sous suite
convergente.

Définition 1.13. Soit (X, ||.][1) et (Y, ||.||2) deux espaces de Banach. Un opérateur 7 :
X — Y est dit completement continu s’il est continu et I’image de tout ensemble borné
de X est relativement compact dans Y.

1.2.2 L’injections continus et compacts

L’injection définissent les relations qui existent entre différents espaces fonctionnels.
Ils sont tres importants dans 1’analyse moderne et les problemes aux limites.

Définition 1.14. Soient X et Y deux espaces de Banach. On dit que X est injecté dans
Y etonécrit X — Y,sipourtoutz € X onax € Y et ||z||y < ¢|z| x,oulaconstante
c ne dépend pas de x € X. On définit ’opérateur d’injection ¢ : X — Y, qui nous
permet de considérer le méme élément x € X comme un élément de Y.

X — Y est équivalent a dire que 1’opérateur d’injection 7 : X — Y est un opérateur
linéaire continu.

Si ||z]|ly < ¢||z]|x, pour tout x € X alors ||i(z)|ly < esi||z||x < 1.

Définition 1.15. Si X — Y et 'opérateur d’injection ¢ : X — Y est un opérateur
compact, alors on dit que X est injecté de maniere compacte dans Y, et on écrit X ——
Y. La compacité de I’opérateur 7 : X — Y est équivalent a dire que tout sous-ensemble
borné de X est un sous-ensemble compact de Y.

1.2.3 Semi-continuité

Définition 1.16. 1. On dit qu’une fonctionnelle f : X — R est semi-continue infé-
rieurement (s.c.7) au point g, si pour chaque suite (x,,) C €2, telle que x,, — x,
on a

f(zo) < liminf f(z,).

n—oo

2. On dit que f est semi-continue supérieurement (s.c.s.) au point x, si pour toute
suite (x,) C €2, telle que =, — g, on a

f(xo) > limsup f(x,).

n—oo

Fatima MAAMMERI Etude d’un probléme aux limites sous-linéaire du second ordre
sur un intervalle non borné par la méthode variationnelle
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Exemple 1.1. 1. Soit la fonctionnelle f : R — R définie par
-1 512 <0
fo={ s

st x> 0.
Alors f est semi-continue inférieurement (s.c.i.) a xg = 0 mais n’est pas semi-
continue supérieurement.
2. Soit la fonctionnelle f : R — R définie par

f(a:):{ —1 six <0

1 six>0.

Alors f est semi-continue supérieurement (s.c.s.) a zp = 0 mais n’est pas semi-
continue inférieurement.

Définition 1.17. 1. Une fonctionnelle f : X — R est dite faiblement semi-continue
inférieurement (f.s.c.i.) au point x(, si pour chaque suite (z,) C € telle que
Ty, — T, 0N a
f(xg) < liminf f(z,).

n—oo

2. On dit que f est faiblement semi-continue supérieurement ( f.s.c.s.) au point xy,
si pour toute suite (z,,) C €2, telle que =, — ¢, on a

f(xo) > limsup f(x,).

n—oo

Exemple 1.2. Soit la fonctionnelle .J définie sur un espace de Hilbert / comme suit
Ju— ||Jul]?

alors .J est faiblement semi-continue inférieure (f.s.c.i.). En effet, soit (u,), telle que
u, — u, on montre que

|u||? < liminf ||u,|?.

n—-+0o
Ona
un — ul* = (tn — u, uy — )

= Junl® = 2(un, w) + JJul* > 0,

et comme H = H et u,, — u, donc
Vu € H @ (up,u) — (u,u) = ||ul|*.
Alors
lunll* = flull?,  ¥n €N,

il résulte que
|u||? < liminf ||u,||?.
0

Fatima MAAMMERI Etude d’un probléme aux limites sous-linéaire du second ordre
sur un intervalle non borné par la méthode variationnelle
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Remarque 1.2. 1. Il est facile de voir que si f est continue en x, alors f est (s.c.s.)
et (s.c.i) et inversement.

2. Si f est faiblement continue en z, alors f est (f.s.c.s.) et (f.s.c.i.) et inverse-
ment.

1.2.4 Opérateurs différentiables

Dans la suite on donne quelques définitions et propriétés fondamentaux conciste
I’opérateurs différentiables. Soient X et Y deux espaces de Banach, U un ouvert de X.

Définition 1.18. (La dérivée au sens de Fréchet) Soitu € Uet F': U — Y. On dit que
F est différentiable au point u s’il existe une application linéaire continue A € L(X,Y),
telle que si on considere

R(h) = F(u+h) — F(u) — A.h, pour h € X, petit.
Alors
R(h)

N — 0 lorsque ||h|| — 0,

c’est-a-dire
Ve >0, 36 > 0 tel quessi ||h||x <6, alors [|[R(h)|ly <e|lh|x.
Si une telle application A € L(X,Y) existe, elle est forcément unique. On note par
A =dF(u).

Elle est appelée différentielle (au sens de Fréchet) de F' en u, ou encore application
linéaire tangente a F' en u. En I’absence de précision supplémentaire différentiable si-
gnifiera dans la suite différentiable au sens de Fréchet.

Exemples 1.2. 1. Si F(u) = c. Alors F' Fréchet différentiable et
dF(u) =0, Yu.
2.S1Ae L(X,Y) A(u+h) — A(u) = A.hetdonc dA(u) = A, Yu € X.
3. La fonctionnelle F' : H — R™ telle que

1 1
Pu) = Sl = S, w),

est Fréchet différentiable et

dF(u)h = (u, h).

Fatima MAAMMERI Etude d’un probléme aux limites sous-linéaire du second ordre
sur un intervalle non borné par la méthode variationnelle
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4. La fonctionnelle F : H — R™*

Fu) = [[ull
est Fréchet différentiable pour u # 0 et
h
P (uph = )
]

On a ensuite toutes les proprié€tés classiques.

Proposition 1.4. [ /4]

i) Soit I' et G deux applications de U vers Y. Si I' et GG sont différentiables en u € U.
Alors Y\, p réels \F' + uG est différentiable en u, et

AAF + uG)(u) = MdF (u) + pdG(u).

it) Soit X,Y et Z trois espaces de Banach, U un ouvert de X, et V un ouvert de Y .
Soit F:U —=YetG:V — Z tels que F(U) C V. Si F est différentiable en u
et G est différentiable en v = F(u), alors G o F est différentiable en u et

d(Go F)(u) =dG(w) odF(u), v=F(u),

c’est-a-dire

d(G o F)(u)h = dG(v)[dF (u)h].
La différentielle de Go F est donc la composition des applications linéaires conti-
nues dF(u) et dG(v), pour v = F(u).

Définition 1.19. (Dérivée directionnelle) Soit /' : U — Y, u € U. Soitv € X, v # 0.
On appelle dérivée directionnelle en v de F' dans la direction v, notée 0, F (u), 1a limite
lorsqu’elle existe.
9,F (u) = lim F(u+tv) — F(u)
t—0 t
La notion de dérivée directionnelle est donc une extension de la notion de dérivée par-

tielle. Si F' est Fréchet différentiable, alors pour tout v € X la dérivée directionnelle
dans la direction v est donnée par

Oy F(u) = dF (u)v.

En effet,
F(u+tv) = F(u) + dF(u)(tv) + R(tv).

Pone F t F R(t

u+tv) — r(u v

) =) _ gy R

R(t
(t0) — 0, lorsquet — Q.

Fatima MAAMMERI Etude d’un probléme aux limites sous-linéaire du second ordre
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Définition 1.20. (Différentiabilité au sens de Gateaux) On dit que F' : U — Y est
Gateaux différentiable en u (G-différentiable en ), s’il existe une application linéaire
continue A de X vers Y, c’est-a-dire A € L(X,Y), telle que pour tout v € X, la dérivée
directionnelle de £ en u dans la direction v existe et est égale a A(v), ¢’est-a-dire

F tv) — F

9, F (u) = lim L0 10) = Flu)

t—0

=A(v), t—0, Vv e X.
On vérifie alors que, si une telle application A existe, elle est unique. On note
A= dgF (u)

Proposition 1.5. [14] Si F' est Fréchet différentiable en u, elle est Gateaux différen-
tiable en u et
8@F<u) = dF(u)

La réciproque est fausse en général, méme en dimension finie.
Exemple 1.3. Soit /' : R? — R,
22y 2 .
Py = () siv#e
0, sty = 0.

est G-différentiable a (0, 0), mais pas différenciable au sens de Frechet a (0, 0).
Remarque 1.3. La G-différentiabilité n’implique pas la continuité de F.
Exemple 1.4. Soit F' : R2 — R,

L sty = x°
F(x,y)—{()’ siy # 2.

est G-différentiable a (0, 0), mais n’est pas continue a (0, 0), (alors que bien entendu la
différentiabilité au sens de Fréchet I’'implique).

Tandis que, si on sait que £ est C'! au sens de Gateaux, alors I est Fréchet différentiable
sur U et les deux notions coincident et on a

Théoreme 1.3. [/4] Soit I’ : U — Y une application G-différentiable (U ouvert de
X). On suppose que ’application v — dgF(v) est continue sur U. Alors F' est Fréchet
différentiable sur U et

dF(v) =dgF(v), YveU.

Fatima MAAMMERI Etude d’un probléme aux limites sous-linéaire du second ordre
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Démonstration. Soit r €]0, 1] tel que B, (u) C U. Puisque dgF' : U — X est continue
a u, pour chaque £ > 0 il existe 0 €]0, 1] tel que

|daF(u+ tv) — daF(u)|| < e pour||v]| <6, |t| < 1. (1.1)
D’autre par, pour chaque v € B,(0) la fonction
€ [0,1] = (dgF(u+tv),v),

est la dérivée de la fonction

Par conséquent

/ (doF(u+ tv), v)dt = g(1) — g(0) = F(u +v) — Flu).

Donc
1
F(u + U) — F( ) (dgF / d(;F u + tv dgF(u), f())d?f. (1.2)
0

Soit

R(u,v) = /(dgF(U +tv) — dgF(u),v)dt.

D’apres (1.1), pour tout v € Bs(0), nous avons que

[R(u, v)]| < /HdGF(qu)—dGF(U)HHUHdt

< elvll.

Pour cette raison R(u,v) = o(||v]|) quand ||v|| — 0. Ensuite, (1.2) montre que d¢ F'(u)
est le dérivé de Fréchet de [ a u. []

Remarque 1.4. En pratique, il est plus facile de vérifier la différentiabilité au sens de
Gateaux. Si on veut prouver que F est C?, il suffit donc de prouver qu’elle est Gateaux
différentiable, puis de vérifier que la différentiable dq F' est continue.

Fatima MAAMMERI Etude d’un probléme aux limites sous-linéaire du second ordre
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1.3 Méthodes variationnelles et théorie des points critiques

Soit (E) une équation différentielle (ordinaire ou aux dérivées partielles), on veut
I’€tudier par une méthode variationnelle. Les solutions sont alors cherchées comme
points critiques d’une fonctionnelle J définie sur un espace de Banach X bien précis
telle que :

i) J est au moins Gateaux-différentiable.
ii) L’équation d’Euler correspondante : dJ(u) = 0 est équivalente a (F).

Dans le cas ou J est minorée (respectivement majorée), il est raisonnable d’essayer de
montrer que le minimum (respectivement le maximum) est atteint.

1.3.1 Points et valeures critiques

Proposition 1.6. [ /4] Soit X un espace de Banach, et J une application de X vers R,

soit u € X. On suppose que
J(u) = inf J(v),

veX
c’est-a-dire
J(u) < J(v), Yv € X.

Alors, si J est Gateaux-différentiable en u, on a
ng(u) = 0.

Démonstration. Sous 1’hypothese de ce proposition, supposons sans perte de généralité
que 1 est un point minimum (sinon considérons la fonction —.J au lieu de J).

Comme uy € U et U est ouvert, il existe un nombre réel positif r tel que la boule ouverte
B, (up) est contenu dans U.

Maintenant, soit h € X \ {0}. Alors, pour chaque ¢ tel que

r
1< e ona o+ th) 2 J(wo),
et ainsi par le Gateaux différentiabilité de J a ug, nous avons

ded (o) (h) = Tim [T (up + th) — J(ug)] > 0.

t—07+

Il s’ensuit également que dgJ(ug)(—h) > 0, ie., dgJ(up)(h) < 0, par linéarité de

dgj (Uo) .
Par conséquent d¢.J(ug)(h) = 0, pour tout b € X en effet. Ainsi dgJ(ug) = 0. O]
Fatima MAAMMERI Etude d’un probléme aux limites sous-linéaire du second ordre
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Définition 1.21. Soit uy € X. On dit que u( est un minimum local pour J si il existe
0 > 0 tel que
J(ug) < J(v), Yv € B(ug,6), v # up.

On a alors

Proposition 1.7. [14] Soit vy € X, un minimum local de J. Alors si J est Gateaux
différentiable en uy, alors

d(;J(U()) = 0.

Définition 1.22. Soit J une fonctionnelle différentiable de X vers R. Un point u € X
est dit critique pour J ssi

dJ(u) = 0.

Définition 1.23. On appelle valeur critique, de la fonctionnelle ./, de classe C! définie
sur X, un nombre ¢ € R, tel qu’il existe u € X, tel que

Pour les fonctionnelles convexes (ou espaces convexes), un résultat classique est
donné par le théoreme suivant

Théoreme 1.4. [16] Soit C un ensemble convexe fermé de X, Banach réflexif.
Soit J : C'— RU {+00}. On suppose

(1) J coercive et J # +00, c’est-a-dire

lim J(u) = +4o0.

[lu|| =400
(13) J (s.c.i) pour la convergence faible. Alors il existe u € C, tel que

J(u) = 522 J(v) (< +00).

Si de plus J est Gateaux-différentiable en u, alors dgJ(u) = 0.

1.3.2 Suite minimisante et infimum

Définition 1.24. (Suite minimisante) Une suite minimisante d’une fonctionnelle J :
X —] — 00, +00] est une suite (x,,) telle que

lim J(z,) = inf J(x)

n—>+00 rzeX

Fatima MAAMMERI Etude d’un probléme aux limites sous-linéaire du second ordre
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Théoreme 1.5. [14] Soit X un espace de Banach réflexif, et J une fonctionnelle définie
sur X, telle que

1. Jest(f.s.ci),
2. la suite minimisante de J est bornée sur X,

alors J atteint son infimum sur X.

1.3.3 Principe variationnel d’Ekeland

Soit X un espace métrique complet et ./ : X — R une fonctionnelle semi-continu
inférieur, bornée inférieurement. Si (u,,),, est une suite minimisante, alors pour chaque
e > 0 1l existe ng tel que pour n > ng

J(up) < i%fJ + €.
On dit que © = u, est un e— minimiseur de J si
J(u) < i%fJ-l-e.

Le théoreme d’Ekeland considere 1’existence des points € — minimiseur.

Théoreéme 1.6. (principe variationnel d’Ekeland, forme forte 1974)([11], [9])

Soit (X, d) un espace métrique complet et J : X — RU{+00} une fonctionnelle semi-
continu inférieur, bornée inférieurement, et non identiquement égale a +oo ( J % +00).
Soite > 0 et u = u. € X qui donne tel que

J(u) <infJ +e.
X

Alors, pour tout X > 0 il existe v = v. € X tel que
(a) J(v) < J(u),
(b) d(u,v) < A, et
(c) J(v) < J(w) + 5d(w,v), pour tout w € X \ {v}.

Théoreéme 1.7. (Principe variationnel d’Ekeland, forme faible 1979)[9]
Soit (X, d) est un espace métrique complet et soit J : X — RU{+o00} une fonctionnelle
qui est semi-continu inférieur, bornée inférieurement. Alors, pour tout € > 0, il existe
u. € X qui satisfait

J(us) < i&f(]—l—s,

et chaque fois w € X avec w # u., alors

J(us) < J(w) + ed(u., w).

Fatima MAAMMERI Etude d’un probléme aux limites sous-linéaire du second ordre
sur un intervalle non borné par la méthode variationnelle



1.3. METHODES VARIATIONNELLES ET THEORIE DES POINTS CRITIQUES 16

FIGURE 1.1 — Principe variationnel Ekeland et e —minimiseur

R

Inf J+e
J(ue)
J(v)

InfJ

Corollaire 1.2. ([6], [18])
Soit X est un espace de Banach J : X — R une fonctionnelle (s.c.i.), bornée inférieu-
rement et Gdteaux différentiable. Alors, pour tout € > 0 et toute u. € X tel que

J(uz) < igl(fJ—I—e,
il existe un point v dans X satisfaisant
(1) J(v) < J(u),

(2) llv—uell < Ve, et
3) /()] < Ve
Démonstration. Les relations (1) et (2) sont évidemment les (a) et (b) dans principe

variationnel d’Ekeland pour A = /¢, tandis que pour (3), de la relation (¢) on a, pour
toutw € X ettoutt > 0,

%[J(U) — J(v+ tw)] < Vel|lwl|.

Passant a la limite comme ¢ tend vers 0, nous obtenons cela pour chaque w dans X

—(J'(v),w) < Vellwl|.

Cela vaut aussi pour —w, alors

[{J'(v), w)| < Velwl,

et alors

[]

Remarque 1.5. Les relations (1) et (3) signifie que nous avons obtenu un (presque
minimiseur) de J, qui est aussi un ( presque point critique ).
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1.4 La condition de compacité de Palais-Smale

Définition 1.25. [18] Soit £ un espace Banach et J : ¥ — R une fonctionnelle de
classe C'!. On dit que J satisfait la condition de Palais-Smale, notée (P.S), s’il y a une
suite (u,,) dans F telle que

(J(uy)) bornée, et J'(u,) — 0,quand n — +oo (1.3)

admet une sous-suite convergente.
Toute suite satisfaisante (1.3) est appelée suite de Palais-Smale.

Définition 1.26. [18] Soit £ un espace Banach et J une fonctionnelle de classe C, et
c € R. On dit que la fonctionnelle J satisfait a la condition (locale) de Palais-Smale au
niveau ¢, notée (P.S)., s’il y a une suite (u,) dans E telle que

J(u,) — c,et  J'(u,) — 0, (1.4)
admet une sous-suite convergente.

Exemple 1.5. Dans R la fonctionnelle J : x — 22, satisfait la condition de Palais-Smale
en 0 tandis que J : x — e~ %, ne la satisfait pas, car la suite définie par v, = n vérifie

lim e™ = 0et lim —ne™" = 0 mais (u,) n’admet pas une sous-suite convergente.
n—oo n—oo

Remarque 1.6. La condition (P.S). est une condition de compacité sur la fonctionnelle
J, en ce sens que ’ensemble K. de points critiques de J au niveau c,

K.={ueFE:Ju)=c etJ(u)=0}

est compact.
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CHAPITRE 2

QUELQUES PROPRIETES UTILES DANS LES
ESPACES DE LEBESGUE ET SOBOLEV

2.1 Espace de Lebesgue et Sobolev

2.2 Quelques des injections continues et compects dans
’espace H'

2.3 La condition de compacité de Palais-Smale

Dans le second chapitre, on s’intéresse a démontrer
quelques propéritées des 1njec- tions continues et compacts
dans I’espace de Hilbert , en siute on definie 1’espace de Le-
besgue et donner quelques théorémes impertantes, de méme
on parle au I’espace de Soboleve,enfin,on presente la théo-
réme de compacité .
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2.1 Espace de Lebesgue et Sobolev

Dans la suite, ) désigne un ouvert de R"Y muni de la mesure de Lebesgue dx.

2.1.1 Espace de Lebesgue L”

Définition 2.1. Soit p € R avec 1 < p < oo, on définit

LP(Q2) ={f:Q — R, mesurable et /|f(x)\pdx < 400}.
QO

Onnote || f||z» = ( [y |f(a:)\pda:)fl’ , et ||.]|» est une norme.
Définition 2.2. On pose
L*(Q)={f:Q— R, mesurableet 3C : |f(z)| < C p.psur Q}.

On note
| £l = nf{C : |f(2)] < C, ppsur Q}.

Théoreme 2.1. (Théoreme de convergence dominée de Lebesgue)[7] Soit (f,) une
suite de fonctions de L'. On suppose que

@) (fu(x)) = f(z) p.p. Sur Q.
(b) 1 existe une fonction g € L'(Q), telle que pour chaque n, | f,,(z)| < g(z) p.p.
Sur Q). Alors
fe L) et ||fo— fllzr — 0, n— oo,

Théoreme 2.2. [7] L’espace LP est réflexif pour 1 < p < oo, et son dual est L1 tel que
1,1

=4+ ==1.

p g

2.1.2 Espace de Sobolev/!
Définition 2.3. L’espace de Sobolev H'((2) est défini par

H%D:{veﬁﬁnz

U / - 7/ . . .
est la dérivée au sens distribution de v.

8[62‘
L’espace H!(2) est équipé du produit scalaire

(u,v) = / (uv + 2=y Ou Ov )d:c

=1 81’2 8:61

ou

Q
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et la norme correspondante

el = [ [ (4520 () )]

Remarque 2.1. Par définition de la dérivée distributionnelle, les conditions suivantes
sont équivalentes :

1. ve H(Q)
2. v € L*(Q) il existe g1, go, ..., gv € L*(Q) telle que

Vi € D(N2 / O dr = /gicpdx.
0x;

v
= ¢; au sens de la distribution.

&L‘Z

Définition 2.4. On désigne par H}(Q) la fermeture de D(2) dans H'(2). Notons ici
que la fermeture de D(Q) est Hj(f2) (avec en général H}(Q) # H'(Q)), Alors que la
fermeture de D(Q2) est H'(1).

Alors, par définition,

Proposition 2.1. Soir u € H'(Q)). La fonction u appartient a H;(S)) si et seulement si
u = 0 sur 0€.
En particulier, si Q =]0; 1], et u € H}(Q), Alors u(0) = u(1) = 0. Par ailleurs,

Hy () = HY(Q).

Théoréme 2.3. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)[7] Soit f et g € L?(Q). Alors, nous

[1ssi= () ([ R)

Théoreme 2.4. (Inégalité de Holder)[7] Soit 1 < p < 400, on note q I’exposant
conjugué, le + % = 1. Suppose que f € LP(Q) et g € L1(Q2) avec 1 < p < 4o00. Alors

(i) fg € LN(Q) et

@) f1fal < (F171) (Fll) = Wbl
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2.1.3 Lemme de compacité

Lemme 2.1. (C. Corduneanu)[1] Soit D C Ci([0, +00),R) un ensemble borné. Alors
D est relativement compact si les conditions suivantes sont vérifiées :
(a) D est équicontinu sur tout sous-intervalle compact de R™ | i.e.

vV J C[0,+00) compact,¥ e >0, 36>0, Va,z9€ J:
|21 — 22| < § = |u(z1) —u(zg)| < e,Vue D,
(b) D est équiconvergent a +oc i.e.,
Ve>0,3T =T(e) > 0tel que

Va:x>T(e) = |u(z) —u(+o00)| < e, Yue D.

2.2 Les injections continues et compects dans ’espace H (0, +00)

On définit I’espace
Hy (0, +00) = {u € AC([0, +00),R) | u(0) = u(+00) =0, y/pu' € L*[0,+00)}.
Lemme 2.2. ([24]) H; (0, +00) s’injecter de maniére continue dans L*(0, +00).

Démonstration. Pour u € Hj,(0,+00), ona

/t+00 u'(s)ds

Alors, par I’'inégalité de Cauchy-Schwarz

woP < ([ ptwes) ([ o)

([ [ )
[ wopas ([ SSaga) ([ peers).

C’est a dire

Oox/p(s)u’(s) ! ds| .

t p(s)

[u(t)] =

D’ou

lullzz < VM|l y/pu| 2.
O
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On remarquez que H; (0, +00) est un espace de Banach muni de la norme

lop = \//o p(t)u?(t)dt —l—/o u?(t)dt,

ou la norme équivalente

lu

lully = llullze + 11v/pu'll 2.

De plus I’espace H&p((), +00) est réflexif. Nous avons :

Lemme 2.3. ([40]) Soient X et Y des espaces vectorialles normés isométriquement
isomorphes. Si Y est réflexif, alors X est réflexif.

Démonstration. Voir [40] page 160. [
Lemme 2.4. ([24]) (a) L’ opérateur

+00)) C L*(0, +00) x L*(0,4+00): = L2(0, +00)

T : Hy,(0,+00) — T(H,,(0,
(u, v/pu')

u — T(u)=

est un isomorphisme isométrique.
(b) H; (0, +00) est un espace réflexif.

Démonstration. (a) 1l est clair que T" est un opérateur linéaire et que 7' conserve les
normes, c’est-a-dire,

Vu € Hy,(0,+00), ||Tullrz = |lull,.
En effet
1Tullz = [1(u, /pu)ll Lz
= lullzz + [[v/pu'|| 2

= Jlullp-
(b) Puisque L?(0, +00)) est un espace de Banach réflexif, le produit cartésien L3(0, +00))
est aussi un espace de Banach réflexif par rapport a la norme

lull g = llunllze + uzllze, ot w= (ur,uz) € L3(0,+00).

D’apres la partie (a), T'(Hj (0, +00)) est un sous-espace fermé de L3(0, +00) ; puis par
[40, Théoréme 4.10.5], I"espace T'(Hj (0, +-00)) est réflexif. Par conséquent H; (0, +00)
est aussi réflexif (voir [40, Lemme 4.10.4]). []
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400
Lemme 2.5. ([24]) Sur H; (0, +00), la quantité ||u|| = \// p(t)u(t)dt est une
0
norme qui équivaut a la norme de H&p((ﬁ), +00).

Démonstration. Etant donné u € H&p(O, +00), Si on voir le lemme 2.2, on a

—+00
| tute)pae < aru
0
Alors,
400 400 +oo
/ p(t)u(t)dt g/ (w?(t) + p(t)u(t)) dt < (1 +M)/ p(t)u(t)dt,
0 0 0
C’est a dire

lull < lullop < V14 Mljull.
[

Lemme 2.6. (/24]) (H; ,(0,400), ||-||) s injecter de maniére continue dans (Cy|0, +00), [|ul),
0it Cof0, +50) = {u € C([0,+00).B) | lim_u(t) = 0} et ] . = upycpy oo (0]

Démonstration. Pour u € Hj,(0,+00), ona
! 1

/Otu’(s)ds . Vi)
(o) ()
([ wemreas) ([ o50)

1
lulloe <4/ H— [[ull-
Plir:

Corollaire 2.1. ([24]) H; (0, +00) s’injecter de maniére continue dans Cy0, +00) et
dans L*(0, +00).

IA

[]

Pour prouver que Hj,(0,400) s’injecter de maniere compacte dans Cy|0, +00),
nous appliquons la critere de compacité de Corduneanu (voir Lemme 2.1 et [1]).

Fatima MAAMMERI Etude d’un probléme aux limites sous-linéaire du second ordre
sur un intervalle non borné par la méthode variationnelle



2.2. LES INJECTIONS CONTINUES ET COMPECTS DANS L’ESPACE H'(0, +c0) 24

Lemme 2.7. ([24]) L’injection
H;,(0,400) < Cy[0, +00)
est compact.

Démonstration. Soit D C H;,(0,+00) un ensemble borné, alors il est borné dans
Co[0, +00) par Lemme 2.6. Soit R > 0 tel que pour tout u € D, ||u|| < R.ona. (a) D
est équicontinu sur tout intervalle compact de [0, +00). Pour u € D et ty,ts € [0, +00),

o /t " ey
(/:1;é5d7)5|u
< ([ )

et le membre de droite tend vers O lorsque |, — t3| — 0 pour % € LY(0,+00) (par le
théoreme de convergence dominée de Lebesgue).

(b) D est équiconvergent. Pour ¢ € [0, +00) et u € D, en utilisant le fait que u(+o00) =
0, nous avons

[u(ty) —u(tz)] =

;\Awﬂww> L_ir

p(T)

IA

[u(t) —u(+00)| = |u(t)]

/t ()
([ ) ([

< ([ s50r)

+00 1 2
< R (/ —d7'> — 0, quand ¢t — +-o00.
¢ p(7)

Le résultat découle alors du lemme 2.1. []

N

N =
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CHAPITRE 3

RESULTATS D’EXISTENCE POUR UN
PROBLEME D’ORDRE DEUX SOUS-LINEAIRE
SUR LA DEMI-DROITE PAR METHODE
VARIATIONNELLES

3.1 Introduction
3.2 Résultat principal

3.3 Example

Dans ce chapitre, nous présenterons un application
de le principe variationnel d’Ekeland pour résolution d’équa-
tions différentielles et nous choisirons comme exemple 1’ ar-
ticle qui a ét€ publié par les auteurs D. Bouafia, John R. Graef
et T. Moussaou1 en 2018 (voir [2]). C’est un bon exemple
pour €tudé I’existence de solutions a un probleme aux limites
du second ordre.
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3.1 Position de probleme

Nous considérons le probleme,

—(p(e)u/(2))" = Aq(@) f(z, u(x)), 2 € [0,+00),

u(0) = u(4+o0) = 0, G-

ot f :[0,+00) x R — R est une fonction continue et A est un parameétre positif.

Les problemes aux limites avec des conditions de Dirichlet sont un domaine de la théo-
rie des équations différentielles en développement rapide. Des problemes de ce type
se posent dans divers domaines de la physique, de la biologie, de la biotechnologie,
etc. Ainsi, I’existence et la multiplicité des solutions du problemes aux limites sur la
demi-droite ont été étudiées par de nombreux auteurs. Ces résultats ont ét€ obtenus
en utilisant des techniques de sousolution et sursolution, la théorie du point fixe et la
théorie des degrés topologiques, voir par exemple, [33], [25-28] et [32, 35, 37, 38].
Cependant, pour autant que nous le sachions, 1’étude de solutions pour les problemes
aux limites du second ordre, éventuellement singuliers sur les intervalles infinis via des
méthodes variationnelles a recu beaucoup moins d’attention. Par exemple, voir [24]
et [20, 21, 23, 31, 34]. Nous nous intéressons ici a I’existence de solutions pour un
probleme aux limites du second ordre avec I’opérateur de Sturm-Liouville sur la demi-
droite ; on prend comme modele un probleme de Dirichlet. Nos résultats sont obtenus
en appliquant la technique du principe variationnel d’Ekeland, et sous condition sub-
linéaire de la non-linéarité f € C([0,+o00) x R;R), avec un parametre positif, le ¢
pondéré a un signe constant sur toute la demi-droite, avec ¢ > 0, pour x > 0. Nous
donnons quelques nouveaux criteres pour garantir que le probleme (3.1) a au moins une
solution classique. De plus, on suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :

(H1) il existe des constantes a,b € RT \ {0} et r € (0, 1) tel que

|f(x,u)| < alul"+0b, VreR" VueR,

(H2) p : [0,4+00) — (0,+00) est de class C1, ¢ : [0,+00) — (0,+0c0) avec
5 ¢ € L0, +00), et
1
+o00 +00 d r+1
S
M, = /(/—)dw < +00,
p(s)
0 x
+00 “+0o0 d i1 ril
M, = /q(w)(/—s) C da < o0,
p(s)
0 x
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(H3) f(x,0) =0et lim @ = 400, uniformément pour x € [0, +00).

u—0t
3.2 Prliminaires
Soit I'espace Hy (0, +00) défini par
H (0, +00) = {u € AC([0, +00),R)| v/pu' € L2(0, +00), u(0) = u(-+oo) = 0},

muni par sa norme usurelle

+00 +00 %
|ull, = /uz(x)d:ch /p(x)u'z(x)d:v ,
0 0

H&p(O, +00) est un espace de Hilbert avec le produit scalaire suivant,

(u,v) = /u(m)v(az)d:c+ /p(x)u’(x)v’(:c)d:c Vu,v € Hy,(0,400).

est un espace de Hilbert avec le produit scalaire suivant,

+00
r+1 _ . r+1
L7 (0, +00) = {u : (0,+00) — R est mesurable, telle que / q(z)|u(x)|" " dre < +oo},
0

équipé par la norme usuelle

3
+
=

+0o0
fuller = | [ ot s
0

On considere aussi I’espace

o]0, +00) = {u € C([0,400),R) suchthat lim u(z) = 0}

T—r+00

muni par sa norme usurelle

[ulloc = sup |u(z)].
x€[0,+00)

Nous avons également besoin aux lemmes et corollaires suivants.
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Lemme 3.1. G0, +00) s’injecte de maniére continue dans L) (0, +00).

Démonstration. Pour toute u € Cy[0, +00), on a

400
Jull i, = [ aa)luta)*ids

0

400
< swp Ju@) [ gla)ds,

x€[0,+00)

0
_1
par conséquent, on obtient ||u|,+1,4 < C|u]|o, ot C' = ||q|| 75" []

Lemme 3.2. H; (0, +00) s’injecte de maniére continue dans L}[0, +00).

Démonstration. Pour tous u € Hg (0, +00), ona

u(2)" = [u(+o0) —u(z)| " =] /“u, sl
- /m@u%s) L™
v p(s)
< ([ o)™ ([ o0) ™
donc, on obtient
/q(:v)|u(x)‘r+1dx§ /p(S)u'Q(S)ds /Q(x)(/gﬁdsygldx ,

ainsi, nous avons
[ullr1,g < Mo[ull.

Corollaire 3.1. H; (0, +00) s’injecte de maniére compact dans L} (0, 400), on note

1 r+1
Hy, == Cy— L.
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Nous nous intéressons maintenant a la valeur propre principale A; du probleme non

linéaire
{—(p(x)u’(w))' = M(@)[u()", =20, 32
u(0) = u(+o00) = 0,
on note
A= inf{ /p(a:)u'(xfdm cu € Hy,\ {0}, / q(z)|u(z)| dr = 1}.
0 0

En suivant les mémes étapes que dans la proposition 3.2 dans [36], et lemme 1.4 dans
[3], on peut facilement établir le lemme suivant.

Lemme 3.3. \| est positif et est atteint pour une fonction positive ¢ € H&p(O, +00) \
{0}.

Nous avons besoin de la technique suivante pour prouver notre résultat principal.

Théoreme 3.1 (Principe variationnel d’Ekeland faible). ([29]) Soit (E,d) un espace
métrique complet et soit J : ' — R une fonctionnelle semi-continue inférieure, bornée
inférieurement. Alors, pour chaque € > 0, il existe u. € I/ avec

J(us) < i%fJ—I— g,

et pour chaque w € E avec w # u., alors

J(u:) < J(w) + ed(ue, w).

3.3 L’existence de solutions

Pour obtenir I’existence de solutions du probleme (3.1), on considere la fonctionnelle
énergie J : Hj,(0,400) — R défini par

J(u) = %HUHQ — A / q(z)F(z,u(x))dz, ué€ H&’p(O, +00),

0

ol F désigne la primitive de f par rapport a sa deuxieme variable, i.e. F'(x,u) =

Off(:z:, s)ds.
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Proposition 3.1. Supposons que les conditions (H1), (H2) soient vérifiées. Alors la
fonctionnelle J est Fréchet dérivable sur H&p(O, +00). De plus, on a

Uﬁmw:i/M@M@W@Mm—N/ﬁ@ﬂ%M@M@M%VUEE%@+W)

Démonstration. Montrons d’abord que J est Gateaux-différentiable. En effet, pour tout
v € Hy,(0,400), et pour tout £ > 0, on a

ﬂwwm—ﬂw:%/m@mwmm@ww—x/ﬁﬂm%m+mmmw
—%/@@)%@M+A/Q@w@w@mm
—5 [ peade vt [ pp e @
0 0
[ 4@ [Pl (et t0)(@)  Pla,ula)]de
0
= % p(z)v*(z)dx +t / p(x)u (2)v(z)dx
—tA / q(z) f(z, (u+ tbv)(x))v(z)dz,
0
ou (0 < 6@ < 1, alors
%[J(u +tv) — J(u)] = % /p(a:)v’2(x)da7 + /p(x)u’(a:)v'(x)dx
— A / q(z) f(z, (u+tov)(x))v(x)dz.
0

Soit ¢ — 0, alors, en utilisant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue et
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(H1),ona
+00

400
(.o = [ papdap@de-x [ alo)f @ ule)o(@ds, Vo€ H, (0, +00).
0 0
Ensuite, nous montrons que J' est continue. En effet, soit (u,) C Hj,(0,+00) avec

u, — u, lorsque n — 400, donc il existe R > 0 telle que ||u,|| < R pour tout n € N.
De plus, de (H1), (H2) et Lemme 2.6 , on obtient

9(@)|f (2, un(2))| < aq(@)|un(2)[" + bg()

<a sup |un(o)lg(x) + ba(a)
x€[0,+00)

= (allunll’ +0)g(x)

< (a(R\/H]%my + b) g(z) € L}0, +00),

par conséquent d’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on obtient

im_ Tq(x)f(x, un())d = 70q<x>f<x, u(w))dz.
Nous avons donc 0 O
(7 () = J'(w),v) = 70p<x>u;<x>v’<x>dx = ]ooq@c)f(x, un(2)o(w)de
- 70p<x>u'<x>v'<x>dx £ 70q<x>f<x, u(w)o(e)da
; ;
= Tpcc)(u;(x) — /() (2)da
;

Par passage a la limite dans (J'(u,) — J'(u), v), lorsque n — +o0, et tenue compte du
fait que f est continue, on obtient  J'(u,) — J'(u), comme n — +oo. O
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Définition 3.1. On dit que u € H&p(O, +00) est une solution faible du probléeme (3.1),
si pour tout v € Hy (0, +00), on a

«wwww3/mmwwmex—y/a@ﬂ@mwwwazo

Remarque 3.1. Puisque le terme non linéaire f est continue, alors une solution faible
du probleme (3.1) est une solution classique.

Notre résultat principal est le suivant.

Théoréme 3.2. Supposons que (H1) — (H3) soient vérifiées. Alors il existe X > 0 tel
que le probleme (3.1) a au moins une solution non triviale uy pour chaque \ € (0, \).

Démonstration. A partir de (H1), il existe 6; > 0 tel que
1
|F(z,u)] <a—— 1 |u|7"le + blu| < K|u|™*" forall |u| > 6, for some K > 0.
T

Aussi, a partir de (H1), il existe M3 > 0 tel que
|F(z,u)] < Ms pourtout u € [—d1,d1] ettoutx € (0,400).
Par conséquent,
|F(z,u)] < Mz + K|u|"t"  pourtout u € R ettout x € [0, +o0). (3.3)

A partir de (3.3) et (H2), et en utilisant I’injection continue de H&’p(O, +00) dans
L0, +00), c’est adire ||ully+14 < Moljul|, on a,

+00

Iw) = 51l = A [ a(w)Pla,ute)ds

0
+00
1

2§MW—A/ﬂ@@&+KMMWDM

0

1
> —||lul|* - /\Mg x)dr — AK () [u] (z)dx
2

+oo

1 r
=yWW—AM;/q@wx—Xmeﬁg
0

1
> Sllull® = Mg = AMs g1
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Fixons R > 0 (assez grand) et pour u € H; (0, +00) avec [|ul| > R, on a

1
J(w) = gllul = (KMl + Mallall).

RZ
(K M3 R4 Ms]lqll 1)

Notons que si A < \ 1= 5 , cela donne I’existence d’un nombre réel

p > R, satisfaisant

J(w) >0, if [ul=p, and inf J(u) >0, (3.4)
u€0B,(0)

et
J(u) > —C si ||ul| < p, pour certains C' > 0.

Puisque J est une fonctionnelle Fréchet dérivable, elle est donc semi-continue infé-
rieure, et bornée inférieurement B,(0).
Maintenant on montrer que,

inf J(u) <0. (3.5)

ueB,(0)

En effet. Soit p; € H&p(O7 +00) la fonction propre correspondant a la valeur propre
principale du probleme (3.2) comme définit dans le lemme 3.3. Alors, pour tout A fixe
dans (O, X) , par (H3), pour tout D,

'l | | (3.6)
2N [ [
il existe 0 < ep < 1 tel que
f(z,u) > Du" for 0<u<ep.
Notons que puisque 0 < u© < 1, on obtient donc
f(z,u) > Du" implique F(x,u)> Du"*". (3.7)

Puisque la fonction ¢; est continue sur [0, +00) et ¢1(0) = ¢1(4+00) = 0, il existe

¢>0,suchthat sup ¢(z) <@ Ainsi, pour chaque 0 < ¢ < %, (¢ near 0) by using
2€[0,+00)
(3.6), (3.7) et Lemme 3.3 on a

400

Tee) = Sl = A [ a@)P(a,tior(x)da

—+00
t2 T T
s—w%W—ADw*/q@WJ%@w
0

t2 T T
— §!|901\|2 — ADt™ Mg |17, < 0,
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Alors (3.5) est prouvé. Par raccordement (3.4) avec (3.5), on obtient

inf J(u) <0< inf J(u).
weB,(0) wedB,(0)

On définit sur B,(0) une distance comme suit.
d(u,v) = ||lu— o] foru,v € B,(0).

Clairement, B,(0) est un espace métrique complet. Il est connu que J € C'(B,(0),R),
donc J est semi-continue inférieurement et bornée inférieurementsur B,(0). On pose
que

¢y = inf{J(u) : u € B,(0)}.

Par le principe variationnel d’Ekeland (voir Théoréme 3.1) dans B,(0), il existe une
suite minimisante (u,) C B,(0), pour toutn € N\ {0} tel que

1 1
aon<J(up) < inf J(u)+—<cn+—, (3.8)
ueB,(0) n n
1 _
J(uy) < J(w) + EHw —uy|, Yw € B,(0). (3.9)

Si on met, w = w, + th dans (3.9), pour tout t > 0, h € Hy,(0,+00),etn € N\ {0},
alors on obtient J(u,) < J(u, + th) + 1t||h||. Ainsi, nous avons

%[](un) — J(u, +th)] < %Ilh\h

et tenu compte que J est une fonctionnelle Fréchet dérivable, on voit que
1
—(J'(un), ) < —||h]|, foralln € N\ {0},
n

si on met w = w,, — th, alors nous avons obtenu (J'(u,),h) < ||k, Vn € N\ {0}.
Puis,

1
sup [(J'(uy),h)| < =, foralln e N\ {0}.
Ipl<1 n

Par conséquent, nous avons
| (up)|| — 0, and J(u,) — ¢y asn — +oo,

ol ¢, représente I'infimum de J(u) sur B,(0). D’apres la discussion ci-dessus, nous
savons que (u,) est une suite (P.S5)., bornée (voir [30], Définition 2.3), et B,(0) est
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un ensemble convexe fermé, et d’apres corollaire 3.1, alors il existe u) € BP(O) C
H; (0, +00) et une sous-suite convergente encore notée (u, ), telle que

Up, — U, weakly in H; (0, 400),
up(z) — up(x), p.p.dans (0, +00),
Uy — Uy, fortement dans L} (0, 4-00).

Par conséquent, on passage a la limite en (J'(u,),v), quand n — 400, on en déduit
que

/p@Mﬂ@U@Mx—A/q@ﬁ@mﬂ@ﬂ@ﬂxz&
0 0

pour tout v € Hy (0, 400), a savoir (J'(uy),v) = 0 pour tout v € Hy (0, 400).
Maintenant reste 2 montrer que J(u)) = c). En effet, par (3.3) et lemme 2.6. Alors pour
tout z € [0, +00) et tout n € N\ {0}, on obtient
q()| F (2, un(2))] < Msq() + Kq(@) ()
< Msq(w) + Kq(z) sup |ua(2)]™"
x€[0,4+00)
< Msq(w) + Kq(@)|lua]li"

o

< (Ma+ K (pyI10) " ate) € (0, +00).

Ainsi, en utilisant le théoreme de convergence dominé du Lebesgue et (3.8), nous avons
que
ey < lim J(uy,) = J(uy) < .

n—-+00

Ainsi, ¢ est une valeur critique de la fonctionnelle ./ au point v dans /, 37p(0, +00). O

3.4 Example

ln(1+\u|2)+|u|5 7 q(a:)

_ _ iy
T = e "etp(xr) = e2”. Alors, nous

Nous considérons f(x,u) =
obtenons

1
Ve e RY,Vu e R: |f(x,u)] <2ul"+1, pourtout r € (Z’ 1).
D’autre part, nous avons
r 1
M; = 477, M, =250 and ¢, — € L}(0, +00).
p

Par conséquent, les conditions (H1) — —(H3) sont satisfaites. Ainsi, le théoréeme 3.2
est vérifié.
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Conclusion

Dans ce travail, on a €tudié quelque théoreme des points
crtiques et la méthode variationnel. Enfin, on a utiliser prin-
cipe variationnel d’Ekeland avec quelques outils d’analyse
fonctionnelle pour €tudé 1’existence de solutions a un pro-
bleme aux limites du second ordre suivant :

{ —(p(x)v'(x))" = Aq(z) f(z, u(z)), = € [0, +00),
u(0) = u(+o00) = 0,

ou f : [0,+00) x R — R est une fonction continue, \ est
une parametre réel positif.
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Abstract

The purpose of this thesis is to study some critical point theorem and the variational method
and to specify the variational principle of Ekeland . Finally, we used Ekeland’s variational
principle to find the solutions to a second-order boundary value problem in the form :

{ —(p(2)'(z))" = Aq() f(z, u(z)), = €0, +00),
u(0) = u(+00) = 0,

Keywords : Ekeland variational principle. Critical point. Existence of solutions. (P.S).. Second
order.

Résumé

Le but de cette mémoire est d’étudier quelque théoreme des points crtiques et la méthode
variationnel et en présiser le principe variationnel d’Ekeland. Enfin, nous avons utilisé le principe
variationnel d’Ekeland pour trouver les solutions a un probleme aux limites de second ordre
sous la forme :

{ —(p(x)d(z)) = Aq() f(z, u(z)), x € [0,+00),
u(0) = u(+ oo) 0,

Mots clés : Principe variationnel d’Ekeland. Point critique. Existence de solutions. (P.S)e.
Second ordre.
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{ —(p(@)u/(z)) = Ag(2) f(z,u(x)), x € [0,+00),
u(0) = u(+00) =0,
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