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0.1 Introduction

La théorie des espaces multi-normés est développée par H. G. Dales, M. E. Polyakov
dans un ouvrage contient de maniére presque encyclopédique tout ce qui était connu au
ce sujet.

L’objectif de notre mémoire est de mettre en évidence quelques résultats de la théorie
des espaces multi-normés.

Notre travail se divise en trois chapitres. Dans le chapitre 1 on étudie les axiomes de
la définition d’une multi-norme et d’une dual multi-norme plus quelques conséquences de
ces axiomes.

Dans le deuxiéme chapitre, on donne une étude générale sur la dualité dans les espaces
multi-normés.

Le troisiéeme chapitre représente la notion des espaces vectoriels multi-topologiques
et étudie les suites multi-convergentes et également les manieéres de détermination des

espaces vectoriels multi-topologiques a partir d’un espace multi-normé.



Chapitre 1

Les axiomes et quelques

conséquences



1.1 Les axiomes d’une multi-norme et dual multi-

norme

1.1.1 Définition des axiomes

Nous commencons avec la définition d’une multi-norme.(on dit que ||z||; est la norme initiale)

Définition 1.1.1 Soit (E,||-||) un espace normé complexe (respectivement, réel). Une

multi-norme d’ordre n € N sur {E¥,1 <k <n} est une suite (||-||,) telle que |||,

1<k<n

est une norme sur E* pour tout 1 < k < n, avec ||z||, = ||z|| pour tout x € E, et que les

aziomes suivants (Aq)-(Ay) sont satisfaits pour chaque k avec 2 < k <n :

(A1) Pour tout o € 8y (le groupe de permutations d’indice k) et x = (z1,...,x) € E*, on

a

H (330'(1)7 wra(k))Hk = ||(I‘1, 7$k)||k

(A2) Pour tout ay, ..., ay € C (respectivement, pour tout o, ...,ay € R) etz = (21, ...,x1) €

E* on a

s, coananl, < (s ol ) fel,

(A3) Pour tout xy,...,251 € F, on a

||<£L’1, ooy Te—1, O)Hk = ||(ZL’1, ) xk—l)Hk—l

(A4) Pour tout z1,...,x,_1 € E, on a

||(301, ~-~,$k72,$k71,$k71)||k = H(ﬂfb "'7mk*2>xk71)‘|k71

dans ce cas ((E", |]l,) : 1 <k < n) est dit espace multi-normé d’ordre n.



Une multi-norme sur { E* : k € N} est une suite (||||,),~, tel que (||-||, : 1 < k < n) est

k>1
une multi-norme d’ordre n pour tout n € N. Dans ce cas on dira que ((£", ||-||,,) : » € N)

est un espace multi-normé.

Remarque 1.1.2 1) L’aziome (A;) proprement dit, pour tout permutation o € &y, l’opé-

rateur linéaire A, défini de (E*,|-|,) dans lui méme par

Ao ((24)i) = (%(i))i

est une isométrie.
2) L’aziome (Ay) proprement dit, pour tout o = (au,...,ax) € CF avec |ay| < 1, on a
M| < 1. Ou M, est Uopérateur de multiplication par la suite (o;)1<i<) défini sur E*

par Mo ((zi)1<i<k) = (i) <oy - On sait que || M,|| = Max |oy] .

1<i<k

Avant de passer aux définition d’un espace dual multi-normé, on donne un autre axiome
(B4) comme suit :

(B,) Pour tout z1,...,x,_1 € E, on a
(@1, oo Th2, @1, o) |y, = [[(@15 -0 Tom2, 200-1) |,y

Définition 1.1.3 Soit (E,||-||) un espace normé. Une dual multi-norme d’ordre n sur
{E* k € N} est une suite (||-|,,), des normes |||, sur E* pour tout k € N*, avec
|z||; = ||z|| pour tout x € E, et que les axiomes (A1), (Az), (As) et (By) sont satisfaits

pour chaque k > 2,

Dans ce cas on dira que ((E*,|||,) : k € N*) est un espace dual multi-norme.

1.1.2 Indépendance des axiomes

Nous donnons des exemples pour montrer que les quatre axiomes (A;)-(A4) sont indé-

pendants.



Example 1.1.4 Soit (E, ||-||)un espace normé. Fizons ||z||, = ||z| pour tout x € E, et

pour tout n > 2 et définissons

(1, .cs )], = max{||x1|| , ”m;H,..., Hx;”} pour tout (ry,...,x,) € E™.

On vérifie immédiatement que ||z||, est une norme sur E™ pour tout n € N, et que la
suite (||-||,,) satisfaite les axiomes (As), (As) et (A4) pour tout n € N. Cependant, si on

prend © € E avec ||z|]| = 1 on trouve
122, 30)ll, =2 et [|(3z,22)l, = 3.
Donc || x|, ne satisfait pas Uaxiome (Ay).

Example 1.1.5 Dans cet exemple, on pose = C.

Pour z € C on définit ||z||, = ||z||. Ensuite, pour (z,w) € C? on définit

r((zw)) =

(lz —w|+ |z +wl).

| —

Alors r est une norme sur C?. De plus,
r((z,2)) =r((2,0) = |z,
pour tout z € C. Et aussi pour tout (z,w) € C?,
r((z,w)) = r((w,2)) = max {|z], |wl}.
Enfin, pour n > 2 et (z1, ..., z,) € C" on pose

[ )l = max 7z ))

Alors

Iz, w)lly =7 ((z,w)), pour (2,w) € C*



et pour tout (z1, ..., z,) € C"

Il s’ensuit facilement que |||, est une norme sur C" et que la suite (||-|,,)nen vérifier les

aziomes (A1), (As) et (Ay) pour tout n € N. D’autre part l’axiome (Az) n’a pas lieu pour

Il en effet,

1Ll =5 (L =il + 1 +i)) =v2 2 1= |1, ],

N | —

d’ot le resultat.

L’exemple suivant montre que pour les multi-normes d’ordre 2, ’axiome (A3) est in-

dépendant des autres axiomes.
Example 1.1.6 On prend E = C et on définit

Iz, = 2] et lI(zw)lly =3 (|2l + |w]),

pour tout z,w € C.

Alors ||-||, est une norme sur C?* et vérifie les axiomes (A1), (As) et (As). Cependant
1
0,0l = 5 < 1=,
et alors laziome (As)n’est pas vérifier pour ||-||, .

Example 1.1.7 Soient (E, ||-||) un espace normé non vide et p > 1. Pour tout n € N et

pour tout (x1,...,x,) € E™ définissons

n ,
(@1, sz, = (Z H%H”) :
j=1

Pour tout p > 1, la fonction ||-||,, est une norme sur E", et la suite (||-||,,), satisfait les

axiomes (A1), (Az2) et (As) pour tout n € N, mais ||-||, ne satisfait pas Uaziome (Ay).



On note que la suite (||-[],), oy satisfait 'axiome (By) si et seulement si p = 1 alors dans

ce cas, (||-],,), - €st un dual multi-norme.

neN
Dans la proposition suivante nous montrons que l'axiome (As) découle des autres
axiomes dans le cas ol nous avons des normes sur toute la famille { E” : n € N}. Dans la
de cett iti tilise la notati ivante. P = EF
preuve de cette proposition on utilise la notation suivante. Pour z = (x4, ..., %) € on

définit [ par

n nk
2™ = (21, . w2y Ty ey T, 1) € B

tel qu'il existe n copies du chaque block (z1, ..., ) .

Proposition 1.1.8 Soit (E,||-||)un espace normé, soit (||-||,,)nen une suit telle que ||-||,
est une norme sur E™ pour chaque n € N, tel que ||z||; = ||z| pour tout x € E, et tels
que les axiomes (Ay), (Ag) et (As) sont satisfaits pour chaque n € N. Alors (||-||,,),,cy €5t

une multi-norme sur (E™ : n € N).

Démonstration. Il suffit de montre que I'axiome (As) a lieu. Soit n € N, et prend

x = (x;); € E", avec ||z||,, = 1. On pose

a=|[(z1, s Tn, 0)][ )1 -

Alors par (Ay) et (A4) on obtient 0 < a < 1. Pour tout k& € N, par (A4;) et (A4) on trouve

l,[k—i—l} EE(k-‘rl)n et ||x[k:+1]H( 1.

k+1)n -

Pour i € N avec 1 < i < n + 1 on considére B; le sous-ensemble de {0,1,...,(n + 1)k}
défini par
Bi={1+@G—-1)k,...,ik}.

Soit ()p, la projection sur B, c-a-d



Par (A) et (A4), on a
Q. (1) ||(k+1)n =

De plus,
k+1
ZQ [k+1] kx[k—i—l} :
et donc
E = ka[kﬂ}H(kH)n
k+1

< 310 () gy = (b 1

dou a > = k:+ Cela a lieu pour tout k € N, donca=1. =

1°

1.2 Conséquences élémentaires des axiomes

Dans la suite nous donnons quelques conséquences immédiates des axiomes pour les

espaces multi-normés et les espaces dual multi-normés.

1.2.1 Reésultats pour les normes spéciales

Définition 1.2.1 Soit (||||,),.y une suite telle que ||-||, est une norme sur E* pour tout
ke N etl-, = Lasuite (||][,),cy €st dite norme spéciale si elle vérifier les axiomes
(A1), (A2) et (A3).

Le couple (E™, ||-||,,) est dit alors espace normé spécial.

Example 1.2.2 Les multi-normes et les dual multi-normes sont des exemples de normes

spéciales.

Dans le reste de ce paragraphe, supposons que (F, ||-||) est un espace normé complexe,
et que (||-[|,),cy €St une norme spéciale. Ainsi, les résultats s’appliquent & les espaces

multi-normés et les espaces dual multi-normés d’ordre n.



Lemme 1.2.3 Soient k € N avec 1 < k<n—1 et xy,...,x141 € E. Alors
||(I1, ) xk)”k < H(xl? oy Ll xk+1)||k+1 :
Démonstration. Par (Ay) et (A3),

Izl = (1@ 2k 0l

< @,z ) g4
d’otu le résultat m
Lemme 1.2.4 Soient j,k € N avec j +k <n et x1,....,x5,vy1,...,yxs € E. Alors
1@, o2y U g, < M@ )+ 11 v,
Démonstration.

||(I‘1, Ly, yl,...7yk)||j+k - || L1yeeey Tj,y 07 0) + (07 sy 07 yl,...7yk)||j+k

IN

(par (A1) = |
(par (43)) < |

(

(21, ..., 25,0, ...O)]|j+k + (0, ..., 0,y1, ...,yk)HHk
(1, ..., 2,0, ...0)||j+k + || (y1, -, Y, O, ...,())||j+k
(

T1,..., T, )||j 1y - y) |l

Lemme 1.2.5 Soient 1 <k <n et xy,...,x, € E. Alors

max ||z;|| < [[(@1,..., )],

1<i<k
k
i=1
< kmax ||a;]|
1<i<k

10



Démonstration. Pour tout 1 <i < k, par (A;) et (43) on a
lzll = 110, - @i, ., 0) -
Alors par (As) avec (aq,...,ax) = (0,...,1,...,0) on trouve

il = 110, s @iy -, Ol < (@, - i)l

ce qui entraine

g%inzn < |[(@1, .oy i) ||, -

D’autre part par si on applique le Lemme 1.2.4 k fois,

IN

1Gexs szl < llell + 1l e i) ey

A

< ekl + lorall + (@ s zh2) [l

< ekl + ekl 4o+ ]

k
= D llwll < kmax |||
i=1

1<i<k

Corollary 1.2.6 Si (E,||-||) est un espace de Banach, alors l’espace normé (Ey, ||-||,) est

un espace de Banach pour tout k € N (1 <k <mn).
Par le corollaire ci-dessus on peut donner la définition suivante

Définition 1.2.7 Soit ((E", ||-||,) : » € N) un espace multi-normé. (respectivement, dual

espace multi-normé) tel que (E,||-||) un espace de Banach. Alors (E™, |||, est dit

1<k<n

un espace multi-Banach (respectivement, espace dual multi-Banach).

1.2.2 Reésultats pour les multi-normes

Dans ce paragraphe, supposons que (F, ||-|]|) est un espace normé complexe, et que
(E™, |Il,,) <<, un espace multi-normé d’ordre n, c-a-d la suite (||-[|,) satisfait les

axiomes (A;)-(Ay4).

1<k<n

11



Lemme 1.2.8 Soient k € N* quec 1 <k <n etz e E. Alors
1y 2l = ]l
Démonstration. La preuve est clair par (A4). =

Lemme 1.2.9 Soient j,k € N* avec 1 < j,k < n et x1,...,2;,y1,....,Yx € E tel que

{z1,...,x;} est un sous ensemble de {yi, ..., yx}. Alors

1G1s e )l < M1 - we) -

Démonstration. Par les axiomes (A;) et (A4) on peut supposer j < k et x; = y; pour

1 < j. Donc par le Lemme 1.2.3,

< H(yla"'7yj7yj+17"'7yk)Hk'

Lemme 1.2.10 Soient k € {2,...,n} et xy,...,2x € E. Si v = axp_1 + Pxy avec
a,f€1[0,1] et o+ B =1. Alors

||({1§‘1, vy Tp—2, ‘/L‘VI)H]C S ||($1a -"7ajk—27$k—1axk)||k :
Démonstration. On pose

y= (21, Th2) et A=y, zp_1, )|l -

Alors

(ya z, .I') = Oé2 (ya Tk—1, xk—l) + 056 (y» Lh—1, xk) + 04/8 (f% Tk, xk—l) + 62 (,% Ly xk) .

Mais par (A;) on a
(Y, zhs 1) ||}, = A.

12



Aussi par le Lemme 1.2.9 on a

||(ya Tk—1, :L‘k—l)Hk S A
et

D’ou

(21, ooy Tpgy 3, 2) ||, < (a4 B)°A

= A= |(z1,...,T5—2, Tp—1, Tr) || -

Proposition 1.2.11 Soient ((E", ||-||,,) : n € N) un espace multi-normé et ¢, = exp (&%)
avec k € N*. Alors

k
D G

m=1

k
1
Izl < 2 (1.1)
j=1

Pour tout x, ..., x, € E.
Démonstration. Nous écrivons ¢ pour (.

Notons d’abord que

m=1j=1
pou tout 1 < ¢ < k.
Et comme
S g, =k, m=¢
S =0, A L
alors

([P

13



ko
Pour tout 1 < j < k on définit y; = > (/"'zy,. Alors

m=1
<Zgj(m1)$m7 sy ch(mk)xm> - || (Ci]yﬁ ) Cik]yj) Hk .
m=1 m=1 k
Mais ||(§_jyj,...,C_kjy)||k = ||y;l|,, Pour tout 1 < j < k par (A;) et le lemme 1.2.8, et
donc
||(IL‘1, ||k = ]{JZ chmﬂfm
7j=1 [lm=1

|

1.2.3 Résultats pour les dual multi-normes

Nous avons maintenant quelques lemmes élémentaires sur les espaces dual multi-normés.
Dans le reste de cette section, nous supposons que (F,||-||) est un espace normé et
((E* |Ill;) : k € N*) est un espace dual multi-normé c-a-d la suite (||-]|,) satisfait

les axiomes (A;)-(A3) et (By).

keN*

Lemme 1.2.12 Soient k € N* et xq,...,x, € E. Alors
||($1, ey Th—2, Th—1 +$k)||k_1 < ||($17 -~,€70k—2,90k—1,90k)||k‘

Démonstration. Par (B,) on a

= (+)

<7J17 T—2, <xk12+ xk)a <xk12+ xk))

1@rs oo 22 2t + 20y = ’

Puisque [-]|, est une norme sur E* et par (A;) on obtient

1
(*) = 5 ||(~r17"'7xk—27xk—17xk)+(xly"'axk—%xkaxk—l)nk

< (@1, ooes T2y The1, k) ||

14



Lemme 1.2.13 Soient k € N*, aq,...,ap, € C, et x € E. Alors

k
(e, ..., )], = <Z|%|> ][ -
j=1

Démonstration. Par lemme 1.2.5

k
Iz, ..., )|, < (Z!Oﬂ) ][ -
j=1

Mais aussi
(1, ...,cq2)||, = |(Joa|z, ..., ox|2)||,  par I'axiom (As)
k k
> D eyl || = <Z my) |z|  par lemme 1.2.12.
j=1 j=1
[

15



Chapitre 2

Dualité dans les espaces

multi-normeés

16



2.1 Duals de produits des espaces de Banach

Soient (£, ||-||) un espace normé et k € N. Soit ||| - ||| une norme sur I’espace vectoriel
EF vérifier
llzlll = maz {[loill : 1< i <k}, (2= (2:); € E*). (2.1)
Et
1O, .o zi, o, O) ] = [zl , (wi€ B, 1<i<k). (2.2)

Maintenant, pour \i, ..., A\ € E*, on définit A : E¥ — K par

k

M) = (z,A) =) (2. M), (2.3)

i—1
pour tout z = (z1,...,73) € E*.

Alors ) est une forme linéaire sur E* et

k
[z, )] < (Z;HAZ-II) max [z

k
< (ZHMI) HEI1e
i=1
pour tout = = (1, ...,7;) € E¥. Donc A € (E*, ||| - |||)” avec

k
*
s Il < DI < 3 Il
1=

ott ||| - |||* est le dual norme de ||| - |||. De plus, chaque élément de(E*, ||| - |||)" se présente

de cette maniére.

Ainsi, nous pouvons considérer (E*)" comme un espace de Banach pour la norme |||-|||*,
identifier A € (E*, ||| ||])" avec (A1, ..., \x) € (E)F.
Dans ce cas, on voit facilement que ||| - |||* est une norme sur (E*)* satisfait aussi les

équations (2.1) et (2.2).

Dans cette section, nous justifierons le terme "espace dual multi-normé".

17



2.2 Dualité dans les espaces normés spéciaux

Soient (E, ||-]|) un espace normé, k € N*, et ||-||, une norme sur 'espace E¥. Comme

précédemment, la norme dual sur I'espace (E*)k est indiquée par |-||;, de sorte que,

k
Z $j7 ZEl,...,Ik)Hk S 1}
7j=1

pour Ay, ..., A\ € E* prenant le superieur sur x1,...,x; € F.

explicitement,

|(A1, oy Ak Hk—sup{

Soit ((E™, ||-]|,,) : m € N*) un espace normé spécial, c-a-d (||-||,), . €st vérifier les axiomes

(A1), (Ay) et (As) pour tout k € N*.

keN

Ensuite, il résulte de Lemme 1.2.5 et I'axiome (As) que chaque norme ||-||, satisfait les
équations (2.1) et (2.2) (avec |||, aulieu de |||-|||), et ainsi ((E*)",|]-||;) est homéo-
morphe a (E*)* (avec la topologie de produit de E*). Ainsi, nous avons défini une suite
(I°[173) peny telle que |||} est une norme sur (E*) pour tout k& € N* . Clairement [|A[|} = [|A[|"

pour tout A € E*.

Proposition 2.2.1 Soit ((E*,|-||,) : k € N*) un espace normé spicial. Alors (((E*)",||l;) : k € N¥)

est un espace de Banach spécial.

Démonstration. Les axiomes (A;) et (As) pour ((E*, |-|,) : ¥ € N*) implique les axiomes
(A1) et (Az) (respectivement) pour (((E*)",[|-||}) : k € N*).
Soit k > 2 est A1, ..., \p,_1 € E*. Pour tout x4, ..., 2, € I/, par Lemme 1.2.3 on a

11 ) ey < (e 2, @)

et alors
[[CNTRR VT ()} M=y ([0 VPP VY 1 M

D’ott 'axiomes (A3) pour ((EF)", |||} : k € N*). m

18



2.3 Dualité dans les espaces multi-normés
Supposons que (£, ||-]|) et (F,||-||) sont des espaces normés.

Théoréme 2.3.1 Soit ((E*, |-|,) : k € N*) un espace multi-normé. Alors ((E*)k Al ke N*)
est un espace dual multi-Banach.

Dans ce cas ((E*)k Al s ke N) est dit le dual de Uespace multi-normé ((E*, |-|,) : k € N).

Démonstration. Par la proposition 2.2.1, il suffit de montrer que ((E*)k Al k€ N)
vérifie (By).

Soit Ay, ..., \p_1 € E* et on pose

A= [[(A1y oo Akmy Akm1, Ae—) [l
et
B - ||<)\17 ...,)\k,Q, 2)\]9,1)”;;71 .

Pour tout & > 0 choisissons (1, ..., ;) € E* tel que ||(x1, ..., zx)||, < 1 avec

E

—2
(25, \j) + (Tr—1, A1) + (T, Ae—1)
1

>A—e¢.

<.
Il

On pose z = =15 Par le Lemme 1.2.10 et (A4) on a (21, ..., zj_2,z) € EF71 tel que

(1, ..., Th—2, )|, <1, et donc

k—2
B > > (wA) + (2,20 1)
j=1
k—2
= > (@A) (@hen M) + (s Meer) | > A— e
j=1

Deuxiémement, choisissons (21, ..., zx_1) € E*! tel que ||(z1, ..., x5-1)||,_, < 1 avec

N

—2
(25, \j) + (Tr—1, 2 1)
1

> B —¢.

J
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Alors par (A4) on obtient (w1, ..., 7,125 1) € E* tel que (1, Tpr, 1) ||, < 1. Et

donc

S

-2

A>

<$j,Aj>ﬁ—<Ik_1,2Ak_1> > B —e.
1

.
Il

Les deux inégalités ci-dessus sont valables pour chaque ¢ > 0 et donc A = B.

Ainsi, la suite (||-||;),cy satisfait Paxiome (By) et nous avons donc montré que le couple

<<(E*)k , ||||Z> S N) est un espace dual multi-Banach. =

2.4 Exemple d’une multi-norme

La multi-norme minimale

Soit (E, ||-||) un espace normé. Pour k € N* définissons ||| sur E par

() [ = ma [l

Pour tout zy,...,2 € E.

min

Il est immédiat que ||-|[;"" est une norme sur E¥ pour chaque k € N* et pour chaque

n € N* la suite <||||Zmrl est une multi-norme d’ordre n (dite multi-norme minimale

>1§k§n
d’ordre n). Il s’ensuit que (Ek, HH?IH) est un espace multi-normé.
keN®

est dite la multi-norme minimale.

La suite (|- H;nin

Soit E/ un espace normé. On voit facilement que le dual de la multi-norme minimale

sur {E™ : n € N} est (||-]7) ot ||-||* est défini par

neN?
n
1O A =D Il
j=1
pour tout Aq,...,\, € E*.

Proposition 2.4.1 Soit n € N*. La multi-norme minimale d’ordre n est l'unique multi-

norme d’ordre n définie sur {C]ﬂ 1<k< n} .
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Démonstration. Soit (|||, : 1 < k& < n) une multi-norme d’ordre nsur {C*, 1 < k <n}.
On prend k avec 1 < k < n. Par le Lemme 1.2.8 on a ||(1,...,1)|[, = 1. Maintenant soit
(ay,...,az) € CF. Par (Ay) on a

< ; = ;
(e, .. )l < max fag [[(L, ..., Il), = max fas],

et alors par le Lemme 1.2.5, max la;] < ||(eua, ..., )|l - Enfin,

I{en, ... )l = pax o]
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Chapitre 3

Espaces vectoriels multi-topologiques

et multi-normes
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3.1 Espaces vectoriels multi-topologiques

Soit E un espace vectoriel et considérons EN I’espace vectoriel de toute les suites ()

d’éléments de E. Définir
i: E — EN

z = (2)
avec (z) est une suite d'un seul élément z donc i (F) est un sous-espace vectoriel de E™.

Pour un sous-ensemble non vide S de N*, pour tout z = (z;); € EY on pose

in7i€S $27@¢S
0,i¢S 0,i€s

Alors Pg est la projection sur S et Qg est la projection sur S°.
Pour z = (z;); € EN et y = (y;); € EN on définit 211y € EN par

olly = (21,91, T2, Y2, T3, Y3, - -

Et pour k € N* on définit zI1,y € EN par

k k
II _ |
T = | 1y...,L1,L2y ey T2y ... | .

Définition 3.1.1 Soient E un espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de EN avec

i(E) C F. Un sous-ensemble B de F' est une base si

(T1) A, (B) = B pour tout o € dy;
(T3) M, (B) C B pour tout a = (a;); C C avec || < 1;
(T3) Pour tout x € F on a

r€e€B <«— zllr e B ;

(Ty) Pour tout = € F on a

,,,,,
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Définition 3.1.2 Soit 7 une topologie sur F. Alors on dit que E est un espace vectoriel
multi-topologique (par rapport a (F, 1)) si (F,T) est un espace vectoriel topologique séparé

avec une base locale B constituée d’ensembles de base et tout les voisinage de 0.

Proposition 3.1.3 Soit E un espace vectoriel multi-topologique par rapport a (F,T) et

soit B un ensemble de base dans F'.

(i) Soient x € F et k € N. Alors x € B si et seulement si zIl,z € B.
(74) Soit z € F. Alors x € B si et seulement si 2110 € B.
(7i1) Soit (x;) € F. Alors (x;) € B si et seulement si (0, xy, 29, ...) € B.
(iv) Soit z,y € B. Alors zlly € B + B.
(v) Soient x = (x;) € B et (k,), est strictement croissante dans N. Alors (xy,) € B.

Démonstration.

(i) Soit n € N tel que 27 > k. Par (T3), x € B si et seulement si zIly;x € B. On prend

-----

.....

Par (T}) a nouveau, ceci est vrai si et seulement si zIIyz € B. D’ou le résultat.

(77) Supposons que x € B. Alors zIlz € B par (T3), puis zI10 € B par (72). Supposons

77777

(171) C’est immédiat de (71) et (Ty).

(iv) Par (i7), 2110, yI10 € B. Par (T}), Olly € B. Ainsi
xIly = «I10 + Olly € B + B.

(v) Par (T3), (0,...,0,2,,0,...0,,24,,0...) € B. Par (T1) on a (x,) 10 € B par (i),
(l’kn) € B.
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3.2 Suites multi-convergentes

Soit K un espace vectoriel multi-topologique. Nous pouvons définir une notion de

convergence dans £ comme suit.

Définition 3.2.1 Soit E un espace vectoriel multi-topologique par rapport & (F,T) tel que
(F,T) a une base locale B de sous-ensembles de base de F' et soit (x;), une suite d’éléments

dans E. On dira que la suite (z;), est multi-nulle et on écrit limz; =0 (dans E) si
VB € B,3ng € N:n >ny = (zp, Tpni1, Tni2,...) € B.

De plus, soit x € E. La suite (z;), est dite multi-convergente vers x et écrit limz; = x

71— 00

(dans E) si la suite (x; — x); est multi-nulle dans E.

Les collections de suites multi-convergentes et multi-nulles dans E sont notées respecti-

vement par Cy, (E) et Cpo (E).

Définition 3.2.2 (Suite multi-Cauchy) Une suite (x;), € EV est une suite multi-

Cauchy si pour chaque B € B, il existe ng € N tel que
(Tos Tty ooy T, 0,0,...) € B (n>m > nyg) .

Maintenant on définit la multi-fermeture d’une partit d’'un espace vectoriel multi-

topologique.

Définition 3.2.3 (Multi-fermeture) Soient E un espace vectoriel multi-topologique par
rapport a (F,7) et S un sous-ensemble de E. La multi-fermeture de S est l’ensemble des
éléments x dans E tel qu’il existe une suite (x;), d’éments de S multi-convergente vers x

(c-a-d limz; = x).

25



Remarque 3.2.4 Les quatre axiomes (11)-(Ty) de la Définition 3.1.1 ont une interpré-
tation immédiate et naturelle en termes de convergence. Ainsi :

(T1) Indique que chaque permutation d’une suite multi-nulle est une suite multi-nulle.
(T3) Indique que M, (x) est une suite multi-null chaque fois que o = () est une suite
bornée dans C et x est une suite multi-nulle.

(T3) Indique que xIlz est une suite multi-nulle si et seulement si x est une suite multi-
nulle.

(Ty) est un «critére de Cauchy» pour les suites multi-nulles. Alors par (Ty), une suite

est une suite multi-nulle si et seulement si, elle est multi-Cauchy.

La proposition suivante montre que la notion de suite multi-nulle peut dépendre du

choix de I'espace F'.

Proposition 3.2.5 Soit E' un espace vectoriel multi-topologique par rapport o (F, ).

(1) Chaque sous-suite d’une suite multi-nulle dans E est une suite multi-nulle.
1) Sotent o, B € C et ()i, (yi)i € eux suites multi-convergentes dans E,telles que
i) Soient o, 3 € C et Y EN d it Iti gentes dans F,tell
limz; =2 et limy, =y.
Alors la suite (ax; + By;), est multi-convergente dans E, et de plus

lim (aw; + By;) = ax + By.

(ii7) Les collections c,,(E) et ¢, 0(E) sont des sous-espaces vectoriels de EN.

3.3 Espaces multi-normeés et espaces vectoriels multi-
topologiques.

Nous étudions maintenant la relation entre les espaces vectoriels multi-topologiques et

les espaces multi-normés.
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Définition 3.3.1 Soient ((E™, ||-||,) : n € N*) un espace multi-normé et v = (zv;) € EV.
On définit

supx = sup (z;)

= sup{||(zrys - 2w, ), k1, oo k2 € N e N*}

Remarque 3.3.2 [l résulte de (Ay), (Aq) et Lemme 1.2.3 que (||(21, 22, ..., 70)|l,,) e €5t

une suite croissante, alors

supz = sup{|(z1,z2,....,z,)|, : n € N}

= lim ||([L‘1,l’2,.-.7«rn)”n‘

n—oo

Définition 3.3.3 On définit
F:{xEEN:supac<oo}.

Et pour chaque € > 0,
B.={x € F:supx <e}.

Et alors on pose

B={B.:¢>0}

Théoréme 3.3.4 Soient ((E™, ||]|,,) : » € N) un espace multi-normé et F,B comme ci-
dessus. Alors F est un sous-espace vectoriel de EN avec i (E) C F et E est un espace
vectoriel multi-topologique par rapport a (F, 7). Ou (F,T) admet B comme base locale. En

outre, chaque ensemble B, est convexe et borné.

Démonstration. Il est clair que F est un sous-espace vectoriel de EY. Par le Lemme
1.2.8, i (F) C F.

Montrons que B est une base locale & 0 dans F'. Soit ¢ > 0, nous avons B: + B: C B..
Si e1,62 > 0, nous avons B. C B., C B, pour ¢ = min{ey,e2}. Si € B, nous avons

supz < ¢, et donc x + B, C B, pour 7 = 1 — sup . Ainsi B est une base locale a 0 dans
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F ce qui implique que, B définit une topologie 7 telle que (F,7) est un espace vectoriel
topologique. Puisque N{B. : ¢ > 0} = {0}, la topologie T est séparée.
Il est clair que les axiomes (77),(75%) et (T) sont satisfaits. Supposons que = € B, ou

e >0 et on prend ki, ..., k, € N*. Par (A;) et (A4) on trouve

H ((me)kl R (mﬂx)kn) ||n = H(xjn e xjm)Hm )

pour certains m < n et ji,....,Jm € N* et nous avons donc zllx € B.. I'inverse est

immediat, et ainsi (T3) est satisfait. Ainsi, chaque B. est un ensemble de base dans F. m

Définition 3.3.5 La topologie T définie sur F dans le théoréme ci-dessus est celle déter-

minée par l’espace multi-normé ((E™,|-]],) : n € N).

Alors nous considérons (F,7) comme 'espace déterminé par un espace multi-normé
((E™||],)) : n € N) sans mention explicite.
Nous interprétons maintenant le concept de «suite multi-nulle» dans les notations ci-

dessus.

Théoréme 3.3.6 Soient ((E™,|-||,) : n € N) un espace multi-normé et (z;), € EN. Alors
(x;); est une suite multi-nulle dans E si et seulement si, pour tout € > 0, il existe ny € N*
tel que

sup H (an, ,mnH)Hk < g, pour tout n > ng.
kEN*

Remarque 3.3.7 Soit (z;), une suite multi-convergente avec limz; = x. Il s’ensuit que

1—00

)l = el (3.1)

lim sup || (ajnﬂ,

n—oop N+ nJrk) Hk
Proposition 3.3.8 Soit ((E™,|-]|,) : n € N) un espace multi-normé. Les assertions sui-
vantes sont équivalents,

a) Toute suite nulle dans (E, ||-||) est une suite multi-nulle

b) Il exziste une topologie o sur E telle que les suites multi-nulles sont précisément les

suites convergentes dans (E, o).
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3.4 Opérateurs multi-bornés (multi-continus)

Définition 3.4.1 (n-amplification d’un opérateur) Soient T' € L(Ey, F3) un opéra-
teur linéaire entre deux espaces vectoriels etn € N*. Le n-amplification de'l" est [’opérateur

linéaire T™ : E} — EJ défini par
T (xy, ..., x) = (T(21), ..., T(2,)) (3.2)

Proposition 3.4.2 Soient E1, E5 deux espaces vectoriels et n € N*.
1) S8i T € L(Ey, Esy), alors T est injectif (respect. surjectif) si et seulement si T™ est
injectif (respect. surjectif)
2) Si S, T € L(E,), alors
(SoT)™ = 5m o™ (3.3)

Remarque 3.4.3 Soit T' € L(E4, Ey) un opérateur linéaire borné (continu). Si (ET, |-]],)

et (E3,|]l,) sont deux espaces multi-normés, par le Lamme 1.2.5 on a

1<i<n

max [T (x;)|| < [[(T(z1), ., T(za))ll,, < Z 1T ()l

Done, T™, le n-amplification de T, est un opérateur linéaire borné de (E}, |-||,,) dans
(5, [I]],,) avec

T < |7 < nIT- (3.4)

Cependant, la norme est dépend de n.

Définition 3.4.4 (Opérateur multi-borné) Soient n € N*, (EY.|-|[,) et (EZ.|-,)
deux espaces multi-normés et T € L(Fy, Fy) un opérateur linéaire borné. On dira que T

est multi-borné de norme ||T||, , si
ITl,.,, = sup ||T™]| < oo. (3.5)
neN*
L’espace de tout les opéreteurs multi-borné de (E7, ||-||,,) dans (£3, ||-||,,) est noté par

M(E, Es).
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Remarque 3.4.5 De fagon générale si T € M(Ey, Ey), pour tout (x1,...,x,) € E} on a

(T (1), T(@a))llyy S W T g (1o )], - (3.6)

Ezxplicitement,

(T (1), oo T ()l

||(ZL‘1,...,CL’n)||n

71 = sup sup { (o) £ 00} <00 D)
neN*

Example 3.4.6 Soient (E7, ||-||,) et (E3,|-|l,) deux espaces multi-normés, yo € Es et
o € EY. L'opérateur T : Ey — Ey défini par T(x) = (z,¢,) yo est multi-borné. De plus
on a [T, = lleoll lvoll - En effet, T € L(Ex, Es) de norme |[yol| llgoll car

sup [[T(x)]| = sup [|(z, @) yoll
Jall<1 Jall<1
= llwoll sup [(z, )|
Jall<1

= %ol lyoll < oo

Pour tout x4, ...,x, € ET,

(T (1), oo, T(zn)) |, 1z 1, 20) Y0, -+ (Zns 20) Yol

IN

max [(i, o) [|(Yo, - vo)l,,

1<i<n

< ol lleoll ]

IN

1ol lleoll 11, o n)ll,, -
Alors, d’aprés (3.4) on obtient
1T < NT'[],p < lloll leoll = 1T -

Enfin T € M(E\, Ea) et || T, = llyoll llo]l -

Définition 3.4.7 (Opérateur multi-continu) Soient E; et Ey deux espaces vectoriels
multi-topologiques par rapport & (Fy,T1) et (Fy, o) respectivement et soit T € L(Ey, Es).
On dit que T est multi-continu si la suite (T'(x;)); est multi-nulle dans Ey pour tout suite

(x;); multi-nulle dans Ey
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Dans le théoréme suivant on a un critére trés simple et trés utile de continuité comme

le cas des espaces normés.

Théoréme 3.4.8 Soient F, et Ey deux espaces vectoriels multi-topologiques par rapport
a (F1,71) et (Fy, 7o) respectivement et soit T' € L(Ey, Es). Alors T' est multi-continu si et

seulement st, il est multi-borné.

Démonstration. Supposons que 7" est multi-borné et soit (z;); une suite multi-nulle dans
FE;. Par le Théoreme 3.3.6, pour tout € > 0, il existe ng € N tel que

€
521\11) ||(xn+1, ...,9:n+k)Hk < m, pour tout n > ny.

Alors par (3.6) on obtient

sup || (T (z

), ,T(mn+k))||k <&, pour tout n > ng.
kEN*

n+1

Par le Théoréme 3.3.6 encore une fois, cette inégalité implique que la suite (7'(z;)); est
multi-nulle dans Fy. Alors T est multi-contunu.
Inversement, supposons que T n’est pas multi borné. Alors, pour tout n € N* il existe

5T, . € Fp tels que

1m0 " k

1

kn < ﬁ et H(T(ml,n)’ 7T(mkn"))||kn > 1.

H(mmn ) xknn)

On peut supposer que k, > n pour tout n € N* et considérons la suite

Wi)i = (z, ;e RS PPN PR T, )

(y;); est une suite multi-nulle dans F;, en effet, pour tout € > 0 il existe j € N* telle que

+oo
Zl% < ¢ et alors pour tout n € N*,
=

<e.

kj+~~~+kj+n

520 L iggns oo kan,Hn)

H(a:lyj,...,xk

D’autre part, il est clair que la suite (7'(y;)); n’est pas multi-nulle dans Es. Alors T' n’est

pas multi-continu. m
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Proposition 3.4.9 Soient n € N*, (E7,||-||,) et (E%,|-||,) deux espaces multi-normés

avec I, est de Banach. Alors M(E4, Es) est un espace de Banach avec la norme |||, -

Démonstration. Soit (7}); une suite de Cauchy dans M(FE;, Es). Cette suite est de
Cauchy dans Iespace de Banach L(E}, Es), alors il existe T' € L(E, Es) tel que

lim |7, —T| =0
k—s 00
D’autre part, pour tout € > 0 il existe kg € N* tel que pour tout j,k > kg on a
1Ty = Til,y < <.
D’aprés 3.7 T — T), € M(E, E») et |T — Tj||,,, < € pour tout k > ko, ce qui entraine
Alors 'espace (M(E, Es),|-]],,,) est de Banach. =

Proposition 3.4.10 Soient n € N*, (EY,||,,) et (£, ||-|l,) deux espaces multi-normés
et T € L(Ey, Es). Alors T est multi-borné si et seulement si l'opérateur adjoint T* :
E; — EY et aussi multi-borné par rapport a ((E7)",[|-|7) et (E5)",||-||>) . Dans ce cas

on a ||T*||mb = ||T||mb .
Démonstration. Pour tout n € N* on a

I @ = ™)y

= [T}

Alors T est multi-borné si et seulement si 7* est multi-borné. De plus || 7%, = | Tl,.; -
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Résumé

L'objectif de notre mémoire est de mettre en évidence quelques résultats de la
théorie des espaces multi-normés. Tel que on étudie les axiomes de la
définition d'une multi-norme et d'une dualmulti-norme. On donne une étude
générale sur la dualité dans les espaces multi-norméset sur la notion des
espaces vectoriels multi-topologiques et la fin nous donnons le concept de la
multi-continuité.

Abstract

The objective of our work is to highlight some results of the theory of multi-
normed spaces. As we study the axioms of the definition of a multi-norm and
a dual multi-norm, and more we give a general study on duality in multi-
normed spaces. In the end we give the notion of multi-topological vector
spaces and Multi-continuous operators.
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