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0.1 Introduction

La théorie des espaces multi-normés est développée par H. G. Dales, M. E. Polyakov

dans un ouvrage contient de manière presque encyclopédique tout ce qui était connu au

ce sujet.

L�objectif de notre mémoire est de mettre en évidence quelques résultats de la théorie

des espaces multi-normés.

Notre travail se divise en trois chapitres. Dans le chapitre 1 on étudie les axiomes de

la dé�nition d�une multi-norme et d�une dual multi-norme plus quelques conséquences de

ces axiomes.

Dans le deuxième chapitre, on donne une étude générale sur la dualité dans les espaces

multi-normés.

Le troisième chapitre représente la notion des espaces vectoriels multi-topologiques

et étudie les suites multi-convergentes et également les manières de détermination des

espaces vectoriels multi-topologiques à partir d�un espace multi-normé.
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Chapitre 1

Les axiomes et quelques

conséquences
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1.1 Les axiomes d�une multi-norme et dual multi-

norme

1.1.1 Dé�nition des axiomes

Nous commençons avec la dé�nition d�une multi-norme.(on dit que kxk1 est la norme initiale)

Dé�nition 1.1.1 Soit (E; k�k) un espace normé complexe (respectivement, réel). Une

multi-norme d�ordre n 2 N sur
�
Ek; 1 � k � n

	
est une suite (k�kk)1�k�n telle que k�kk

est une norme sur Ek pour tout 1 � k � n; avec kxk1 = kxk pour tout x 2 E, et que les

axiomes suivants (A1)-(A4) sont satisfaits pour chaque k avec 2 � k � n :

(A1) Pour tout � 2 �k (le groupe de permutations d�indice k) et x = (x1; :::; xk) 2 Ek, on

a 

�x�(1); :::; x�(k)�

k = k(x1; :::; xk)kk
(A2) Pour tout �1; :::; �k 2 C (respectivement, pour tout �1; :::; �k 2 R) et x = (x1; :::; xk) 2

Ek, on a

k(�1x1; :::; �kxk)kk �
�
max
1�i�k

j�ij
�
kxkk

(A3) Pour tout x1; :::; xk�1 2 E, on a

k(x1; :::; xk�1; 0)kk = k(x1; :::; xk�1)kk�1

(A4) Pour tout x1; :::; xk�1 2 E, on a

k(x1; :::; xk�2; xk�1; xk�1)kk = k(x1; :::; xk�2; xk�1)kk�1

dans ce cas
��
Ek; k�kk

�
: 1 � k � n

�
est dit espace multi-normé d�ordre n.
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Une multi-norme sur
�
Ek : k 2 N

	
est une suite (k�kk)k�1 tel que (k�kk : 1 � k � n) est

une multi-norme d�ordre n pour tout n 2 N: Dans ce cas on dira que ((En; k�kn) : n 2 N)

est un espace multi-normé.

Remarque 1.1.2 1) L�axiome (A1) proprement dit, pour tout permutation � 2 �k; l�opé-

rateur linéaire A� dé�ni de (Ek; k�kk) dans lui même par

A� ((xi)i) = (x�(i))i

est une isométrie.

2) L�axiome (A2) proprement dit, pour tout � = (�1; :::; �k) 2 Ck avec j�ij � 1; on a

kM�k � 1: Où M� est l�opérateur de multiplication par la suite (�i)1�i�k dé�ni sur Ek

par M�((xi)1�i�k) = (�ixi)1�i�k : On sait que kM�k =Max
1�i�k

j�ij :

Avant de passer aux dé�nition d�un espace dual multi-normé, on donne un autre axiome

(B4) comme suit :

(B4) Pour tout x1; :::; xk�1 2 E; on a

k(x1; :::; xk�2; xk�1; xk�1)kk = k(x1; :::; xk�2; 2xk�1)kk�1

Dé�nition 1.1.3 Soit (E; k�k) un espace normé. Une dual multi-norme d�ordre n sur�
Ek; k 2 N

	
est une suite (k�kk)k des normes k�kk sur Ek pour tout k 2 N�; avec

kxk1 = kxk pour tout x 2 E, et que les axiomes (A1); (A2); (A3) et (B4) sont satisfaits

pour chaque k � 2;

Dans ce cas on dira que
��
Ek; k�kk

�
: k 2 N�

�
est un espace dual multi-normé.

1.1.2 Indépendance des axiomes

Nous donnons des exemples pour montrer que les quatre axiomes (A1)-(A4) sont indé-

pendants.
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Example 1.1.4 Soit (E; k�k)un espace normé. Fixons kxk1 = kxk pour tout x 2 E; et

pour tout n � 2 et dé�nissons

k(x1; :::; xn)kn = max
n
kx1k ; kx2k2 ; :::;

kxnk
2

o
pour tout (x1; :::; xn) 2 En:

On véri�e immédiatement que kxkn est une norme sur En pour tout n 2 N, et que la

suite (k�kn) satisfaite les axiomes (A2); (A3) et (A4) pour tout n 2 N. Cependant, si on

prend x 2 E avec kxk = 1 on trouve

k(2x; 3x)k2 = 2 et k(3x; 2x)k2 = 3:

Donc kxk2 ne satisfait pas l�axiome (A1):

Example 1.1.5 Dans cet exemple, on pose E = C.

Pour z 2 C on dé�nit kzk1 = kzk. Ensuite, pour (z; w) 2 C2 on dé�nit

r ((z; w)) =
1

2
(jz � wj+ jz + wj) :

Alors r est une norme sur C2: De plus,

r((z; z)) = r((z; 0)) = jzj;

pour tout z 2 C: Et aussi pour tout (z; w) 2 C2,

r ((z; w)) = r ((w; z)) � max fjzj; jwjg :

En�n, pour n � 2 et (z1; :::; zn) 2 Cn on pose

k(z1; :::; zn)kn = max
1�i;j�n

r((zi; zj)):

Alors

k(z; w)k2 = r ((z; w)) ; pour (z; w) 2 C2
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et pour tout (z1; :::; zn) 2 Cn

k(z1; :::; zn)kn � max
1�i�n

jzij

Il s�ensuit facilement que k�kn est une norme sur Cn et que la suite (k�kn)n2N véri�er les

axiomes (A1); (A3) et (A4) pour tout n 2 N. D�autre part l�axiome (A2) n�a pas lieu pour

k�k2 ; en e¤et,

k(1; i)k2 =
1

2
(j1� ij+ j1 + ij) =

p
2 � 1 = k(1; 1)k2 ;

d�où le resultat.

L�exemple suivant montre que pour les multi-normes d�ordre 2, l�axiome (A3) est in-

dépendant des autres axiomes.

Example 1.1.6 On prend E = C et on dé�nit

kzk1 = jzj et k(z; w)k2 = 1
2
(jzj+ jwj) ;

pour tout z; w 2 C:

Alors k�k2 est une norme sur C2 et véri�e les axiomes (A1); (A2) et (A4). Cependant

k(1; 0)k2 =
1

2
< 1 = k1k1

et alors l�axiome (A3)n�est pas véri�er pour k�k2 :

Example 1.1.7 Soient (E; k�k) un espace normé non vide et p � 1. Pour tout n 2 N et

pour tout (x1; :::; xn) 2 En dé�nissons

k(x1; :::; xn)kn =
 

nX
j=1

kxjkp
! 1

p

:

Pour tout p � 1; la fonction k�kn est une norme sur En; et la suite (k�kn)n satisfait les

axiomes (A1); (A2) et (A3) pour tout n 2 N; mais k�k2 ne satisfait pas l�axiome (A4):
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On note que la suite (k�kn)n2N satisfait l�axiome (B4) si et seulement si p = 1 alors dans

ce cas, (k�kn)n2N est un dual multi-norme.

Dans la proposition suivante nous montrons que l�axiome (A3) découle des autres

axiomes dans le cas où nous avons des normes sur toute la famille fEn : n 2 Ng: Dans la

preuve de cette proposition on utilise la notation suivante. Pour x = (x1; :::; xk) 2 Ek on

dé�nit x[n] par

x[n] = (x1; :::; xk; x1; :::; xk; :::; x1; :::; xk) 2 Enk

tel qu�il existe n copies du chaque block (x1; :::; xk) :

Proposition 1.1.8 Soit (E; k�k)un espace normé, soit (k�kn)n2N une suit telle que k�kn
est une norme sur En pour chaque n 2 N; tel que kxk1 = kxk pour tout x 2 E; et tels

que les axiomes (A1); (A2) et (A4) sont satisfaits pour chaque n 2 N: Alors (k�kn)n2N est

une multi-norme sur (En : n 2 N):

Démonstration. Il su¢ t de montre que l�axiome (A3) a lieu. Soit n 2 N, et prend

x = (xi)i 2 En; avec kxkn = 1: On pose

� = k(x1; :::; xn; 0)kn+1 :

Alors par (A2) et (A4) on obtient 0 � � � 1. Pour tout k 2 N; par (A1) et (A4) on trouve

x[k+1] 2 E(k+1)n et


x[k+1]



(k+1)n
= 1:

Pour i 2 N avec 1 � i � n + 1 on considère Bi le sous-ensemble de f0; 1; :::; (n+ 1) kg

dé�ni par

Bi = f1 + (i� 1) k; :::; ikg :

Soit QBi la projection sur B
c
i ; c-à-d

QBi (x) =

8<: xi; i =2 Bi
0; i 2 Bi
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Par (A1) et (A4), on a 

QBi �x[k+1]�

(k+1)n = �:
De plus,

k+1X
i=1

QBi
�
x[k+1]

�
= kx[k+1];

et donc

k = k


x[k+1]



(k+1)n

�
k+1X
i=1



QBi �x[k+1]�

(k+1)n = (k + 1)�;
d�où � � k

k+1
: Cela a lieu pour tout k 2 N; donc � = 1:

1.2 Conséquences élémentaires des axiomes

Dans la suite nous donnons quelques conséquences immédiates des axiomes pour les

espaces multi-normés et les espaces dual multi-normés.

1.2.1 Résultats pour les normes spéciales

Dé�nition 1.2.1 Soit (k�kk)k2N une suite telle que k�kk est une norme sur Ek pour tout

k 2 N� et k�k1 = k�k. La suite (k�kk)k2N est dite norme spéciale si elle véri�er les axiomes

(A1); (A2) et (A3):

Le couple (En; k�kn) est dit alors espace normé spécial.

Example 1.2.2 Les multi-normes et les dual multi-normes sont des exemples de normes

spéciales.

Dans le reste de ce paragraphe, supposons que (E; k�k) est un espace normé complexe,

et que (k�kk)k2N est une norme spéciale. Ainsi, les résultats s�appliquent à les espaces

multi-normés et les espaces dual multi-normés d�ordre n:
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Lemme 1.2.3 Soient k 2 N avec 1 � k � n� 1 et x1; :::; xk+1 2 E: Alors

k(x1; :::; xk)kk � k(x1; :::; xk; xk+1)kk+1 :

Démonstration. Par (A2) et (A3);

k(x1; :::; xk)kk = k(x1; :::; xk; 0)kk+1

� k(x1; :::; xk; xk+1)kk+1

d�où le résultat

Lemme 1.2.4 Soient j; k 2 N avec j + k � n et x1; :::; xj; y1; :::; yk 2 E: Alors

k(x1; :::; xj; y1;:::; yk)kj+k � k(x1; :::; xj)kj + k(y1;:::; yk)kk :

Démonstration.

k(x1; :::xj; y1;:::; yk)kj+k = k(x1; :::; xj; 0; :::0) + (0; :::; 0; y1;:::; yk)kj+k
� k(x1; :::; xj; 0; :::0)kj+k + k(0; :::; 0; y1; :::; yk)kj+k

(par (A1) ) = k(x1; :::; xj; 0; :::0)kj+k + k(y1; :::; yk; 0; :::; 0)kj+k

(par (A3) ) � k(x1; :::; xj; )kj + k(y1; :::; yk)kk

Lemme 1.2.5 Soient 1 � k � n et x1; :::; xk 2 E: Alors

max
1�i�k

kxik � k(x1; :::; xk)kk

�
kX
i=1

kxik

� kmax
1�i�k

kxik
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Démonstration. Pour tout 1 � i � k; par (A1) et (A3) on a

kxik = k(0; :::; xi; :::; 0)kk :

Alors par (A2) avec (�1; :::; �k) = (0; :::; 1; :::; 0) on trouve

kxik = k(0; :::; xi; :::; 0)kk � k(x1; :::; xk)kk

ce qui entraîne

max
1�i�k

kxik � k(x1; :::; xk)kk :

D�autre part par si on applique le Lemme 1.2.4 k fois,

k(x1; :::; xk)kk � kxkk+ k(x1; :::; xk�1)kk�1

� kxkk+ kxk�1k+ k(x1; :::; xk�2)kk�2

� kxkk+ kxk�1k+ :::+ kx1k

=
kX
i=1

kxik � kmax
1�i�k

kxik

Corollary 1.2.6 Si (E; k�k) est un espace de Banach, alors l�espace normé (Ek; k�kk) est

un espace de Banach pour tout k 2 N (1 � k � n) :

Par le corollaire ci-dessus on peut donner la dé�nition suivante

Dé�nition 1.2.7 Soit ((En; k�kn) : n 2 N) un espace multi-normé. (respectivement, dual

espace multi-normé) tel que (E; k�k) un espace de Banach. Alors (En; k�kn)1�k�n est dit

un espace multi-Banach (respectivement, espace dual multi-Banach).

1.2.2 Résultats pour les multi-normes

Dans ce paragraphe, supposons que (E; k�k) est un espace normé complexe, et que

(En; k�kn)1�k�n un espace multi-normé d�ordre n, c-à-d la suite (k�kk)1�k�n satisfait les

axiomes (A1)-(A4).
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Lemme 1.2.8 Soient k 2 N� avec 1 � k � n et x 2 E: Alors

k(x; :::; x)kk = kxk :

Démonstration. La preuve est clair par (A4).

Lemme 1.2.9 Soient j; k 2 N� avec 1 � j; k � n et x1; :::; xj; y1; :::; yk 2 E tel que

fx1; :::; xjg est un sous ensemble de fy1; :::; ykg : Alors

k(x1; :::; xj)kj � k(y1; :::; yk)kk :

Démonstration. Par les axiomes (A1) et (A4) on peut supposer j � k et xi = yi pour

i � j: Donc par le Lemme 1.2.3,

k(x1; :::; xj)kj = k(y1; :::; yj)kj
� k(y1; :::; yj; yj+1; :::; yk)kk :

Lemme 1.2.10 Soient k 2 f2; :::; ng et x1; :::; xk 2 E. Si x = �xk�1 + �xk avec

�; � 2 [0; 1] et �+ � = 1: Alors

k(x1; :::; xk�2; x; x)kk � k(x1; :::; xk�2; xk�1; xk)kk :

Démonstration. On pose

y = (x1; :::; xk�2) et A = k(y; xk�1; xk)kk :

Alors

(y; x; x) = �2 (y; xk�1; xk�1) + �� (y; xk�1; xk) + �� (y; xk; xk�1) + �
2 (y; xk; xk) :

Mais par (A1) on a

k(y; xk; xk�1)kk = A:
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Aussi par le Lemme 1.2.9 on a

k(y; xk�1; xk�1)kk � A

et

k(y; xk; xk)kk � A:

D�où

k(x1; :::; xk�2; x; x)kk � (�+ �)2A

= A = k(x1; :::; xk�2; xk�1; xk)kk :

Proposition 1.2.11 Soient ((En; k�kn) : n 2 N) un espace multi-normé et �k = exp
�
2�i
k

�
avec k 2 N�. Alors

k(x1; :::; xk)kk �
1

k

kX
j=1







kX

m=1

�jmk xm






 (1.1)

Pour tout x1; :::; xk 2 E:

Démonstration. Nous écrivons � pour �k.

Notons d�abord que

x` =
1

k

kX
m=1

kX
j=1

�j(m�`)xm

pou tout 1 � ` � k:

Et comme 8>><>>:
kP
j=1

�j(m�`)xm = k; m = `

kP
j=1

�j(m�`)xm = 0; m 6= `
;

alors

k(x1; :::; xk)kk �
1

k

kX
j=1







 

kX
m=1

�j(m�1)xm; :::;

kX
m=1

�j(m�k)xm

!





k

:
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Pour tout 1 � j � k on dé�nit yj =
kP

m=1

�jmxm: Alors





 

kX
m=1

�j(m�1)xm; :::;
kX

m=1

�j(m�k)xm

!





k

=


���jyj; :::; ��kjyj�

k :

Mais


���jyj; :::; ��kjy�

k = kyjkk Pour tout 1 � j � k par (A2) et le lemme 1.2.8, et

donc

k(x1; :::; xk)kk �
1

k

kX
j=1







kX

m=1

�jmk xm






 :

1.2.3 Résultats pour les dual multi-normes

Nous avons maintenant quelques lemmes élémentaires sur les espaces dual multi-normés.

Dans le reste de cette section, nous supposons que (E; k�k) est un espace normé et��
Ek; k�kk

�
: k 2 N�

�
est un espace dual multi-normé c-à-d la suite (k�kk)k2N� satisfait

les axiomes (A1)-(A3) et (B4).

Lemme 1.2.12 Soient k 2 N� et x1; :::; xk 2 E: Alors

k(x1; :::; xk�2; xk�1 + xk)kk�1 � k(x1; :::; xk�2; xk�1; xk)kk :

Démonstration. Par (B4) on a

k(x1; :::; xk�2; xk�1 + xk)kk�1 =




�x1; :::; xk�2; (xk�1 + xk)2

;
(xk�1 + xk)

2

�




k

= (�)

Puisque k�kk est une norme sur Ek et par (A1) on obtient

(�) =
1

2
k(x1; :::; xk�2; xk�1; xk) + (x1; :::; xk�2; xk; xk�1)kk

� k(x1; :::; xk�2; xk�1; xk)kk

14



Lemme 1.2.13 Soient k 2 N�, �1; :::; �k 2 C; et x 2 E: Alors

k(�1x; :::; �kx)kk =
 

kX
j=1

j�jj
!
kxk :

Démonstration. Par lemme 1.2.5

k(�1x; :::; �kx)kk �
 

kX
j=1

j�jj
!
kxk �

Mais aussi

k(�1x; :::; �kx)kk = k(j�1jx; :::; j�kjx)kk par l�axiom (A2)

�







kX
j=1

j�jjx





 =

 
kX
j=1

j�jj
!
kxk par lemme 1:2:12:
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Chapitre 2

Dualité dans les espaces

multi-normés
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2.1 Duals de produits des espaces de Banach

Soient (E; k�k) un espace normé et k 2 N. Soit jjj � jjj une norme sur l�espace vectoriel

Ek véri�er

jjjxjjj � max fkxik : 1 � i � kg ;
�
x = (xi)i 2 Ek

�
: (2.1)

Et

jjj (0; :::; xi; :::; 0) jjj = kxik ; (xi 2 E; 1 � i � k) : (2.2)

Maintenant, pour �1; :::; �k 2 E�; on dé�nit � : Ek �! K par

�(x) = hx; �i =
kX
i=1

hxi; �ii ; (2.3)

pour tout x = (x1; :::; xk) 2 Ek.

Alors � est une forme linéaire sur Ek et

jhx; �ij �
 

kX
i=1

k�ik
!
max
1�i�k

kxik

�
 

kX
i=1

k�ik
!
jjjxjjj;

pour tout x = (x1; :::; xk) 2 Ek: Donc � 2
�
Ek; jjj � jjj

��
avec

max
1�i�k

k�ik � jjj�jjj� �
kX
i=1

k�ik ;

où jjj � jjj� est le dual norme de jjj � jjj: De plus, chaque élément de
�
Ek; jjj � jjj

��
se présente

de cette manière.

Ainsi, nous pouvons considérer (E�)k comme un espace de Banach pour la norme jjj�jjj�;

identi�er � 2
�
Ek; jjj � jjj

��
avec (�1; :::; �k) 2 (E�)k :

Dans ce cas, on voit facilement que jjj � jjj� est une norme sur (E�)k satisfait aussi les

équations (2.1) et (2.2).

Dans cette section, nous justi�erons le terme "espace dual multi-normé".
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2.2 Dualité dans les espaces normés spéciaux

Soient (E; k�k) un espace normé, k 2 N�; et k�kk une norme sur l�espace Ek: Comme

précédemment, la norme dual sur l�espace (E�)k est indiquée par k�k�k ; de sorte que,

explicitement,

k(�1; :::; �k)k�k = sup
(�����

kX
j=1

hxj; �ji
����� : k(x1; :::; xk)kk � 1

)

pour �1; :::; �k 2 E� prenant le superieur sur x1; :::; xk 2 E:

Soit ((En; k�kn) : n 2 N�) un espace normé spécial, c-à-d (k�kk)k2N est véri�er les axiomes

(A1); (A2) et (A3) pour tout k 2 N�.

Ensuite, il résulte de Lemme 1.2.5 et l�axiome (A3) que chaque norme k�kk satisfait les

équations (2.1) et (2.2) (avec k�kk au lieu de jjj�jjj), et ainsi
��
Ek
��
; k�k�k

�
est homéo-

morphe à (E�)k (avec la topologie de produit de E�): Ainsi, nous avons dé�ni une suite

(k�k�k)k2N telle que k�k
�
k est une norme sur

�
Ek
��
pour tout k 2 N� . Clairement k�k�1 = k�k

�

pour tout � 2 E�:

Proposition 2.2.1 Soit
��
Ek; k�kk

�
: k 2 N�

�
un espace normé spicial. Alors

���
Ek
��
; k�k�k

�
: k 2 N�

�
est un espace de Banach spécial.

Démonstration. Les axiomes (A1) et (A2) pour
��
Ek; k�kk

�
: k 2 N�

�
implique les axiomes

(A1) et (A2) (respectivement) pour
���
Ek
��
; k�k�k

�
: k 2 N�

�
:

Soit k � 2 est �1; :::; �k�1 2 E�: Pour tout x1; :::; xk 2 E; par Lemme 1.2.3 on a

k(x1; :::; xk�1)kk�1 � k(x1; :::; xk�1; xk)kk ;

et alors

k(�1; :::; �k�1; 0)k�k � k(�1; :::; �k�1)k
�
k�1 :

D�où l�axiomes (A3) pour
��
Ek
��
; k�k�k : k 2 N�

�
:
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2.3 Dualité dans les espaces multi-normés

Supposons que (E; k�k) et (F; k�k) sont des espaces normés.

Théorème 2.3.1 Soit
��
Ek; k�kk

�
: k 2 N�

�
un espace multi-normé. Alors

�
(E�)k ; k�k�k : k 2 N�

�
est un espace dual multi-Banach.

Dans ce cas
�
(E�)k ; k�k�k : k 2 N

�
est dit le dual de l�espace multi-normé

��
Ek; k�kk

�
: k 2 N

�
.

Démonstration. Par la proposition 2.2.1, il su¢ t de montrer que
�
(E�)k ; k�k�k : k 2 N

�
véri�e (B4).

Soit �1; :::; �k�1 2 E� et on pose

A = k(�1; :::; �k�2; �k�1; �k�1)k�k
et

B = k(�1; :::; �k�2; 2�k�1)k�k�1 :

Pour tout " > 0 choisissons (x1; :::; xk) 2 Ek tel que k(x1; :::; xk)kk � 1 avec�����
k�2X
j=1

hxj; �ji+ hxk�1; �k�1i+ hxk; �k�1i
����� > A� ":

On pose x = xk�1+xk
2

: Par le Lemme 1.2.10 et (A4) on a (x1; :::; xk�2; x) 2 Ek�1 tel que

k(x1; :::; xk�2; x)kk�1 � 1, et donc

B �
�����
k�2X
j=1

hxj; �ji+ hx; 2�k�1i
�����

=

�����
k�2X
j=1

hxj; �ji+ hxk�1; �k�1i+ hxk; �k�1i
����� > A� ":

Deuxièmement, choisissons (x1; :::; xk�1) 2 Ek�1 tel que k(x1; :::; xk�1)kk�1 � 1 avec�����
k�2X
j=1

hxj; �ji+ hxk�1; 2�k�1i
����� > B � ":
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Alors par (A4) on obtient (x1; :::; xk�1;xk�1) 2 Ek tel que k(x1; :::; xk�1;xk�1)kk � 1: Et

donc

A �
�����
k�2X
j=1

hxj; �ji+ hxk�1; 2�k�1i
����� > B � ":

Les deux inégalités ci-dessus sont valables pour chaque " > 0 et donc A = B.

Ainsi, la suite (k�k�k)k2N satisfait l�axiome (B4) et nous avons donc montré que le couple��
(E�)k ; k�k�k

�
: k 2 N

�
est un espace dual multi-Banach.

2.4 Exemple d�une multi-norme

La multi-norme minimale

Soit (E; k�k) un espace normé. Pour k 2 N� dé�nissons k�kmink sur E par

k(x1; :::; xk)kmink = max
1�i�k

kxik :

Pour tout x1; :::; xk 2 E:

Il est immédiat que k�kmink est une norme sur Ek pour chaque k 2 N� et pour chaque

n 2 N� la suite
�
k�kmink

�
1�k�n

est une multi-norme d�ordre n (dite multi-norme minimale

d�ordre n). Il s�ensuit que
�
Ek; k�kmink

�
k2N�

est un espace multi-normé.

La suite
�
k�kminn

�
n2N
est dite la multi-norme minimale.

Soit E un espace normé. On voit facilement que le dual de la multi-norme minimale

sur fEn : n 2 Ng est (k�k�n)n2N, où k�k
�
n est dé�ni par

k(�1; :::; �n)k�n =
nX
j=1

k�jk

pour tout �1; :::; �n 2 E�:

Proposition 2.4.1 Soit n 2 N�: La multi-norme minimale d�ordre n est l�unique multi-

norme d�ordre n dé�nie sur
�
Ck; 1 � k � n

	
:

20



Démonstration. Soit (k�kk : 1 � k � n) une multi-norme d�ordre n sur
�
Ck; 1 � k � n

	
:

On prend k avec 1 � k � n: Par le Lemme 1.2.8 on a k(1; :::; 1)kk = 1. Maintenant soit

(�1; :::; �k) 2 Ck: Par (A2) on a

k(�1; :::; �k)kk � max
1�i�k

j�ij k(1; :::; 1)kk = max
1�i�k

j�ij ;

et alors par le Lemme 1.2.5, max
1�i�k

j�ij � k(�1; :::; �k)kk : En�n,

k(�1; :::; �k)kk = max
1�i�k

j�ij :
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Chapitre 3

Espaces vectoriels multi-topologiques

et multi-normes
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3.1 Espaces vectoriels multi-topologiques

Soit E un espace vectoriel et considérons EN l�espace vectoriel de toute les suites (xi)i

d�éléments de E. Dé�nir
i : E ! EN

x 7! (x)

avec (x) est une suite d�un seul élément x donc i (E) est un sous-espace vectoriel de EN.

Pour un sous-ensemble non vide S de N�; pour tout x = (xi)i 2 EN on pose

Ps (x) =

8<: xi; i 2 S

0; i =2 S
et Qs (x) =

8<: xi; i =2 S

0; i 2 S

Alors PS est la projection sur S et QS est la projection sur SC .

Pour x = (xi)i 2 EN et y = (yi)i 2 EN on dé�nit x�y 2 EN par

x�y = (x1; y1; x2; y2; x3; y3; :::) :

Et pour k 2 N� on dé�nit x�ky 2 EN par

x�kx =

 
kz }| {

x1; :::; x1;

kz }| {
x2; :::; x2; :::

!
:

Dé�nition 3.1.1 Soient E un espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de EN avec

i(E) � F . Un sous-ensemble B de F est une base si

(T1) A� (B) = B pour tout � 2 �N;

(T2) M� (B) � B pour tout � = (�i)i � C avec j�ij < 1;

(T3) Pour tout x 2 F on a

x 2 B () x�x 2 B ;

(T4) Pour tout x 2 F on a

x 2 B () Pf1;:::;ng (x) 2 B :
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Dé�nition 3.1.2 Soit � une topologie sur F . Alors on dit que E est un espace vectoriel

multi-topologique (par rapport à (F; �)) si (F; �) est un espace vectoriel topologique séparé

avec une base locale B constituée d�ensembles de base et tout les voisinage de 0.

Proposition 3.1.3 Soit E un espace vectoriel multi-topologique par rapport à (F; �) et

soit B un ensemble de base dans F .

(i) Soient x 2 F et k 2 N. Alors x 2 B si et seulement si x�kx 2 B.

(ii) Soit x 2 F . Alors x 2 B si et seulement si x�0 2 B:

(iii) Soit (xi) 2 F . Alors (xi) 2 B si et seulement si (0; x1; x2; :::) 2 B.

(iv) Soit x; y 2 B. Alors x�y 2 B +B:

(v) Soient x = (xi) 2 B et (kn)n est strictement croissante dans N. Alors (xkn) 2 B.

Démonstration.

(i) Soit n 2 N tel que 2j � k: Par (T3), x 2 B si et seulement si x�2jx 2 B: On prend

m � k: Par (T4), x�mx 2 B si et seulment si Pf1;:::;ng (x�mx) 2 B pour tout n 2 N:

Par (T2) et (T1) ceci est vrai si et seulement si Pf1;:::;ng (x�kx) 2 B pour tout n 2 N.

Par (T4) à nouveau, ceci est vrai si et seulement si x�kx 2 B. D�où le résultat.

(ii) Supposons que x 2 B. Alors x�x 2 B par (T3), puis x�0 2 B par (T2). Supposons

que x�0 2 B. Il s�ensuit par (T4) que Pf1;:::;2ng (x�0) 2 B pour tout n 2 N. Par

(T1), Pf1;:::;ng (x) 2 B pour tout n 2 N, et donc x 2 B par (T4):

(iii) C�est immédiat de (T1) et (T4).

(iv) Par (ii), x�0; y�0 2 B. Par (T1), 0�y 2 B. Ainsi

x�y = x�0 + 0�y 2 B +B:

(v) Par (T2) ; (0; :::; 0; xk1 ; 0; :::0; ; xk2 ; 0:::) 2 B. Par (T1) on a (xkn)�0 2 B par (ii) ;

(xkn) 2 B:
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3.2 Suites multi-convergentes

Soit E un espace vectoriel multi-topologique. Nous pouvons dé�nir une notion de

convergence dans E comme suit.

Dé�nition 3.2.1 Soit E un espace vectoriel multi-topologique par rapport à (F; �) tel que

(F; �) a une base locale B de sous-ensembles de base de F et soit (xi)i une suite d�éléments

dans E. On dira que la suite (xi)i est multi-nulle et on écrit limi!1
xi = 0 (dans E) si

8B 2 B;9n0 2 N : n � n0 =) (xn; xn+1; xn+2; :::) 2 B:

De plus, soit x 2 E. La suite (xi)i est dite multi-convergente vers x et écrit limi!1xi = x

(dans E) si la suite (xi � x)i est multi-nulle dans E:

Les collections de suites multi-convergentes et multi-nulles dans E sont notées respecti-

vement par Cm (E) et Cm;0 (E) :

Dé�nition 3.2.2 (Suite multi-Cauchy) Une suite (xi)i 2 EN est une suite multi-

Cauchy si pour chaque B 2 B, il existe n0 2 N tel que

(xm; xm+1; :::; xn; 0; 0; :::) 2 B (n � m � n0) :

Maintenant on dé�nit la multi-fermeture d�une partit d�un espace vectoriel multi-

topologique.

Dé�nition 3.2.3 (Multi-fermeture) Soient E un espace vectoriel multi-topologique par

rapport à (F; �) et S un sous-ensemble de E. La multi-fermeture de S est l�ensemble des

éléments x dans E tel qu�il existe une suite (xi)i d�éments de S multi-convergente vers x

(c-à-d lim
i!1

xi = x).
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Remarque 3.2.4 Les quatre axiomes (T1)-(T4) de la Dé�nition 3.1.1 ont une interpré-

tation immédiate et naturelle en termes de convergence. Ainsi :

(T1) Indique que chaque permutation d�une suite multi-nulle est une suite multi-nulle.

(T2) Indique que M� (x) est une suite multi-null chaque fois que � = (�i) est une suite

bornée dans C et x est une suite multi-nulle.

(T3) Indique que x�x est une suite multi-nulle si et seulement si x est une suite multi-

nulle.

(T4) est un «critère de Cauchy» pour les suites multi-nulles. Alors par (T4), une suite

est une suite multi-nulle si et seulement si, elle est multi-Cauchy.

La proposition suivante montre que la notion de suite multi-nulle peut dépendre du

choix de l�espace F .

Proposition 3.2.5 Soit E un espace vectoriel multi-topologique par rapport à (F; �).

(i) Chaque sous-suite d�une suite multi-nulle dans E est une suite multi-nulle.

(ii) Soient �; � 2 C et (xi)i; (yi)i 2 EN deux suites multi-convergentes dans E,telles que

lim
i!1

xi = x et lim
i!1

yi = y:

Alors la suite (�xi + �yi)i est multi-convergente dans E; et de plus

lim
i!1

(�xi + �yi) = �x+ �y:

(iii) Les collections cm(E) et cm;0(E) sont des sous-espaces vectoriels de EN.

3.3 Espaces multi-normés et espaces vectoriels multi-

topologiques.

Nous étudions maintenant la relation entre les espaces vectoriels multi-topologiques et

les espaces multi-normés.
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Dé�nition 3.3.1 Soient ((En; k�kn) : n 2 N�) un espace multi-normé et x = (xi) 2 EN:

On dé�nit

sup x = sup (xi)

= sup fk(xk1 ; :::; xkn)kn : k1; :::; k2 2 N�; n 2 N�g :

Remarque 3.3.2 Il résulte de (A1), (A4) et Lemme 1.2.3 que (k(x1; x2; :::; xn)kn)n2N est

une suite croissante, alors

sup x = sup fk(x1; x2; :::; xn)kn : n 2 Ng

= lim
n!1

k(x1; x2; :::; xn)kn :

Dé�nition 3.3.3 On dé�nit

F =
�
x 2 EN : supx <1

	
:

Et pour chaque " > 0;

B" = fx 2 F : supx < "g :

Et alors on pose

B = fB" : " > 0g

Théorème 3.3.4 Soient ((En; k�kn) : n 2 N) un espace multi-normé et F;B comme ci-

dessus. Alors F est un sous-espace vectoriel de EN avec i (E) � F et E est un espace

vectoriel multi-topologique par rapport à (F; �) : Où (F; �) admet B comme base locale. En

outre, chaque ensemble B" est convexe et borné.

Démonstration. Il est clair que F est un sous-espace vectoriel de EN. Par le Lemme

1.2.8, i (E) � F .

Montrons que B est une base locale à 0 dans F . Soit " > 0, nous avons B "
2
+ B "

2
� B".

Si "1; "2 > 0, nous avons B" � B"1 � B"2 pour " = min f"1; "2g. Si x 2 B", nous avons

sup x < ", et donc x+B� � B" pour � = � � sup x. Ainsi B est une base locale à 0 dans
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F ce qui implique que, B dé�nit une topologie � telle que (F; �) est un espace vectoriel

topologique. Puisque \fB" : " > 0g = f0g, la topologie � est séparée.

Il est clair que les axiomes (T1) ; (T2) et (T4) sont satisfaits. Supposons que x 2 B", où

" > 0 et on prend k1; :::; kn 2 N�. Par (A1) et (A4) on trouve

�(x�x)k1 ; :::; (x�x)kn�

n = k(xj1 ; :::; xjm)km ;
pour certains m � n et j1; :::; jm 2 N� et nous avons donc x�x 2 B". l�inverse est

immédiat, et ainsi (T3) est satisfait. Ainsi, chaque B" est un ensemble de base dans F .

Dé�nition 3.3.5 La topologie � dé�nie sur F dans le théorème ci-dessus est celle déter-

minée par l�espace multi-normé ((En; k�kn) : n 2 N).

Alors nous considérons (F; �) comme l�espace déterminé par un espace multi-normé

((En; k�kn) : n 2 N) sans mention explicite.

Nous interprétons maintenant le concept de «suite multi-nulle» dans les notations ci-

dessus.

Théorème 3.3.6 Soient ((En; k�kn) : n 2 N) un espace multi-normé et (xi)i 2 EN. Alors

(xi)i est une suite multi-nulle dans E si et seulement si, pour tout " > 0, il existe n0 2 N�

tel que

sup
k2N�



�xn+1 ; :::; xn+k�

k < "; pour tout n � n0:
Remarque 3.3.7 Soit (xi)i une suite multi-convergente avec limi!1

xi = x. Il s�ensuit que

lim
n!1

sup
k2N�



�xn+1 ; :::; xn+k�

k = kxk : (3.1)

Proposition 3.3.8 Soit ((En; k�kn) : n 2 N) un espace multi-normé. Les assertions sui-

vantes sont équivalents,

a) Toute suite nulle dans (E; k�k) est une suite multi-nulle

b) Il existe une topologie � sur E telle que les suites multi-nulles sont précisément les

suites convergentes dans (E; �).
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3.4 Opérateurs multi-bornés (multi-continus)

Dé�nition 3.4.1 (n-ampli�cation d�un opérateur) Soient T 2 L(E1; E2) un opéra-

teur linéaire entre deux espaces vectoriels et n 2 N�: Le n-ampli�cation de T est l�opérateur

linéaire T n : En1 �! En2 dé�ni par

T (n)(x1; :::; xn) = (T (x1); :::; T (xn)) (3.2)

Proposition 3.4.2 Soient E1; E2 deux espaces vectoriels et n 2 N�:

1) Si T 2 L(E1; E2), alors T est injectif (respect. surjectif) si et seulement si T n est

injectif (respect. surjectif)

2) Si S; T 2 L(E1); alors

(S � T )(n) = S(n) � T (n) (3.3)

Remarque 3.4.3 Soit T 2 L(E1; E2) un opérateur linéaire borné (continu). Si (En1 ; k�kn)

et (En2 ; k�kn) sont deux espaces multi-normés, par le Lamme 1.2.5 on a

max
1�i�n

kT (xi)k � k(T (x1); :::; T (xn))kn �
nX
i=1

kT (xi)k :

Donc, T (n), le n-ampli�cation de T; est un opérateur linéaire borné de (En1 ; k�kn) dans

(En2 ; k�kn) avec

kTk �


T (n)

 � n kTk : (3.4)

Cependant, la norme est dépend de n:

Dé�nition 3.4.4 (Opérateur multi-borné) Soient n 2 N�; (En1 ; k�kn) et (En2 ; k�kn)

deux espaces multi-normés et T 2 L(E1; F2) un opérateur linéaire borné. On dira que T

est multi-borné de norme kTkmb si

kTkmb = sup
n2N�



T (n)

 <1: (3.5)

L�espace de tout les opéreteurs multi-borné de (En1 ; k�kn) dans (En2 ; k�kn) est noté par

M(E1; E2):
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Remarque 3.4.5 De façon générale si T 2M(E1; E2); pour tout (x1; :::; xn) 2 En1 on a

k(T (x1); :::; T (xn))kn � kTkmb k(x1; :::; xn)kn : (3.6)

Explicitement,

kTkmb = sup
n2N�

sup

�
k(T (x1); :::; T (xn))kn
k(x1; :::; xn)kn

: (x1; :::; xn) 6= (0; :::; 0)
�
<1 (3.7)

Example 3.4.6 Soient (En1 ; k�kn) et (En2 ; k�kn) deux espaces multi-normés, y0 2 E2 et

'0 2 E�1 : L�opérateur T : E1 �! E2 dé�ni par T (x) = hx; '0i y0 est multi-borné. De plus

on a kTkmb = k'0k ky0k : En e¤et, T 2 L(E1; E2) de norme ky0k k'0k car

sup
kxk�1

kT (x)k = sup
kxk�1

khx; '0i y0k

= ky0k sup
kxk�1

jhx; '0ij

= k'0k ky0k <1:

Pour tout x1; :::; xn 2 En1 ,

k(T (x1); :::; T (xn))kn = khx1; '0i y0; :::; hxn; '0i y0kn

� max
1�i�n

jhxi; '0ij k(y0; :::; y0)kn

� ky0k k'0k max
1�i�n

kxik

� ky0k k'0k k(x1; :::; xn)kn :

Alors, d�après (3.4) on obtient

kTk � kTkmb � ky0k k'0k = kTk :

En�n T 2M(E1; E2) et kTkmb = ky0k k'0k :

Dé�nition 3.4.7 (Opérateur multi-continu) Soient E1 et E2 deux espaces vectoriels

multi-topologiques par rapport à (F1; � 1) et (F2; � 2) respectivement et soit T 2 L(E1; E2):

On dit que T est multi-continu si la suite (T (xi))i est multi-nulle dans E2 pour tout suite

(xi)i multi-nulle dans E1
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Dans le théorème suivant on a un critère très simple et très utile de continuité comme

le cas des espaces normés.

Théorème 3.4.8 Soient E1 et E2 deux espaces vectoriels multi-topologiques par rapport

à (F1; � 1) et (F2; � 2) respectivement et soit T 2 L(E1; E2): Alors T est multi-continu si et

seulement si, il est multi-borné.

Démonstration. Supposons que T est multi-borné et soit (xi)i une suite multi-nulle dans

E1: Par le Théorème 3.3.6, pour tout " > 0; il existe n0 2 N tel que

sup
k2N�



�xn+1 ; :::; xn+k�

k < "

kTkmb
; pour tout n � n0:

Alors par (3.6) on obtient

sup
k2N�



�T (xn+1); :::; T (xn+k)�

k < "; pour tout n � n0:
Par le Théorème 3.3.6 encore une fois, cette inégalité implique que la suite (T (xi))i est

multi-nulle dans E2: Alors T est multi-contunu.

Inversement, supposons que T n�est pas multi borné. Alors, pour tout n 2 N� il existe

x1;n ; :::; xkn;n 2 E1 tels que

(x1;n ; :::; xkn;n)

kn < 1

n2
et



(T (x1;n); :::; T (xkn;n))

kn > 1:
On peut supposer que kn � n pour tout n 2 N� et considérons la suite

(yi)i = (x1;1 ; :::; xk1;1 ; x1;1 ; :::; xk2;2 ; :::; x1;n ; :::; xkn;n):

(yi)i est une suite multi-nulle dans E1, en e¤et, pour tout " > 0 il existe j 2 N� telle que
+1P
i=j

1
i2
< " et alors pour tout n 2 N�;




(x1;j ; :::; xkj;j ; :::; x1;j+n ; :::; xkj+n;j+n)


kj+:::+kj+n � ":
D�autre part, il est clair que la suite (T (yi))i n�est pas multi-nulle dans E2: Alors T n�est

pas multi-continu.
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Proposition 3.4.9 Soient n 2 N�; (En1 ; k�kn) et (En2 ; k�kn) deux espaces multi-normés

avec E2 est de Banach. AlorsM(E1; E2) est un espace de Banach avec la norme k�kmb :

Démonstration. Soit (Tk)k une suite de Cauchy dans M(E1; E2): Cette suite est de

Cauchy dans l�espace de Banach L(E1; E2); alors il existe T 2 L(E1; E2) tel que

lim
k�!+1

kTk � Tk = 0

D�autre part, pour tout " > 0 il existe k0 2 N� tel que pour tout j; k � k0 on a

kTj � Tkkmb < ":

D�aprés 3.7 T � Tk 2M(E1; E2) et kT � Tkkmb < " pour tout k � k0; ce qui entraîne

lim
k�!+1

kTk � Tkmb = 0:

Alors l�espace (M(E1; E2); k�kmb) est de Banach.

Proposition 3.4.10 Soient n 2 N�; (En1 ; k�kn) et (En2 ; k�kn) deux espaces multi-normés

et T 2 L(E1; E2): Alors T est multi-borné si et seulement si l�opérateur adjoint T � :

E�2 �! E�1 et aussi multi-borné par rapport à ((E
�
1)
n ; k�k�n) et ((E�2)

n ; k�k�n) : Dans ce cas

on a kT �kmb = kTkmb :

Démonstration. Pour tout n 2 N� on a



(T �)(n)

 = 

(T (n))�

 = 

(T (n))

 :
Alors T est multi-borné si et seulement si T � est multi-borné. De plus kT �kmb = kTkmb :
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III 
 

صـــــــملخ  

بعض الوفاهين حىل نظزيت الفضاءاث الوتعددة الهدف هن هذه الوذكزة هى تسليط الضىء على 

النظيواث حيث قونا بدراست البديهياث العاهت لتعزيف  النظيواث الوتعددة وكذا دراست الثنىيت في 

ونظزيت الوؤثزاث  هذه الفضاءاث. في الأخيز قدهنا هفهىم فضاء شعاعي هتعدد الطبىلىجيا

 هتعددة الإستوزار.

 

Résumé 

L'objectif de notre mémoire est de mettre en évidence quelques résultats de la 

théorie des espaces multi-normés. Tel que on étudie les axiomes de la 

définition d'une multi-norme et d'une dualmulti-norme. On donne une étude 

générale sur la dualité dans les espaces multi-norméset sur la notion des 

espaces vectoriels multi-topologiques et la fin nous donnons le concept de la 

multi-continuité. 

 

 

Abstract 

The objective of our work is to highlight some results of the theory of multi-
normed spaces. As we study the axioms of the definition of a multi-norm and 
a dual multi-norm, and more we give a general study on duality in multi-
normed spaces. In the end we give the notion of multi-topological vector 
spaces and Multi-continuous operators. 
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