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Introduction

Les systemes de spins en interactions décrivent en premier lieu des matériaux magnétiques, en physique statistique
ces systemes peuvent étre décrits par les modeéles de spin parmi ces modeles celui d’Ising est le plus important et le

plus célebre.

Le mode¢le d’Ising est un modele simple posséde des solutions analytiques, ces solutions exactes ne sont connues
gue pour les systemes a 1D et 2D en absence de champ magnétique extérieur. La motivation initiale qui a conduit a
étudier ce modeéle était au départ pour décrire des problémes de magnétisme et les phénoménes des transitions de
phase ferromagnétique -paramagnétique. Si a une dimension il n’existe pas une transition de phase, en 1944 Lars

Onsager confirme 1’existence de transition de phase a 2 dimensions.

Il'y a plusieurs techniques de simulations numériques, parmi lesquelles la méthode de monte Carlo est la plus
utilisée, elle est congcu pour effectuer le calcul de grandeurs thermodynamiques du modéle d’Ising telles que
I’énergie interne, 1’aimantation, la capacité calorifique, la susceptibilité magnétique,...Elle permet de tester la
validité des approximations théoriques. La méthode MC est trés utilisée dans 1’étudie des phénomeénes critiques et

les transitions de phase afin de déterminer la température de transition et bien analyser les résultats obtenus.

Ce mémoire est organisé selon le plan suivant : le premier chapitre est consacré a 1’approche théorique du modéle
d’Ising (1D et 2D) dans le cadre de I’ensemble canonique, le deuxiéme chapitre est un rappel sur les techniques des
simulations par la méthode de Monte Carlo, les résultats et la discussion des mesures de la capacité calorifique

d’Ising en 2D seront présentés dans le chapitre 3, nous terminerons ce mémoire par une conclusion.



Chapitre 01
MODELE D’ISING A UNE ET DEUX DIMENSIONS
1- Définition

Le mode¢le d’Ising dénommé d’aprés son étudiant le physicien Ernest Ising il est parmi les modéles exactement
solubles en physique statistique a une dimension, a deux dimensions (solution d’Onsager 1944). A trois
dimensions il n’existe que des solutions approchées. Il s’agit d’un modéle de N spins classiques disposés sur un
réseau, ce modele tres simple est définit de la fagon suivante : on considére un réseau régulier dont les sites de spins

sont numérotés d’une certaine fagon et chaque site de spin i on le définit par une variable scalaire appelée moment

magnétique o;qui ne peut prendre que deux valeurs L1, ces variables sont couplées & un champ magnétique

extérieurh; et entre eux avec une interaction J.

En physique statistique on étudie des systemes a trées grand nombres N de particules, tant que N est grand cette
étude est difficile. Paradoxalement le cas limite N—oo redevient un cas relativement simple, et cela grace aux
méthodes statistiques (calcul des probabilités ou la loi des grands nombres donne une limite universelle aux
distributions de probabilités:la loi gaussienne) aussi se sert-on en physique statistique du concept de la limite
thermodynamique qui n’ est rien d’autre que la limite d’ un systéme infini. Bien sur les systémes physique que 1’on
étudie ne sont pas infini néanmoins le nombre de particules d’un systéme macroscopique (N~10%) est
suffisamment grand pour que ses propriétés soient trés proche de celles déduites théoriqguement de la limite

thermodynamique.
2-Modéele d’Ising a une dimension, cas géneral (h#0 et j#0) et solution exacte

A une dimension, c’est le cas le plus simple du modéle, la résolution du systéme d’Ising, ou la fonction de partition
qui décrit les propriétés thermodynamiques de ce systéme, est calculée avec exactitude par la méthode de la matrice

de transfert.

On considére un réseau régulier (une chaine) dont chaque site de spin est défini par une variable scalaire de

spin o; = +1.
N
° - ® ®
T ® ®
Chaine ouverte \\ ./

Chaine fermée

Figure 1.1 : Représentation graphique d’une chaine d’Ising. Les cercles en bleu représentent les spins et les traits

sont les liens d’interactions J entre eux.

L’Hamiltonien d’une chaine de N spins en présence d’un champ magnétique extérieur h s’écrit comme suit:
6



H({o;}) = —j ¥<ij> 0i0; — h Y, 0y (1.1)
ouJ est I’interaction entre les spins de sites plus proches voisins.et h est le champ magnétique extérieu,y.; 6;= M

étant la magnétisation c’est la somme sur tous les sites.

On constate que 1’Hamiltonien va comporter deux termes :
Hy = —j Y<ij> 0i0j (1.2)

Qui représente 1’interaction entre spins les plus proches voisins, le deuxieme terme :
H, = —hz 5 (1.3)
i

Représente I’interaction des spins avec le champ magnétique extérieur. On peut écrire ce dernier terme comme

suit ;

H,=—(h/ Z)Z (o +0oi.1)
i (1.4)

Alors I’ Hamiltonien devient :

~h
H= —jz 0i0i+1 TZ(UL' + 0i41) (1.5)
2-1- Fonction de partition exacte

Calculons maintenant la fonction de partition pour un systéme linéaire d’Ising de N spins, N étant un trés grand
nombre, ceci afin de se placer dans la limite thermodynamique avec les conditions périodiques (Figure 1-1)

0; = Oy4i Vi

Chaine Fermée

Chaine Ouverte

Figure 1.2 : Chaine Fermée et Chaine Ouverte



Dans la fonction de partition pour N spins, chaque spin indicé i ne peut par hypothese prendre que deux valeurs, +1
et - 1. Le systéme comporte donc 2N états différents.

Donc la fonction de partition par définition est :
Z=%,_,e " (1.6)

tel quep =

kB est la constante de Boltzmann on injectant H donné par 1’équation (1.5) dans cette fonction on
obtient :

o1=*1 o,=*x1 oy=*1

> > 2> eXp(ﬁZ[JO‘O‘Hl—!—h(O‘ +o.0/2 D

oy =*1 ony==*1 i=1

> > Hexp(ﬂ[jaiom +h(oy +o0..)7/2 D

On récrire Zen fonction de produit de matrice :

Z = T (o, 0,)T (0,,05).T (oy,0,)
Z Z 1 2 2 3 N 1

. (L.7)
o =*1 on +X1

tel que La matrice T est donné par :

T(o,,05,) :eXp(/B[jalo-z +h(o, +0,)/2 ])

(1.8)
ces éléments est :
(1|T|1) = eBU+h)
(—=1|T|-1) = eBG-N
(—1T|1) = (1|T|-1) = e™®
T appelée la matrice de transfert de dimension 2 x 2, s’écrit comme suit
Tz(es(jﬂl) ebi )
e B eBG-D
La matrice T peut étre diagonalisable et les valeurs propres A,etA_ sont les racines du determinant suivant
det(T —41) =0 (1.9)

ou Jest la matrice unité et
T_M:(es(j+h) _ o—Bi )

e_Bj eB(]_h) —A

On compare L’équation (1.7) avec la définition de la trace suivante

8



tr(AB) = Xi=1(AB)y = Xiz1 Xje1 4ijBji = Xj=1(BA)j; = tr(BA)

et apres la diagonalisation de T la fonction Z devient :
N N
Z=Tr(TN) = Ay +A_

La solution de 1’équation de diagonalisation (1.9) donne :

A+ = M| cosh(Bh) + /sinh2Bh + e~ |

Donc on obtient :

_ N N
7=eNP) {[cos h(Bh) + +/sinh2Bh + e““Bl] + [cosh(Bh) — y/sinh2ph + e‘4ﬁl] }

2-2- Energie libre

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

L’¢énergie libre associée au modéle d’Ising appelé aussi potentiel thermodynamique dans I’ensemble canonique.

L’énergie libre de Helmoltz est définie par :
F(M)=-K,TIhZ(T)

Avec

z2-2." +A“)=ﬂ+“(1+(j—-)“)

+

Onnote que A, ) A_, alalimite thermodynamique (N—c0) on a
7= AN

Y
Car(—)" =0
(/1)

+

F = —NkgT{Bj +In [cosh(Bh) + y/sin?h(Bh) + e~*FI }

2-3 -Aimantation

L’aimantation est donné par :

(1.14)

(1.15)

(1.16)



_ sinh(sh) 17
Jsinh2(pn) +e 4 40

Pour produire une magnétisation a température finie, il faut un champ extérieur.
2-4 -Susceptibilité magnétique

Elle est définit par :

(1.18)

(5 cost{ph))sinzn(n) + e 7 — 20 s h{phcoshi/h))
2,/sin2h(ph)+e*A
sin2h(ph)+e ™A

h=0

Enfinona:

B
x="=pe (1.19)

Qui reste finie a toute température nom nulle.
2-5 -Energie moyenne

L’énergie moyenne est définit de la fagon suivante :

Ee /™
E-YER-YEE _ 10ggm_102_ 0hz
s s L YANG) Zop op (1.20)
Ou P, étant la probabilité canonique de 1’état microscopique s.
. Y
E=—N|j+ hsinh(sh) 2je (1.21)

Jsinh2(gh) +e™*4 Jsinhz(ph) + e~ (cosh(ph) + {sinh2(ph + 7 |
2-6- Capacité calorifique
La capacité calorifique est donnée par :

c _E__1 'z
v A 2 Ap2
o KT? OB (g9

10



1 E_N o
K,T? 08 KgT? 0B

\

8je (cosh(ﬂh)+\/sinh(ﬂh)+e’4ﬁj )\/sinh 2(pn)+e A 4
he 4 (hcosh(h) + 2 jsinh(sh)
(sinh2(ph-+e-*4 e

2 jhe™*A sinh(ph) cosh?(pn) — 4 j2e 4 cosh(sh) s
Jsinh2(ph) +e*4
C, = kT2 2 jsinh(Bh)cosh(sh)e™4 —
4j2eA 4
hsinh(h),/sinh2(ph) +e~* +
hcosh(sh)sinh(ph) — 4 je A
(sinhz(ﬁh) +e Xcosh(ﬂh)+\/sinh2(ﬂh) +e )Z

+

(1.23)

Toutes les fonctions thermodynamiques du modéle d’Ising a une dimension dans 1’ensemble canonique sont

réguliéres, il ne peut apparaitre de singularité a température fini.
3- Modele d’Ising a deux dimensions

La solution exacte du modele d’Ising bidimensionnel a été donné pour la premiére fois par Lars Onsager .Ce
systéme comporte bien a 2D une transition de phase de second ordre, elle se manifeste par un comportement

singulier des fonctions thermodynamiques ou leurs dérivées.

Figure 1. 3 : Représentation graphique du modeéle d’Ising sur un réseau carré .Les spins (cercle en bleu) sont

reliés entre eux par le méme facteur d’interaction J (traits noir).

Considérons un réseau carré régulier (Figure 1.3). 1l est géré par I’Hamiltonien :

H=-=j> oo, -h> o (1.24)
.0 i
11



Chaque spin possede deux valeurs o; = =1 on aura donc 2" états pour un réseau de N spins.

3-1-Fonction de partition exacte

Onsager a démontré quand h=0, la fonction de partition en deux dimensions est donnée par :

Z=Yq_,, e " =traceT"

Avecﬁz 1 ,donc:
KgT

Z = [Zcosh(2j,8)e' ]N (1.25)

Ou | est une intégrale elliptique qui a la forme :

| = %!d@ln{%[l-F (21— x2sin Z(p);:l}

2sinh(-21 )
Avec  _ KeT " .

cos 2h(%)
B

xest une fonction de Tqui s’annule pour T=0 et T=o0.Pour j et T positives x est aussi positive et continue, le

parametre x présente un maximuma T =T (il suffit de dériver x en fonction de T pour observer sh(T.) =1 et
donc x(T;) =1)

3-2 -Energie libre

L’énergie libre exacte d’Onsager est donnée par :

FT)=-K,TIhz

= —NK,T In[2 cosh(Zﬂj)]—N;BTTd(p[; (1+ J1—x2sin Z(p):| (1.26)
T o]

3-4 -Aimantation

La magnétisation exacte du modeéle d’Ising bidimensionnels est un paramétre d’ordre de la transition de phase, elle

est donnée par :

m = L — (sinh(2i )*4]% (1.27)

En certain points ce paramétre devient zéro, ces points appelés points critiques ou température de Curie qui a la

forme suivante :

tanh =—— = c — = 2.269185
an (KBI ) N2 | |||(1 “2)

12



Cette équation est obtenue a partir des propriétés du réseau carre.
3-5 -Susceptibilité magnétique

Selon la solution exacte d’Onsager on a :

10M

X=Van

On peut aussi obtenir la susceptibilité a partir des fluctuations de I’aimantation :

1
X =7 | & rlmGIm©) = Gm©)y?

Par comparaison avec la définition de la fonction de corrélation donne, m(r) est la densité de paramétre d’ordre.
3-6 -Energie moyenne

est donnée par :

E_ _ olnZ
op
. . (sinh2(2jB)-1)[ 2
=-2Njtanh(2j5) - 2N (sin —g(x)-1 1.29
j tanh(2 ) - 2N; Sinh(4 i) ﬂg( ) (1.29)
Ou g(x) étant I’intégrale elliptique :
1

909 = [do

J1—Xx2sin2¢
On a mentionné qu’aT = T, yatteint un maximum, dans cette valeur de yla fonction g(x) présente une divergence

logarithmique :

+...

900 =Ih—=
V1-x?
3-7 -Capacité calorifique

La grandeur thermodynamique qui nous intéresse c’est la capacité calorifique, qui représente aussi une divergence

logarithmique, le développement limité de cette capacité en champ nul au voisinage de T =T, est:
N2
C= ﬁ = 2_K 2) —In
or  x (KT,

4-Approximation du champ moyen solutions a d-dimensions

1——
T

T, |n[KT_C j—(1+ Z)| } (1.30)
2] 4

c

L’ approximation la plus simple pour traiter un systéme de spin en interaction estcelle de champ moyen, qui
consiste a remplacer chacun des voisins des spinss; par une valeur moyenne.Ici la dimension de I’espace

n’intervient pas seul le nombre de coordinations (g) qui est le nombre de particules en interaction compte.il

13



augmente avec la dimension d, on comprend pourquoi les calculs en champ moyen seront d’autant meilleurs que d
est grand.

Pour obtenir un Hamiltonien approché, qui le soit on part de I’identité suivante:

2, 0105 = i p(0: = m)(g5 — m) + g ym(oi + 05) — X ym? (1.31)
Valable quel que soit m, et on choisitm = (o) est la valeur moyenne de spin qui on calculera par la suite.

dans cette identité on évalue chaque terme isolément :
(o, -mo, -m)=Y (o, - m{Z(O'j - m)} (1.32)
(i i i)

Ou (i) représente toutes les interactions de sites j plus proches voisins de i, si la coordinence q était infinie la

somme donnée par (1.32)serait nulle par définition de la moyenne(les fluctuations petites par rapport a la valeur
moyenne),a la limite thermodynamique(N—o0)l’approximation sera d’autant meilleur que ¢ sera grande,si on
néglige les effets de bord alors :

m(0i+0'j): —ZmZZG = mZO' Zl
(ij) i i) i)
La division par 2évite le double comptage dans cette somme. Hamiltonien (1.24) devient :

—Z jam +B)o, + j 9 Nm2 (1.33)

4-1 -Fonction de partition

Est donnée par :

Jqu2

DD | EE

oy =tl o,=%1 crN—+l i=1

JNm2
Z e/i’ qm+h

oj=*1

Enfin, ona:

5 ONm2

z-e"2 [2cosh g(jgm + h)]" (1.34)

4-2- Energie libre:

Est donnée par :
F(T)=—-K;TIhz

14



Par un calcul simple, on obtient :

F :(j%Nmzj—NKBT In[2cosh A(jgm + h)] (1 .35)

4-3- Aimantation

Elle a la méme définition que dans 1D et donnée comme sulit :

1 oF
M= n
a{(qu;lmj — NK,T In[2coshB(jgm + h)]}
me_L
N oh
Et enfin,ona:
m=Tanhg(h+ jmq) (1.36)

Equation dans le cas de spin d’Ising avec I’interaction ferromagnétique entre les premiers voisins. Il ya aussi deux

autres facons de calculer m.

a) On minimise 1’énergie libre par rapport & m ce qui vient a résoudre =0.

om

b) On prend la dérivée logarithmique de Z il vient : %nﬂz = f{o) = pm.

Ces deux méthodes conduisent a 1’équation auto-cohérente (1.36).
4-4- Solution graphique de I’équation auto-cohérente

Si h#0 il ya une seule solution qui assure le minimum de 1’énergie libre.
Si h=0il ya deux cas :

19> il ya deux solutions (symétriques) en plus de m=0 (courbe en bleu)

19<1 : La seule solution est m=0(courbe en vers).
Lorsque en dessine 1’énergie libre en fonction de m on a pour K T(K;T. = jq, les solutions m#0 sont les minima
de F(m) tandis que m=0 correspondant un maximum. Donc a I’équilibre, la théorie de champ moyen prévoit une
magnétisation spontané perdu aT )T, , cette brisure de symétrie est étonnante, elle est bien vérifiée

expérimentalement: certains substances présentent une aimantation permanente en absence du champ magnétique

extérieur h.
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Figure 1.4 : Résolution graphique de [’équation autocohérente (1.36) avec j=1, q=6, h=0.
4-5 -Susceptibilité

On a:

m =Tanhg(jgm +h) (1.37)
On considére h=0, donc :

m =Tanh(jgm) (1.38)
Quand g estgrand T est petite, il existe 3 solutions possibles m=0 et m = +|m| ,la solution m > 0 apparait ou

la pente de la fonction Tanh a I’origine est supérieur & un c'est-a-dire :

9 (ranh(jqm)), o)1 (139
dm

On trouve la condition (1.39) est Bjq > 1 équivalent de :

LT
Bia =~ (1.40)
OuT, = J4q
K
On considére 1’équation (1.38) et on utilisant (1.40) :

m= Tanh(m -I_;_—Cj (1.41)

QuandT =T, |m| « 1 on porte le développement suivant

X3

Tanh(x)~ X—= (1.42)

3 3 E
m=mT—C—m— T =m’ = T T—°—1 (1.43)
T 3\T T, T

, testlatempérature réduite mesure 1’approximation au point critique, quand t est petit

C

On poset =
C
1’équation (1.43) deviennent :
16



m® = 3(1+t)3[1— i) ~ -3t (1.44)

1+t
Alors :
T, :m=0
1
{T (T, :m~=(3t])2 (1.45)
X = (g—:]hzo (1.46)

On porte le développement de 1’équation (1.42) en tenant compte de h seulement dans le premier terme de

C

T TN
développement : m = m?c + ph— m?(?j et prend la dérivée par rapporta h :

3
ZZZT—C+/3—ZTT‘2(T—°J =X = p 3 (1.47)
T T |: Tc Z(ch :|
1--+m7| =
T T

Lorsque t est petit on utilisant I’approximation suivant pour m :

T ig=-P z?

(1.48)
Werr=r—g ’ T z%
1-++3 =-1 | |
T T
La divergence de la susceptibilité sera a t=0
4-6- Energie moyenne
L’énergie moyenne par site est donnée par :
ecE__10INZ (1.49)
N N op
Un calcul simple donne :
.q . om . . .
e =—j—m? +tanh A(jgm + h)+ =—[- Bigm + Siq tanh A(jom + h)]
7 op (150)
onz . . . ] ) .
D’autre part : =—4jgm+ gjqtanh ﬁ(qu + h), on remplace dans 1’équation (1.50), on obtient :
e=—jIm? +tanh A(jgm +h)+ dinZ om
2 om op

L’équation auto-cohérente permet d’éliminer la tanh et I’énergie libre (F = —K, T In Z) étant stationnaire par

rapport a m, alors le second terme s’annule donc :
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-
e—__
=75 jm (1.51)

4-7 - Capacité calorifique

La capacité s’écrit comme suit :

_%e_Jgom (152)
or 2 oT '
Au voisinage de T = T, m est tres petit on peut donc porter le développement:(1.42)
Dans I’équation auto-cohérente :
= p(jam +h)
Injectons x dans le développement (1.42) on obtient :
. 3
= B(jam +h)- ° M
Quand (h=0) en absence de champ magnétique extérieur on tirem :
] 3:3 3m 1
m= gigm- B 1™ _ o (ﬂsqu Y
3 B
3(1_;_c —1}T3 T
m? = 3 ~31-—
T, T,
3K,
T(Te.e=— (1.53)
T, 0

2

. . : ] . 3K _
est une fonction décroissante de T, 1’équation auto- cohérente montre que c croit de 0 aTb pour T =T, et

s’annule de facon discontinue a partir de TC+

5- Calcul les observables thermiques par la relation de fluctuation

L énergie interne est donnée par :

=—j>.ss;—h> s, =E,—hM (1.54)
i
On note M la magnétisation totale Ml = E S;

o . M
Et la quantité normalisée : m = N

18



1 (Eg—hM)

(m) = - > m(S)eiﬁ T (1.55)
AvecZ = Ze’(E"’hM)/T

5-1 -Susceptibilité magnétique :

Par définitionon a :

oML e L G2 S
dh TzZ4 z? dh 4
—ii 24~(Eo-hM )T _ii —~(Eg—hM )T ~(Eg—hM )/T
=z M NT 77 2 Me 2. Me
1
Z:ﬁ[<'\"2>—<'\">2] (156)

5-2 -Capacite calorifique :
Tout d’abord on va calculer 1’énergie moyenne :

Ona:

= :i fﬂE(S):_ii ,,;E(S):_alnz
E g‘PS Z;E(s)a zaﬁze 7

Et on déduire la capacité a partir de la dérivée de 1’énergie :
¢ OE)_-pE_potnz_po(taz) plroz_afazy
G Top T op° Top\zop) T|zop* z*\op

C, =$[<E2>—<E>2] (1.57)
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Chapitre 02
SIMULATIONS MONTE CARLO ET MODELE D’ISING
1-Définition :

Le terme méthode de Monte Carlo(MC) inventé par Metropolis désigne une famille algorithmique visant a calculer
une valeur numérique approchée en utilisant des procédés aleatoire c'est-a-dire des techniques probabilistes. Les
simulations de Monte Carlo sont une classe tres importante de méthodes stochastiques pour calculer les propriétés
thermiques on s’intéresse ici a des simulations classiques (puisque il ya également des simulations MC
quantiques).Les simulations MC sans doute ce sont les techniques numériques les plus importantes dans la
physique statistique. Les méthodes de simulations de MC sont liées aux méthodes d'intégration élémentaires, mais,
ils sont basés sur des plans d'échantillonnage non uniformes plus efficaces. En utilisant importance échantillonnage,
la configuration (positions de particules, les directions de spin, etc.) d'un systeme a plusieurs corps et qui est fini,
peut étre généré selon la distribution de Boltzmann, de sorte que les valeurs moyennes thermiques sont obtenus en
tant que moyennes arithmétiques simples des fonctions " mesure "de la configuration. On présente ici cette

méthode de simulation dans le cadre de la description canonique pour simplifier son illustration.
2- Principe

Dans une simulation on veut calculer les valeurs moyennes des grandeurs physiques telles que 1’énergie moyenne,
la capacité calorifique, ’aimantation, la susceptibilité magnétique.si on considere ici 1’exemple du modéle de
spins d’Ising avec des interactions ferromagnétiques j entre premiers voisins, cette hypothese ne fait pas perdre le

caractére général de la méthode. La valeur moyenne d’une grandeur A est définit par :

(A) = 725 s Als) e FES (2.1)

Ou Z(T) est la fonction de partition & T, E(s) et A(S) sont I’énergie du systéme et la valeur de A dans 1’état

microscopique s.

On principe on doit sommer sur tous les configurations de spins, dans le cas des spins d’Ising le nombre des

configurations de spin est 2" 00N est le nombre total de spins.
3-Calcul des valeurs moyennes

Comme une simple illustration des avantages de non-uniforme échantillonnage de Monte Carlo, prenons une
intégrante similaire a une valeur moyenne thermique en physique statistique (la discussion ici peut étre directement

généralisée a des intégrales multidimensionnelles) :

(A= ["P@A® A , [LPEdx=1 (2.2)
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Ou P(x) est une distribution de probabilité quelconque. Par échantillonnage aléatoire de M points x4, ....xydans

I'intervalle, la valeur moyenne est estimée a
2L
(A) ~ 7ML P(x)A(K) (233)

Si P (x) est fortement culminé dans une petite région, les fluctuations statistiques de cette estimation seront grandes
gue seule une petite fraction des points générés tombera dans la région dominante. Si nous prélevons la place des
points selon certains W(x) de distribution de probabilité, & savoir la probabilité de choisir un point dans un
intervalle infiniment [x,x + dx], l'estimation de la valeur moyenne est

(A) ~ 2 TN, e AGx) (2.4)

Les fluctuations statistiques ici sont moins que I'estimation (2) de I'échantillonnage uniforme si W (x) est culminé
dans la méme région que P(x) et si la fonction A (x) est réguliere, dans le sens d'étre raisonnablement lisse et pas

tres petite ou P(x) est grand et vice versa.

Il est impossible dans la pratique pour trouver le W(x) optimale qui minimise les fluctuations, mais si P(x) a
beaucoup plus de variations que A (x) une tres bonne solution est d'utiliser W(x) = P (x). La valeur moyenne est

alors juste simple moyenne arithmétique de A(x) par rapport & la configuration échantillonné
1
(A) ~ - 2N AC) (2.5)

En physique statistique, P est une fonction exponentielle fortement culminé e E/ksTde I'énergie et A est
typiquement une fonction polynomiale linéaire ou d'ordre inférieur des degrés de liberté du systeme. La fluctuation
de P sont donc tres importante par rapport a ceux de A et dans I'échantillonnage en utilisant P comme la distribution
de probabilité est alors proche de I'optimum. Ceci est ce que I'on entend généralement par I'échantillonnage de

I'importance a long terme.

Utilisation échantillonnage d'importance a la place de I'échantillonnage aléatoire uniforme est cruciale quand une
petite fraction de l'espace de configuration domine la fonction de partition, qui est toujours le cas avec la

probabilité de Boltzmann dans les modeles de mécanique statistique a des températures d'intérét.

Un des utilitaires principaux de la simulation Monte Carlo est dans les études des transitions de phase et
phénomenes critiques. Bien qu'il existe des simulations par des méthodes analogues disponibles également pour les
systémes quantiques (appelée quantiques des méthodes de Monte Carlo). Ici on s’intéresse a des simulations de
Monte Carlo des modeles & plusieurs corps classiques, ou les modéles avec des degrés de liberté discrets sur un

réseau, et en particulier les modéles de spin (surtout le modele d'Ising) sont des bons exemples & simuler.
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4 - Mécanique statistique des systemes a plusieurs corps

Nous examinons brievement ici le formalisme mathématique utilisé pour évaluer les valeurs moyennes thermiques
dans la physique classique a plusieurs corps, compte tenu des a plusieurs particules dans I'espace continu et aprés

nous allons voir les modéles réseau de spin aux quelles appartient le modéle d’Ising.
4-1-Particules dans I’espace continu

Pour un systeme de N particules, avec des coordonnées de position x;et p impulsions dans un espace a d-

dimensions, la valeur moyenne A d'une grandeur thermique a la température T est donnée par
1 R — 3: D:
(A) =5 [ TIiLy dxf! [ TIL, dpfl A((R;, Bi})eH Eapi/keT (2.6)
Ou Z est la fonction de partition
Z = [T dx{! [ TTL, dpfle™ P/ kT (2.7)

kg Est la constante de Boltzmann, et H est I'namiltonien. Pour les particules identiques de masse m dans un

potentiel U (%;) et une & deux particules interaction V (%, x;), I'hamiltonien est

H(& B = SN, 2+ 5N U &) + S V (5 %) 2.8)

i=1 2m

Si l'observable A est indépendante de la vitesse (i.e. une fonction que des positions X), les intégrales de moment

annulent en (2.6), conduisant a

(A) = %f Hl\1=1 dXidA({gi})eH({ii})/kBT (2.9)

N
7= f ndxgeﬂaii})/kﬂ
i=1

C'est-a-dire seulement I'énergie potentielle,
E({Z, B} =X U ) + iV Gis x)) (2.10)

Est pertinent pour les propriétés statiques [la densité p(X), fluctuation de densité, les fonctions de corrélation égale-
temps, etc.] du systéme. Souvent, la seule quantité dépendant de la vitesse considéré en équilibre mécanique

statistique est I'énergie cinétique, qui, pour une seule particule est donnée par

2 1
ki = (Ch) = — (2.11)

P

Etant donné que toutes les intégrales sauf ceux sur p; sons nulle. Cela donne le théoréme d'équipartition :
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ki = SkpT (2.13)

En général, il est impossible de calculer analytiquement les valeurs moyennes d’une fonction de moments de
particules ou de positions, sauf dans une seule dimension. Dans une simulation de Monte Carlo, ces valeurs
moyennes sont évaluées par échantillonnage d'importance d'un nombre ni de la configuration{X;}. Avant de discuter
de la fagon dont cela est fait pour les particules dans I'espace continue, nous allons examiner le cas un peu plus

simple des modéles sur réseaux.
4-2-Modeéles sur réseaux

Dans un modele sur réseau les degrés de liberté du systéme peuvent étre continus ou discréte. Les modéles de spin
constituent une classe importante de modéles sur réseau. Dans la nature, les modéles de spin ont des réalisations
directs dans des cristaux d'atomes avec des spins non appariés électroniques qui sont localisés sur les sites
atomiques, a savoir, dans les isolants dont les spins sont pas portés par des électrons de conduction délocalisés mais
peuvent étre associés a des atomes individuels. Un des modéles les plus importants de ce genre est le modele de

Heisenberg, ou l'interaction entre les spins sur les sites i et j est proportionnelle a leur produit scalaire;

E = %iJiiSiS; (2.14)

Figure 2 .1: Etats-basse énergie du modele d'Ising bidimensionnel avec ferromagnétique (a gauche) et (a droite)
interactions antiferromagnétiques. Les cercles pleins correspondent a et ouverte vers le bas jusqu'a une tourne,

respectivement.

Les constantes de couplage ] sont souvent limitée a &tre non nul uniquement pour les sites de réseau i,j qui sont
voisins les plus proches. Ici, les vecteurs de spin sont en trois dimensions, mais peut conduire a des modéles
anisotropiques efficaces de spin dans lequel les orientations de spin sont confinés a l'intérieur d'un plan, comme

illustré sur la Fig 2.1

Le modele de spin simple est le modéle Ising, dans lequel les spins ont seulement deux orientations possibles le

long d'un axe choisi; "haut" ou "bas". En notant les degrés de liberté o; = +1, I'énergie est
E=2;lijoi-0;j —hXjo; (2.15)

ou nous avons également inclus un champ magnétique externe. L'interaction J;; est encore souvent (mais pas

toujours) non nulle seulement entre voisins les plus proches. Un modéle d’Ising peuvent survenir dans un systéme
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1 . . . . . .
de o = > lorsque les anisotropies font les interactions dans un sens de rotation dominante, par exemple, sulement

oo} peut devoir étre pris en consideration.
Considérant seulement les interactions entre plus proche voisin, I'énergie est
E = i Jijoi0;j (2.16)

Ou (i, j) désigne une paire de sites proches voisins i, j. En notant o I'ensemble des configuration de spin {o4, ..., on},

ou N est le nombre total de rotations dans le systeme, la valeur moyenne thermique d'une fonction A (o) est
(8) =3 To A ()e T (217)

Z=7Y,e EO@/T (2.18)

Pour les interactions ferromagnétiques (c.-a- ] < 0) lorsque T — 0 Il ya seulement deux configurations de spin qui
contribuent; ceux avec tous les spins pointant vers le haut ou vers le bas. Pour les interactions antiferromagnétiques
(de J > 0), et par exemple, sur un réseau carré bidimensionnel les configurations les plus bas de I'énergie sont en

alternance de haut spin en bas spin dans un motif en damier (les spins haut et bas constituent deux sous-réseaux).

En dimensiond > 1, le modéle d'lsing présente une transition de phase entre un (paramagnétique) état désordonné
a des températures élevées et une (ferromagnétique) état ordonné a basse température (dans une dimension,
fluctuations thermiques interdisent l'ordre a T > 0, et le systéme présente alors un véritable ordre a longue). Le

parameétre d'ordre de cette transition de phase est I'aimantation.
1
m = ﬁZiN:l oj (2.19)

5- Importance échantillonnage et bilan detaillé

Nous allons ici considérer un espace discret de configurations {C} = C;C,,...,Cy (ou N peut étre fini ou infini),
mais la discussion peut étre directement généralisée a un continuum de configuration. Pour un systeme a la

température T, une valeur moyenne est donnée par
(A) = Do P(CDA(C), P(C) =ze E@/T (2 .20)
o Z

Ou nous travaillons en unités telles que kg = 1 (ie, nous mesurons les énergies en degrés Kelvin). Dans une
simulation, nous commengons avec une configuration arbitraire Cj) et de lui sera genéré une séquence
stochastique Ci(q), Ciz), ---» Cimy, que nous utilisons pour approcher diverses valeurs moyennes d'intérét. Notre

objectif est que la configuration sera distribué selon P.

Nous utilisons un processus stochastique dans lequel une configuration C; 41y est obtenue a partir de
configurations C;, précédents en faisant une sorte de changement aléatoire dans ce dernier. Nous considérons une

séquence de configurations constituant une chaine de Markov, a savoir, la probabilité de faire une transition de
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Ciag a C i (k+ 1) Ne dépend pas de la fagon dont nous sommes arrives a Cjq)(son histoire). Nous allons discuter des
conditions sur les probabilités de transition P (C; — C;) pour la distribution desirée P (C) a atteindre. Il convient

de noter que P peut étre une distribution de probabilités, pas nécessairement la probabilité de Boltzmann qui nous

intéresse ici.

Au lieu de considérer une seule séquence de configurations, il est utile d'abord imaginé un ensemble d'un grand
nombre de configurations. Si cet ensemble est distribué selon P, alors le nombre N, (C;) de configurations C; dans
I'ensemble est proportionnel a P (C;). A un moment donné (étape), nous appliquons un certain régime pour changer

(mise a jour) les configurations, avec la probabilit¢ de changer C; a C; noté P (C; — C;). Le nombre de

configurations C;aprés mise a jour toutes les configurations est
N3 (Ci) = No(C) + Xji[No(C;)P (C; = C;) — No(C)P (C; — C))] (2.21)

Ou les deux termes pour chaque j de la somme correspond au nombre de configurations qui ont été modifiées dans
et hors de C, respectivement. Ceci est appelé I'équation de maitresse. Si nous voulons que I'ensemble reste réparti

selon P, nous devons clairement avoiri =1, ...,N
j«i[No(G)P (Ci > C) — No(CDP (Ci > ;)] =0 (2.22)
Ou, depuis Ny (C;) «< P (C;),
Yiai[P (C)P (Ci = €)= P(CHP(Ci— )] =0 (2.23)

Cette équation peut avoir de nombreuses solutions, et en général, il serait trés difficile de trouver toutes les
solutions. Cependant, nous pouvons obtenir une solution notamment en satisfaisant a la condition ci-dessus terme a

terme;
P(C)P(Ci—> C)— P(C)HP(Ci—~ C)=0 (2.24)
Ce qui donne un état, appelé équilibre détaillée, sur le rapport des probabilités de transition;

P(Ci>Cj) _ P(Cy

P(GoC)  P(G) (2.25)
Dans la mécanique statistique la probabilité des configurations P (C;)est donnée par
P (Cp) =5 W(C;) W(C;) = e BT (2.26)

Ou W(C;) est désigné comme étant le poids de la configuration, la fonction de partition disparaitre dans le rapport

sur le coté droit de ces équations. On peut aussi écrire

P(CiG) _ w(c)
P(C-C)  W(G)

(2.27)

Qui est la condition de bilan détaillé.
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Bien que nous ayons tiré la condition détaillée de I'équilibre a partir d'un ensemble de configurations, il est valable
pour une seule chaine de Markov aussi, cette déclaration serait clairement vrai si les chaines de Markov formés par
I'évolution temporelle de toute la configuration individuelle dans I'ensemble auraient la méme répartition dans le
temps, dans ce cas, il est clair qu'ils seront tous distribués selon P. Pour ce faire tenir 1’échantillonnage doit étre
ergodique, a savoir les types de mises a jour faites doivent étre tels que, d’une configuration arbitraire toute
configuration peut étre atteint par une série de mises a jour. La plupart des systémes de simulation de Monte Carlo

sont basés sur les principes de I'équilibre détaillé et érgodicite.

Dans la pratique, on commence par une chaine de Markov de quelque état arbitraire, qui peut étre un état
improbable de la distribution cible. 1l sera ensuite prendre un certain temps avant que les configurations générées
sont correctement distribués, mais avec bilan détaillé et érgodicité nous sommes assurés d'atteindre la distribution
correcte aprés un certain temps. Le temps nécessaire pour atteindre I'équilibre dépend du systéme a I'étude et
devrait veiller a ce qu'un nombre suffisant de mises a jour sont effectuées avant que les configurations sont utilisées

pour mesurer observables.

Dans une simulation, on ne considere généralement pas toutes les transitions possiblesC; — C;j, mais seulement un
sous-ensemble de toutes les transitions correspondant a faire certains petits changements en C;. Par exemple, pour
une configuration Ising avec N spins on peut considérer en feuilletant un spin choisi au hasard, dans auquel cas N

nouvelle configuration peut étre atteint. Pour un systéme de particules dans I'espace continu, on peut envisager de

déplacer une particule choisie au hasard par un vecteur de déplacementd , avecéchoisi au hasard dans une sphére de

rayon A.

La probabilité de transition P (C; — C;) Dans les exemples donnés ci-dessus peut étre écrit comme un produit de
deux probabilités; une pour tenter une certaine mise a jour (sélection du spin a étre retourné, ou la particule d'étre

déplacé et le vecteur de déplacementg) et l'autre pour exercer effectivement le changement (accepter). Nous

écrivons donc
P(Ci— Cj) — pattempt((;, C]_)Paccept(ci N Cj) (2.28)

Il est souvent le cas, car il se trouve dans les exemples mentionnés ci-dessus, que la probabilité d'une tentative de
chacune des mises a jour possibles trivialement est uniforme, a savoir, P (C; » C;) = Constante, indépendante de
i,j. Cette partie de la probabilité de transition tombe alors sur la condition de bilan détaillé (2.27) et on se retrouve
avec une condition bilandétaillé pour les probabilités d’acceptation :

paeeePi(Cim ) _ W(C)
Paccept(Cj—) C]) - W(Ci)

(2.29)

Cette condition peut étre remplie dans un certain nombre de fagons, parmi lesquels le plus couramment utilisé est la

probabilité d'acceptation de Metropolis :

. |WI(G
paceePt(C; — ;) = min [wgc]g 1] (2.30)
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En d'autres termes, si la nouvelle configuration de poids est plus élevée (ce qui correspond a la réduction de
I'énergie du systéme) on admet toujours la mise a jour, alors que si elle est inférieure on admet avec une probabilité
égale au rapport des nouveaux et anciens poids. Il peut étre vérifié que cette probabilité d'acceptation de Metropolis
Satisfait la condition de bilan détaillé(2.29). Pour déterminer si ou non la mise a jour sera accepter lorsque
P (C) <1, la probabilité d'acceptation peut étre comparé avec un numeéro (random number)r € [0; 1], sir <
Pacce?t(ci - C]-) la mise a jour est accepté, et sinon elle est rejetée. Si une mise a jour est rejetée, I'ancienne
configuration C; devrait étre considérée comme la configuration suivante dans la séquence. L'ensemble de la
procédure de tenter des mises & jour et d'accepter ou de les rejeter en utilisant le schéma ci-dessus prend le nom de
I'algorithme de Metropolis.

Une autre probabilité d'acceptation souvent utilisé avec l'algorithme de Métropolis est

w(Gj)

PCeP(Ci > ) = Sreyew(e)

(2.31)

Qui est un cas particulier d'une probabilité de bain de chaleur impliquant une sélection parmi un nombre m de

choisies

1 __W(Cw)
pse eCt(Cj(k)) — Z{‘;lwl(cj(l)) (2.32)

La configuration actuelle est C; = Cjqy pour certains 1 € {1,...,m} et il n'y a pas explicitement un rejet de mise a

jour, a savoir, l'une des options 1 € 1, ..., m est toujours choisi, selon les probabilités ci-dessus.
6- Algorithme de Métropolis pour le modéle d’ising

Il a été déja indiqué plus haut comment fonctionne l'algorithme de Metropolis dans le cas du modele d'Ising, pour
lesquels I'énergie en présence d'un champ magnétique est donnée par I'équation. (2.15), Une mise a jour de
configuration revient a sélectionner un spin au hasard et retournant avec une probabilité P2<ePt(C; - ;). Lors la
mise a jour d’une configuration Ising C — C’, en retournant un nombre de tours, le rapport de poids W (C")/
W (C) de la probabilité d'acceptation est donnée explicitement par :

w(ch _

I __! h !
wo o exp [—%Z(i,j)(cioj—cicj) + ¥Zi(0i — Gi)] (3.33)

Si on bascule un seul spin j, ce rapport devient :

weo &P [—?]01 (Zs11 0601 - ?)] (2.34)
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Ou 8[j] représente un voisin le plus proche de I'emplacement j (qui sont2d sur un réseau cubique de dimension d).
Depuis le critére acceptation / rejet on fait comparer le rapport ci-dessus avec un nombre aléatoire 0 < r < 1, ces
rapports peuvent étre utilisés directement sans prendre le minimum de la probabilité effective (2.30). Afin d'éviter
les évaluations fastidieuses répétées de fonctions exponentielles, les ratios de poids doivent étre pré calculées et
stockées dans une table.

I convient de souligner qu’il n’est en fait pas nécessaire de sélectionner le spin d'étre retournée au hasard; on peut
aussi passer par tous les spins un par un. Dans ce cas, le bilan détaillé n’est pas remplie pour chaque étape, mais
avec un peu plus deffort on peut montrer que la distribution correcte est néanmoins obtenue. Il est probable,
cependant, que la sélection de spin aléatoire rend la simulation moins sensible aux défauts dans le générateur de

nombres aléatoires.
7- Mesure des observables physiques

Une quantité d'intérét dans le cadre naturel du modeéle Ising ferromagnétique est I'aimantation, qui est le paramétre
d'ordre de la transition de phase se produisant a une températureT. > 0. On note M la magnétisation compléte et

par m la quantité normalisée :

_ vN _M

Comme nous avons discuté, sur un réseau fini la symétrie spin-inversion ne se décompose pas dans une simulation

en cours depuis longtemps et donc (m) = 0. Lorsque T < T; dans la pratique il sera alors mesurer(m) =+ 0. Il est

mieux de mesurer{|m|) ou/{(m?2), puisque, dans la limite thermodynamique elle égale (m)de symétrie brisée.

Une autre quantité de grand intérét est la susceptibilité magnétique, définie comme :

dm) 11 5 5
X=—g = 7 M= (M)
La chaleur spécifique est donnée par:
_ 1dE _ 1d1

11
=— = ——- E(C)/T — = _— 2\ 2
C=Nar NdeZS:E(C)e Nz (ED = (E))
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CHAPITRE 03

SIMULATIONS ET RESULTATS

Nous avons fait les simulations sur des réseaux carrés (d=2) de taille L=16, 32,64, en trois phases initiales
différentes : aléatoire, haut spin (HS) et bas spin (BS), pour des valeurs de température dans I’intervalle [0.5, 4] en

unité de [kg/J] et avec des conditions périodiques aux bords.

L’algorithme utilisé dans les simulations MC est celui de Métropolis. Avant chaque mesure, on fait équilibrer
thermiquement le systeme.

Discussion :

Les résultats de simulations montrent que plus le systéme est large plus la divergence de la capacité calorifique est
rapide a une température critique quel que soit la phase initiale ; aléatoire, haut spin (HS) ou bas spin (BS),et plus
le systéme est large plus la température de divergence est trés proche de celle d’Onsager ; T.=2/In(1+V2)=2.269,

qui correspond a un systéme de taille infinie.

Nous avons mesuré la capacité calorifique aux phases initiales: aléatoire, haut spin (HS) et bas spin (BS)
respectivement pour les valeurs de température indiqués précédemment. Les résultats sont illustrés dans les

Figures ci-dessous.

2.3 T T

T T T T
Capacité en fonction de la telppérature (phase init. aléat)
4

2F i { : oo ; : .

Capacité

2.5 3 3.5 4

Température

Figure 3.1: Capacité calorifique en fonction de la température pour un réseau carré de taille L=16, 32 et 64 initialement a la
phase aléatoire. La mesure est faite apres 10x50000 MCS, 10x40000 MCS et 10x20000 MCS pour les réseaux L=16, 32 et 64

respectivement.
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Figure 3.2: Capacité calorifique en fonction de la température pour un réseau carré de taille L=16, 32 et 64 initialement a la
phase HS. La mesure est faite apres 10x50000 MCS, 10x40000 MCS et 10x20000 MCS pour les réseaux L=16, 32 et 64

respectivement.

2.5 T

T T T T T
Capacité en fonction de la température (phase init. BS)

1.5
=16

=32 =
|=64 &

Capacité

0.5 -

0.5 1 1.5 2 2.3 3 3.5 4

Température

Figure 3.3: Capacité calorifique en fonction de la température pour un réseau carré de taille L=16, 32 et 64 initialement a la
phase BS. La mesure est faite aprés 10x50000 MCS, 10x40000 MCS et 10x20000 MCS pour les réseaux L=16, 32 et 64
respectivement.

Nous avons aussi mesuré la valeur absolue de 1’aimantation aux différentes phases initiales. Les résultats sont
illustrés dans les Figures ci-dessous. Nous remarquant que les courbes de I’aimantation ont quelques
comportements particuliers :

a)- Pour le réseau de taille L=16 au voisinage de la température critique, on peut attribuer ¢a a I’effet de taille ou le

changement de phase apparaitre a une température inférieure a T¢ pour des systémes de petites tailles.

b)- Pour le réseau de taille L=64 initialement en phase aléatoire et a basses températures, ce comportement est
justifier par le fait que la phase normale d’un systéme d’Ising a basse température est celle BS ou HS, est plus le
systéme est large plus 1’équilibrage thermique du systéme est difficile a atteindre, il demande plus de MCS, d’ou
les mesures sur les réseaux L=16, 32 sont faites sur des systemes en équilibre thermique mais celles sur L=64 les

mesures a basse température sont réalisés sur un systéme qui n’été pas encore équilibré.
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Aimantation en fonction de la température (phase init. BS)
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Figure 3.4: Aimantation absolu en fonction de la température pour un réseau carré de taille L=16, 32 et 64 initialement dans
les phases indiquées dans la figure. La mesure est faite apres 10x50000 MCS, 10x40000 MCS et 10x20000 MCS pour les

réseaux L=16, 32 et 64 respectivement.
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Conclusion et perspectives

Nous avons étudié dans ce mémoire la capacité calorifique et I’aimantation pour le modéle d’Ising bidimensionnel
par les techniques des simulations de Monte Carlo. Nous avons fait les simulations sur des réseaux carrés (d=2)
avec des conditions périodiques aux bords et pour trois phases initiales différentes pour le systéme: aléatoire, haut
spin (HS) et bas spin (BS).

L’algorithme utilisé dans les simulations Monte Carlo est celui de Métropolis, les simulations Monte Carlo sont
trés importantes et elles permettent d'obtenir des résultats proches des résultats de I'expérience des grandeurs

physiques du systeme: 1’énergie interne, I’aimantation, la susceptibilité magnétique,...

Les simulations montrent que plus le systéme est large et le nombre de pas Monte Carlo(MCS) est grand plus les
valeurs de I’aimantation et la capacité calorifique a une température donnée sont plus précises, pour un systeme
équilibré thermiquement et pour un nombre suffisant de MCS on obtient une température critique (de divergence)
pour la capacité calorifique trés proche de celle d’Onsager : T,=2/In(1+v2)=2.269 quel que soit la phase initiale :

aléatoire, haut spin (HS) ou bas spin (BS).
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@umé : \

Nous avons étudi¢ la capacité calorifique d’un systéme d’Ising en deux dimensions par les simulations
Monte Carlo, un systéme d’Ising est un systéme de spins en interaction, dans lequel il se manifeste le
phénomeéne de la transition de phase. Tant que ce modéle est trop compliqué & résoudre analytiquement
(d=2), nous allons trouver des solutions numériques a 1’aide des simulations MC qui permet de tester la
validité des approximations théoriques. Effectivement la méthode MC prouver I’existence de la transition
de phase (d=2) et permet de déterminer la température de transition et d’analyser les résultats obtenus.
Dans cette simulation lorsque on tenant compte des conditions requises telles que une taille suffisamment

grande du réseau et un grand nombre d’étapes de monte Carlo (MCS) on obtient des résultats précis, la

précision est trés convaincante méme pour des réseaux de petites tailles. J
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Summary :

We studied the heat capacity of an Ising system in two dimensions by Monte Carlo simulations, an Ising
system is a spin system interacts, wherein there occurs the phenomenon of the phase transition. As this
model is too complicated to solve analytically (d = 2), we will find digital solutions using MC simulations
for testing the validity of theoretical approximations. MC actually the method to prove the existence of the
phase transition (d = 2) and determines the transition temperature and analyze the results. In this
simulation it when taking into account the requirements such as a sufficiently large size of the lattice and a
large number of Monte Carlo steps (MCS) accurate results are obtained, the accuracy is very convincing
even for small sizes of lattice.




