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INTRODUCTION

En 1937 Stone a donné une dualité pour les treillis distributifs fermeés en topologisant
X I'ensemble des idéaux premiers de A (A un treillis distributif fermé ), en prenant

{ l,: a€A} I'ensemble de tous les idéaux premiers de A contenant a comme une sous
base de topologie de I’espace dual de A.

En 1970, H. A Priestley a developpé une nouvelle dualité pour les treillis distributifs
fermés en remplacant { l,: aeA} des idéaux premiers par {F.: acA} ou F, est
I'ensemble des 0-1 homomorphismes du treillis A dans la chaine {0,1} non
identiqguement nuls.et qui prennent len a.

Le but de ce mémoire est d’établir une dualité type Priestley pour les treillis flous
distributifs fermés.

Ce travail est reparti en trois chapitres.

e Dans le premier chapitre on rappelle des notions relatives aux relations

d’ordres et aux ensembles ordonnés, les treillis, les fitres et les édiaux.

e Dans le second chapitre nous introduisons les notions nécessaires aux
ensembles flous et aux relations floues ( la relation d’ordre flou au sens de
Zadeh) qui nous permetera la représentation des treillis flous, et on donne les
diférentes définitions de la relation d’ordre flou.

e Dans le troisieme chapitre nous essayons de trouver une version floue du
théoreme de représentation de Priestley des treillis flous distributifs fermés
dans le cas finis, nous donnons une construction de I’espace dual et le bidual
d’un treillis distributif flou fini . et on montre que la catégorie duale des
espaces de Priestley finis est isomorphe a la catégorie des treillis flous

distributifs fermés et finis.



CHAPITRE 1

GENERALITES SUR LES ENSEMBLES ORDONNES

Résumé

Dans ce chapitre on va rappeler les notions essentielles sur les ensembles or-

donnés et les treillis.
Contenu

1.1 Fonctions caractéristiques et ses propriétés
1.2 Relations binaires

1.2.1 Relation d’ordre

1.2.2 Structures ordonnées
1.3 Treillis

1.3.1 Filtre et idéaux dans un treillis



1.1 Fonctions caractéristiques

Définition 1.1
Soit E un référentiel et A un sous-ensemble de E, on définit la fonction caracté-

ristique de A, notée 1, comme suit :
la: E—{0,1}

1si x € A;
T —

0si x¢ A

On note par ailleurs par x(FE) de 'ensemble des toutes les fonctions caracté-
ristiques des sous ensembles de E.
Théoréme 1.1 [9]
X(E) est en bijection avec P(F).
Théoréme 1.2
Soit f une application de E dans {0,1}, alors f € x(E).

Propriétés des Fonctions Caractéristiques
Soient A et B deux parties de E.
e ACB&1,4<1p
e A=B&s1l,=1p
e lynp=14.1p
e lyup=1a+1p—14.1p
o lyp=14—141p

o En particulier, 17 =1 — 14.

1.2 Relations binaires

Définition 1.2

Soient A et B deux ensembles non vides, le produit cartésien A x B est l’ensemble
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des paires ordonnées (a;,b;) oua; € A et b; € B.
Définition 1.3
Une relation binaire R est un sous-ensemble non vide de A x B. On note a R b
si (a,b) € R.
St A= B = X, nous disons que R est homogéne sur X.
Exemple 1.1
A=ZetB=N et R=1{(0,0),(-1,1),(1,1),(—2,4),(2,4), ...} = {(z,2*) : z €
Z}
Représentation des Relations Binaires

Soient A et B deux ensembles finis de cardinales respectifs m et n et R une
relation binaire dans AxB. On peut représenter R par une matrice M(R) de m
lignes et n colonnes dont les ccefficients sont 0 ou 1. On définit les éléments de la

matrice R de la maniére suivante :

1si a; R bj
Tij_

0 si non.

Compositions de relations

Soient R C A x Bet S C B x C deux relations. La relation R o S est une

relation binaire sur A x C' appelée composée de R et S tel que

a(RoS)c< dbe B tel que (aRbAbSc)

Définition 1.4
Soit R C A x B une relation, la transposée de R est la relation RT C B x A

définie par : bRTa si et seulement si aRD.



1.2.1 Relation d’ordre

Définition 1.5
Soit E un ensemble. On dit qu’une relation R sur E est une relation d’ordre si et
seulement si
1) R est réflexive si Va € E, aRa;
2) R est antisymétrique siVa, b € E, (aRb et bRa) = (a = b);
3) R est transitive si Va, b, c € E, (aRb et bRc) = (a R c).
Exemple 1.2
La relation de la division sur N* définie par n/m ssi n divise m, est une relation
d’ordre.
Structures ordonnées
Définition 1.6
Soit X un ensemble non vide et R une relation d’ordre sur X. Alors le couple
(X, R) est appelé un ensemble ordonné. Usuellement R est remplacée par le sym-
bole <.

Ainsi, si X est fini, on peut représenter 'ordre (X, <) par un diagramme
de Hasse.
Un sous-ensemble Y™ est une chaine s’il est totalement ordonné (c’est-a-dire x < y
ouy <z, pour tout z, y € Y . Autrement dit = et y sont comparables)
Dans le cas contraire, 'ordre est partiel, et ’ensemble (X, <) est dit ensemble
partiellement ordonné ("Partially ordered Set" ou "Poset" ).
On dira que deux éléments z et y de X sont incomparables et on note par x || y
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sizLyety L.

Un ensemble composé d’éléments incomparables entre eux est appelé une anti-
chaine.

Exemple 1.3

L’ensemble (N , <)est totalement ordonné.

/ est un ordre partiel dans N*. On a, par exemple, 3 || 5.

C est un ordre partiel dans P({1, 2, 3}), par ezxemple {1, 2} || {1, 3}

{1,2,3}

{1,3}

{3}

{1.2} S

{2}

N/

Fig(1—1)

Eléments Particuliers

Soit (F,<) un ensemble ordonné, rappelons certaines notions particuliéres. Soit
A une partie non vide de F

Majorant :

M est un majorant de A si Va € A, on a: a < M. On dit alors que A est une

partie majorée de E.



Minorant :
m est un minorant de A si Va € A, on a: m < a. A est dite partie minorée de E.

Borne supérieure :

s est appelé une borne supérieure de A (s = sup A) si s est un majorant de A et
si pour tout majorant M de A, s < M. La borne supérieure est communément
appelée "Le plus petit des majorants".

Borne inférieure :

Un élément ¢ € F est dit borne inférieure de A si ¢ est un minorant de A et si
pour tout minorant m de A, m < i. La borne inférieure apparait comme "Le plus
grand des minorants".

Elément maximal :

Un élément a de A est dit maximal si :

a€ A
== r=a
re€Aeta< x
Elément minimal :
Un élément b de A est dit minimal si :
be A
= x=0b

reAetx< b

Plus grand élément :

On appelle plus grand élément ("Top" ) d’un ensemble E, un élément noté 1y €

E tel que pour tout élément x € EF,ona:xz < 1g

Plus petit élément :



On appelle plus petit élément ("Botton" ) d’un ensemble E, un élément noté

Or € F tel que pour tout élément = € E, on ait 0 < .

1.3 Treillis :

Définition 1.7

Un treillis est un ensemble ordonné dans lequel chaque paire d’éléments admet une
borne supérieure et une borne inférieure.

-Un treillis T est dit fermé s’il posséde un plus petit élément (noté 0)et plus grand
élément (noté 1)

-Soita € T le complément de a est un élément a’ de T vérifiant ahd’ =0 et aVad =
1.

-Un treillis est dit complémenté si chaque élément posséde un complément.

Exemple 1.4

1- (N*, /,V, A) est un treillis avec x V y = ppem(x,y) et x ANy = pged (n'est pas
fermé).

2- (P(E), C, N, U) est un treillis avec : tVy =xzUy, cAy=xNy (T. est
fermé avec : 0=¢ et 1 =FE ).

Toute chaine est un treillis : x V y = max(z, y) et © Ay = min(zx, y).

3- (D(6), /) Uensemble des diviseurs de 6 est un treillis fermé (Opey = 1 et
1p) = 6)

L’ensemble des entiers non nuls muni de la relation de divisibilité est un treillis
distributif possédant un élément minimal (o savoir le un), Mais pas d’élément
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mazximal, et ce n’est donc pas un treillis de Boole.
Lemme 1.5
Soit (X, <) un treillis distributif fermé. Alors pour tout élément a de X, il existe

au plus un complément.

Définition 1.8

Une algebre de Boole est un treillis distributif fermé et complimenté.
Proposition 1.6

(i) Soit (T, <) un treillis, pour a,b dans T,

posons a Vb = sup(a, b) et a Ab=inf(a,b). Alors (T, <,V,N\) vérifie les lois

(1) xNr=x, xNx =1
(2) xVy=yVzr, tANy=yAx.
(3) zV(yVz)=(@Vy Vz, cAyANz)=(xAy) Az

(4) zV(zAy)=x, zA(xVy) =uz.

De plus, a < b est équivalent & aVb=>betaaAb=a.

(i1) Inversement, supposons que (T, V, A) satisfait aux lois précédentes; pour
a, b€ T, notons a < b pour aVb="b; alors (T, <) est un treillis, et V (resp. \)
en est l'opération sup (resp. inf).

Définition 1.9

Soient E et'T' deux treillis et f est une application de E& dansT on dit que f est un
morphisme de treillis si : a, b € E, f(anb) = f(a) A\ f(b) et f(aVbd) = f(a)V f(b)

si de plus f est une bijection alors f est dite isomorphisme.



1.3.1 Filtres et idéaux dans un treillis
Définition 1.10

Soit E un treillis, on appelle filtre toute partie non vide F de E vérifiant :
a) six € Fetx <y alorsy € F;

b) siz € F ety € F alors (x Ny) € F.

Le filtre F' est dit propre si F # E, et impropre dans le cas contraire.

Et d’une maniére duale un idéal est une partie I non vide de E vérifiant :
a)r el ety <xalorsyel;

b) pour tout x, y dans I alors (x Vy) € I.

Remarque 1.1

1) Un filtre F' est propre si et seulement si 0 ¢ F.

2) Soit a € E, lensemble F, défini par F, = {x € E |/ x > a} est un filtre
engendré par a (filtre principal)

Exemple 1.7

Dans le treillis D(60) le filtre F' = {6, 12, 30, 60} est principal et lidéal I = {1,

2, 3, 6}est principal




3) Si (F});crest une famille de filtres dans E, alors N{F;,i € I} est un filtre
Filtre engendré par G
C’est 'intersection de tous les filtres contenant G, c’est — a - dire le plus petit

filtre (au sens de inclusion) contenant G, il sera noté Fg.

La partie vide engendre le filtre {1} (Fy = {1}) (plus petit filtre de E).
Définition 1.11
Soit F' un filtre propre alors :
1) F est premier si Ya,b€ E alorsavVbe F =a€ F oube F.

2) F' est irréductible, s’il n'existe pas de filtres propres Fy et Fy tels que :

F=FNF avec F # Fy et ' # F5.

Proposition 1.8
(i) Soit F un filtre propre, alors pour tout b ¢ F il existe un filtre irréductible
F* tel que F C F * etb¢ I*

(i) Sia b, alors il existe un filtre irréductible F* tel que a € F* et b ¢ F*.

Proposition 1.9

1l existe des filtres propres mazrimaux pour l'inclusion, ils seront appelés des ultra

filtres

Définition 1.12 (Ultrafiltre) :
Soit (E, <, V, A) un treillis, un ultrafiltre U est un filtre de E qui est mazimal

c’est-a-dire : s’il existe un filtre F' tel que U C F'; alors U = F.

10



Théoréme 1.3
Dans un treillis distributif, il y a une équivalence entre filtre premier et filtre

irréductible.

Lemme 1.10
Soit B une algébre de Boole, alors tout filtre propre de B est contenu dans un ul-

trafiltre. Par suite, tout élément non nul de B appartient au moins & un ultrafiltre.

Lemme 1.11

Soit X un espace topologique. Alors l’ensemble des parties de X qui sont a la fois
ouvertes et fermées de X est une sous algébre de Boole de P(X). Pour tout espace
topologique X, notons ClopX ( “clopen”) l’algébre de Boole des Quverts fermés

de X.

1.4 Représentation des treillis distributifs

1.4.1 Représentation de Stone

Théoréme 1.4

Toute algébre Booléenne B est monomorphe a une sous algébre Booléenne de la
forme P(X)

Preuve.

Soit B une algébre de Boole. Soit X = UltB, ’ensemble des ultrafiltres de B
pour tout x € B

posons o(x) ={U € X /xeU}.

o est un homomorphisme d’algébre de Boole injectif de B dans UltB

11



Ueco(-x)e el
sz ¢lU
s U ¢ o(x)
& U € Oy
& o(—z) = Coy
oz ANy) =o(z)No(y)
UecozNy)exzyeclU
SrelUetyelU
s Ueo(zr)No(y)

oz ANy) =0c(z)No(y)....(1)

De méme

o injectif <= kero = ¢...(3)

& el YU e X
& —a:EUQXU:{l}
& =1

& =0

Donc ¢ est un monomorphisme qu’on appelle monomorphisme de Stone. X est
appelé espace de Stone ou 'espace dual de B.
Remarque 1.2

Si B est fini alors oest un surjection.
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Preuve.

c:B— P(X)ouo(x)={UCX:zeU},

si F un filtre de B alors F est principale (F' =1 a) car F est fini, F' = {ay, as, ...ax } .
Soit a = a;AagA...Aay,ona,a € Fdonc F=BVa={ye€B:y=xVa,x € B}.
Soit Y € P (X)

ou bien Y = ¢, donc Y = ¢ (0)

ou bien Y = X, donc Y =0 (1)

ou bien ¢ #Y clest -a-dire Y G X, donc V' = {u,uy, ..., uz} tel que 0 < k <n
F= ﬁlui alors F' est principal, F' = B V a tel que a = min F.

On démontre que Y = o (a)

-Soit

u, €Y —=a€ u;

— u; € 0 (a)

=Y Co(a)

-Soit

veEo(a) = acw

— FCv

= ﬁlui Cwv

supposons que v # u; Vi = 1,2, ..., k. = Vi, Jz; €Eu; et z; ¢ v

soit x = o, Vas V...Vay,alorse > x; Vi=1,2 . k=zxcu,Vi=1,2,.. k. =

k
J:E,ﬁlui =F=zcF=uzcv.
1=

13



mais ¢ = x, Vo V....Vay € v,donc 3i / z; € V (v est un ultrafiltre) , contradiction
—veY
= o0 (a)CY alorso(a) =Y.

donc o est surjectif.

Conséquences :

1) Le nombre d’éléments d’une algébre de Boole B finie est de la forme 2", o n
représente exactement le nombre d’ultrafiltre de B.

Exemple 1.12

D(6) ={1,2,3,6} CardD(6) = 2% donc il y a 2 ultrafiltres

1.4.2 Etude par dualité

Soit X un espace topologique compact
Lemme 1.13 [15]
1l y a une équivalence entre :
a) Pour tout x € X l’intersection de tout les ofs contenant x est {x}.
b) Pour x # y .il existe un of V tel que : x € V et y ¢ V.
¢) La topologie de X est engendrée par les ofs.
Définition 1.13
On appelle espace Booléen tout espace topologique compact et Vérifiant l'une des
propriétés du lemme précédent.
Représentation de Priestley
Définition 1.14 [16]
Soit (P, <) un ensemble ordonné (poset), et soit E un sous ensemble de P. On
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dit que E est croissant si, Vx € E ona:x <y=—y € k.

On dit que est décroissant si, Vx € E on a: y<x =y € E.

Définition 1.15
Un espace ordonné est un triplet (X, 7, <) ou X est un ensemble non vide, T une

topologie sur X, < une relation d’ordre sur X.

Définition 1.16
Soit (X, 7,<) un espace ordonné, on dit que (X,7,<) est un espace totalement
discontinu si : Y,y € X tel que x £ y, il existe un T — of croissant U et un

T —of décroissant V tel que : x € U, y € V avec UNV = ¢.

Définition 1.17
Un espace ordonné (X,7,<) est dit un espace de Priestley s’il est compact et

totalement discontinu.

Définition 1.18

1- Si A un treillis distributif fermé alors son espace dual est défini par : T (A) =
(X,7,<), ou X est l'ensemble des 0 — 1 homomorphismes de A dans la chaine
{0,1}, < la relation d’ordre définie sur X par :

Vac A, f<g<+= f(a)<g(a)

2-8i § = (X,7,<) est un espace de Priestley, alors son espace dual est défini
par :

LO)={Y /Y CX etY estunt—of croissant }

15



Dualité des treillis distributifs

Lemme 1.14 [16]

1) Si A est un treillis distributif fermé alors son espace dual T (A) = (X, 7, <) est
un espace de Priestley.

2)Si § = (X,7,<) est un espace de Priestley, alors son dual L ()

L0O)={Y /Y CX etY estunt—of croissant }

est un treillis distributif et fermé.

Théoréme 1.5 [10]

(1) Soit A un treillis distributif, application Fy : A — L (T (A)) définie par :
Fy(a)={ f€ X / f(a) =1} est un isomorphisme de treillis.

(2) Si 0 = (X,7,<) est un espace de Priestley alors lapplication G5 : 6 —

T (L (6)) définie par

lsixz ey,
Gs(z) (V) = pour tout Y € L (0)

0sizg.
est un isomorphisme d’espaces de Priestley (i.e une bijection continue et crois-
sante).
(3) Si f: Ay — Ay est un homomorphisme de treillis alors Uapplication T (f) :
T (Ay) — T (A1) définie par :
T(f)(g) =gof est un homomorphisme d’espace de Priestley (i.e une application
continue et croissante).

16



(4) Si h: 01 — 09 est un homomorphisme d’espace de Priestley alors l'applica-
tion L (h) : L (§2) — L (01)
définie par : L (h) (y) = h™' (y) pour tout y € L(d3), est un homomorphisme de

treillis.

(5) Si f et h sont définis comme dans (3) et (4) alors les diagrammes suivants

Al f—> AQ 51 l 52
FA1 l l FAz G51 l l G52
LT(A) = A T(LE) = T(LE)

sont commutatifs.
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CHAPITRE 2

ENSEMBLES ORDONNES FLOUS

Résumé

Dans ce chapitre, on étudiera les ensembles flous et les relations floues et on
donnera quelques propriétés des relations floues, relation d’ordre flou. Puis on

étudiera les treillis flous
Contenu

2.1. Historique

2.2. Ensembles flous

2.3. Relations floues

2.4. Relation d’ordre flou

2.5. Ensembles ordonnés flous
2.6. Treillis flous

2.7. Idéaux flous et filtres flous dans un F- lattice

18



Historique[12]

Au début des années 30, le logicien £ukasiewiez a développé le systéme logique
avec trois valeurs. En 1965 Lotfi Zadeh a publié Particle " fuzzy sets"[19], dans le
quel il a développé la théorie des symboles flous et introduit le terme fuzzy dans la
littérature technique. C’est le début des tentatives de modélisation de systémes par
des relations floues. Les premiéres investigations de zadeh étaient 1'utilisation de
la logique floue pour représenter le langage naturel. Il a été le premier & formaliser
les régles floues (fuzzy rules) et & suggérer une approche "Systéme expert" au

réglage automatique, et la régle de commande est remplacée par des régles floues.
glag que, g p p g

2.1 Ensembles flous :

Définition 2.1 [19/
Soit un ensemble de référence (ou univers) U, on définit un ensemble flou A dans
U par la donnée d’une application pu, de U dans lintervalle réel [0,1], qui a tout

élément x € U fait associe une valeur p,(x) telle que

0< pa(z) <1

L’application u, est appelée fonction d’appartenance de l’ensemble flou A généra-
lisant ainsi le concept d’appartenance et donc la notion de fonction caractéristique.
A tout élément x de U la valeur ju,(x) associée n'est pas nécessairement égale &
0 ou a 1, elle est a priori quelconque et désigne le degré d’appartenance de x a
I’ensemble A. On peut distinguer trois cas pour tout élément x dans U
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- pu(x) =0, x n'appartient pas a A

- pu(x) =1, x appartient a A

- pa(x) #0 et 1 dans ce cas le degré d’appartenance p () est une valeur inter-
médiaire entre le 0 et le 1. On dit que x appartient partiellement a l’ensemble

flou A.

Notation 2.1

On note par {(z; ps(z), v € A} Uensemble flou A et dans le cas discret par :
=N
Z ta(@i) /i
i=1

Ou N désigne le cardinal de U et dans le cas infini

A= [ @)/
U
Support d’un ensemble flou
Soit un ensemble flou A dans 'univers U. Le support de ’ensemble flou A noté
supp(A) est un sous -ensemble ordinaire de U dont chacun des éléments a un degré

d’appartenance non nul, par rapport & A. D’ou

supp(A) = {x € U / py(x) # 0}.

Noyau d’un ensemble flou
Le noyau d’un ensemble flou A dans U est un sous-ensemble ordinaire de U dont

chaque élément a un degré d’appartenance égale & 1. On note :

Ker(A) ={z € U;uy(z) = 1}.
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Lorsque le noyau n’est pas vide. C’est-a-dire Ker(A) # ¢, on dit que I'ensemble

flou A est normal ou normalisé si A est net, Ker(A) = A

HAUTEUR D’UN SOUS-ENSEMBLE FLOU
La hauteur d’un ensemble flou A dans U est la valeur maximum de la fonction

d’appartenance, c’est le plus grand degré d’appartenance a A.

H(A) = max(puy(z);z € U)

ENSEMBLES FLOUS DISCRETS

Remarque 2.1 [11]

Si le support d’un ensemble flou est fini, il est possible de donner la fonction d’ap-
partenance par l’énumération de ses valeurs, ainsi par exemple dans le référentiel

E ={a,b,c,d},on note habituellement

A =1{a/0.1, /0.5, ¢/0.3, d/0}

(ou en couples, en indices ou encore avec les «deux points»).Le sous-ensemble

flou formellement défini par les degrés d’appartenance :

p(a) = 0.1, u(b) =0.5, u(c) =0.3 et u(d) = 0.
INCLUSION
L’inclusion d’un ensemble flou dans un autre est définie par une inégalité entre les

fonctions d’appartenance :

ACBeVreU, py(z) < pp(x)
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UNION, INTERSECTION

Définition 2.2

On définit l'union et l'intersection de deux ensembles flous A et B, comme respec-
tivement le plus petit ensemble flou contenant A et B, et le plus grand. ensemble

flou contenu dans A et dans B d’autre part. En d’autres termes :

HauB = max(f, fig), HanB = min(fe, fig).

Le complémentaire :

Définition 2.3

Le complémentaire d’un ensemble flou est défini par :
pz =1 =y

Toutes les propriétés de treillis distributifs et les relations de De Morgan demeurent

vrais, ainsi ['indépendance

AUA=AANA=A.

La commutativité

AUB = BUA

ANB = BNA

L’associativité :

AUu(BUC) = (AuB)UC
AN(BNC) = (AnB)NnC
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Les distributivités mutuelles

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

Les relations de De Morgan

ﬁ(AﬂB) = -AU-B

ﬁ(AUB) = -AN-B

Et les lois d’absorption

AN(AUB)=A

et

AU(ANB) = A.

La démonstration de ces propriétés est issue des propriétés analogues pour min, max
et le complément a 1.

Cependant, certaines propriétés vérifiées dans le cas binaire sont perdues dans le
cas flou, comme le tiers exclu AU—A = U, et la non contradiction AN—A = ¢. En
effet, on a en général :

AU-A£U

et
AN—-A# ¢
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1l faut remarquer que tout ensemble «vraiment flou» c’est a dire n’est pas net
est défini par une fonction d’appartenance continue, coupera toujours son complé-
mentaire a la hauteur %

On justifie les choix de min et de max par le fait que ce sont les seules opérations
possédent les propriétés de commutativité, idempotence, associativité, distributivi-

tés mutuelles, continues, mais vérifiant également :

Hang < Ha

IN

Hp HauB

ainsi que min(1,1) = 1 et max(0,0) = 0.

2.2 Relations floues :

Définition 2.4 [19/

Une relation floue R entre n ensembles de référence X1, Xo, ...... , X, est un sous
ensemble flou de X7 x Xo X ...X,, de fonction d’appartenance pip.

Une relation floue R entre deux ensemble de référence X etY est un sous ensemble
flou de X XY, de fonction d’appartenance fip.

Cas particuliers : Si X =Y, une relation floue R, définie sur les deux univers
X etY est une relation binaire floue définie sur X.

Si X et'Y sont finis, une relation floue R, définie sur les deux univers X etY,
peut étre décrite par la matrice M(R) des valeurs de sa fonction d’appartenance,
les coefficients de M (R) indiqués sur la ligne x et la colonne y ayant pour valeur
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tg (z,y), pour tout x de X ety deY.

Exemple 2.2
On considére deux univers X = {a,b,c,d } et Y = {1,2,3,4}. On définit la

relation floue suivante :

R =1{0.3/(a,1), 0.3/(a,2), 0.2/(b,2), 0.2/(b,3), 0.1/(c,3), 0.1/(c,4), 0.4/(d,4)}

Cette relation peut étre représentée par la matrice floue suivante :

ppl 112 3| 4

c | 0 0 [{01]0.1

d|{ 0] 0] 0104

Remarque 2.2 les relations floues étant des cas particuliers de sous ensembles
flous, toutes les propriétés et définitions qui concernent les ensembles flous leur
sont applicables, ainsi par examples définition de la hauteur, le support ou le noyau

d’une relation floue.

2.2.1 L’inverse de la relation floue

Définition 2.5
L’inverse de la relation floue R entre X etY est la relation floue R~ entre Y et
X définie par :

Vee X,VyeY; R Yz,y) =R (y,2)
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Cas particuliers : Si X et'Y sont finis, la matrice M(R™') associé a l'inverse

de la relation floue R et la transposé de la matrice M(R).

2.2.2 Compositions de relations floues

Définition 2.6
La composition de deux relations R sur X XY et S surY x Z définit une relation

floue So R sur X x Z de fonction d’appartenance définie par :

tsor (T, 2) = Sup (min (pg (2, ), 1s (Y, 2))) -

Exemple 2.3

Soit R la relation définie par la fonction d’appartenance

12523 X1 X9 T3

r1 |02 1 0.5

2 | 0 10603

T3 0 {0904

Le calcul des éléments de Ro R similaire a celut d’un produit matriciel ordinaire
en remplacant le produit de deux termes par leur minimum,et l’adition par leur
maximum. A titre d’exemple, voici le calcul détaillé du premier élément de Ro R
Hpor (21, 21) = max(min(up (21,y), pr(y, 21))]

On a : min(ug(z1, 1), pp(z1, 1)) =min(0.2,0.2) = 0.2
min(pg(x1, x2), (2, 1)) =min(1,0) =0

min(ug(z1, 23), pp(rs, 1)) = min(0.5,0) =0
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D'ou  ppop(ry, ) = max[0.2,0,0] = 0.2

En utilisant le méme procédé pour les autres éléments, on a :

Hror | T1 | T2 | T3

ry 10210604

T 0 [06]0.3

T3 0 {0604

Définition 2.7 [20] :

Soit X un ensemble non vide, la relation d’ordre flou dans X est un ensemble flou
R de Xx X satisfait les conditions suivantes :

(i))Ve € X, R(x,z)=1 (F-réflexivité);

(ii) V(z,y) € X2, (up(z, y) >0 et x #y) = (ug(y, x) =0) ( F-antisymetrie) ;

()92, 2) € X%, jig(w, 2) > maximin(ug(z, ), paly, 2))] (F-transitivite).
)

Définition 2.8
Soit X un ensemble net. La relation préordre flou dans X est un sous ensemble

flou R dans X x X satisfait Les propriétés suivantes :

(i) pour tout x € X, pgp(x,x) =1, (F-réflexivité) ;

(i) pour tout (x,y,z) € X3, pup(x,2) > Myax (Min{pg (z,y), ug (y,2)}], (F-transitivité).
Si de plus on a la F-antisymétrie, alors R est une relation d ordre flou.
Exemple 2.4

1) Soit X = {a,b,c,d} et R la relation définie sur X par sa fonction d’apparte-
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nance :

3 b | c| d
a 0.6 08]0.8
R=|p 110102
¢ 06| 1 (04
d 0011

i) pp(a,a) = pp(b,b) = pg(c,c) = pg(d,d) =1 donc R est réflezive....(2-1-1)

i)

fir(a;b)
fig(a; c)
fig(a; d)
1ig(b, d)
1ig(c,b)

MR(C7 d)

On en déduit que la relation R est une relation antisymétrique...(2-1-2)

0= pug(bya)=0
0= pg(c,a) =0
0= pug(d,a) =0
0= pug(d,b) =0
0= pg(b,c) =0

0 :>:U’R(d7c) =0

iii) Une relation floue R est transitive si et seulement si :

Va € X7 Vze X KR (‘T?Z) 2 max (Hllrl (:U’R(‘Tv y)?:uR(y7 Z)))

yeX

Ce qui est équivalent @ R oR C R ou en terme de fonction d’appartenance

'uRoR S 'uR‘
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. , R , L
La fonction d’appartenance My, Peut élre déterminée ainsi :

min g, (a,a) s, (@) min (s, (a,5), 11, (b,0))
fy, (@, @) = max

min (p, (a,¢), p, (c,a)) ,min (u, (a,d),p, (d,a))

= max {min (1,1),min (0.6,0) , min (0.8,0) ,min (0,0.8)} = max {1,0,0,0} =1

max min (,uR (a,a),p, (a, b)) , min (,uR (a,0), p,, (b, b)) ;
Mpor (@5 0) =

min (p,, (a,¢), p, (¢,b)) ,min (p, (a,d), p, (d,b))

= max {min (1,0.6) , min (0.6, 1) , min (0.8,0.6) , min (0.8,0)} = max {0.6,0.6,0.6,0} =
0.6.
Le calcul se fait de la méme facon pour tous les autres éléments de l’ensemble

X X X, nous obtenons ainsi la fonction d’appartenance p, . décrite par le tableau

P |a]|D c d

On vérifie facilement que pi, , < .
D’ou l'on en déduit que R est une relation floue transitive.....(2-1-8), de (2-1-1),
(2-1-2) et (2-1-3) R est une relation d’ordre flou
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c
a
fig(2 -1)
2) E =0, 1](, R est relation floue définie sur E par la fonction
1 st T =Y;
pr(T,y) = y%“ st T < Yy;

0 dans les autres cas.

i) R est réﬂgxive par définition,

i) siz <y :pugp(r,y) >0=y >z, uz(y,z) =0,
six >y pupy,r) >0= pg(z,y)=0;

si x|y dans pgp(x,y) =0 et Uimplication est vraie

R est antisymétrique.

i) ¥ (2,y,2) € B, up(e,2) > max [(min(up(2, y), 1p(y; 2)))]
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z<z|lxe<Ly|ly<z
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1

Dsizdz,xdyetyszonapg(r,z)=0, ug(z,y) =

par conséquent g (2, 2) > max (min (jp(2.3), 1y, 2))
2)siztz,adyety<zonapug(rz)=0, ug(z,y) =0,
par conséquent jip (,z) > max (min (up(2,y), pe(y,2)));
3)siztz,a<yetysLzonapg(rz)=0, ug(y,z)=0
par conséquent i (2, 2) > max (min (up(z. ), pnly.2)).
4)siz € z,x<yety<z cas impossible;
5)siz<zofyetyLzonapg(ez) =2 pp(z,y)=0
par conséquent jip (v, z) > max (min (up(2,y), pr(y,2)));
6)siz<zaoLyety<zonapug(rz) =" pp(z,y)=0

par conséquent iy (2, 2) > max (min (1p(2,y), #p(y, 2)))
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Nsiz<z z<yety<zonaug(z,2) =222 upy,z) =0

done. min (t(, ) iy, 2)) = 0 par conséquent iz (¢, 2) > max (1min (p(e, ) (81 2)))
8)siz <z z<yety<zonapug(xz) = i;’l, gz, y) = y%“ et pp(y, z) = Z—_QLH
y <z =g < e (e, 2) > pp(e,y)

r<y=— —y < —x donc z—_le < Z‘—“;’l alors pug(x, z) > ug(y, 2)

On déduit que. pg(x, 2z) > maxmin (ug(z,y), pr(y, 2)) .

La relation binaire floue R est donc transitive,

Par conséquent R est une relation d’ordre.

Définition 2.9 [18/
Soit X un ensemble classique et R une relation d’ordre flou dans X le couple

(X, R) s’appelle un ensemble ordonné flou ( fuzzy ordered sets) (foset).

Définition 2.10

Un foset C est dit une (fuzzy) chaine si pour tous x,y € C ou bien pu(x,y) = 0,
ou bien pu(y,x) = 0. Si x # y et par Uantisymérique de l’ordre forcément une seule
propriété satisfaite.

Notation 2.5

Soit (X, R) un ensemble ordonné flou, up est la fonction d’appartenance de R et
soit v € X, | x designe l'ensemble flou de X défini par : (| z)(y) = pg(y, x), pour
tout y € X, et 1 x designe l'ensemble flou de X défini par (T z)(y) = pg(z,y)

pour tout y € X. Si A est un sous ensemble classique dans X alors :

TA=U Tu,

z€A
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et
Définition 2.11

Soit A un sous ensemble net dans le foset X. L’ensemble des majorants de A est

un sous ensemble flou de X noté U(A) défini par :

0 si g (x,y) =0, pour tout x € A,
U(A)(y) =
Neptr (z,y),  dans les autres cas.

L’ensemble des minorants de A est un sous ensemble flou de X noté L(A) défini

par :

0 si g (y,z) =0, pour tout x € A;
L(A)(y) =

Natig (Y, ), dans les autres cas.

On dit que z est une borne supérieure de A ( et on écrit z =sup(A) ) si

(

(1) z € U(A);
et

(i7) siy € U(A) alors y € U(z).

\
On dit que z est une borne inférieure de A ( on écrit z = inf(A) si :

(

(i) z € L(A);

et

(i7) si x € L(A) alors y € L(z).

\
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Notation 2.6
Pour un sous ensemble flou S d’un foset X. U(S) est noté U(sup.S) et L(S) est

noté par L(inf S).

Notation 2.7

On note par : xV,y =sup{z,y} et x A, y =inf {z, y}

Exemple 2.8

1- Soit X ={0,1,2} et R la relation d’ordre défini sur X par :

1g(0,0) = pp(l,1) = pnR(2,2) =1

1p(0,2) =055 | up(21)=0 | jp(1,0)=0
1(2,0) = 0 1p(1,2) =06 | pg(0,1) = 0.7
rl 01 2

0 |1]0.7]0.55

2 1010 1

donc, infr(X) =0 et supp(X) = 2.

2- On considére la relation d’ordre flou R définie sur X = {0,1,2} par :

1g(0,0) = pp(l,1) = pp(2,2) =1

) ) )
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rl 01 2
0 | 1[055]0.6
1 101 0
2 1010 1

dans ce cas infr(X) = 0, mais supy(X) n'existe pas dans X

3- Soit R une relation d’ordre flou dans X = {0, 1,2} définie par :

1g(0,0) = pp(l,1) = pup(2,2) = 1.

1r(0,2) = 0.65 1r(2,1) =0
(2,0) = 0 a(1,2) = 0.7
Htr | O 112
0 1 0 0.65
1 0 110.7
2 1065|101

donc supy (X) =2 et infg (X) n'existe pas dans X.

4- Soit R une relation d’ordre flou dans X = {0, 1,2} définie par :

MR(17 0) =0

:uR(0> 1) =0

1r(0,0) = pp(l,1) = pp(2,2) = 1.

MR(27 0) =0

)

MR(27 1) =0

MR(lv 2) =
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0

MR(170) =0

:uR(O? 1) =0

)
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p| 01112

0 |[1/0]038
1 10]1/(0
2 ]0]0]1

dans ce cas infr(X) et supg(X) n'existent pas dans X.

Proposition 2.9

dans un ensemble ordonné flou on a les Propriétés suivantes :

i-zVzx=x, xANx=x (idempotence)

it.-xNy=yVz, xANy=yAzx (commutativité)

iti- xV (r ANy) =z, x A (xVy) =z (absorption)

iv- pp(x,y) >0, si et seulement si © ANy = x si et seulement si x Vy =y.
Définition 2.12

On dit qu’un foset P est un F-lattice si tout sous ensemble fini de P ayant un
sup, et un inf.

Théoréme 2.1

Soit E un ensemble muni de deux lois de composition internes x V vy, et x ANy ,
tells que : 1) chaque loi est idempotente, commutative et associative.2) On a les

lois d’absorption, c’est-a-dire quels que soit x ety :
zV(zAy)=x=xA(xVy).

Alors on peut définir sur E une relation d’ordre flou R telle que (E, R) soit un
treillis flou , avec sup_ (v,y) = xVy etinf (z,y) =z Ay.
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Cette relation d’ordre flou est définie par :

)

pr(z,y) =1 $i T =y;
pr(x,y) =a /0<a=<1etpug(y,z) =0si zVy=uy;

pg(z,y) =0 dans les autres cas.

et R définie par :

p

pp(z,y) =1 $1T=y;

pp(x,y)=a /0<a=<1cetpy(y,z) =0 sizx ANy =x;

pg(z,y) =0 dans les autres cas.

Preuve.
R est une relation d’ordre flou :
i) pp(z,x) =1, R est réflexive

ii) si # # y on distingue trois cas :

1) 2 Vy =y et dans ce cas pug(z,y) > 0= ug(y,z) =0
2) x Vy =z et dans ce cas pg(z,y) =0 et U'implication est vraie

3) x ||y et dans ce cas aussi pug(x,y) = 0 et I'implication est vraie

On en déduit que la relation R est une relation antisymétrique

iii) Pour la transitivité on utilise le table de vérité suivante :
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v<z|o<y|y<z|ppe.2) | pay) | pale =) | max min (ug(e, y), pely, )
1 1 1 « o o «

1 1 0 « o 0 0

1 0 1 « 0 o 0

1 0 0 o 0 0 0

0 1 1 Cas impossible

0 1 0 0 o 0 0

0 0 1 0 0 o 0

0 0 0 0 0 0 0

La relation binaire floue R est donc transitive, R est donc une relation d’ordre

flou.

2.2.3 Idéaux flous et filtres flous dans un F- lattice

Définition 2.13

Un sous ensemble D d’un foset P est dit un ensemble dirigé si pour tout sous
ensemble fini F' de D, D NU(F) # ¢.

-Un idéal dans un foset est un sous ensemble dirigé I qui satisfait la propriété
suivante

Sizel etpug(y,x) =0 alorsy € 1.

- Un filtre dans un foset est un sous ensemble F' qui satisfait les propriétés,

i) Pour tout sous ensemble fini E de F,on a F'N L(E) # ¢;
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i) Sixz € F et ug(x,y) =0 alorsy € F.

Exemple 2.10
Le treillis (E, R, \,V) avec E = {a,b,c,d} et la relation d’ordre flou R dans E

définie par sa fonction d’appartenance jip tel que :

Urlalb |c |d

a |1]106]06| 0.6

c | 0]0 1 0.8

d |00 |0 1

1 =d, et 0 = a, est un treillis flou distributif et fermé, E est un filtre flou impropre,
Fy ={b,c,d} et F, ={c,d} sont des filtres flous, {d } est un filtre principal flou,

E est un idéal impropre, {a},{a,b} sont des idéaux.
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CHAPITRE 3

REPRESENTATION DES TREILLIS FLOUS

DISTRIBUTIFS FINIS[1]

Résumé :
Dans ce chapitre on va etablir une dualité type Priestley pour les treillis flous
distributifs finis.

Contenu :

3-1.Ensemble ordonné flou croissant et ensemble ordonné flou décroissant
3-2.Construction de I’espace de Priestley

3-3.Dualité de Priestley pour les D- treillis flou fini

3-4.Constructuion de ’espace bidual de Priestley

3-5.Théoréme de représentation des treillis distributifs flous et finis.
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3.1 Théoréme de représentation des treillis flous distributifs et finis.

Définition 3.1
Soit R une relation binaire floue définie sur un ensemble non vide X. On note
DomR le domaine de R, l’ensemble flou dont la fonction d’appartenance définie

par : fgomr(®) = Vypgr(x,y), v € X et le rang de R noté ranR défini par :
y#x

:U“ranR(y) = vm,UJR(I,y), z e X.
TFY
La hauteur de R noté h(R), avec h(R) = V, V, pup(x,y).

TFY
Exemple 3.1

Soit R une relation binaire floue sur X définie par :

Urlalb |c |d

:U’domR(a) = \/y:uR(avy) = 0‘67:U’domR(b) = \/y:uR(b7 y) =0.7, :udomR(C) = \/y:uR(Cv ?J) =
y#a y#b y#c

0.8,

:U’domR(d) = \/y :U’R(d7 y) =0

y#d
luranR(a) = \/JUIU’R(‘T7G) = 07 luranR(b) = \;xblu’R(‘T? b) = 067 luranR(C) = \;!EMR(‘T?C) =
0.6,
lu’ranR(d) = \/x:U’R(‘T7d) =0.8
r#d
h(R) = Vg Vy pig(z,y). = 0.8.
TFY
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3.1.0.1 Ensemble ordonné flou croissant et ensemble ordonné flou décroissant
Définition 3.2

(a) Soit (X, R) un ensemble ordonné flou . Un sous ensemble Y de X est dit
croissant (increasing) six € Y ety € X | pp(x,y). > ug(y, x) implique y € Y.
Un sous ensemble décroissant est défini dualement .

(b) Un espace ordonné flou est un triplet (X, 7, R) tel que X est un ensemble non
vide, T est une topologie sur X et R est une relation d’ordre flou sur X.

(¢) Pour un sous ensemble A C X , la borne supérieure de A est un élément x € X
satisfaisant pg(y, ) > pg(x,y). Quelque soit y dans A. La borne inférieure est

définie dualement

3.1.0.2 Construction de ’espace de Priestley

Définition 3.3

(a) Un espace ordonné flou (X, 7, R) est dit totalement discontinu si, x, y € X
et g (z,y) = 0, il existe un 7 — of (ouvert-fermé) croissant U et un 7 — of
décroissant V tel que UNV = ¢ avecx € U ety € V.

(b) Un espace ordonné flou (X, 7, R) s’appelle un espace de Priestley s’il est com-

pact et totalement discontinu.

3.1.1 Dualité de Priestley pour les D- treillis flous finis

Tout au long de cette section tous les treillis flous seront finis (en abrégé F-
D-treillis) et les homomorphismes préservent le 0 et le 1.
Si (A, Vg, Ag, R) un F-D-treillis flou, alors son espace dual est défini par : T'(A) =
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(X, 7, Ry), avec X est I’ensemble des 0-1 homomorphismes de A dans la chaine
{0,1}, 7 est la topologie produit induite par celle de {0, 1} et R; est une relation
d’ordre flou sur X.

Sid = (X, 7,7) est un espace de Priestley flou et fini alors I’ensemble (L(6), V,,, Apy, 71)
avec L(0) ={Y C X /Y est un 7 — of croissant}, et r est une relation d’ordre
flou convenablement choisie est un treillis distributif fermé.

Lemme 3.2 [15]

(a) Si (A,VRr,Agr, R) un F-D-treillis flou fini alors il existe deux relations d’ordres
floues Ry, Ry tel que

(1) T(A) = (X, 7, Ry), est un espace de Priestley.

(17) (L(T (A)),VRy, Ar,, R2) est un F-D-treillis .

(b) Si 6 = (X, 7,r) est un espace de Priestley fini alors il existe deux relations
d’ordres flous r,,r, tel que

(1) (L(8),Vy,,Ar,,1,) est un F-D-treillis.

(12) (T (L (9)),7,72) est un espace de Priestley

Preuve.

(a)(i) On prend la relation floue R; tel que :

pr(Arg— (1), A1) st f7H(1) C g7 H(D);
g, (f9) =
0 sl non.

On montre que R; est une relation d’ordre flou, pip, (f, f) = pr(Arf1 (1), Arf (1)) =
pp(a,a) =1 pour tout f dans X (R; est réflexive).
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pour tous (f,g) € X?, (kg (f.9) > 0et f # g) => iy, (9, f) =07

Si tig, (f,9) > 0et f #gona g (f 9) = pr(Arg™ (1), Arf~ (1)) = pgla,b) > 0
et a # bear (f = g) d'ott pig(b,a) = 0.1.e pp(Arf (1), Arg (1)) = pig, (9. f) =0
donc R, est antisymétrique.

Pour tous (f,g,h) € X3 on montre que

pi, (fh) > max [min (1ig, (f,9), 1, (9, h))]

Par la transitivité de R~! on a pour tous a,c dans A ,
pp-+(a.¢) > maxlmin(g 1 (a.8). iy +(b.)]. done pip(c,a) > maxmin(yeg(b.a). rg(c. b))
— pp(Arh™ (1), ApfH (1)) = maxmin(pug (Arg™ (1), Arf™ (1)), pg (ARTH (1), Arg ™ (1)))]

ce qui est vrai pour tout b € A alors pour tous (f,g,h) € X3

iy (f,h) 2 max [min (pg, (f,9), 1z, (9, 1))]

et R; est une relation d’ordre flou.

X est fermé dans la topologie induite par la topologie par celle de {0, 1}A, qui est
compact ,donc X est compact, on démontre que T (A) est totalement discontinu :
soit f,g € X tel que g, (f, g) = 0donc pp(Arg~' (1), Arf(1)) = 0, alors il existe
a€ Atel que f(a) =0et g(a) =1, 'ensemble U = {h € X / h(a) =1} est un
T—of croissant contenant g et ’ensemble V=X —U ={h € X / h(a) =0} est
un 7—of décroissant contenant f et ona UNV = ¢, et par [15] T(A) = (X, 7, Ry),
est un espace de Priestley.
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(77) On définit R, par :
(

1

:uRz(H>D) =

0

\

(e 0, 174 0 An 0, 7))

On montre que Ry est une relation d’ordre flou,

Pr, (A A) =1 (F-réflexive)

si H = D;

si HC D et H+# ¢

i (OA, AR ﬂD g_l(l)) si H= ¢ t.q (04 est le plus petit élément du treillis A ;
g€

dans les autres cas.

tig, (A, B) >0 et A# B implique A C B et B¢Z A alors g, (B, A) =0 et R, est

une relation antisymétrique floue;

pr,(AC) > max [min (g, (A, B), g, (B, C))] (F-transitive) , on utilise le ta-

bleau suivant

ACC|ACB|BCC|D
0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 cas impossible
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

STAZC,A¢ Bet B Cona g (AC)=pg(A B)=pg(B,C)=0

SiAZC,A¢ Bet BCC onamin(ug,(A,B),ug,(B,C)) =0
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SiAZC,AC Bet B¢ C onamin (ug,(A,B),ug,(B,C

( ) =
SiACC,A¢ Bet BZC onamin(ug,(A,B),ug,(B,C)) =0
SiACC,A¢ Bet BCC onamin(ug,(A, B),ug,(B,C)) =

SiACC,AC Bet BZC onamin(ug, (A, B),ug,(B,C)) =

Dans tous les cas précidents on a pp, (A, C') > max [min (ug, (A, B), g, (B, 0))]
SSACC,ACBet BCCtelque A# ¢ ona

(A4, C) = g (AR 0,07 WA 0, h—1<1>) |

Iy (A, B) = pig | AR fQA fH (1), Ar QQB 9'(1)

I, (B, C) = pp (| Ar QQB 9 (1), AR s h=i(1)

-1 -1 -1
ACcBcCc(C= hgch (1) geg g (1) %GQ ()

— (AR e f, ARﬁh_l(l)) > max

heC

i (i (1 0,57 00 0,570) (e 0,57 00,0800 )]

alors i, (A, C) > max [min (pg, (A, B), ig, (B, C))] et Rs est transitive....(3-1-3)
par suite R, est une relation d’ordre flou.

Finalement la borne supérieure et la borne inférieure de A et B notées respecti-
vement A Vg, B, A Ar, B sont respectivement AU B et AN B.

Alors (L(9),VR,, Ary, R2) est un F-D-treillis.

(b)

(7) Si h(r) = Vy Vy p, (z,y) =0, donc X est une antichaine et on peut prendre 7,
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définie par

pr (A, B) =4 1 —crdd i A C B

0 dans les autres cas.
\

r, est une relation d’ordre floue et A V. B= AUBet A Ar, B = AN B pour tous
Aet B de L(6)
donc (L(é), \/7”1’/\7”1’TI) est un F-D-treillis.

Si h(r) = Vu Vy i, (z,y) # 0 donc X n’est pas un antichaine, on prend

my = No Ay {1, (2,y) [z #y et p, (z,y) >0}

Donc m, # 0, et on peut prendre la relation floue r, tel que :

p

1 si A= B;
Hor, (A,B) =1 max (my, Vacapenpt, (a,b)) si A C B;
0 dans les autres cas.

\

D’aprés (a) (i7) 7, est une relation d’ordre floue et on peut prendre AV, B = AUB
et AN, B=ANB pour tous A et B de L(6), et (L(0),Vy,, Ay, ,7,) est un F-D-
treillis.

(1) (T (L(d)),7,r,) est un espace flou de Priestley, on prend

(

1 si f =g
:U’r2 (f? g) = oy </\T /\rl A y N\ /\rl B) si fil (1) - gil (1) ;
Aef~1(1) Beg—1(1)
0 dans les autres cas.
\
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Premiérement 7, est bien définie, a = A, A, A est existe car L (9) est un treillis
Aef-1(1)
et b = A, A\, B est le premier élément de f~'(1)Donc s’il y un autre élément b
Beg=1(1)
n’est pas minimal def~! (1) .[15]

Alors (T' (L (0)),T,r,) est un espace flou de Priestley.

3.1.2 Théoréme de représentation

Théoréme 3.1

(a) Soit A un F-D-treillis, I’application Fy : A — L (T (A)) définie par :
Fa(a)={f € X / f(a) =1} est un isomorphisme des treillis flous.

(b) Si 6§ = (X, 7,71) un espace de Priestley alors l'application Gs : 6 — T (L (9))

définie par :

lsix ey,
Gs (x) (V) =

Osiz ¢Y.

pour tout Y € L (§), est un isomorphisme d’espaces flous de Priestley (i.e bijec-
tion continu et croissant).

(c) Si f: Ay — As est un homomorphisme de treillis flous alors T (f) : T (As) —
T (Ay) définie par : T (f)(g) = go f est un homomorphisme d’ espaces de Priest-
ley (i.e application continue et croissante )

(d) Si h:d; — 0y est un homomorphisme d’ espaces flous de Priestley alors 'ap-
plication :

L(h): L(d3) — L(61) définie par L (h) (y) = h™' (y) pour tout y € L(d3) est un
homomorphisme de treillis flou.
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(e) Si f et h comme (c) et (d) alors les diagrammes suivants :

Al f—> A2 51 l 52
FA1 l l FAz G61 l l G62
LTA) | = 4 T(LE) | = TLE)

Sont commutatifs.

Preuve.

Fy(a)={f € X / f(a) =1} est un isomorphisme de treillis flous
a) pi, (2, y) < py (Fa(z), Fa(y)) avec

p

1 si Fia(x)=Fa(y);

JEFA(x) gEFA(y)

fn, (Fa(x), Fa(y)) = 1, (ARﬂf‘l (1), ANy (1)> si Fa(z) C Fa(y);

0 dans les autres cas.

\

On remarque que si v, (z,y) > 0implique Fy (x) C Fiy (y) et donc p, (Fa (), Fa (y)) =

/"LR ('r7 y) *
par suite p (z,y) < [, (Fa(x),Fa(y)) [16] alors I'application
Fy : A — L(T(A)) définie par :F4 (a) = {f € X / f(a) =1} est un isomor-

phisme de treillis flou

Fa(zVvyy) = {feX/ flav,y =1}
= {feX/f(z)=1ouf(y)=1}
= {feX/fl@)=11u{feX /[y =1}
= Fa(z)UFa(y).
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de méme pour Fy (z A, y) = Fa(x) N F4(y)
b)[16] G5 : 6 — T (L (9)) définie par

lsizeY;
Gs(z)(Y) = pour tout Y € L () est un isomorphisme d’ espaces

Osiz ¢Y.

flous de Priestley (i.e bijection continue et croissante).

Il reste a démontrer que Gs est croissant, il suffit de montrer que p,, (G (), G5 (y)) =
fin (2,y) .

Si ¥ # y il ya deux possibilités :(i) p1,, (v,y) = 0 donc on a fig, (Gs (x),Gs (y)) >

oy, (2,9)

(4) p, (z,y) > 0 on obtient que y est un 7 — of de x donc Zy C Z; et on a

by (G (). G ) = 11y, (N Zo Ao ) = iy (2.9)

(c) Si f: Ay — Ay est un homomorphisme de treillis flous alors 7' (f) : T (A2) —
T (A;) défini par

T(f)(g) = go f est un homomorphisme des espaces de Priestley (i.e continue et
application croissant)

Soit y un 7 — of de T' (A1) => y = F4, (a) tel que a € A,

T(f)" (Fa (a) = {9€T(A) /T (f)(9)€ Fa, (a)}
= {geT(4) /gofla)=1}
= {9eT(4) /g(f(a)) =1}
— Fu, (f(a)) donc T (f) est continue
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On démontre que 7' (f) est croissant

Soit g, et g, € T (As)

pr(Arg; (1), Arg (1)) si g7 ' (1) C g, ' (1);
:uR1 (g1>gz) =
0 si non.

T(f) (@) =g9.0f,T(f)(g,)=g,0f
MRl (T(f) (91)>T(f) (gz))

pr(Ar (g 0 /)7 (D Ar (g, 0 /)7 (1) si (g0 /)71 (1) C (g, 0 f) 7 (L);

0 si non.

pr(Ar (9,0 /) (D AR (9,0 /)71 (1) = na(Ar (F 7 og ") (1) AR (f 7 og ) (1)

= a(Ae (7 (9, ())) A (F7 (9,7(1))))

et pp(Arg; (1), Arg ' (1) < pr(Ar (F71 ((9,7(0))) A (F71 (g1(1)))) dou
Fr, (91592) < g, (T () (90), T (f) (9,))

(d) Si h: 01 — 02 est un homomorphisme d’espace flou de Priestley alors appli-
cation :

L(h) : L(8;) — L(6,) deéfinie par L(h)(y) = h™*(y) ..... (3-2-1) pour tout
y € L (d2) est un homomorphisme de treillis flou

(e) Supposons que f et h sont comme (c) et (d) et on démontre que le diagramme

Ay f—> Ay

Fa | | Fup (3-3-1) est commutatif
L(T (A A
@A) g
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Soit a € A,

(L(T(f)) o Fa,) (a) = L(T (f)) (Fa, (a)) et d’aprés (3-2-1)
=T 7 (f) (Fa, (a))

={g€T(A) /T (f)(9) € Fa, (a)}

={9€T(A) /gofeFula)}

={9eT(4) /g(f)(a) =1}

= Fu, (f (a))

= (F4, o f) (a), donc le diagramme(3-3-1) est commutatif.

On démontre que le diagramme suivant est commutatif

51 — 52
Gs, | ! Gs, (3-3-2)

T(LE) | = TLE)
Soit f S 51

(T (L (h) o Gs,) (f) =T (L(h)(Gs, (f))
= (Gs, (f)) o L(h) car T'(f)(g) =go f
On a

(T(L(h) o Gs) (f)(y) = (G5 () e L(R)(y)
= (G5 () (M ()

. 1si feh=(y)
T | 0sifghTi(y)

_ 1si h(f)ey
| 0sih(f)gy

= G, (h () (v)
= (Gs, 0h) (f) (y)
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alors le diagramme (3-3-2) est commutatif.
Conclusion 3.1 La catégorie des espaces flous finis de Priestley est équivalente

a la catégorie des D-treillis flous finis.

Exemple 3.3 Soit (A, Vg, Ar, R) un F-D-treillis tel que :

A={a,b,c,d,e, f} et R est une relation floue définie par

Rlal|b |c |d |e |f

fig(3-1)
T (A) = {0-1 homomorphismes de A dans {0,1} }

T(A)  =A{fi,fo, f3, fa}, tel que
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file)=0 fild)=0|falc)=1 fo(d) =0
f1(b)=0 f2(b) =0
T T
fi(a)=0 fa(a) =0
fs(f)=1 fa(f)=1
T T
fa(e) =1 fi(e) =1
f3(c)=0 f3(d)=1| fa(c) =1 fa(d)=1

o4




Al fi(z) | fa(2) | fs(x) | fa(2)
a |0 0 0 0
b |0 0 0 1
¢ |0 1 0 1
d |0 0 1 1
e |0 1 1 1
1 1 1 1

fl_l(l) :{f}> f2_1(1) :{C>e7f}>f3_1(1):{d>e7f}>f4_1(1) :{b>c>d>evf}'

b, | Jilfo | f3 | Ja

fi |1]03]03]06

f2 |0 |1 0 0.2

fs |0 |0 1 0.6

fa |0 |0 0 1

{1314}
BH X2

{4}
¢

Fig(3-2)
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L(T (A)) = {0, {fu} A for fa} ASs, fa} A S2r f3, fa} . X}

I, o | {fad | {fo fud | {fs fud | {far fo fa} | X
¢ 1101 |03 0.3 0.5 0.7
{f} 0[1 |02 0.2 0.4 0.7
{fos i} |00 |1 0 0.2 0.6
{fs, i} |00 |0 1 0.2 0.3
{for, f, fa} [0 |0 |0 0 1 0.3
X 0{o |o 0 0 1

Fa: A— L(T(A)) définie par

b | {fa}

¢ | {/f2 fa}

d | {fs, fa}

e [ {f2: f3, fu}

fl1X

Exemple 3.4 Soit (X, 7,r) un espace de Priestley avec X = {z,y, z} et r définie
par :
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Wl x|yl z
z |1]0]0
y 1o]1]0
z [0]0]1
Q @ ¢
3 T
fig(3-3)
Done L(X) = {6, {=}, {v},{z},{z,y} . {x, 2} ,{y, 2}, X }et r, définie par :
1 si A= B;
fyy (A, B) = {1 — condd siAC B
0 dans les autres cas.

\
donc r, donnée par la matrice

| O {ad [ {y} ] {2} | {oyt | {z2} | {y.2} | X
¢ 1|1 |1 |1 |1 1 1 1
{z} |o|1 |o |o |1 ! 0 2
{y} oo |1 |o |} 0 ! 2
{z} lojo |o |1 |o ! ! 2
{z,y¥|0]0 |0 |0 |1 0 0 !
{z,zY|0]0 |0 |0 |o 1 0 !
{y.z}|0]0 |0 |0 |0 0 1 1
X olo o |o |o 0 0 1

o7



Fig(3—4)

et T (L (X)) ={0—1 homomorphismes de L (X) dans {0,1}},

T(L(X)) = {1 fa, fo}

LX) | fi (X) | £ (X) | i (X0)
¢ 0 0 0
) |1 0 0
{y} |0 1 0
=z} o 0 1
(e} | 1 1 0
{z,2} | 1 0 1
{y,2} | 0 1 1
X 1 1 1
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fl_l (1) = {{x},{x,y},{x,z},X}, f2_1 (1) = {{y},{x,y},{y,z},X}, f3_1 (1) =
{{z} Az, 2} Ay 2}, X}

AA ={z} = AN AA =2, AyB = {y} = A AB =y, AC

Aefit() Aeft) Befy (1) Befy H(1) Cefy (1)
{z} =N A C =2
Cefy (1)
et r, est donnée par
ro | fil fol| fs
fill |0 |0
folO |1 (0
f310 10 |1

et l’isomorphisme G, est défini par G, : X — T (L(X)) et donné par

X |Gy (X)), X, €X

T | fi
y | S
z | f3

Exemple 3.5

Soit (X, 7,r) un espace de Priestley tel que X = {x,y, z,t} et r est donnée par

riz|ly|z|t

z|1[0]0]|0.3

y|0(1/0(04

59



Fig(5-5)

et L(X)=Ao, {t}, {=,t},{y,t}, {2t} ,{z,y,t} {x, 2t} ,{y, 2t} , X} et r, don-

née par

r o | {t} | {z.t} [ {0} | {z, 8} | {zw, t} | {2t} | {y, 2,8} | X
[0 1103103 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3
{t} 01 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3
{z,t} 010 1 0 0 0.3 0.3 0.3 0.3
{y,t} 010 0 1 0 0.4 0 0.4 0.4
{z,t} 010 0 0 1 0 0.7 0.7 0.7
{z,y,t} |0 |0 0 0 0 1 0 0 0.4
{z,2,t} |0 |0 0 0 0 0 1 0 0.7
{y,z,t} |0 |0 0 0 0 0 0 1 0.7
X 010 0 0 0 0 0 0 1
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Fig(3 —6)

GtT(L (X)) = {f1>f27f37f4} ot

L(X) | (X)) | (X)) | f3(X0) | fa(Xd)
¢ 0 0 0 0
{t} 0 0 0 1
{z,t} |1 0 0 1
{y.t} |0 1 0 1
{zt} |0 0 1 1
{z,y,t}] 1 1 0 1
{z,2,t} | 1 0 1 1
{y,2,t} | 0 1 1 1
X 1 1 1 1

ffl (1) :{{Ji,t},{J],y,t},{l’,Z,t},X},f{l (1) = {{y,t},{x,y,t},{x,z,t},{y,z,t},X},
1) ={zt} Az 2.t} {y. 2,1}, X
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) ={t Aot} Ay th Az 8} At} o 20t} {y, 2,11, X3

ANyA =Az,t} = AN AA =N Azt =2, A B ={y,t} = A A,B =

Aefit(1) Aef () Befy'(1) Befy'(1)
Ae{y,t} =,

AN C ={z,t} = A AC =N Azt =2, AD ={t} = A AD =
Cefy (1) Cefy (1) Defy (1) Def (1)
A At} =t

Hopy fl f2 f3 f4

fi (110 [0 |03

fo [0 |1 |0 |04

fs [0 [0 |1 |07

fa [0 O [0 |1

et l’isomorphisme G, défini par

G, : X =T (L(X)) donné par

X|G, (X)), X;eX
z | fi
y | |2
z | fs
to| fa
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Conclusion

Dans ce travail nous avons établi une dualité type Priestley
pour les treillis distributifs flous dans le cas fini.

Et on a montré qu’on peut étendre d’une maniere naturelle la
dualité des treillis distributifs fermés au treillis distributif flous

finis.



BIBLIOGRAPHIE

[1] A.AMROUNE, Priestley duality for finite fuzzy distributive lattices, soumis

[2] 1. Beg, A general theorem on selectors of fuzzy multifunctions, J. Fuzzy Math.,
9(1)(2001), 97-101.

[3] 1. Beg, Extension of fuzzy Zorn’s lemma to nontransitive fuzzy relations, J.
Fuzzy Math., 10(3)(2002),681-685.

[4] G. BIRKHOFF, Lattice Theory, 3rd edition, Coll. Publication, XXV, Ame-
rican Mathematical Society, Providence, R. I, 1967.

[5] B. M. Bouchon, Logique floue, CEPADUES-EDITION, Toulouse-France1998

[6] B. M. Bouchon, La logique floue et ses applications, Addison Wesley France,
1995.

[7] J. C. CARREGA, D. PONASSE, Algébre boolienne et logique algébrique,
université de Lyon I

[8] B. A. Davey, H.A. Priestley, Introduction to lattices and order, Cambridge
University Press, Cambridge, NEW YORK 1990.

[9] B. DUSHNIK et E. W. Miller, partially ordered sets. Amer. J. math.,
63,1941, p. 600-610

63



[10] A. Filipiou, Representation of £ukasiewic algebras by means of ordered stone
spaces, Discrete Mathematics 30(1980), 111-116

[11] L. Gacogne, Eléments de logique flou Hermes, Paris, 1997.

[12] J. Godjevac, Idées nettes sur la logique floue, EPFL-Centre Midi, Suisse
1999

[13] A. Kaufmann, Introduction & la théorie des sous-ensembles flous & l'usage
des ingénieurs, Masson,1973-1975

[14] N. Permingeat et D. Glaudei, Algébre de Boole Théorie, Méthodes de Calcul,
Applications, Masson, 1991.

[15] H. A. PRIESTLEY, Representation of distributive lattices by Means of or-
dered stone spaces, Bull London Math, soc.2 (1970) 186-190.

[16] H. A. PRIESTLEY, Ordered set and duality for distributive lattices , Ann.

Discrete Math. 23(1984), 39-60

[17] J. Raphagl Tong-Tong, la logique floue, Hermes Paris, 1995

[18] P.Venugopalan, fuzzy ordered sets, Fuzzy Sets and Systems 46 (1992) 221-226

[19] L.A.Zadeh, fuzzy sets, Inform. and control., 8(1965), 338-353.

[20] L.A.Zadeh, Similarity relation and fuzzy ordering Inform. Sci., 1971, 177-200.

64



A ) ARLL 5 S3al adls

Gle) 8 5 dpluall LSl dally udy 5 4 08 J 5l 3 S0l 220 8
ddldall el Al s U M8 dpluall Ly
ddenll Lasad v oA il grideall s dpluzall S
Lol L 5 45 sall Cile ganall 8 damia Lo ga S5 Y ) dnpenl)
& (treillis flous) Anluall QSN & dasia S5 Ly (foset)

bl Ly e b s dgiall Aplanal) IS (a3 ) L



Résumé

Dans ce travail, on s’intéresse a la dualité de PRIESTLEY pour les treillis flous
distributifs fermés et fini (un treillis est un ensemble ordonné dans le quel
chaque partie finie admet un sup. et un inf) quant I’ordre en question est flou le
treillis est dit treillis flou.

En particulier au chapitre 2 on a introduit la notion d’ordre flou ou parmi
plusieurs approches on a opté pour celui de Zedah parce qu’il utilise la norme
triangulaire la plus forte.

Dans le chapitre 3 on a réussis a donner une dualité type PRIESTLEY pour les
treillis flous distributifs fermés et fini. Enfin on a montré que la catégorie des
treillis flous distributifs fermés et fini est isomorphe a la catégorie duale des
espaces de PRIESTLEY finis.



Abstract

In this study, we give some fuzzy versions of the Priestley representation
theorems of distributifs lattices [15] in the finite case.

We use the definition of fuzzy order due to L. A. ZADEH [19]

Key words. Fuzzy order relation, Fuzzy ordered sets, Fuzzy lattices, Fuzzy

Priestley spaces.
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