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INTRODUCTION 

 
En 1937 Stone a donné une dualité pour les treillis distributifs fermés en topologisant 

X l'ensemble des idéaux premiers de A ( A un treillis distributif fermé ), en prenant     

 { Ia: a∈A} l'ensemble de tous les idéaux premiers de A contenant a comme une sous 

base de topologie de l’espace dual de A.  

En 1970, H. A Priestley a developpé une nouvelle dualité pour les treillis distributifs 

fermés en remplaçant { Ia: a∈A} des idéaux premiers par {Fa: a∈A} ou Fa est 

l'ensemble des 0-1 homomorphismes du treillis A dans la chaîne {0,1} non 

identiquement nuls.et qui prennent 1en a.  

Le but de ce mémoire est d’établir une dualité type Priestley pour les treillis flous 

distributifs fermés. 

Ce travail est reparti en trois chapitres.  

 

• Dans le premier chapitre on rappelle des notions relatives aux relations 

d’ordres et aux ensembles ordonnés, les treillis, les fitres et les édiaux.  

 

• Dans le second chapitre nous introduisons les notions nécessaires aux 

ensembles flous et aux relations floues ( la relation d’ordre flou au sens de 

Zadeh) qui nous permetera la représentation des treillis flous, et on donne les 

diférentes définitions de la relation d’ordre flou.   

 

• Dans le troisième chapitre nous essayons de trouver une version floue du 

théorème de représentation de Priestley des treillis flous distributifs fermés 

dans le cas finis, nous donnons une construction de l’espace dual  et  le bidual 

d’un treillis distributif flou fini . et on montre que la catégorie duale des 

espaces de Priestley finis  est isomorphe a la catégorie des treillis flous 

distributifs fermés et finis.  

  



CHAPITRE 1

GÉNÉRALITÉS SUR LES ENSEMBLES ORDONNÉS

Résumé

Dans ce chapitre on va rappeler les notions essentielles sur les ensembles or-

donnés et les treillis.

Contenu

1.1 Fonctions caractéristiques et ses propriétés

1.2 Relations binaires

1.2.1 Relation d’ordre

1.2.2 Structures ordonnées

1.3 Treillis

1.3.1 Filtre et idéaux dans un treillis
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1.1 Fonctions caractéristiques

Définition 1.1

Soit E un référentiel et A un sous-ensemble de E, on définit la fonction caracté-

ristique de A, notée 1A comme suit :

1A : E −→ {0, 1}

x 7−→

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 si x ∈ A;

0 si x /∈ A.

On note par ailleurs par χ(E) de l’ensemble des toutes les fonctions caracté-

ristiques des sous ensembles de E.

Théorème 1.1 [9]

χ(E) est en bijection avec P (E).

Théorème 1.2

Soit f une application de E dans {0, 1}, alors f ∈ χ(E).

Propriétés des Fonctions Caractéristiques

Soient A et B deux parties de E.

• A ⊂ B ⇔ 1A ≤ 1B
• A = B ⇔ 1A = 1B

• 1A∩B = 1A.1B
• 1A∪B = 1A + 1B − 1A.1B
• 1A\B = 1A − 1A1B
• En particulier, 1A = 1− 1A.

1.2 Relations binaires

Définition 1.2

Soient A et B deux ensembles non vides, le produit cartésien A×B est l’ensemble
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des paires ordonnées (ai, bj) ou ai ∈ A et bj ∈ B.

Définition 1.3

Une relation binaire R est un sous-ensemble non vide de A× B. On note a R b

si (a, b) ∈ R.

Si A = B = X, nous disons que R est homogène sur X.

Exemple 1.1

A = Z et B = N et R = {(0, 0), (−1, 1), (1, 1), (−2, 4), (2, 4), ...} = {(x, x2) : x ∈

Z}

Représentation des Relations Binaires

Soient A et B deux ensembles finis de cardinales respectifs m et n et R une

relation binaire dans AxB. On peut représenter R par une matrice M(R) de m

lignes et n colonnes dont les cœfficients sont 0 ou 1. On définit les éléments de la

matrice R de la manière suivante :

rij =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 si ai R bj

0 si non.

Compositions de relations

Soient R ⊂ A × B et S ⊂ B × C deux relations. La relation R ◦ S est une

relation binaire sur A× C appelée composée de R et S tel que

a(R ◦ S)c⇔ ∃b ∈ B tel que (aRb ∧ bSc)

Définition 1.4

Soit R ⊂ A × B une relation, la transposée de R est la relation RT ⊂ B × A

définie par : bRTa si et seulement si aRb.
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1.2.1 Relation d’ordre

Définition 1.5

Soit E un ensemble. On dit qu’une relation R sur E est une relation d’ordre si et

seulement si

1) R est réflexive si ∀a ∈ E, aRa;

2) R est antisymétrique si ∀a, b ∈ E, (aRb et bRa) =⇒ (a = b);

3) R est transitive si ∀a, b, c ∈ E, (aRb et bRc) =⇒ (a R c).

Exemple 1.2

La relation de la division sur N∗ définie par n/m ssi n divise m, est une relation

d’ordre.

Structures ordonnées

Définition 1.6

Soit X un ensemble non vide et R une relation d’ordre sur X. Alors le couple

(X,R) est appelé un ensemble ordonné. Usuellement R est remplacée par le sym-

bole ≤.

Ainsi, si X est fini, on peut représenter l’ordre (X, ≤) par un diagramme

de Hasse.

Un sous-ensemble Y est une chaîne s’il est totalement ordonné (c’est-à-dire x ≤ y

ou y ≤ x, pour tout x, y ∈ Y . Autrement dit x et y sont comparables)

Dans le cas contraire, l’ordre est partiel, et l’ensemble (X, ≤) est dit ensemble

partiellement ordonné ("Partially ordered Set" ou "Poset" ).

On dira que deux éléments x et y de X sont incomparables et on note par x k y
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si x ­ y et y ­ x.

Un ensemble composé d’éléments incomparables entre eux est appelé une anti-

chaîne.

Exemple 1.3

L’ensemble (N , ≤)est totalement ordonné.

/ est un ordre partiel dans N∗. On a, par exemple, 3 k 5.

⊆ est un ordre partiel dans P ({1, 2, 3}), par exemple {1, 2} k {1, 3}

φ

{1}{2}

{3}

{1,3}

{1,2}
{2,3}

{1,2,3}

Fig(1− 1)

Eléments Particuliers

Soit (E,≤) un ensemble ordonné, rappelons certaines notions particulières. Soit

A une partie non vide de E

Majorant :

M est un majorant de A si ∀a ∈ A, on a : a ≤ M . On dit alors que A est une

partie majorée de E.
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Minorant :

m est un minorant de A si ∀a ∈ A, on a : m ≤ a. A est dite partie minorée de E.

Borne supérieure :

s est appelé une borne supérieure de A (s = supA) si s est un majorant de A et

si pour tout majorant M de A, s ≤ M . La borne supérieure est communément

appelée "Le plus petit des majorants".

Borne inférieure :

Un élément i ∈ E est dit borne inférieure de A si i est un minorant de A et si

pour tout minorant m de A, m ≤ i. La borne inférieure apparaît comme "Le plus

grand des minorants".

Elément maximal :

Un élément a de A est dit maximal si :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
a ∈ A

x ∈ A et a ≤ x

=⇒ x = a

Elément minimal :

Un élément b de A est dit minimal si :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
b ∈ A

x ∈ A et x ≤ b

=⇒ x = b

Plus grand élément :

On appelle plus grand élément ("Top" ) d’un ensemble E, un élément noté 1E ∈

E tel que pour tout élément x ∈ E, on a : x ≤ 1E

Plus petit élément :
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On appelle plus petit élément ("Botton" ) d’un ensemble E, un élément noté

0E ∈ E tel que pour tout élément x ∈ E, on ait 0E ≤ x.

1.3 Treillis :

Définition 1.7

Un treillis est un ensemble ordonné dans lequel chaque paire d’éléments admet une

borne supérieure et une borne inférieure.

-Un treillis T est dit fermé s’il possède un plus petit élément (noté 0)et plus grand

élément (noté 1)

-Soit a ∈ T le complément de a est un élément a
0
de T vérifiant a∧a0 = 0 et a∨a0 =

1.

-Un treillis est dit complémenté si chaque élément possède un complément.

Exemple 1.4

1- (N∗, /,∨,∧) est un treillis avec x ∨ y = ppcm(x, y) et x ∧ y = p gcd (n’est pas

fermé).

2- (P (E), ⊂, ∩, ∪) est un treillis avec : x ∨ y = x ∪ y, x ∧ y = x ∩ y ( T . est

fermé avec : 0 = φ et 1 = E ).

Toute chaîne est un treillis : x ∨ y = max(x, y) et x ∧ y = min(x, y).

3- (D(6), / ) l’ensemble des diviseurs de 6 est un treillis fermé (0D(6) = 1 et

1D(6) = 6)

L’ensemble des entiers non nuls muni de la relation de divisibilité est un treillis

distributif possédant un élément minimal (à savoir le un), Mais pas d’élément
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maximal, et ce n’est donc pas un treillis de Boole.

Lemme 1.5

Soit (X, ≤) un treillis distributif fermé. Alors pour tout élément a de X, il existe

au plus un complément.

Définition 1.8

Une algèbre de Boole est un treillis distributif fermé et complimenté.

Proposition 1.6

(i) Soit (T, ≤) un treillis, pour a, b dans T ,

posons a ∨ b = sup(a, b) et a ∧ b = inf(a, b). Alors (T,≤,∨,∧) vérifie les lois

(1) x ∨ x = x, x ∧ x = x.

(2) x ∨ y = y ∨ x, x ∧ y = y ∧ x.

(3) x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z, x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z.

(4) x ∨ (x ∧ y) = x, x ∧ (x ∨ y) = x.

De plus, a ≤ b est équivalent à a ∨ b = b et à a ∧ b = a.

(ii) Inversement, supposons que (T , ∨, ∧) satisfait aux lois précédentes ; pour

a, b ∈ T , notons a ≤ b pour a∨ b = b ; alors (T, ≤) est un treillis, et ∨ (resp. ∧)

en est l’opération sup (resp. inf).

Définition 1.9

Soient E et T deux treillis et f est une application de E dans T on dit que f est un

morphisme de treillis si : a, b ∈ E, f (a∧ b) = f (a)∧f (b) et f(a∨ b) = f(a)∨f(b)

si de plus f est une bijection alors f est dite isomorphisme.
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1.3.1 Filtres et idéaux dans un treillis
Définition 1.10

Soit E un treillis, on appelle filtre toute partie non vide F de E vérifiant :

a) si x ∈ F et x ≤ y alors y ∈ F ;

b) si x ∈ F et y ∈ F alors (x ∧ y) ∈ F .

Le filtre F est dit propre si F 6= E, et impropre dans le cas contraire.

Et d’une manière duale un idéal est une partie I non vide de E vérifiant :

a) x ∈ I et y ≤ x alors y ∈ I ;

b) pour tout x, y dans I alors (x ∨ y) ∈ I.

Remarque 1.1

1) Un filtre F est propre si et seulement si 0 /∈ F.

2) Soit a ∈ E, l0ensemble Fa défini par Fa = {x ∈ E / x ≥ a} est un filtre

engendré par a (filtre principal)

Exemple 1.7

Dans le treillis D(60) le filtre F = {6, 12, 30, 60} est principal et l’idéal I = {1,

2, 3, 6}est principal

3 0

6 0

1 2

6

3
1

2
4

5

1 0

2 0
1 5

F ig (1− 2)
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3) Si (Fi)i∈Iest une famille de filtres dans E, alors ∩{Fi, i ∈ I} est un filtre

Filtre engendré par G

C’est l’intersection de tous les filtres contenant G , c’est — à - dire le plus petit

filtre (au sens de l’inclusion) contenant G, il sera noté FG.

La partie vide engendre le filtre {1} (Fφ = {1}) (plus petit filtre de E).

Définition 1.11

Soit F un filtre propre alors :

1) F est premier si ∀a, b ∈ E alors a ∨ b ∈ F ⇒ a ∈ F ou b ∈ F.

2) F est irréductible, s’il n’existe pas de filtres propres F1 et F2 tels que :

F = F1 ∩ F2 avec F 6= F1 et F 6= F2.

Proposition 1.8

(i) Soit F un filtre propre, alors pour tout b /∈ F il existe un filtre irréductible

F ∗ tel que F ⊂ F ∗ et b /∈ F ∗

(ii) Si a ­ b, alors il existe un filtre irréductible F ∗ tel que a ∈ F ∗ et b /∈ F ∗.

Proposition 1.9

Il existe des filtres propres maximaux pour l’inclusion, ils seront appelés des ultra

filtres

Définition 1.12 (Ultrafiltre) :

Soit (E, ≤, ∨, ∧) un treillis, un ultrafiltre U est un filtre de E qui est maximal

c’est-à-dire : s’il existe un filtre F tel que U ⊂ F ; alors U = F.
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Théorème 1.3

Dans un treillis distributif, il y a une équivalence entre filtre premier et filtre

irréductible.

Lemme 1.10

Soit B une algèbre de Boole, alors tout filtre propre de B est contenu dans un ul-

trafiltre. Par suite, tout élément non nul de B appartient au moins à un ultrafiltre.

Lemme 1.11

Soit X un espace topologique. Alors l’ensemble des parties de X qui sont à la fois

ouvertes et fermées de X est une sous algèbre de Boole de P (X). Pour tout espace

topologique X, notons ClopX ( “clopen”) l’algèbre de Boole des Ouverts fermés

de X.

1.4 Représentation des treillis distributifs

1.4.1 Représentation de Stone

Théorème 1.4

Toute algèbre Booléenne B est monomorphe à une sous algèbre Booléenne de la

forme P (X)

Preuve.

Soit B une algèbre de Boole. Soit X = UltB, l’ensemble des ultrafiltres de B ;

pour tout x ∈ B

posons σ(x) = {U ∈ X /x ∈ U}.

σ est un homomorphisme d’algèbre de Boole injectif de B dans UltB
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U ∈ σ(¬x)⇔ ¬x ∈ U

⇔ x /∈ U

⇔ U /∈ σ(x)

⇔ U ∈ Cσ(x)

⇔ σ(¬x) = Cσ(x)

σ(x ∧ y) = σ(x) ∩ σ(y)
U ∈ σ(x ∧ y)⇔ x.y ∈ U

⇔ x ∈ U et y ∈ U

⇔ U ∈ σ(x) ∩ σ(y)
σ(x ∧ y) = σ(x) ∩ σ(y)......(1)
De même

σ(x ∨ y) = σ(x) ∪ σ(y)......(2)

σ injectif ⇐⇒ kerσ = φ...(3)

x ∈ kerσ ⇔ σ(x) = φ

⇔ Cσ(x) = X

⇔ ¬x ∈ U, ∀U ∈ X

⇔ ¬x ∈ ∩
U∈X

U = {1}

⇔ ¬x = 1

⇔ x = 0

Donc σ est un monomorphisme qu’on appelle monomorphisme de Stone. X est

appelé espace de Stone ou l’espace dual de B.

Remarque 1.2

Si B est fini alors σest un surjection.
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Preuve.

σ : B −→ P (X) où σ (x) = {U ⊂ X : x ∈ U},

si F un filtre deB alors F est principale (F =↑ a) car F est fini, F = {a1, a2, ...ak} .

Soit a = a1∧a2∧...∧ak, on a, a ∈ F donc F = B∨a= { y ∈ B : y = x ∨ a, x ∈ B} .

Soit Y ∈ P (X)

ou bien Y = φ, donc Y = σ (0)

ou bien Y = X, donc Y = σ (1)

ou bien φ 6= Y c’est -à-dire Y $ X, donc Y = {u1, u2, ...., uk} tel que 0 < k < n

F =
k
∩
i=1

ui alors F est principal, F = B ∨ a tel que a = minF.

On démontre que Y = σ (a)

-Soit

ui ∈ Y =⇒ a ∈ ui

=⇒ ui ∈ σ (a)

=⇒ Y ⊂ σ (a)

-Soit

v ∈ σ (a) =⇒ a ∈ v

=⇒ F ⊂ v

=⇒
k
∩
i=1

ui ⊂ v

supposons que v 6= ui ∀i = 1, 2, ..., k. =⇒ ∀i, ∃xi ∈ ui et xi /∈ v

soit x = x1∨x2∨....∨xk, alors x > xi ∀i = 1, 2, .., k =⇒ x ∈ ui, ∀i = 1, 2, .., k. =⇒

x ∈
k
∩
i=1

ui = F =⇒ x ∈ F =⇒ x ∈ v.
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mais x = x1∨x2∨....∨xk ∈ v,donc ∃i / xi ∈ V (v est un ultrafiltre) , contradiction

=⇒ v ∈ Y

=⇒ σ (a) ⊂ Y alors σ (a) = Y.

donc σ est surjectif.

Conséquences :

1) Le nombre d’éléments d’une algèbre de Boole B finie est de la forme 2n, où n

représente exactement le nombre d’ultrafiltre de B.

Exemple 1.12

D(6) = {1, 2, 3, 6} CardD(6) = 22 donc il y a 2 ultrafiltres

1.4.2 Etude par dualité

Soit X un espace topologique compact

Lemme 1.13 [15]

Il y a une équivalence entre :

a) Pour tout x ∈ X l’intersection de tout les ofs contenant x est {x}.

b) Pour x 6= y .il existe un of V tel que : x ∈ V et y /∈ V.

c) La topologie de X est engendrée par les ofs.

Définition 1.13

On appelle espace Booléen tout espace topologique compact et Vérifiant l’une des

propriétés du lemme précédent.

Représentation de Priestley

Définition 1.14 [16]

Soit (P, ≤) un ensemble ordonné (poset), et soit E un sous ensemble de P. On
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dit que E est croissant si, ∀x ∈ E on a : x ≤ y =⇒ y ∈ E.

On dit que est décroissant si, ∀x ∈ E on a: y ≤ x =⇒ y ∈ E.

Définition 1.15

Un espace ordonné est un triplet (X, τ ,≤) où X est un ensemble non vide, τ une

topologie sur X, ≤ une relation d’ordre sur X.

Définition 1.16

Soit (X, τ ,≤) un espace ordonné, on dit que (X, τ ,≤) est un espace totalement

discontinu si : ∀x, y ∈ X tel que x ­ y, il existe un τ − of croissant U et un

τ − of décroissant V tel que : x ∈ U, y ∈ V avec U ∩ V = c/.

Définition 1.17

Un espace ordonné (X, τ,≤) est dit un espace de Priestley s’il est compact et

totalement discontinu.

Définition 1.18

1- Si A un treillis distributif fermé alors son espace dual est défini par : T (A) =

(X, τ ,≤) , où X est l’ensemble des 0 − 1 homomorphismes de A dans la chaîne

{0, 1} , ≤ la relation d’ordre définie sur X par :

∀a ∈ A, f ≤ g ⇐⇒ f (a) ≤ g (a)

2- Si δ = (X, τ ,≤) est un espace de Priestley, alors son espace dual est défini

par :

L (δ) = {Y / Y ⊆ X et Y est un τ − of croissant }
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Dualité des treillis distributifs

Lemme 1.14 [16]

1) Si A est un treillis distributif fermé alors son espace dual T (A) = (X, τ ,≤) est

un espace de Priestley.

2) Si δ = (X, τ ,≤) est un espace de Priestley, alors son dual L (δ)

L (δ) = {Y / Y ⊆ X et Y est un τ − of croissant }

est un treillis distributif et fermé.

Théorème 1.5 [10]

(1) Soit A un treillis distributif, l’application FA : A −→ L (T (A)) définie par :

FA (a) = { f ∈ X / f (a) = 1} est un isomorphisme de treillis.

(2) Si δ = (X, τ,≤) est un espace de Priestley alors l’application Gδ : δ −→

T (L (δ)) définie par

Gδ (x) (Y ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 si x ∈ Y ;

0 si x /∈ Y.

pour tout Y ∈ L (δ)

est un isomorphisme d’espaces de Priestley (i.e une bijection continue et crois-

sante).

(3) Si f : A1 −→ A2 est un homomorphisme de treillis alors l’application T (f ) :

T (A2) −→ T (A1) définie par :

T (f ) (g) = g ◦f est un homomorphisme d’espace de Priestley (i.e une application

continue et croissante).
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(4) Si h : δ1 −→ δ2 est un homomorphisme d’espace de Priestley alors l’applica-

tion L (h) : L (δ2) −→ L (δ1)

définie par : L (h) (y) = h−1 (y) pour tout y ∈ L (δ2) , est un homomorphisme de

treillis.

(5) Si f et h sont définis comme dans (3) et (4) alors les diagrammes suivants

A1
f→ A2 δ1

h→ δ2

FA1 ↓ ↓ FA2 Gδ1 ↓ ↓ Gδ2

L (T (A1)) →
L(T (f))

A2 T (L (δ2)) →
T (L(h))

T (L (δ1))

sont commutatifs.
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CHAPITRE 2

ENSEMBLES ORDONNÉS FLOUS

Résumé

Dans ce chapitre, on étudiera les ensembles flous et les relations floues et on

donnera quelques propriétés des relations floues, relation d’ordre flou. Puis on

étudiera les treillis flous

Contenu

2.1. Historique

2.2. Ensembles flous

2.3. Relations floues

2.4. Relation d’ordre flou

2.5. Ensembles ordonnés flous

2.6. Treillis flous

2.7. Idéaux flous et filtres flous dans un F- lattice
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Historique[12]

Au début des années 30, le logicien £ukasiewiez a développé le système logique

avec trois valeurs. En 1965 Lotfi Zadeh a publié l’article "fuzzy sets"[19], dans le

quel il a développé la théorie des symboles flous et introduit le terme fuzzy dans la

littérature technique. C’est le début des tentatives de modélisation de systèmes par

des relations floues. Les premières investigations de zadeh étaient l’utilisation de

la logique floue pour représenter le langage naturel. Il a été le premier à formaliser

les règles floues (fuzzy rules) et à suggérer une approche "Système expert" au

réglage automatique, et la règle de commande est remplacée par des règles floues.

2.1 Ensembles flous :

Définition 2.1 [19]

Soit un ensemble de référence (ou univers) U , on définit un ensemble flou A dans

U par la donnée d’une application μA de U dans l’intervalle réel [0, 1], qui a tout

élément x ∈ U fait associe une valeur μA(x) telle que

0 ≤ μA(x) ≤ 1.

L’application μA est appelée fonction d’appartenance de l’ensemble flou A généra-

lisant ainsi le concept d’appartenance et donc la notion de fonction caractéristique.

À tout élément x de U la valeur μA(x) associée n’est pas nécessairement égale à

0 ou à 1, elle est à priori quelconque et désigne le degré d’appartenance de x à

l’ensemble A. On peut distinguer trois cas pour tout élément x dans U
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- μA(x) = 0, x n’appartient pas à A

- μA(x) = 1, x appartient à A

- μA(x) 6= 0 et 1 dans ce cas le degré d’appartenance μA(x) est une valeur inter-

médiaire entre le 0 et le 1. On dit que x appartient partiellement à l’ensemble

flou A.

Notation 2.1

On note par {(x;μA(x), x ∈ A} l’ensemble flou Ā et dans le cas discret par :

i=NX
i=1

μA(xi)/xi

Où N désigne le cardinal de U et dans le cas infini

A =

Z
U

μA(x)/x

Support d’un ensemble flou

Soit un ensemble flou A dans l’univers U . Le support de l’ensemble flou A noté

supp(A) est un sous -ensemble ordinaire de U dont chacun des éléments a un degré

d’appartenance non nul, par rapport à A. D’où

supp(A) = {x ∈ U / μA(x) 6= 0}.

Noyau d’un ensemble flou

Le noyau d’un ensemble flou A dans U est un sous-ensemble ordinaire de U dont

chaque élément a un degré d’appartenance égale à 1. On note :

Ker(A) = {x ∈ U ;μA(x) = 1}.
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Lorsque le noyau n’est pas vide. C’est-à-dire Ker(A) 6= φ, on dit que l0ensemble

flou A est normal ou normalisé si A est net, Ker(A) = A

HAUTEUR D’UN SOUS-ENSEMBLE FLOU

La hauteur d’un ensemble flou A dans U est la valeur maximum de la fonction

d’appartenance, c’est le plus grand degré d’appartenance à A.

H(A) = max(μA(x); x ∈ U)

ENSEMBLES FLOUS DISCRETS

Remarque 2.1 [11]

Si le support d’un ensemble flou est fini, il est possible de donner la fonction d’ap-

partenance par l’énumération de ses valeurs, ainsi par exemple dans le référentiel

E = {a, b, c, d},on note habituellement

A = {a/0.1, b/0.5, c/0.3, d/0}

(ou en couples, en indices ou encore avec les «deux points»).Le sous-ensemble

flou formellement défini par les degrés d’appartenance :

μ(a) = 0.1, μ(b) = 0.5, μ(c) = 0.3 et μ(d) = 0.

INCLUSION

L’inclusion d’un ensemble flou dans un autre est définie par une inégalité entre les

fonctions d’appartenance :

A ⊂ B ⇔ ∀x ∈ U, μA(x) ≤ μB(x)
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UNION, INTERSECTION

Définition 2.2

On définit l’union et l’intersection de deux ensembles flous A et B, comme respec-

tivement le plus petit ensemble flou contenant A et B, et le plus grand. ensemble

flou contenu dans A et dans B d’autre part. En d’autres termes :

μA∪B = max(μA, μB), μA∩B = min(μA, μB).

Le complémentaire :

Définition 2.3

Le complémentaire d’un ensemble flou est défini par :

μA = 1− μA.

Toutes les propriétés de treillis distributifs et les relations de De Morgan demeurent

vrais, ainsi l’indépendance

A ∪ A = A,A ∩A = A.

La commutativité

A ∪B = B ∪A

A ∩B = B ∩A

L’associativité :

A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C

A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C
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Les distributivités mutuelles

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

Les relations de De Morgan

¬(A ∩B) = ¬A ∪ ¬B

¬(A ∪B) = ¬A ∩ ¬B

Et les lois d’absorption

A ∩ (A ∪B) = A

et

A ∪ (A ∩B) = A.

La démonstration de ces propriétés est issue des propriétés analogues pour min,max

et le complément à 1.

Cependant, certaines propriétés vérifiées dans le cas binaire sont perdues dans le

cas flou, comme le tiers exclu A∪¬A = U, et la non contradiction A∩¬A = φ. En

effet, on a en général :

A ∪ ¬A 6= U

et

A ∩ ¬A 6= φ.
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Il faut remarquer que tout ensemble «vraiment flou» c’est à dire n’est pas net

est défini par une fonction d’appartenance continue, coupera toujours son complé-

mentaire à la hauteur 1
2
.

On justifie les choix de min et de max par le fait que ce sont les seules opérations

possèdent les propriétés de commutativité, idempotence, associativité, distributivi-

tés mutuelles, continues, mais vérifiant également :

μA∩B ≤ μA

μB ≤ μA∪B

ainsi que min(1, 1) = 1 et max(0, 0) = 0.

2.2 Relations floues :

Définition 2.4 [19]

Une relation floue R entre n ensembles de référence X1, X2, ......, Xn est un sous

ensemble flou de X1 ×X2 × ...Xn de fonction d’appartenance μR.

Une relation floue R entre deux ensemble de référenceX et Y est un sous ensemble

flou de X × Y, de fonction d’appartenance μR.

Cas particuliers : Si X = Y , une relation floue R, définie sur les deux univers

X et Y est une relation binaire floue définie sur X.

Si X et Y sont finis, une relation floue R, définie sur les deux univers X et Y ,

peut être décrite par la matrice M(R) des valeurs de sa fonction d’appartenance,

les coefficients de M (R) indiqués sur la ligne x et la colonne y ayant pour valeur
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μR (x, y) , pour tout x de X et y de Y .

Exemple 2.2

On considère deux univers X = {a, b, c, d } et Y = {1, 2, 3, 4}. On définit la

relation floue suivante :

R = {0.3/(a, 1), 0.3/(a, 2), 0.2/(b, 2), 0.2/(b, 3), 0.1/(c, 3), 0.1/(c, 4), 0.4/(d, 4)}

Cette relation peut être représentée par la matrice floue suivante :

μR 1 2 3 4

a 0.3 0.3 0 0

b 0 0.2 0.2 0

c 0 0 0.1 0.1

d 0 0 0 0.4

Remarque 2.2 les relations floues étant des cas particuliers de sous ensembles

flous, toutes les propriétés et définitions qui concernent les ensembles flous leur

sont applicables, ainsi par examples définition de la hauteur, le support ou le noyau

d’une relation floue.

2.2.1 L’inverse de la relation floue

Définition 2.5

L’inverse de la relation floue R entre X et Y est la relation floue R−1 entre Y et

X définie par :

∀x ∈ X, ∀y ∈ Y ; R−1(x, y) = R (y, x)
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Cas particuliers : Si X et Y sont finis, la matrice M (R−1) associé à l’inverse

de la relation floue R et la transposé de la matrice M (R).

2.2.2 Compositions de relations floues

Définition 2.6

La composition de deux relations R sur X×Y et S sur Y ×Z définit une relation

floue S ◦R sur X × Z de fonction d’appartenance définie par :

μS◦R (x, z) = sup
y
(min (μR (x, y) , μS (y, z))) .

Exemple 2.3

Soit R la relation définie par la fonction d’appartenance

μR x1 x2 x3

x1 0.2 1 0.5

x2 0 0.6 0.3

x3 0 0.9 0.4

Le calcul des éléments de R ◦ R similaire à celui d’un produit matriciel ordinaire

en remplaçant le produit de deux termes par leur minimum,et l’adition par leur

maximum. A titre d’exemple, voici le calcul détaillé du premier élément de R ◦R

μR◦R(x1, x1) = max[min(μR(x1, y), μR(y, x1))]

On a : min(μR(x1, x1), μR(x1, x1)) = min(0.2, 0.2) = 0.2

min(μR(x1, x2), μR(x2, x1)) = min(1, 0) = 0

min(μR(x1, x3), μR(x3, x1)) = min(0.5, 0) = 0
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D’ou μR◦R(x1, x1) = max[0.2, 0, 0] = 0.2

En utilisant le même procédé pour les autres éléments, on a :

μR◦R x1 x2 x3

x1 0.2 0.6 0.4

x2 0 0.6 0.3

x3 0 0.6 0.4

Définition 2.7 [20] :

Soit X un ensemble non vide, la relation d’ordre flou dans X est un ensemble flou

R de X×X satisfait les conditions suivantes :

(i) ∀x ∈ X, R(x, x) = 1 (F-réflexivité) ;

(ii) ∀(x, y) ∈ X2, (μR(x, y) > 0 et x 6= y) =⇒ (μR(y, x) = 0) ( F-antisymetrie) ;

(iii)∀(x, z) ∈ X2, μR(x, z) ≥ max
y∈X

[min(μR(x, y), μR(y, z))] (F-transitivité).

Définition 2.8

Soit X un ensemble net. La relation préordre flou dans X est un sous ensemble

flou R dans X ×X satisfait Les propriétés suivantes :

(i) pour tout x ∈ X, μR(x, x) = 1, (F-réflexivité) ;

(ii) pour tout (x, y, z) ∈ X3, μR(x, z) ≥Max
y
[Min {μR (x, y) , μR (y, z)}] , (F-transitivité).

Si de plus on a la F-antisymétrie, alors R est une relation d0ordre flou.

Exemple 2.4

1) Soit X = {a, b, c, d} et R la relation définie sur X par sa fonction d’apparte-

27



nance :

R =

μR a b c d

a 1 0.6 0.8 0.8

b 0 1 0 0.2

c 0 0.6 1 0.4

d 0 0 0 1

i) μR(a, a) = μR(b, b) = μR(c, c) = μR(d, d) = 1 donc R est réflexive....(2-1-1)

ii)

μR(a, b) > 0 =⇒ μR(b, a) = 0

μR(a, c) > 0 =⇒ μR(c, a) = 0

μR(a, d) > 0 =⇒ μR(d, a) = 0

μR(b, d) > 0 =⇒ μR(d, b) = 0

μR(c, b) > 0 =⇒ μR(b, c) = 0

μR(c, d) > 0 =⇒ μR(d, c) = 0

On en déduit que la relation R est une relation antisymétrique...(2-1-2)

iii) Une relation floue R est transitive si et seulement si :

∀x ∈ X, ∀z ∈ X μR (x, z) ≥ max
y∈X

(min (μR(x, y), μR(y, z))).

Ce qui est équivalent à R ◦R ⊆ R ou en terme de fonction d’appartenance

μ
R◦R ≤ μ

R
.
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La fonction d’appartenance μ
R◦R peut être déterminée ainsi :

μ
R◦R (a, a) = max

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
minμ

R
(a, a) , μ

R
(a, a) ,min

¡
μ
R
(a, b) , μ

R
(b, a)

¢
,

min
¡
μ
R
(a, c) , μ

R
(c, a)

¢
,min

¡
μ
R
(a, d) , μ

R
(d, a)

¢
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

= max {min (1, 1) ,min (0.6, 0) ,min (0.8, 0) ,min (0, 0.8)} = max {1, 0, 0, 0} = 1

μ
R◦R (a, b) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
maxmin

¡
μ
R
(a, a) , μ

R
(a, b)

¢
,min

¡
μ
R
(a, b) , μ

R
(b, b)

¢
,

min
¡
μ
R
(a, c) , μ

R
(c, b)

¢
,min

¡
μ
R
(a, d) , μ

R
(d, b)

¢
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

= max {min (1, 0.6) ,min (0.6, 1) ,min (0.8, 0.6) ,min (0.8, 0)} = max {0.6, 0.6, 0.6, 0} =

0.6.

Le calcul se fait de la même façon pour tous les autres éléments de l’ensemble

X×X, nous obtenons ainsi la fonction d’appartenance μ
R◦R

décrite par le tableau

μ
R◦R

a b c d

a 1 0.6 0.8 0.8

b 0 1 0 0.2

c 0 0.6 1 0.4

d 0 0 0 1

On vérifie facilement que μ
R◦R ≤ μ

R
.

D’où l’on en déduit que R est une relation floue transitive.....(2-1-3), de (2-1-1),

(2-1-2) et (2-1-3) R est une relation d’ordre flou
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a

c

b

d

fig(2− 1)

2) E = [0, 1], R est relation floue définie sur E par la fonction

μR(x, y) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1 si x = y;

y−x+1
2

si x < y;

0 dans les autres cas.

i) R est réflexive par définition,

ii) si x < y : μR(x, y) > 0 =⇒ y > x, μR(y, x) = 0,

si x > y :μR(y, x) > 0 =⇒ μR(x, y) = 0;

si x ky dans μR(x, y) = 0 et l’implication est vraie

R est antisymétrique.

iii) ∀ (x, y, z) ∈ E3, μR(x, z)
?
≥ max

y
[(min(μR(x, y), μR(y, z)))]
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x ≤ z x ≤ y y ≤ z

0 0 0

0 0 1

0 1 0

0 1 1

1 0 0

1 0 1

1 1 0

1 1 1

1) si x £ z , x £ y et y £ z on a μR(x, z) = 0, μR(x, y) = 0

par conséquent μR (x, z) ≥ max (min (μR(x, y), μR(y, z))) ;

2) si x £ z , x £ y et y ≤ z on a μR(x, z) = 0, μR(x, y) = 0,

par conséquent μR (x, z) ≥ max (min (μR(x, y), μR(y, z))) ;

3) si x £ z , x ≤ y et y £ z on a μR(x, z) = 0, μR(y, z) = 0

par conséquent μR (x, z) ≥ max (min (μR(x, y), μR(y, z))) ,

4) si x £ z , x ≤ y et y ≤ z cas impossible ;

5) si x ≤ z, x £ y et y £ z on a μR(x, z) =
y−x+1
2

, μR(x, y) = 0

par conséquent μR (x, z) ≥ max (min (μR(x, y), μR(y, z))) ;

6) si x ≤ z, x £ y et y ≤ z on a μR(x, z) =
y−x+1
2

, μR(x, y) = 0

par conséquent μR (x, z) ≥ max (min (μR(x, y), μR(y, z)))
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7) si x ≤ z, x ≤ y et y £ z on a μR(x, z) =
y−x+1
2

, μR(y, z) = 0

donc min (μR(x, y), μR(y, z)) = 0 par conséquent μR (x, z) ≥ max (min (μR(x, y), μR(y, z)))

8) si x ≤ z, x ≤ y ety ≤ z on a μR(x, z) =
z−x+1
2

, μR(x, y) =
y−x+1
2

et μR(y, z) =
z−y+1
2

y ≤ z =⇒ y−x+1
2
≤ z−x+1

2
i.e. μR(x, z) ≥ μR(x, y)

x ≤ y =⇒ −y ≤ −x donc z−y+1
2
≤ z−x+1

2
alors μR(x, z) ≥ μR(y, z)

On déduit que. μR(x, z) ≥ maxmin (μR(x, y), μR(y, z)) .
La relation binaire floue R est donc transitive,

Par conséquent R est une relation d’ordre.

Définition 2.9 [18]

Soit X un ensemble classique et R une relation d’ordre flou dans X le couple

(X,R) s’appelle un ensemble ordonné flou ( fuzzy ordered sets) (foset).

Définition 2.10

Un foset C est dit une (fuzzy) chaîne si pour tous x, y ∈ C ou bien μ(x, y) Â 0,

ou bien μ(y, x) Â 0. Si x 6= y et par l’antisymérique de l’ordre forcément une seule

propriété satisfaite.

Notation 2.5

Soit (X,R) un ensemble ordonné flou, μR est la fonction d’appartenance de R et

soit x ∈ X, ↓ x designe l’ensemble flou de X défini par : (↓ x)(y) = μR(y, x), pour

tout y ∈ X, et ↑ x designe l’ensemble flou de X défini par (↑ x)(y) = μR(x, y)

pour tout y ∈ X. Si A est un sous ensemble classique dans X alors :

↑ A = ∪
x∈A
↑ x,
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et

↓ A = ∪
x∈A
↓ x.

Définition 2.11

Soit A un sous ensemble net dans le foset X. L’ensemble des majorants de A est

un sous ensemble flou de X noté U(A) défini par :

U (A)(y) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 si μR (x, y) = 0, pour tout x ∈ A;

∧xμR (x, y) , dans les autres cas.

L’ensemble des minorants de A est un sous ensemble flou de X noté L(A) défini

par :

L(A)(y) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 si μR (y, x) = 0, pour tout x ∈ A;

∧xμR (y, x) , dans les autres cas.

On dit que z est une borne supérieure de A ( et on écrit z = sup(A) ) si⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(i) z ∈ U(A);

et

(ii) si y ∈ U (A) alors y ∈ U(z).

On dit que z est une borne inférieure de A ( on écrit z = inf(A) si :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(i) z ∈ L(A);

et

(ii) si x ∈ L(A) alors y ∈ L(z).
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Notation 2.6

Pour un sous ensemble flou S d’un foset X. U(S) est noté U(supS) et L(S) est

noté par L(inf S).

Notation 2.7

On note par : x ∨
R
y = sup {x, y} et x ∧

R
y =inf {x, y}

Exemple 2.8

1- Soit X = {0, 1, 2} et R la relation d’ordre défini sur X par :

μR(0, 0) = μR(1, 1) = μR(2, 2) = 1⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
μR(0, 2) = 0.55

μR(2, 0) = 0

,

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
μR(2, 1) = 0

μR(1, 2) = 0.6

,

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
μR(1, 0) = 0

μR(0, 1) = 0.7

,

μR 0 1 2

0 1 0.7 0.55

1 0 1 0.6

2 0 0 1

donc, infR(X) = 0 et supR(X) = 2.

2- On considère la relation d’ordre flou R définie sur X = {0, 1, 2} par :

μR(0, 0) = μR(1, 1) = μR(2, 2) = 1⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
μR(0, 2) = 0.6

μR(2, 0) = 0

,

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
μR(2, 1) = 0

μR(1, 2) = 0

,

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
μR(1, 0) = 0

μR(0, 1) = 0.55

,
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μR 0 1 2

0 1 0.55 0.6

1 0 1 0

2 0 0 1

dans ce cas infR(X) = 0, mais supR(X) n’existe pas dans X

3- Soit R une relation d’ordre flou dans X = {0, 1, 2}définie par :

μR(0, 0) = μR(1, 1) = μR(2, 2) = 1.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
μR(0, 2) = 0.65

μR(2, 0) = 0

,

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
μR(2, 1) = 0

μR(1, 2) = 0.7

,

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
μR(1, 0) = 0

μR(0, 1) = 0

,

μR 0 1 2

0 1 0 0.65

1 0 1 0.7

2 0.65 0 1

donc supR (X) = 2 et infR (X) n’existe pas dans X.

4- Soit R une relation d’ordre flou dans X = {0, 1, 2}définie par :

μR(0, 0) = μR(1, 1) = μR(2, 2) = 1.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
μR(0, 2) = 0.8

μR(2, 0) = 0

,

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
μR(2, 1) = 0

μR(1, 2) = 0

,

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
μR(1, 0) = 0

μR(0, 1) = 0

,
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μR 0 1 2

0 1 0 0.8

1 0 1 0

2 0 0 1

dans ce cas infR(X) et supR(X) n’existent pas dans X.

Proposition 2.9

dans un ensemble ordonné flou on a les Propriétés suivantes :

i- x ∨ x = x, x ∧ x = x. (idempotence)

ii.- x ∨ y = y ∨ x, x ∧ y = y ∧ x. (commutativité)

iii- x ∨ (x ∧ y) = x, x ∧ (x ∨ y) = x. (absorption)

iv- μR(x, y) > 0, si et seulement si x ∧ y = x si et seulement si x ∨ y = y.

Définition 2.12

On dit qu’un foset P est un F-lattice si tout sous ensemble fini de P ayant un

sup, et un inf.

Théorème 2.1

Soit E un ensemble muni de deux lois de composition internes x ∨ y, et x ∧ y ,

tells que : 1) chaque loi est idempotente, commutative et associative.2) On a les

lois d’absorption, c’est-à-dire quels que soit x et y :

x ∨ (x ∧ y) = x = x ∧ (x ∨ y).

Alors on peut définir sur E une relation d’ordre flou R telle que (E,R) soit un

treillis flou , avec sup
E
(x, y) = x ∨ y et inf

E
(x, y) = x ∧ y.
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Cette relation d’ordre flou est définie par :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
μR(x, y) = 1 si x = y;

μR(x, y) = α / 0 ≺ α ≺ 1 et μR(y, x) = 0 si x ∨ y = y;

μR(x, y) = 0 dans les autres cas.

et R0 définie par :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
μR0(x, y) = 1 si x = y;

μR0(x, y) = α / 0 ≺ α ≺ 1 et μR(y, x) = 0 si x ∧ y = x;

μR(x, y) = 0 dans les autres cas.

.

Preuve.

R est une relation d’ordre flou :

i) μR(x, x) = 1, R est réflexive

ii) si x 6= y on distingue trois cas :

1) x ∨ y = y et dans ce cas μR(x, y) > 0 =⇒ μR(y, x) = 0

2) x ∨ y = x et dans ce cas μR(x, y) = 0 et l’implication est vraie

3) x ky et dans ce cas aussi μR(x, y) = 0 et l’implication est vraie
On en déduit que la relation R est une relation antisymétrique

iii) Pour la transitivité on utilise le table de vérité suivante :
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x < z x < y y < z μR(x, z) μR(x, y) μR(x, z) max (min (μR(x, y), μR(y, z)))

1 1 1 α α α α

1 1 0 α α 0 0

1 0 1 α 0 α 0

1 0 0 α 0 0 0

0 1 1 Cas impossible

0 1 0 0 α 0 0

0 0 1 0 0 α 0

0 0 0 0 0 0 0

La relation binaire floue R est donc transitive, R est donc une relation d’ordre

flou.

2.2.3 Idéaux flous et filtres flous dans un F- lattice

Définition 2.13

Un sous ensemble D d’un foset P est dit un ensemble dirigé si pour tout sous

ensemble fini F de D, D ∩ U(F ) 6= φ.

-Un idéal dans un foset est un sous ensemble dirigé I qui satisfait la propriété

suivante

Si x ∈ I et μR(y, x) Â 0 alors y ∈ I.

- Un filtre dans un foset est un sous ensemble F qui satisfait les propriétés,

i) Pour tout sous ensemble fini E de F,on a F ∩ L(E) 6= φ;
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ii) Si x ∈ F et μR(x, y) Â 0 alors y ∈ F.

Exemple 2.10

Le treillis (E,R,∧,∨) avec E = {a, b, c, d} et la relation d’ordre flou R dans E

définie par sa fonction d’appartenance μR tel que :

μR a b c d

a 1 0.6 0.6 0.6

b 0 1 0.4 0.7

c 0 0 1 0.8

d 0 0 0 1

1 = d, et 0 = a, est un treillis flou distributif et fermé, E est un filtre flou impropre,

F1 = {b, c, d} et F2 = {c, d} sont des filtres flous, {d } est un filtre principal flou,

E est un idéal impropre, {a}, {a, b} sont des idéaux.

∨ a b c d

a a b c d

b b b c d

c c d c d

d d d d d

∧ a b c d

a a a a a

b a b b b

c a a c c

d a b c d
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CHAPITRE 3

REPRÉSENTATION DES TREILLIS FLOUS

DISTRIBUTIFS FINIS[1]

Résumé :

Dans ce chapitre on va etablir une dualité type Priestley pour les treillis flous

distributifs finis.

Contenu :

3-1.Ensemble ordonné flou croissant et ensemble ordonné flou décroissant

3-2.Construction de l’espace de Priestley

3-3.Dualité de Priestley pour les D- treillis flou fini

3-4.Constructuion de l’espace bidual de Priestley

3-5.Théorème de représentation des treillis distributifs flous et finis.
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3.1 Théorème de représentation des treillis flous distributifs et finis.

Définition 3.1

Soit R une relation binaire floue définie sur un ensemble non vide X. On note

DomR le domaine de R, l’ensemble flou dont la fonction d’appartenance définie

par : μdomR(x) = ∨y
y 6=x

μR(x, y), x ∈ X et le rang de R noté ranR défini par :

μranR(y) = ∨x
x 6=y

μR(x, y), x ∈ X.

La hauteur de R noté h(R), avec h(R) = ∨x ∨y μR(x, y).
x 6=y

Exemple 3.1

Soit R une relation binaire floue sur X définie par :

μR a b c d

a 1 0.6 0.6 0.6

b 0 1 0.4 0.7

c 0 0 1 0.8

d 0 0 0 1

μdomR(a) = ∨y
y 6=a

μR(a, y) = 0.6, μdomR(b) = ∨y
y 6=b

μR(b, y) = 0.7 , μdomR(c) = ∨y
y 6=c

μR(c, y) =

0.8,

μdomR(d) = ∨y
y 6=d

μR(d, y) = 0

μranR(a) = ∨x
x 6=a

μR(x, a) = 0, μranR(b) = ∨x
x 6=b

μR(x, b) = 0.6, μranR(c) = ∨x
x 6=c

μR(x, c) =

0.6,

μranR(d) = ∨x
x 6=d

μR(x, d) = 0.8

h(R) = ∨x ∨y μR(x, y).
x 6=y

= 0.8.
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3.1.0.1 Ensemble ordonné flou croissant et ensemble ordonné flou décroissant

Définition 3.2

(a) Soit (X,R) un ensemble ordonné flou . Un sous ensemble Y de X est dit

croissant (increasing) si x ∈ Y et y ∈ X , μR(x, y). > μR(y, x) implique y ∈ Y.

Un sous ensemble décroissant est défini dualement .

(b) Un espace ordonné flou est un triplet (X, τ ,R) tel que X est un ensemble non

vide, τ est une topologie sur X et R est une relation d’ordre flou sur X.

(c) Pour un sous ensemble A ⊂ X , la borne supérieure de A est un élément x ∈ X

satisfaisant μR(y, x) > μR(x, y). Quelque soit y dans A. La borne inférieure est

définie dualement

3.1.0.2 Construction de l’espace de Priestley

Définition 3.3

(a) Un espace ordonné flou (X, τ ,R) est dit totalement discontinu si, x, y ∈ X

et μR (x, y) = 0, il existe un τ − of (ouvert-fermé) croissant U et un τ − of

décroissant V tel que U ∩ V = φ avec x ∈ U et y ∈ V.

(b) Un espace ordonné flou (X, τ ,R) s’appelle un espace de Priestley s’il est com-

pact et totalement discontinu.

3.1.1 Dualité de Priestley pour les D- treillis flous finis

Tout au long de cette section tous les treillis flous seront finis (en abrégé F-

D-treillis) et les homomorphismes préservent le 0 et le 1.

Si (A,∨R,∧R, R) un F-D-treillis flou, alors son espace dual est défini par : T (A) =
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(X, τ ,R1), avec X est l’ensemble des 0-1 homomorphismes de A dans la chaîne

{0, 1} , τ est la topologie produit induite par celle de {0, 1}A et R1 est une relation

d’ordre flou sur X.

Si δ = (X, τ, r) est un espace de Priestley flou et fini alors l’ensemble (L(δ),∨r1,∧r1 , r1)

avec L (δ) = {Y ⊂ X /Y est un τ − of croissant} , et r1est une relation d’ordre

flou convenablement choisie est un treillis distributif fermé.

Lemme 3.2 [15]

(a) Si (A,∨R,∧R, R) un F-D-treillis flou fini alors il existe deux relations d’ordres

floues R1, R2 tel que

(i) T (A) = (X, τ,R1), est un espace de Priestley.

(ii) (L(T (A)),∨R2 ,∧R2 , R2) est un F-D-treillis .

(b) Si δ = (X, τ, r) est un espace de Priestley fini alors il existe deux relations

d’ordres flous r1, r2 tel que

(i)
¡
L (δ) ,∨r1 ,∧r1 , r1

¢
est un F-D-treillis.

(ii) (T (L (δ)) , τ , r2) est un espace de Priestley

Preuve.

(a)(i) On prend la relation floue R1 tel que :

μR1(f, g) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
μR(∧Rg−1(1),∧Rf−1(1)) si f−1(1) ⊂ g−1(1);

0 si non.

Onmontre queR1 est une relation d’ordre flou, μR1(f, f) = μR(∧Rf−1(1),∧Rf−1(1)) =

μR(a, a) = 1 pour tout f dans X (R1 est réflexive).
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pour tous (f, g) ∈ X2, (μR1(f, g) > 0 et f 6= g) =⇒ μR1(g, f ) = 0 ?

Si μR1(f, g) > 0 et f 6= g on a μR1(f, g) = μR(∧Rg−1(1),∧Rf−1(1)) = μR(a, b) > 0

et a 6= b car (f = g) d’où μR(b, a) = 0. i.e μR(∧Rf−1(1),∧Rg−1(1)) = μR1(g, f ) = 0

donc R1 est antisymétrique.

Pour tous (f, g, h) ∈ X3 on montre que

μR1(f, h) ≥ max
g

£
min

¡
μR1(f, g), μR1(g, h)

¢¤

Par la transitivité de R−1 on a pour tous a, c dans A ,

μR−1(a, c) ≥ max
b
[min(μR−1(a, b), μR−1(b, c))], donc μR(c, a) ≥ max

b
[min(μR(b, a), μR(c, b))]

=⇒ μR(∧Rh−1(1),∧Rf−1(1)) ≥ max
b
[min(μR (∧Rg−1 (1) ,∧Rf−1(1)) , μR (∧h−1 (1) ,∧Rg−1(1)))]

ce qui est vrai pour tout b ∈ A alors pour tous (f, g, h) ∈ X3

μR1(f, h) ≥ max
g

£
min

¡
μR1(f, g), μR1(g, h)

¢¤

et R1 est une relation d’ordre flou.

X est fermé dans la topologie induite par la topologie par celle de {0, 1}A, qui est

compact ,donc X est compact, on démontre que T (A) est totalement discontinu :

soit f, g ∈ X tel que μR1(f, g) = 0 donc μR(∧Rg−1(1),∧Rf−1(1)) = 0, alors il existe

a ∈ A tel que f (a) = 0 et g (a) = 1, l’ensemble U = {h ∈ X / h (a) = 1} est un

τ − of croissant contenant g et l’ensemble V = X−U = {h ∈ X / h (a) = 0} est

un τ−of décroissant contenant f et on a U∩V = φ, et par [15] T (A) = (X, τ,R1),

est un espace de Priestley.
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(ii) On définit R2 par :

μR2(H,D) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 si H = D;

μR

µ
∧R ∩

f∈H
f−1 (1) ,∧R ∩

g∈D
g−1(1)

¶
si H ⊂ D et H 6= φ;

μR

µ
0A,∧R ∩

g∈D
g−1(1)

¶
si H = φ t.q (0A est le plus petit élément du treillis A ;

0 dans les autres cas.

On montre que R2 est une relation d’ordre flou,

μR2(A,A) = 1 (F-réflexive) .....(3-1-1)

μR2(A,B) > 0 et A 6= B implique A ⊂ B et B * A alors μR2(B,A) = 0 et R2 est

une relation antisymétrique floue ;.......(3-1-2)

μR2(A,C) ≥ max
B

£
min

¡
μR2(A,B), μR2(B,C)

¢¤
(F-transitive) , on utilise le ta-

bleau suivant

A ⊆ C A ⊆ B B ⊆ C D

0 0 0 1

0 0 1 1

0 1 0 1

0 1 1 cas impossible

1 0 0 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 1

Si A * C, A * B et B * C on a μR2(A,C) = μR2(A,B) = μR2(B,C) = 0

Si A * C, A * B et B ⊂ C on a min
¡
μR2(A,B), μR2(B,C)

¢
= 0
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Si A * C, A ⊂ B et B * C on a min
¡
μR2(A,B), μR2(B,C)

¢
= 0

Si A ⊂ C, A * B et B * C on a min
¡
μR2(A,B), μR2(B,C)

¢
= 0

Si A ⊂ C, A * B et B ⊂ C on a min
¡
μR2(A,B), μR2(B,C)

¢
= 0

Si A ⊂ C, A ⊂ B et B * C on a min
¡
μR2(A,B), μR2(B,C)

¢
= 0

Dans tous les cas précidents on a μR2(A,C) ≥ max
£
min

¡
μR2(A,B), μR2(B,C)

¢¤
Si A ⊂ C, A ⊂ B et B ⊂ C tel que A 6= φ on a

μR2(A,C) = μR

µ
∧R ∩

f∈A
f−1 (1) ,∧R ∩

h∈C
h−1(1)

¶
,

μR2(A,B) = μR

µ
∧R ∩

f∈A
f−1 (1) ,∧R ∩

g∈B
g−1(1)

¶
μR2(B,C) = μR

µ
∧R ∩

g∈B
g−1 (1) ,∧R ∩

h∈C
h−1(1)

¶
A ⊂ B ⊂ C =⇒ ∩

h∈C
h−1(1) ⊂ ∩

g∈B
g−1 (1) ⊂ ∩

f∈A
f−1 (1)

=⇒ μR

µ
∧R ∩

f∈A
f−1 (1) ,∧R∩

h∈C
h−1(1)

¶
≥ max∙

min

µ
μR

µ
∧R ∩

f∈A
f−1 (1) ,∧R ∩

g∈B
g−1(1)

¶
, μR

µ
∧R ∩

g∈B
g−1 (1) ,∧R ∩

h∈C
h−1(1)

¶¶¸
alors μR2(A,C) ≥ max

£
min

¡
μR2(A,B), μR2(B,C)

¢¤
et R2 est transitive....(3-1-3)

par suite R2 est une relation d’ordre flou.

Finalement la borne supérieure et la borne inférieure de A et B notées respecti-

vement A ∨R2 B, A ∧R2 B sont respectivement A ∪ B et A ∩B.

Alors (L(δ),∨R2,∧R2, R2) est un F-D-treillis.

(b)

(i) Si h(r) = ∨x ∨y μr (x, y) = 0, donc X est une antichaîne et on peut prendre r1
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définie par

μr1 (A,B) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1 si A = B;

1− cardA
cardB

si A ⊂ B;

0 dans les autres cas.

r1 est une relation d’ordre floue et A∨r1 B = A∪B et A∧r1 B = A∩B pour tous

A et B de L(δ)

donc
¡
L(δ),∨r1 ,∧r1 , r1

¢
est un F-D-treillis.

Si h(r) = ∨x ∨y μr (x, y) 6= 0 donc X n’est pas un antichaîne, on prend

m0 = ∧x ∧y {μr (x, y) /x 6= y et μr (x, y) > 0}

Donc m0 6= 0, et on peut prendre la relation floue r1 tel que :

μr1 (A,B) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1 si A = B;

max (m0 ,∨a∈A,b∈Bμr (a, b)) si A ⊂ B;

0 dans les autres cas.

D’après (a) (ii) r1 est une relation d’ordre floue et on peut prendre A∨r1B = A∪B

et A ∧r1 B = A ∩B pour tous A et B de L(δ), et
¡
L(δ),∨r1 ,∧r1 , r1

¢
est un F-D-

treillis.

(ii) (T (L (δ)) , τ , r2) est un espace flou de Priestley, on prend

μr2 (f, g) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 si f = g;

μr

Ã
∧r ∧r1 A
A∈f−1(1)

, ∧r ∧r1 B
B∈g−1(1)

!
si f−1 (1) ⊂ g−1 (1) ;

0 dans les autres cas.
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Premièrement r2 est bien définie, a = ∧r ∧r1 A
A∈f−1(1)

est existe car L (δ) est un treillis

et b = ∧r ∧r1 B
B∈g−1(1)

est le premier élément de f−1 (1)Donc s’il y un autre élément b

n’est pas minimal def−1 (1) .[15]

Alors (T (L (δ)) , τ , r2) est un espace flou de Priestley.

3.1.2 Théorème de représentation

Théorème 3.1

(a) Soit A un F-D-treillis, l’application FA : A→ L (T (A)) définie par :

FA (a) = {f ∈ X / f (a) = 1} est un isomorphisme des treillis flous.

(b) Si δ = (X, τ , r1) un espace de Priestley alors l’application Gδ : δ → T (L (δ))

définie par :

Gδ (x) (Y ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 si x ∈ Y ;

0 si x /∈ Y.

pour tout Y ∈ L (δ) , est un isomorphisme d’espaces flous de Priestley (i.e bijec-

tion continu et croissant).

(c) Si f : A1 → A2 est un homomorphisme de treillis flous alors T (f ) : T (A2)→

T (A1) définie par : T (f ) (g) = g ◦ f est un homomorphisme d’ espaces de Priest-

ley (i.e application continue et croissante )

(d) Si h : δ1 → δ2 est un homomorphisme d’ espaces flous de Priestley alors l’ap-

plication :

L (h) : L (δ2) → L (δ1) définie par L (h) (y) = h−1 (y) pour tout y ∈ L (δ2) est un

homomorphisme de treillis flou.
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(e) Si f et h comme (c) et (d) alors les diagrammes suivants :

A1
f→ A2 δ1

h→ δ2

FA1 ↓ ↓ FA2 Gδ1 ↓ ↓ Gδ2

L (T (A1)) →
L(T (f))

A2 T (L (δ2)) →
T (L(h))

T (L (δ1))

Sont commutatifs.

Preuve.

FA (a) = {f ∈ X / f (a) = 1} est un isomorphisme de treillis flous

a) μ
R
(x, y) ≤ μ

R2
(FA (x) , FA (y)) avec

μ
R2
(FA (x) , FA (y)) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 si FA (x) = FA (y) ;

μ
R

Ã
∧
R
∩f−1 (1)
f∈FA(x)

,∧
R
∩g−1 (1)
g∈FA(y)

!
si FA (x) ⊂ FA (y) ;

0 dans les autres cas.

On remarque que si μ
R
(x, y) > 0 implique FA (x) ⊂ FA (y) et donc μR2

(FA (x) , FA (y)) =

μ
R
(x, y) .

par suite μ
R
(x, y) ≤ μ

R2
(FA (x) , FA (y)) [16] alors l’application

FA : A → L (T (A)) définie par :FA (a) = {f ∈ X / f (a) = 1} est un isomor-

phisme de treillis flou

FA (x ∨R y) = {f ∈ X / f (x ∨
R
y) = 1}

= {f ∈ X / f (x) = 1 ou f (y) = 1}

= {f ∈ X / f (x) = 1} ∪ {f ∈ X / f (y) = 1}

= FA (x) ∪ FA (y) .
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de même pour FA (x ∧R y) = FA (x) ∩ FA (y)

b)[16] Gδ : δ −→ T (L (δ)) définie par

Gδ (x) (Y ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 si x ∈ Y ;

0 si x /∈ Y.

pour tout Y ∈ L (δ) est un isomorphisme d’ espaces

flous de Priestley (i.e bijection continue et croissante).

Il reste a démontrer queGδ est croissant, il suffit de montrer que μR2
(Gδ (x) , Gδ (y)) ≥

μ
R
(x, y) .

Si x 6= y il ya deux possibilités :(i) μ
R
(x, y) = 0 donc on a μ

R2
(Gδ (x) , Gδ (y)) ≥

μ
R
(x, y)

(ii) μ
R
(x, y) > 0 on obtient que y est un τ − of de x donc Z0 ⊂ Z1 et on a

μ
R2
(Gδ (x) ,Gδ (y)) = μ

R2
(∧rZ0,∧rZ1) = μ

R
(x, y)

(c) Si f : A1 → A2 est un homomorphisme de treillis flous alors T (f ) : T (A2)→

T (A1) défini par

T (f ) (g) = g ◦ f est un homomorphisme des espaces de Priestley (i.e continue et

application croissant)

Soit y un τ − of de T (A1) =⇒ y = FA1 (a) tel que a ∈ A1

T (f )−1 (FA1 (a)) = {g ∈ T (A2) / T (f) (g) ∈ FA1 (a)}

= {g ∈ T (A2) / g ◦ f (a) = 1}

= {g ∈ T (A2) / g (f (a)) = 1}

= FA2 (f (a)) donc T (f) est continue
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On démontre que T (f) est croissant

Soit g1 et g2 ∈ T (A2)

μR1(g1 , g2) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
μR(∧Rg−12

(1),∧Rg−11 (1)) si g−11 (1) ⊂ g−1
2
(1);

0 si non.

T (f ) (g1) = g1 ◦ f , T (f) (g2) = g2 ◦ f

μR1 (T (f) (g1) , T (f) (g2))

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
μR(∧R (g2 ◦ f)

−1 (1),∧R (g1 ◦ f)
−1 (1)) si (g1 ◦ f)

−1 (1) ⊂ (g2 ◦ f )
−1 (1);

0 si non.

On a

μR(∧R (g2 ◦ f)
−1 (1),∧R (g1 ◦ f)

−1 (1)) = μR(∧R
¡
f−1 ◦ g−1

2

¢
(1),∧R

¡
f−1 ◦ g−1

1

¢
(1))

= μR(∧R
¡
f−1

¡¡
g−1
2
(1)
¢¢¢

,∧R
¡
f−1

¡
g−1
1
(1)
¢¢
)

et μR(∧Rg−12 (1),∧Rg−11
(1)) ≤ μR(∧R

¡
f−1

¡¡
g−1
2
(1)
¢¢¢

,∧R
¡
f−1

¡
g−1
1
(1)
¢¢
) d’où

μR1(g1 , g2) ≤ μR1 (T (f) (g1) , T (f ) (g2))

(d) Si h : δ1 → δ2 est un homomorphisme d’espace flou de Priestley alors l’appli-

cation :

L (h) : L (δ2) → L (δ1) définie par L (h) (y) = h−1 (y) ......(3-2-1) pour tout

y ∈ L (δ2) est un homomorphisme de treillis flou

(e) Supposons que f et h sont comme (c) et (d) et on démontre que le diagramme

A1
f→ A2

FA1 ↓ ↓ FA2

L (T (A1)) →
L(T (f))

A2

(3-3-1) est commutatif
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Soit a ∈ A1

(L (T (f)) ◦ FA1) (a) = L (T (f)) (FA1 (a)) et d’aprés (3-2-1)

= T −1 (f ) (FA1 (a))

= {g ∈ T (A2) / T (f) (g) ∈ FA1 (a)}

= {g ∈ T (A2) / g ◦ f ∈ FA1 (a)}

= {g ∈ T (A2) / g (f) (a) = 1}

= FA2 (f (a))

= (FA2 ◦ f) (a) , donc le diagramme(3-3-1) est commutatif.
On démontre que le diagramme suivant est commutatif

δ1
h→ δ2

Gδ1 ↓ ↓ Gδ2

T (L (δ2)) →
T (L(h))

T (L (δ1))

(3-3-2)

Soit f ∈ δ1

(T (L (h)) ◦Gδ1) (f) = T (L (h)) (Gδ1 (f))

= (Gδ1 (f )) ◦ L (h) car T (f ) (g) = g ◦ f
On a

(T (L (h)) ◦Gδ1) (f) (y) = (Gδ1 (f)) ◦ L (h) (y)

= (Gδ1 (f))
¡
h−1 (y)

¢
=

n
1 si f∈h−1(y)
0 si f /∈h−1(y)

=
n
1 si h(f )∈y
0 si h(f )/∈y

= Gδ2 (h (f)) (y)

= (Gδ2 ◦ h) (f ) (y)
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alors le diagramme (3-3-2) est commutatif.

Conclusion 3.1 La catégorie des espaces flous finis de Priestley est équivalente

à la catégorie des D-treillis flous finis.

Exemple 3.3 Soit (A,∨R,∧R, R) un F-D-treillis tel que :

A = {a, b, c, d, e, f} et R est une relation floue définie par

R a b c d e f

a 1 0.1 0.3 0.3 0.5 0.7

b 0 1 0.2 0.2 0.4 0.6

c 0 0 1 0 0.2 0.3

d 0 0 0 1 0.2 0.3

e 0 0 0 0 1 0.2

f 0 0 0 0 0 1

a

f

dc

b

    e

fig(3-1)

T (A) = {0-1 homomorphismes de A dans {0, 1} }

T (A) = {f1, f2, f3, f4} , tel que
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f1 (f) = 1

↑

f1 (e) = 0

% -

f1 (c) = 0 f1 (d) = 0

- %

f1 (b) = 0

↑

f1 (a) = 0

f2 (f ) = 1

↑

f2 (e) = 1

% -

f2 (c) = 1 f2 (d) = 0

- %

f2 (b) = 0

↑

f2 (a) = 0

f3 (f) = 1

↑

f3 (e) = 1

% -

f3 (c) = 0 f3 (d) = 1

- %

f3 (b) = 0

↑

f3 (a) = 0

f4 (f ) = 1

↑

f4 (e) = 1

% -

f4 (c) = 1 f4 (d) = 1

- %

f4 (b) = 1

↑

f4 (a) = 0
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A f1 (x) f2 (x) f3 (x) f4 (x)

a 0 0 0 0

b 0 0 0 1

c 0 1 0 1

d 0 0 1 1

e 0 1 1 1

f 1 1 1 1

f−11 (1) = {f} , f−12 (1) = {c, e, f} , f−13 (1) = {d, e, f} , f−14 (1) = {b, c, d, e, f} .

μR1 f1 f2 f3 f4

f1 1 0.3 0.3 0.6

f2 0 1 0 0.2

f3 0 0 1 0.6

f4 0 0 0 1

φ

{f4}

{f2,f4}

{f2,f3,f4}

{f3,f4}

X

Fig(3-2)
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L (T (A)) = {φ,{f4} , {f2, f4} ,{f3, f4} , {f2, f3, f4} , X}

μR2 φ {f4} {f2, f4} {f3, f4} {f2, f3, f4} X

φ 1 0.1 0.3 0.3 0.5 0.7

{f4} 0 1 0.2 0.2 0.4 0.7

{f2, f4} 0 0 1 0 0.2 0.6

{f3, f4} 0 0 0 1 0.2 0.3

{f2, f3, f4} 0 0 0 0 1 0.3

X 0 0 0 0 0 1

FA : A→ L (T (A)) définie par

A FA (ai)i=1.....6

a φ

b {f4}

c {f2, f4}

d {f3, f4}

e {f2, f3, f4}

f X

Exemple 3.4 Soit (X, τ , r) un espace de Priestley avec X = {x, y, z} et r définie

par :
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μr x y z

x 1 0 0

y 0 1 0

z 0 0 1

x y z

fig(3-3)

Donc L (X) = {φ, {x} , {y} , {z} , {x, y} , {x, z} , {y, z} , X}et r1 définie par :

μr1 (A,B) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1 si A = B;

1− cardA
cardB si A ⊂ B;

0 dans les autres cas.

donc r1donnée par la matrice

μr1 φ {x} {y} {z} {x, y} {x, z} {y, z} X

φ 1 1 1 1 1 1 1 1

{x} 0 1 0 0 1
2

1
2

0 2
3

{y} 0 0 1 0 1
2

0 1
2

2
3

{z} 0 0 0 1 0 1
2

1
2

2
3

{x, y} 0 0 0 0 1 0 0 1
3

{x, z} 0 0 0 0 0 1 0 1
3

{y, z} 0 0 0 0 0 0 1 1
3

X 0 0 0 0 0 0 0 1
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φ

{x}
{y}

{x,y}

{z}

{y,z} {x,z}

{x,y,z}

Fig(3− 4)

et T (L (X)) = {0− 1 homomorphismes de L (X) dans {0, 1}} ,

T (L (X)) = {f1, f2, f3}

L (X) f1 (Xi) f2 (Xi) f3 (Xi)

φ 0 0 0

{x} 1 0 0

{y} 0 1 0

{z} 0 0 1

{x, y} 1 1 0

{x, z} 1 0 1

{y, z} 0 1 1

X 1 1 1
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f−11 (1) = {{x} , {x, y} , {x, z} ,X} , f−12 (1) = {{y} , {x, y} , {y, z} , X} , f−13 (1) =

{{z} , {x, z} , {y, z} , X}

∧r1A
A∈f−11 (1)

= {x} ⇒ ∧r ∧r1A
A∈f−11 (1)

= x, ∧r1B
B∈f−12 (1)

= {y} ⇒ ∧r ∧r1B
B∈f−12 (1)

= y, ∧r1C
C∈f−13 (1)

=

{z}⇒ ∧r ∧r1C
C∈f−13 (1)

= z

et r2 est donnée par

r2 f1 f2 f3

f1 1 0 0

f2 0 1 0

f3 0 0 1

et l’isomorphisme Gx est défini par Gx : X → T (L (X)) et donné par

X Gx (Xi) , Xi ∈ X

x f1

y f2

z f3

Exemple 3.5

Soit (X, τ , r) un espace de Priestley tel que X = {x, y, z, t} et r est donnée par

r x y z t

x 1 0 0 0.3

y 0 1 0 0.4

z 0 0 1 0.7

t 0 0 0 1
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x y z

t

Fig(3-5)

et L (X) = {φ, {t} , {x, t} , {y, t} , {z, t} , {x, y, t} , {x, z, t} , {y, z, t} , X} et r1 don-

née par

r1 φ {t} {x, t} {y, t} {z, t} {x, y, t} {x, z, t} {y, z, t} X

φ 1 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3

{t} 0 1 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3

{x, t} 0 0 1 0 0 0.3 0.3 0.3 0.3

{y, t} 0 0 0 1 0 0.4 0 0.4 0.4

{z, t} 0 0 0 0 1 0 0.7 0.7 0.7

{x, y, t} 0 0 0 0 0 1 0 0 0.4

{x, z, t} 0 0 0 0 0 0 1 0 0.7

{y, z, t} 0 0 0 0 0 0 0 1 0.7

X 0 0 0 0 0 0 0 0 1
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φ

X

{t}

{x,t}{y,t}{z,t}

{x,y,t}{y,z,t} {x,z,t}

0.3

0.30.3
0.3

0.30.7

0.7 0.7
0.4

Fig(3− 6)

et T (L (X)) = {f1, f2, f3, f4} où

L (X) f1 (Xi) f2 (Xi) f3 (Xi) f4 (Xi)

φ 0 0 0 0

{t} 0 0 0 1

{x, t} 1 0 0 1

{y, t} 0 1 0 1

{z, t} 0 0 1 1

{x, y, t} 1 1 0 1

{x, z, t} 1 0 1 1

{y, z, t} 0 1 1 1

X 1 1 1 1

f−11 (1) = {{x, t} ,{x, y, t} , {x, z, t} , X} , f−12 (1) = {{y, t} , {x, y, t} , {x, z, t} , {y, z, t} , X} ,

f−13 (1) = {{z, t} , {x, z, t} ,{y, z, t} , X} ,
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f−14 (1) = {{t} , {x, t} , {y, t} , {z, t} , {x, y, t} , {x, z, t} , {y, z, t} ,X}

∧r1A
A∈f−11 (1)

= {x, t} =⇒ ∧r ∧r1A
A∈f−11 (1)

= ∧r {x, t} = x, ∧r1B
B∈f−12 (1)

= {y, t} =⇒ ∧r ∧r1B
B∈f−12 (1)

=

∧r {y, t} = y,

∧r1C
C∈f−13 (1)

= {z, t} =⇒ ∧r ∧r1C
C∈f−13 (1)

= ∧r {z, t} = z, ∧r1D
D∈f−14 (1)

= {t} =⇒ ∧r ∧r1D
D∈f−14 (1)

=

∧r {t} = t

μr2 f1 f2 f3 f4

f1 1 0 0 0.3

f2 0 1 0 0.4

f3 0 0 1 0.7

f4 0 0 0 1

et l’isomorphisme Gx défini par

Gx : X → T (L (X)) donné par

X Gx (Xi) , Xi ∈ X

x f1

y f2

z f3

t f4

.
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Conclusion 

 
Dans ce travail nous avons établi une dualité type Priestley 

pour les treillis distributifs flous dans le cas fini. 

 Et on a montré qu’on peut étendre d’une manière naturelle la 

dualité des treillis distributifs fermés au treillis distributif flous 

finis. 
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  ملخص المذآرة باللغة العربية

  

فراغات  ثنوية بريتسلي بالنسبة للشبكات الضبابية و نتناولفي هذه المذآرة

  ةتعلق وقد تناولنا بعض الخواص المالضبابية بريتسلي

العملية  خصوصا ∨، ∧ والعمليتين الداخليتين  بالعلاقات الضبابية

 ترتيبا ضبابيا التجميعية التي لا تكون دوما صحيحة في المجموعات المرتبة

(foset)بينما تكون صحيحة في الشبكات الضبابية  (treillis flous)ثم  

 .فراغات بريتسلي الضبابية إلى تمثيل الشبكات الضبابية المنتهية وناتطرق



Résumé 
 
 

Dans ce travail, on s’intéresse à la dualité de PRIESTLEY pour les treillis flous 

distributifs fermés et fini (un treillis est un ensemble ordonné dans le quel 

chaque partie finie admet un sup. et un inf) quant l’ordre en question est flou le 

treillis est dit  treillis flou. 

En particulier au chapitre 2 on a introduit la notion d’ordre flou ou parmi 

plusieurs approches on a opté pour celui de Zedah parce qu’il utilise la norme 

triangulaire la plus forte. 

Dans le chapitre 3 on a réussis à donner une dualité type PRIESTLEY pour les 

treillis flous distributifs fermés et fini. Enfin on a montré que la catégorie des 

treillis flous distributifs fermés et fini est isomorphe à la catégorie duale des 

espaces de PRIESTLEY finis. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Abstract 

 

In this study, we give some fuzzy versions of the Priestley representation 

theorems of distributifs lattices [15] in the finite case. 

We use the definition of fuzzy order due to L. A. ZADEH [19] 

 

Key words. Fuzzy order relation, Fuzzy ordered sets, Fuzzy lattices, Fuzzy 

Priestley spaces. 
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