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Introduction

Dans ce mémoire on étudie une nouvelle classe d’opérateurs dans la catégorie des opérateurs
de Lipschitz; qui est la classe des opérateurs de Lipschitz p-dominés. On commence par
rappeler quelques notions concernant d’autres classes, puis on essaye de détailler I'article de
chen-zeng [CZ12]. On termine ce mémoire par donner quelques relations entre ces classes.

Ce mémoire comporte de quatre chapitres.

Le premier chapitre qui s’intitule "espace de Lipschitz" contient des définitions et des
propriétés. On commencera par un rappel sur les espaces métriques. Puis on étudiera
quelques propriétés fondamentales de la classe d’opérateurs lipschitziens. Nous terminerons
ce chapitre avec l’espace de Lipschitz Lip (X,Y) [Ba72|, nous présentons d’abord la con-
struction de P'espace d’Arens et Eells [AE56] noté par A(X) pour X un espace métrique
pointé.

Dans le deuxiéme chapitre, on étudiera d’abord la classe des opérateurs Lipschitz p-
sommants. Un opérateur T est Lipschitz p-sommant, s’il existe une constante C' > 0 telle
que

Vn € NVr = (21, .., %0), ¥ = (Y1, -, Yn) C X et V(ai);;,, CRT, on a

k

D ady (T () =T ()" < CP sup > a;|f(w:) = f(y)l"-

n—1 feBx# i

. L. ., e . . L .

La plus petite constante C' vérifiant I'inégalité précédente est notée par 7, (T'), qui est
un norme dans 7r£ (X,Y) si Y est un Banach lespace de tous les opérateurs Lipschitz p-
sommants. On donnera le théoréme de domination/factorisation de Pietsch. En étudiera
aussi dans ce chapitre la classe des opérateurs Lipschitz p-intégrals [FJ09]. Un opérateur

T est Lipschitz p-intégral, s’il existe un probabilité p et deux opérateures lipschitziennes
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A: X — Lo(p) et B: Ly(pn) — (Y#)* . Tel que le diagramme suivant soit commutatif

x Sy Lo(v#)
Al T B
Lo (1) S Ly (1)

On définit la norme Lipschitz p-intégral par ) (T') = inf {Lip (A) .Lip (B)} dans Z) (X,Y)
I’espace de tous les opérateurs Lipschitz p-intégrals.

Le contenu du troisiéme chapitre concernent la classe des opérateurs Lipschitz fortement
p-intégrals. Un opérateur T est Lipschitz fortement p-intégral, s’il existe un espace prob-
abilisé (£2,>", ), un application lipshitzienne A : L,(1) — Y™. et un opérateur linéaire

bornée B : X — Ly (p) de sorte que le diagramme suivant soit commutatif

x Ly 2o oye
Bl 1A
Loo (1) — L, (1)

On définit la norme Lipschitz fortement p-intégral par si) (T) = inf {Lip (A) || B|} . Puis
dans la deuxiéme section on étudiera la classe des opérateurs Lipschitz p-dominés [CZ12].
Un opérateur T est Lipschitz p-dominé pour (1 < p < o0) s'il existe un espace de Banach

Zet Lem,(E,Z) tel que

[Tz =Tyl < |[Lx = Ly||,Va,y € E.

La classe de tous les opérateurs Lipschitz p-dominés est notée par DIE (E,F).

Nous consacrions le dernier chapitre aux relations entre les précédentes classes. Ce
chapitre est divisé en deux parties. la premiére sera consacrée a la relation entre les opéra-
teurs Lipschitz p-sommants et les opérateurs Lipschitz p-intégrals. La deuxiéme partie, a
la relation entre les opérateurs Lipschitz fortement p-intégrals et les opérateurs Lipschitz

p-dominés.



Chapitre 1

Espaces de Lipschitz

1.1 Espace métrique

Un espace métrique est la donnée d'un ensemble dont les éléments sont considérés comme
des points et d’une application qui permet de mesurer si deux points sont proches éloignés

(Voir [Dri03] et [SV06] pour plus de détails) .

1.1.1 Définitions et propriétés

Définition 1.1.1 (Distance) Soit X un ensemble non vide quelconque. Une distance sur
X est une fonction d : X x X — R, vérifiant les propriétés suivantes

1Vz,y € X d(z,y) =0 <= x =y (séparation),

2Vz,y € X d(z,y) =d(y,x) (symétrique),

3NVr,y,z € X d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) ( inégalité triangulaire).

Remarque 1.1.1 (Propriétés fondamentales d’une distance d)
4V, y,z € X 1 |d(x,2) —d(y,2)| < d(x,y) (seconde inégalité triangulaire)
1

5NTy, oz, € X 2 d (21, 2,) < Y d(xk, Tpy1) (inégalité triangulaire généralisée) .
k=1

Définition 1.1.2 (Distance équivalentes) Soient dy, dy deux distances sur un ensemble X .
On dit que dy et dy sont équivalentes s’il existe deux réelles o et B strictement positifs tels

que

CYdl (:L“,y) < d2 (l’,y) < Bdl (x,y)



1.1. Espace métrique

Définition 1.1.3 (Espace métrique) Un espace métrique est un couple (X,d) ou X est un

ensemble et d est une distance sur X.

Exemple 1.1.1 1-Soit (R, |.|) l'ensemble des nombres réels, muni de la distance
d(z,y) = |z —y| est un espace métrique.
2-Soit X un ensemble muni de la distance suivante
0 stx=y,
d(z,y) = '
1 six#y,

est un espace métrique discret.
3-Sur l’espace X = R", on peut définir plusieurs distances.

Soient © = (x1,...,x,) ety = (Y1, ..., yn) € R™, on définit les distances suivants

dy (z,y) = ;’xz — il -

dy (x,y) = (Z |x; — yz|2) (distance euclidienne) .
i=1
doo (z,y) = max {|x; —y;|, i=1,...,n}.

4-N’importe quel espace vectoriel normé est un espace métrique par la définition
d(z,y) = llz =yl
Remarque 1.1.2 Les distances dy, dy et do de R™ sont équivalentes.

Définition 1.1.4 (Distance entre deux parties) Soit (X, d) un espace métrique et soient A

et B deuz parties de X non vide, on appelle distance de A a B le réel d(A, B) définir par
d(A, B) =inf{d(a,b) :a € A et b€ B}.

Définition 1.1.5 (Distance de Hausdorff) Soient A et B deux sous-ensembles de X, on
appelle distance de Hausdorff entre A et B la quantité

dy = max {sup {d(a, B) : a € A} ;sup{d(A,b), b€ B}}.

Proposition 1.1.1 Soit (X,dx) un espace métrique, pour 0 < o < 1 alors (X, dS) est un

espace métrique muni de la distance

d*(z,y) = (d(z,y))".

S’appelle espace métrique de Holder.
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Les espaces métriques de Holder ne jouent pas un role vraiment fondamental dans la

théorie générale, mais ils sont d’un intérét particulier en liaison avec les espaces de Lipschitz.

Théoréme 1.1.1 (Bolzano-Weierstrass) Un espace métrique X est compact si et seulement

st toute suite de X admet une sous-suite convergente.

Plusieurs espaces importants ne sont pas compacts mais admettent une propriété impor-

tante qui est une version locale de la compacité.

Définition 1.1.6 Soient (X1,dy),...,(X,,d,) des espaces métriques et soit X le produit
cartésien X1 X ... X X,,, L’application 0., définie ci-dessous est une distance sur X, ainsi

(X, d5) est un espace métrique

600 . X X X —>R+
(z, y) — max {d; (z;,5:)} .

1<i<n

Remarque 1.1.3 L’application 61 = Y d; (x;,y;) est une distance et (X,01) est un espace
i=1

métrique.

n 2
L’application §9 = (Z d; (z;, yi)2) est une distance et (X, ds) est un espace métrique.
i=1

Définition 1.1.7 (Isométrique) Soient (X, dy) et (Y, ds) deuz espaces métriques et une ap-
plication f : X — Y. On dit que [ est une isométrie si elle conserve la distance, c’est a
dire

Vr,y € X dy(f(2), [(y) = di(z,y).

On dit alors que X et'Y sont isométriques.

Théoréme 1.1.2 Soient (X,dy),(Y,ds) deux espaces métriques, Soit D un sous ensemble
dense de X et f : D —Y. Si

1-Y est complet,

2-f est uniformément continue sur D,

alors il existe un unique prolongement uniformément continu f .
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Notation 1.1.1 Soit (X,dx,e) un espace métrique pointé (i.e. e un élément neutre, on
prend 0 si X est normé). On note par
My = { Espaces métriques complets de diamétre au plus 2},

dim (X) = sup dx (z,y) < 2.

z,yeX

M = {Espaces métrique complets pointés} .

Proposition 1.1.2 a) Soit X € M,, il existe une isométrie de X dans ls (X).
b) Soit X € Mo, il existe une isométrie de X dans la sphére unité de ly, (X) .

1.1.2 Produit d’espaces métriques

Pour terminer cette section, on donnera le produit des espaces métriques qui est aussi un

espace métrique.

Définition 1.1.8 Soit {(X;,dx,),.;} une famille dans M. On définit ([ X;, d) par

iel
d (.13, y) = Sudei ($i7 yl) :
iel
Soit {(Xi,dx,,€),c;} une famille dans Mo. On définit (I]* X;,d, e) par
{x :supdy, (2, €;) < 0o avec d(x,y) = supdx, (v, y;), e = (ei)} :
iel iel

Remarque 1.1.4 a) Soit {X; :i € I} une famille des espaces métriques dans My alors
[1X: appartient aussi a Ma.

b) Soit {X; : i € I} une famille des espaces métriques dans My alors [[™ X, appartient

aussi a M.
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1.2 Les applications lipschitziennes

Les opérateurs naturels entre les espaces métriques sont les opérateurs lipschiziens, comme

les opérateurs linéaires dans les espaces de Banach.

1.2.1 Définitions et propriétés

Définition 1.2.1 Soient (X,dx), (Y,dy) deuz espace métriques. L’application f : X —

Y est dite lipschitzienne, s’il existe C' > 0 telle que
Ve,y e X tdy (f (z), f(y) < Cdx (x,y) . (1.2.1)
Pour Uapplication f on définit la constante de Lipschitz C par

||f||LZ-p = Lip(f) = SUde (CJ; (il(ii,;)(y)) = inf {C : C vérifiant l'inégalité (1.2.1)}.
TH#y X )

Si C' =1, on dit que f est non expansive, et si C' < 1, on dit que f est strictement
contractante.

On notera par Lipc(X,Y) Pensemble des applications lipschitziennes de rapport C
définies de X dans Y, et Lip(X,Y) la réunion de ces ensembles.

Remarque 1.2.1 On dit que f : X — Y entre deux espaces métriques est bi-lipschitzienne
St

1-f est bijective,

2-f et f~1 sont lipschiziennes.

On dit que ausst f est bi-lipschitzienne, s’il existe un constant C > 1 tel que

Vi,ye X : %dX (z,y) < dy (f (x),f(y)) < Cdx (xay)'

Dans ce cas sont dits, quasi-isométrique (Weaver 1999 [Wea99]), Lipschitz isomorphes ou

Lipschitz homéomorphe (Kalton 2003 [KGO03]).

Exemple 1.2.1 La fonction f définie sur R par f = ] f| | est lipschizienne
x
@ Y rtalyl -y —|zly
Va,y R |f (2) - f (1) = -|-
L+zl 1+ ]yl (T |]) (T +y])
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Six,y>0|f(z) = f(y)|=

| <
—Y

x
y<OIF@ = F 0l = | =
Alors f est Lipschitz sur R et Lip(f) < 2.

‘élw—yl

)

Proposition 1.2.1 Soit (X, dx) un espace métrique et C C X une partie fermée, alors la

fonction f (z) = dx(z,C) est une fonction lipschitzienne.

Preuve. On a la fonction f : X — Y définie par

f () = dx(x,C)

d’aprés la seconde inégalité triangulaire

Vr,y € X |f () = fF ()] = ldx (2,C) = dx (y, O)| < dx (z,9).
Donc f est une fonction lipschitzienne et Lip(f) < 1. m

Proposition 1.2.2 a) Soient X, X; des espaces métrique dans My pour tout i € I,

fi : X — X, une fonction lipschizienne alors le produit f : X — [ X; satisfait
el

Lip (f) = supLip(f;).

el
b) Soient X, X; des espaces métrique dans My pour tout i € I, f; + X — X; une
fonction lipschitzienne qui préserve l’élément distingue (f (e) = 0) supposons que

supLip (f;) < oo alors le produit f : X — [] X; satisfait
iel i€l

Lip (f) = supLip (f;) .

el

Preuve. a) Par définition de la distance sur ’espace produit on a

d(f(x), f(y)) = supdx, (fi (), fi (y)).

i€l

On divise par dx (z,y), on aura

Ve #y:
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et donc

d(f(z), f(y)) dx, (fi (x), fi ()
)

sup = supsup

=suplLip(f;) .
vy dx (2,9) iel oty dx (,y (o)

i€l
De la méme fagon que (a), on a

dx, (fi (x), fi(e)) < Lip (fi) dx (x¢€).
D’ou

Sudei (fz ((L‘) ’ fz (6)) S SupLip (fz) dX (fL‘, 6) )

el i€l
Q0.

IN

Ce qui termine la démonstration. m

Corollaire 1.2.1 57 X est un espace compact et f : X — Y une application lipschitzienne

inversible, alors f~! est lipschitzienne.

Corollaire 1.2.2 Soit f lipschitzienne réelle. Il en est de méme des fonctions f., f_ et

|f|. De plus Lip(f) majore les trois nombres Lip(fy), Lip(f-), Lip(|f])-

Proposition 1.2.3 Soient X,Y deux espaces métriques, et f, f, des fonctions lipschitzi-

ennes de X dans Y. Supposons que f, — f alors

Lip (f) <supLip(fy).

Proposition 1.2.4 Soit X un espace métrique et Soient f,g et f, {n € N} des fonctions
lipschitziennes de X dans R. Alors

1-Lip(Af) = |A|.Lip(f) pour tout \ € R.

2-Lip(f + g) < Lip(f) + Lip(g).

3-S5t fn converge simplement alors Lip (> fn) < > Lip(fn)-

Preuve. a) Si A est dans R, pour tout (x,y) dans X?

Lip(\f) = iiljw (2(; ZJ; (y)]

M@= W)
TF#Y dx(l',y)
= Al Lip(f)-
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Donc Af est une fonction lipschizienne et
Lip(\f) = M Lip (f)

b) Soient f et g deux fonctions lipschiziennes de X dans R On a pour tout (z,y) € X?

(f+9) (@)= (f+9) W < [f@)—fWl+lg(x)—g@)l
< (Lip(f) + Lip(g)) dx(=,y).

Donc f + ¢ est une fonction lipschizienne et

Lip(f + g) < Lip(f) + Lip(g).

k 00

c) Soient g, = > fu, f =Y. fn alors g, converge simplement vers f.
n=1 n=1

Ce qui donne par la proposition 1.2.3, on a

Lip (f) < supLip (gx) < Y Lip(fn).

n=1

Ce qui termine la démonstration. m

1.3 Espace de Lipschitz

Nous donnerons dans cette section quelques propriétés utiles concernant I’espace de tous les

fonctions lipschitziennes.(voir [Ba72]).

L’espace Lip(X,Y)

Définition 1.3.1 Soit X un espace métrique et Y un espace de Banach. On note par

Lip(X,Y) l’espace de toutes les fonctions lipschitziennes bornées de X dansY .
Lip (X,Y) = {fonctions lipschitziennes bornées f : X — Y'}.

Muni de la norme

1l Lipex vy = Amax [ fllo » Lip (£)}-

SiY =R en écrit Lip (X,R) = Lip (X).

10
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Proposition 1.3.1 L’espace Lip(X) est complet pour tout espace métrique X.

Preuve. Soit (f,,) une suite de Cauchy d’éléments de Lip(X), alors il existe N, tel que,
si n et m sont plus grands que N, on a || f,, — fill1;, < €. Ceci implique que les deux normes

suivantes sont finies
Lip(fn — fm) <00 et ||fu = finlloe < 00

Lorsque m tend vers l'infini. Pour n supérieur & N on obtient

||fn - f||Lip = T&LH;O ||fn - meLip'

Alors
Lip(fo = f) — 0 et |[fa = flloo — 0.
On démontre que la suite (f,,) converge vers f pour les deux normes précédentes. Il en

résultera que la suite (f,,) converge vers f pour la norme Lip. Donc l'espace de Lipschitz

Lip(X) est complet. m

Proposition 1.3.2 1-L’ensemble Lip(X, E) est un sous-espace vectoriel de l’espace des
fonctions uniformément continues sur X a valeurs dans E.

2-L’application Lip(.) est une semi-norme sur Lip(X, E).

3-L’ensemble Lipy(X, E) est une partie convexe de Lip(X, E).

4-Si f et g sont deux fonctions bornées de Lip(X, E), alors fg appartient o Lip(X, E).

Preuve. 1-Soit f et g dans Lip(X, E). On a, pour tout (x,y) dans X2

[(f+9)(x) = (f+ )W < [If(@) = Fll +llg(z) —g(y)l| < Lip(f)d(x,y)+ Lip(g)d(z,y).

Donc f + g est dans Lip(X, F) et Lip(f + g) < Lip(f) + Lip(g).
Si \ est dans k, on a aussi, V(z,y) € X?
[AS) (@) = AN W = [AL]f (@) = fF@)Il < A Lip(f)d(z,y).

Donc Af est dans Lip(X, E) et Lip(Af) < |ALip(f). Alors Lip(X, E) est sous-espace
vectoriel.

2-Si A est nul, on a

Lip(Af) = [AlLip(f) = 0.

11
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Si A n’est pas nul

Lip(f) = Lin(; (Af) < ,—i,Lz'p(Af).

Ce qui donne
(A Lip(f) < Lip(Af).
Finalement, on a bien
Lip(\f) = PLip(f).
Donc Lip est une semi-norme sur Lip(X, E). Et on a Lip(f) est nulle si et seulement si

f est constante. Ce n’est donc pas une norme.

3-Soit A dans [0,1]. Alors, si f et g sont dans Lip(X, E), on a
Lip(Af + (1= N)g) < [A[Lip(f) + (1 = A)Lip(g) < [Ak + (1= Mk < k.

Donc Af + (1 — \)g appartient & Lipy(X, E) qui est bien convexe.

4-on a
1(f9)(z) = (Fa) W) < [If @) lg(z) — gl + g /(=) = fF»)Il-
Donc
1(f9)(x) = (f9) I < ([l Lir(g) + 9]l Lin(f))d(x, y)
et alors

Lip(fg) < || fllo Lip(g) + 9/l Lip(f).

Ce qui termine la démonstration. m

Proposition 1.3.3 [Wea99/Soient (X,dx),(Y,dy)et (Z,dz) trois espaces métriques, si f
est dans Lip(X,Y) et g dans Lip(Y, Z), alors gof est dans Lip(X, Z) et

Lip(gof) < Lip(g)Lip(f).

Preuve. Si f est dans Lip(X,Y) et g dans Lip(Y, Z), alors

dz(gof(x),g0f(y)) < Lip(g)dy(f(z), f(y))
< Lip(g)Lip(f)dx(x,y).

Ce qui implique que gof est dans Lip(X, Z) et

Lip(gof) < Lip(g)Lip(f).

Ce qui termine la démonstration. m

12
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L’espace Lipy(X,Y)

Définition 1.3.2 Soit (X,dx,e) un espace métrique pointé. Pour espace de Banach Y,
on note par Lipy(X,Y") l'espace de toutes les applications lipschitziennes de X dans 'Y est

nulles au point e.
Lipy (X, Y) = {fonctions lipschitziennes f : X — Y f(e) =0}.

Muni de la norme

Lipo (f) = sup I7 ii() (;Lgy)\l .

SiY =R en écrit Lipy (X,R) = Lipg (X).

Exemple 1.3.1 On munit l'intervalle [0,1] de la métrique usuel avec comme élément dis-

tingué 0. Pour toutes f € Luo[0,1] on définit F(t) = fot f(s)ds, alors pour tous a,b € [0,1]

/a " (s)as

F € Lipo([0,1]) (comme F (0) =0) et Lip(F) < ||f|l, -

eta<bona

[F(a) = F(b)] = < [ flle (b= a).

Alors

Proposition 1.3.4 L’espace Lipy(X) est complet pour tout espace métrique X .

1.3.1 Espace dual

Définition 1.3.3 Soit X un espace métrique pointé. On appelle dual de Lipschitz et on le

note par X * {l’espace de Banach des formes lipschitziennes sur X.}
X" = Lipo(X,R) = Lipo(X).

Muni de la norme

o ¥ (@) — 2" (y)
SRR e

13
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1.3.2 Espace de Arens-Eells

L’espace des molécules
Définition 1.3.4 Soit (X,dx) un espace métrique. Une molécule sur X est une fonction
m: X — R a support fini (0 (m)={x € X :m(x)#0}) qui satisfait >, m(x) = 0.

z€o(m)
Désignons par M (X) l’espace des molécules sur X. On peut écrire

n

m = Z m(x) 1) = Zm (25) Ly

z€o(m) i=1

ot 1z désigne la fonction caractéristique du singleton {x} .
Remarque 1.3.1 On peut montrer que tout m € M (X), m s’écrit sous la forme
n
m = Z)\Z (1{%} — 1{x2}> .
i=1
Cette écriture n’est pas unique.

Proposition 1.3.5 Soit (X,dx) un espace métrique. Munissons l’espace des molécules

M (X) de la norme suivante

[[m| pxy = inf {z”: |\i| dx (x,,x;> cm o= En:)\i (1{%} - 1{30;}) } :
=1 i=1

Alors notons £(X) [AE56] de la complété de ’espace normé (M (X), ||.||M(X)) et parfois
Uespace A(X) s’appelle l’espace de Lipschitz libre de X et on note aussi par F(X).

Théoréme 1.3.1 Soit X un espace métrique pointé (X € My) alors
BX)" = Lipy (X).

Preuve. On définit I’application suivante

S B(X)* — Lipy (X)
e — 8@ (@) =9 (1@ — L)

14



1.3. Espace de Lipschitz

Vz,y € X on a

S () (@) =S (@) W] = |¢ (1 — Liey) — ¢ (L) — 1gay)|
= o (1 — 1y)|
< llellds (z,y) .

Ainsi Lip(Sp) < ||¢]|. D’autre par on a (Sy¢) (e) = ¢ (0) = 0, alors S € Lipy (X).
Nous conclusions que S est une application linéaire nonexpansive a partir de ZA(X)* a
Lipo (X) .

Maintenant on définit ’application suivante

R : Lipy (X) — E(X)*
[ =R (m) = m () f (z)

T

Vm €&E(X) on a

R m)] = |> m()f (x)

= Z:; Ai (1{%} - 1{;,:;}) () f (x)

< Z|)\i||f($i)—f($;)|
< Lip(f)|lml g -

Ainsi Rf eBE(X)* et |Rf|| < Lip(f).

Alors nous concluons que R est une application linéaire nonexpansive a partir de Lipg (X)
a B(X)*.

Ce qui donne que

E(X) = Lipy (X).

Ce qui termine la démonstration. m

Corollaire 1.3.1 Soit X un espace métrique pointé.

1-Pour toute molécule m, nous avons

Il 5 = Sup [{m, f)] -

€B 4
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1.3. Espace de Lipschitz

2-||.|| g est une norme sur l’espace de molécule qui satisfait
o,y € Xt |1y — Ly |l p = de (,9) -
3-||.]| g est la plus grande semi-norme sur lespace de molécule qui satisfait
Vo, y € X ¢ |1y — Ll p < da (2,9) -
Remarque 1.3.2 Soit X un espace métrique. L’application ix : X — A(X) définie par
ix = Ly — Ley)

est un injection isométrique de X dans £(X). En effet d’apré le corollaire 1.3.1(2)

on a

lix (@) —ix Wlg = [l — Ll

Théoréme 1.3.2 [Wea99] Soient X un espace métrique pointé, Y un espace de Banach et
f: X — Y wune fonction lipschitzienne qui préserve le point de base (f (e¢) =0).

Alors il existe une unique opérateur linéaire bornée u : A(X) — Y telle que

f=uoix et ||ul| = Lip(f).

A(X)
ix T {
X — Y
f
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Chapitre 2

Les opérateurs Lipschitz p-sommants

et Les opérateurs Lipschitz p-intégrals

2.1 Les opérateurs Lipschitz p-sommants

On commence cette chapitre par définitions des opérateurs lipschitz p-sommants et Les
opérateurs lipschitz p-intégrals et quelques résultats connus. On rappelle qu’une application
lipschitzienne d’un espace métrique (X, dy) dans un espace métrique (Y, dy). Pour plus

d’information voir [FJ09] et [Bril3].

Définition 2.1.1 [FJ09] Soit T : X — Y un opérateur lipschitzien entre deux espaces
métriques. On dit que T est un opérateur Lipschitz p-sommant pour 1 < p < +oo, s’il
existe une constante C > 0 telle que ¥Yn € N,Vo = (z1,....,2,),y = (Y1, .., Yn) C X et

V(ai),<ic, CRY, 0n a

S ady (T (2) = T (@)’ < C° sup > aulf(wi) — i)l (2.1.1)

feBx# i

La classe des opérateures Lipschitz p-sommants de X dans Y notée par

(X, Y)={T:X — Y : T est Lipschitz p-sommants} .
Muni de la norme

7 (T) = inf {C, C vérifiant I'inégalité (2.1.1)}.

p
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2.1. Les opérateurs Lipschitz p-sommants

Soient (X;);_, € Ret (z;)i,,(z}), € X

On note la p-norme faible lipschitzienne par

(i)™ = sup (|7 @) = £ )T

Remarque 2.1.1 1-On peut prendre les a; = 1.
2-Si T est linéaire alors w1 (T') < m, (T).

Proposition 2.1.1 S5t Y est un espace de Banach, alors [’espace (71'5 (X,Y),

espace de Banach.

Preuve. On montrons que 7/(.) est une norme.
Il est clair que pour tout 7" dans 7/(X,Y") on a 7/ (T) > 0.

Posons
T (22) = Tya)ll, = O dy (T(w), T(y:))")r.

Pour tout scalaire A on a

my (AT) = sup AT (x:) = AT (ya)ll, wi (i, v:):)

Zi,Yq

my(AT) = sup [A\[|T(z:) — T(y:)ll, w (s, 9i):)
Z4,Yi

L L

TE\T) = |\ 7L(D).

Soient T1, Ty € 7, L(X,)Y)on a

w5 (.)) est un

[(Th + To)(2s) — (T + To)(wa)ll, < NT(@s) — Talwa)ll, + 170 (@) — Ta(ui)ll,

IN

IN

(7 (Th) + 7 (T2) wi (i, 5:):)-
Donc 71 + T3 € 7 (X,Y) et on a

(T + T) < wh(Th) + 75 (Ta).
Maintenant, soit (7,) une suite de Cauchy dans 7 (X,Y") alors

Ve > 0,dN.,Vn,m > N, : 7r(T Tm) <

18

mo (T wh (24, y:):) + 0 (To)wy (24, y:)i)



2.1. Les opérateurs Lipschitz p-sommants

D’ou Vn € N,Vx,y C X on a
(T = Ton)(@:) — (To = Ton) (i) |l,, < e sup D I (uli) = fuy) .

La suite (T7,) est de Cauchy dans l'espace de Banach Lip(X,Y) avec Lip(T) < n}(T).
Alors T,, converge dans Lip(X,Y") vers un opérateur 7. Donc Vm < N.

tim |[(T5 = Ton) (@) = (Tn = T)(illl, = (Tn = T)(s) = (T = T)(wa),
< m (T~ T)fggp 2 | (ulzs)) = flulya)l-

D’ou 'opérateur T,, — T est Lipschitz p-sommant de X dans Y, il est donc un élément
de 7}(X,Y), avec la condition 7}(T,, — T) < e

Donc la convergence de T, vers T dans 7/(X,Y) et T € n}(X,Y). =

Proposition 2.1.2 (Propriété d’idéale des opérateurs Lipschitz p-sommants) Soient X, Y, E
et F' des espaces métriques. Soient T € 7T£(X, Y), u € Lip(E, X) et v € Lip(Y, F), alors

pour 1 < p < oo on a
voTouemt(E,F) etnh(voT ou)< Lip(v)my(T)Lip(u).

Preuve. Soient (7;),c;c,, » (¥i)i<i<, € X, On a

k

Y dr(woTou)(z;) —(voTou)(y)) < Lip (v)pZdY ((Tou) (z;) — (T ou) (y:))"

n=1

< Lip @) my (1) sup 3 1f(u (@) = fu ()"

(fou) (xz) _ (fou) (yz> b

S 2 [t Lip(a)
n
< (Lip () 72 (T) Lip (w))” sup > g (@) — g ()"
feBX# =1

Ce qui implique que v o T" o u est Lipschitz p-sommant (v oToué€ 7r£ (E,F )) , et
Wﬁ(v oTou) < Lip(v)ﬂﬁ(T)Lip(u).

Ce qui termine la démonstration. m
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2.1. Les opérateurs Lipschitz p-sommants

2.1.1 Le théoréme de domination/factorisation de Pietsch

Théoréme 2.1.1 Soit T': X — Y un opérateur lipschitzien entre deux espaces métriques
pointés X, Y, Soit C' une constante positive. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes
1-L’opérateur T est Lipschitz p-sommant et 7T£(T) <C.

2-11 existe une probabilité de Radon i sur By telle que

D=

Va,y € X, dy(T(2),T(y)) < C( / (@) — F)Pdu(f)).

3-Pour toute isométrie J de Y dans un espace injectif Z, on a la factorisation suivante

X Ty 4 Z
Al T B
Loo(Bx#) - Ly(Bx+)

Awvec Lip(A)Lip(B) < oo.

Preuve. (1) = (2) Supposons que 7/(T) = 1.
Soit @) le cone convexe dans C(Byx) de toutes les combinaisons linéaires positives des

fonctions de la forme

dy (T'(x), T(y))" — C"|f () = f(y)I", Vo, y € X.

Soit P un sous-ensemble convexe ouvert de C'(Byxx) de la forme
P = (F € C(Bx#)|F(f) >0,Vf € X%).

L’ensemble @) est un cone convexe dans C(By#) et P est un cone convexe ouvert de
C(Bx#).

Comme QNP = () (car T est Lipschitz p-sommant), d’apres le théoréme de Hahn Banach
forme géométrique et le théoréme de représentation de Riesz, il existe une mesure de

Baire p sur By# et un nombre réel C' tels que pour tout G € Q et F' € P on a

/Gdu§0< /qu.

BX# Bx#

Comme 0 € @) et toutes les constantes positives sont dans P, on a C' = 0, et

20



2.1. Les opérateurs Lipschitz p-sommants

/ est positif sur le cone positif P, la mesure signée i est une mesure positive.

By
On suppose que p est une mesure de probabilité de Radon. Donc

/ dy (T(z), T(y)) = C(|f(x) = F@)Pdu(f))> <0

BX#

alors

dy (T(x), T / |f(z y)[Pdu(f).

(2) = (3). D’aprés le lemme 1.1 dans ([BLOO] page 11) Chaque espace métrique se
plonge dans /., (I) pour un certain ensemble I, et d’aprés le théoréme non linéaire de Hahn-
Banach, ¢ (1) est un injectif. Soit A : X — L. (1) le plongement isométrique se composant

de l'identité de C'(Bx#) dans Ly (1), c’est-a-dire
A X 5 O(By#) 22 Loo(p).

Alors (2) indique que la norme lipschitzienne Lip(B) restreinte & i, AX est bornée par
C.

(3) = (1). On a

RL(T) = =E(JT) < Lip (A) 7(iy) Lip (B) = Lip (4) Lip (B)

et par conséquent

Ty < C

p

Ce qui termine la démonstration. m

Théoréme 2.1.2 Soient X,Y deux espace métrique et T : X — Y un opérateur Lipschitz

p-sommant et 1 < p < q < oo alors
T(X,Y) Cml(X,Y) et 7L(T) < (7).

Preuve. Soit T' € 7, LX,Y)etp<gq, & ou donc il existe r > 1 tel que + ===

D’apré le théoréme 2.1.1 on a

Yo,y € X, dy(T(2), T(y)) < m, (T)( / (@) = F@)P17) du( )7

BX#
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2.2. Les opérateurs Lipschitz p-intégrals

On utilise I'inégalité de Holder on trouve

dy(T(x), T(y)) < 7Tﬁ(T)(/ (1f (@) = ()l 17) du(f)) .

By B

mHO) [ (15@) = @) duh)

DouT € 7TqL<X, Y) et 7T5(T) < W;‘(T). ]

< |-
\
—_
3
L
=
—~
=

Q=

IN

2.2 Les opérateurs Lipschitz p-intégrals

Définition 2.2.1 Supposons que 1 < p < 0o, un application linéaire T : X — Y entre deux
espaces de Banach est un opérateur p-intégral, s’il existe un probabilité p et deux opérateurs
linéaires bornée A : X — Loo(p) et B : Ly(pn) — Y™, ce qui donne le diagramme

commutatif suivant

x Ly 5 yw
Al 1B
Ieo,p
Leo (1) — Ly (1)

O Ioop: Lo (1) — Ly (1) est Uidentité et Ky : Y — Y** est linjection canonique

La classe de toutes les opérateurs p-intégrals de X dans 'Y est noté par
Z,(X,)Y).
On définit la norme p-intégral par
v (T) = inf {[|A[[ [ B]]} .

Définition 2.2.2 Supposons que 1 < p < oo, un application Lipschitz T : X — Y entre
deux espaces métriques est un opérateur Lipschitz p-intégral, s’il existe un probabilité p et
deux opérateurs lipschitziens A : X — Loo(n) et B : L,(p) — (Y#)*, ce qui donne le

diagramme commutatif suivant

x 5oy Lo(v#y
Al 1B
Leo (1) = Ly (1)



2.2. Les opérateurs Lipschitz p-intégrals

Ot Inoy : Loo (1) — Ly, (1) est Uidentité et J 1Y — (Y#)* est l’application canonique
a valeurs dans Y.

La classe de toutes les opérateurs lipschitziens p-intégrals de X dans 'Y est noté par
L
7, (X)Y).
On définit la norme Lipschitz p-intégral par
W (T) = inf {Lip (A) .Lip (B)} .

Proposition 2.2.1 Soient X et Y sont des espaces de Banach on a IPL (X,Y) un espace
de Banach.

Proposition 2.2.2 Soit 1 <p<qg<oo, SiT : X — Y. Un opérateur entre deux espaces

métriques est Lipschitz p-intégral alors T est Lipschitz q-intégral et

tg (1) < 1, (T)

q

Preuve. Supposons que T est Lipschitz p-intégral alors on a le diagramme de factori-
sation suivant
x Sy Lo(v#y
Al 1B
L) =% Ly
Avec

E2(T) = inf {Lip (A) .Lip (B)} .

p

o N
On note que I, est obtenues par composition I, avec I , c’est-a-dire

I, =1,,0 1y, alors on a le diagramme commutatif suivant

x 5oy Lo(v#y
IOO,q l T B
Loo (1) fe Ly (1)

Al Iq/’”

Ly ()

Le diagramme ci-dessus devient maintenant
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2.2. Les opérateurs Lipschitz p-intégrals

x Sy Loy
Al 1B
Loo (1) e Ly (1)
Avec
B=Bol,

q

E(T) < Lip(A) Lip B)
Bo

On passe a l'infinimum, on a
Lé (T) < inf {Lip (A) Lip (B)} = % (T).

p

D’ou le résultat demandé. m

Proposition 2.2.3 Soit 1 < p <oo. §iT : X — Y un opérateur linéaire p-intégral entre

deux espaces de Banach, alors T est Lipschitz p-intégral et

Preuve. Supposons que 1" un opérateur p-intégral alors on a la factorisation suivante

x Ly 5oy-
Al 1B
Too,p
Loo (11) — Ly (1)

avec
tp (T') = inf [|A[[ || B]| .
Puisque Y** est un norme complété dans (Y#)* via la projection P donc on a la fac-
torisation suivante
x Loy Boye Doy
Al B 7

Loo (1) T Ly (1)
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2.2. Les opérateurs Lipschitz p-intégrals

Le diagramme ci-dessus est équivalent a
x Loy Lo(v#y
Al T B
Too.q
Loo (1) — Ly (1)

avec

B=Py-oB et J= Py-oKy.

Donc, T' un opérateur Lipschitz p-intégral et

(@) < l|All||B

:
= [All[Py-- o B
= [Py 131
= |lAll lidy--|| | B]
= llAllBl-

On passe a l'infinimum, on aura
tg (T) < inf [|A| | B]| = 4, (T).
D’ou le résultat. m

Proposition 2.2.4 (Propriété d’idéale des applications Lipschitz p-intégrals) Soit v : X —
Y un opérateur Lipschitz p-intégral, w : Xg — X et u : Y — Yy des opérateurs lip-
schitziens entre deux espaces métriques alors uovow : Xg — Yy un opérateur Lipschitz
p-intégral et

L (wowow) < Lip(u) i (v) Lip (w) .

Preuve. Comme v est un opérateur Lipschitz p-intégral, donc on a la factorisation

suivante
X =y Io(y#)y
S Al B
A Ioo,p
Xo = Lo (p) — Ly (1)
Avec

Ay =Aow et o (v) =inf{Lip(A).Lip(B)}.
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2.2. Les opérateurs Lipschitz p-intégrals

On prend note que le diagramme suivant est toujours commutatif

y 2o (v#)
v 2 (V)

. * . . .
puisque Jy, o u = (u#) o Jy, on aura la factorisation suivante

Xo oy, 2 ()
Ao | 1B
Too,p
Lo (1) — Ly (1)

avec

Ay =Aowet B= (u#)*oB.

Donc, u o v o w un opérateur Lipschitz p-intégral et

p

E(uovow) < Lip(Ag) Lip (B)

On passe a l'infinimum, on aura

sz (uovow) < inf(Lip(A) Lip(B) Lip (u) Lip (w))

= Lip (u) 5 (v) Lip (w).

D’ou la conclusion. m
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Chapitre 3

Les opérateurs Lipschitz p-dominés

On s’intéressé dans ce chapitre aux opérateurs Lipschitz fortement p-intégrals et Lipschitz

p-dominés. On expose les résultats connus. On pourra consulter [CZ12].

3.1 Les opérateurs Lipschitz fortement p-intégrals

Définition 3.1.1 Un opérateur lipschitzien T entre deux espaces métriques X et Y est
Lipschitz fortement p-intégrals (1 < p < o0) s’il existe un espace probabilisé (Q,>, 1)
normaux, un application lipshitzienne A : L,(u) — Y**. et un opérateur linéaire bornée

B: X — Ly(u) de sorte que le diagramme suivant soit commutatif

X Iy dy oy
B | TA
Lo (1) - L, ()

On définit la norme Lipschitz fortement p-intégral par
SL£ (T) =inf {Lip (A) | B} -

Théoréme 3.1.1 [CZ12] Soit (1 < p < o0) Une application lipschitzienne T : X — Y
est Lipschitz fortement p-intégral si et seulement si pour sont *-faible compact K de Bx~,

il existe une mesure de Borel i sur K et une application lipschitzienne T: Ly(p) — Y™
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3.2. Les opérateurs Lipschitz p-dominés

tel que le diagramme suivant soit commutatif

x Sy Xoy-
ix | 17T
C(K) — Ly (1)

ot j, et ix sont des applications canoniques. Dans ce cas, SL£(T) = inf Lip (T) .

3.2 Les opérateurs Lipschitz p-dominés

Définition 3.2.1 Une application lipschitzienne T' entre deux espaces de Banach E et F
est Lipschitz p-dominés (1 < p < oo) s’il existe un espace de Banach Z et L € m,(E, Z) tel
que

[Tz =Tyl < |[Lx = Ly||,Vz,y € E.

La classe de tous les opérateurs Lipschitz p-dominés de E dans F' est notée par Dﬁ (E,F).
Pour T € D} (E, F) on pose
db (L) <, (L).

Théoréme 3.2.1 Pour une application lipschitziénne T : E — I les propriétés suivantes
sont équivalentes
i) T € ng (E,F).

i) 1l existe une constante C' > 0 telle que pour tout {xz;};_, et {y;};_, dans E on a,

=

1 P
n P n
(Sotra-murr) <o (St ot
i=1 e€Bpx \ =1
i11) 1l existe une constante C' > 0 et une mesure de probabilité sur Bp« tel que
P

Va,F € E: |Te—TF| < C (B/ (2" — F) Pdp(z)

Dans ce cas

d~ (T) =inf {C : C comme dans (ii)} = inf {C : C, u comme dans (iii)} .

p
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3.2. Les opérateurs Lipschitz p-dominés

Preuve. (i) = (i) On choisit L € 7,(E, Z) tel que
ITw — Tyl < Iz — Lyll,¥a,y € .

Alors, pour une suite finie {z;};_, et {y;},_, dans E on a

1
p

1
(zum—mup) < (zuin—Lyinp) |
i=1 =1
< m,(L) sup (Zux*,xi—y»v’) .

eeBp \ =1

=

Ainsi

inf {C' : C' comme dans (i)} <, (L).

Et que
inf {C : C comme dans (ii)} < d (T).

(i) = (7ii). On fixe z,y € E et on définit

Gy Bgs — R
* — || Tz — Ty||” - CP[(z*, 2 — y)|".

Soit @) le cone convexe positif

Q= {Z AiGfzgt Z/\i =1\ > O}

et soit

P={FeC(Bp,R): F(z*)>0,Va" € Bp:} .

D’apreés (ii) et P(\Q = 0, on a du théoréme de séparation de H.B et le théoréme de

représentation de Riesz qu’il existe une mesure réguliére signée finie y sur Bg- et un nombre

réel c tel que

/ gdugcg/ Fduy Vge Q,VF € P.

Puisque 0 € () et toutes les constantes positives sont dans P, on constante que ¢ = 0 et

(t est une mesure positif, qu'on peut le prendre une mesure de probabilité. En particulier

pour g{ac;y} on a
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3.2. Les opérateurs Lipschitz p-dominés

7o -1yl =7 [ "z =yl du <.

B~
De plus

inf {C' : C p comme dans (i77)} < inf {C' : C' comme dans (ii)} .
(171) = (i) On définit

L:F — L, (Bg~, )
r +— (Lx)(z*) = (2", x),V2* € Bp-

donc

|Tx —Ty|| < C|| Lz — Ly|| ,Vz,y € E

et
mp (L) < 1.

On conclut que

dl < m,(C.L)<C.
Et le théoréme est montré. m

Théoréme 3.2.2 Soit T : E — F une application lipschitzienne et K une partie *-

faiblement compact de Bg«. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
i)T € DIE (E,F);
(i1) Ils existe une mesure de probabilité réguliére de Borel jn sur K, un sous espace E,
dans Ly, (i) et une application lipschitzienne T E, — F tel que
a) jyip (E) C Ep;

b) T Jpie = T. En d’autres termes, le diagramme suivant est commutatif

E — F
ig | 17
ip(E) o) E,
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3.2. Les opérateurs Lipschitz p-dominés

i11) 1ls existent une mesure de probabilité régquliére de Borel  sur K et une application

lipschitzienne T: L, — U (Bp+) tel que le diagramme suivant est commutatif
E 5 F 5 0 (Bp)
igl T
C(K) = Ly (1) 5

iv) Il existe un espace probabilisé (2, . p), une application lipshitzienne @ : L,(j) —

Lo (Bp+) et un opérateur linéaire v : E — Ly (1) tel que le diagramme suivant est com-

mutatif
E 5 F 5 LB
vl Tu
Loo() — Ly (1)

De plus, on peut choisir i et T' dans (i) ou bien p et T dans (i) de sorte que
Lip (T) = Lip (T) = dﬁ (T) dans (iv),
on peut arranger que ||v|| =1 et Lip(a) = d(T).

Preuve. (i) = (ii) D’aprés le Théoreme 3.2.1,il existe une mesure de probabilité

réguliére de Borel i sur K tel que pour tout x,y € F, on a

| T — Ty|| < dH(T) (H / ("2 — y) Pdu(a”)

On définit une application lipschitzienne u : j,ig (E) — F par u (j,ig (E)) =T (z),z €
E. Donc
Lip (u) < dy(T).

On note par E, la fermeture de j,ig(F) dans L, (1) et T' est Pextension de u & E,. Alors
Lip (T) < dE(T) et Tjfip =T.
Pour l'inverse

4 (T) = dE(Tjfin) < Lip (T).
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3.2. Les opérateurs Lipschitz p-dominés

Ainsi
Ly — 70 (F
d,(T) = Lip (T) :
(ii) = (i) Soient p, E, et T' comme dans (ii). Puisque loo(Bp-) est 1-retrect absolu,

il existe une extension T de ipT & L,(11) avec
Lip (T) — Lip (ZFT> .
(i1i) = (iv). Soit p et T comme dans (#37). On note que
o = e+ O () 2 Loo(ps) = Ly(p).

Soit u = jig, On a
u

Soit v = Tal et @ = |ju|| T. Ceci implique que
u

ipT = iy

De plus
Lip (@) < Lip (T) — d(T)
et
d,(T) = d;(irT)
= d(aipv)
< Lip (@) m, (ip0)
< Lip(a).
Ainsi

vl =1 et Lip (i) = d*(T).

(iv) = (). Cette implication s’ensuit du Théoréme 3.2.1 et le fait que i,v est p-sommant

et 1p est 'injection isométrique. m
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3.2. Les opérateurs Lipschitz p-dominés

Corollaire 3.2.1 Soit K un espace compact de Hausdorff .Une application lipschitzienne
T:C(K)— F est Lipschitz p-dominé si et seulement s’ils existent une mesure de proba-
bilité réguliere v sur un borélien K et une application lipschitzienne T : L,(1n) — F tel que

T Jjp = T. De plus, on peut s’arranger a avoir
Lip (T) — dX(T).

Corollaire 3.2.2 Une application lipschitzienne T : C(K) — F' est lipschitz 2—dominé
st et seulement s’il existe une mesure de probabilité réguliére p sur B« et une application

lipschitzienne T : Ly(p) — F tel que le diagramme suivant est commutatif

E L F

igl 17
C(Bp-) = La(p)
De plus, on peut prendre

Lip (T) — d(T).
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Chapitre 4

Relation entre les précédentes classes

4.1 Larelation entre les opérateurs Lipschitz p-sommants
et les opérateurs Lipschitz p-intégrals

Proposition 4.1.1 Soit 1 < p < oo. Supposons T : X — Y un opérateur lipschitzien

p-intégral entre deux espaces métriques alors T' est un opérateur Lipschitz p-sommant et

WL(T)SL;J(T).

p

Preuve. Comme T est un opérateur Lipschitz p-intégral alors on a la factorisation

suivante
x Sy Lov#)
Al T B
Too.p
Loo (11) — Ly (1)

puisque I, , est Lipschitz p-sommant d’aprés la Remarquel.2.4 (voir [Bril3] page 5) avec
7r£ (Iop) = 1 alors on a d’aprés la propriété d’idéal non-linéaire J71' Lipschitz p-sommant
et comme J est une isométrie alors par l'injectivité de 7r£, T est toujours Lipschitz

p-sommant et

RE(T) = (JT) =k (Boluyo A)
< Lip (B) 7 (Iey) Lip (A)
— Lip(A) Lip(B).
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4.2. La relation entre les opérateurs Lipschitz fortement p-intégrals et les opérateurs
Lipschitz p-dominés

On passe maintenant & l'infinimum, on aura
L . . . L
m, (T) <inf {Lip (A) Lip (B)} =1,/ (T).

D’ou la proposition. m

4.2 La relation entre les opérateurs Lipschitz forte-
ment p-intégrals et les opérateurs Lipschitz p-dominés

Théoréme 4.2.1 Soit T : X — Y wun opérateur Lipschitz fortement p-intégral alors, il

est Lipschitz p-dominé avec

d4(T) < SLlf(T).

Preuve. On utilise la factorisation des opérateurs Lipschitz fortement p-intégrals

T Jy

X — Y = Y*
B 1A
Loo (1) — Ly (1)

comme ¢, est p-sommant et B est linéaire, il s’ensuit de propriété d’idéale des opérateurs
Lipschitz p-dominés que jy T est Lipschitz p-dominé.
Donc T est Lipschitz p-dominé et

dy (T) = db(jyT)
= dl(Ai,B)

Lip (A) [|BI[ -

Ce qui implique
L L
dy(T) < su,(T).

Ce qui termine la démonstration. m
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4.2. La relation entre les opérateurs Lipschitz fortement p-intégrals et les opérateurs
Lipschitz p-dominés

En combinant les résultats précédents, nous avons les deux corollaires suivants.

Corollaire 4.2.1 [CZ12] Les opérateurs Lipschitz 2-dominés sont Les opérateurs Lipschitz
fortement 2-intégrals et on a

dX(T) = su5(T).

Corollaire 4.2.2 [CZ12] Soit 1 < p < co. Si K un espace compact de Hausdorff , alors
tout opérateur T : C(K) — Y lipschitz p-dominé est lipschitz fortement p-intégral et

dX(T) = suy(T).
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