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Notations

e Pour xe N* | a |=¢;+ Xy +X3 ... ... ... +oc,, Ladérivée partielle
alalf

[~¢ [
0%1Xq . %nx,

e Pour f € L'(R") satransformée de Fourier est :

est notée 0*f.

FF(E) = f (&) = [pne ™ f(x)dx et satransformation de Fourier inverse est
FH(x) = £(§) = @m) 7" gne ™™ f(§)d§.

o x-{ =X, x;¢ etleprodiutscalaire usuel sur R™.

fxg(C)= f]Rnf(- —vy)g(y)dy est la convlution des fonctions fet g.
Soient A, et A, deux espaces ,on dite que A; & A, ,s'il existe C > 0
telleque: Il f lla, < CIl f lla, Vf €A

p’ I’exposant conjugué de p ( % + pi, =1).

Soit k € Z™, 1) est | opérateur de translation T, f(.) = f(- — ).

S f:R— C,supp fest le supportde f.
E’ est I’ espace dual de E

L’ entier d designs la dimension de I’ espace euclidien courant.

Soient0<p <0, 0< g < oalors:

I fie NlLaqry= (Z I fi (%) I|f,)1/q
=0

I fielran=1 () 1fi ) 191,
k=0

Soit s € R\N, CK(R) est I’ espace de Holder des fonctions bornées et

If (x)=f(»)l < o
x=yI5

SUDxzy

Lp: est |’ espace des fonctions mesurables f tells que:
I f lle= (S gn | F2) 1P dx) /P < +00



?p : I"espace des suites (ai ), telle que :

o0
1
I ag llp= (Z la, P)/p < +oo
k=0

D(R™) = C(R™) I’ espace des fonctions C* (R™) a support compact.

D' (R™) est I’ espace dual de D(R™).
S(R™) est I’ espace des fonctions C*(IR™) a décroissance rapide.

S'(R™) est |’ espace des distributions tempérées.

W = HS : I'espace de Sobolev homogéne.

SL(R™): I'orthogonale de P dansS(R™) avec P est I'ensemble des
polynémes

BS o ( R™): I espace de Besov homogene.



Introduction

L’'objet de ce travail est I'étude les espaces modulo les polynémes qui
jouent un réle important et est un outil modern dans I'analyse harmonique,
la structure des espaces modulo les polyndmes permettra de définir

plusieurs concepts les espace de Sobolev et Besov homogenes
Notre travail est organisé en quatre chapitres.

e Dans le premier chapitre on va étudier Littlewood — Paley et on
reprise quelques rappels sur des inégalités classiques et quelque espace
dans I'analyse harmonique.

e Dans le deuxieme chapitre, on donne la définition des espaces
modulo les polynémes par reprise la définition et quelques propriétés
élémentaires, ainsi que le produit de convolution et la transformation de
Fourier.

e Dans le troisieme chapitre nous allons applique les espaces modulo
les polyndmes aux I'espace Sobolev homogénes et aussi reprisent définition
et proposition, réalisation et dual de sobolev homogene avec quelques
remarques et théoremes.

e Dans le quatrieme chapitre, on va étudier I'application des espaces
modulo les polynémes aux espaces de Besov homogene et on donne

quelques théorémes et propositions avec ses démonstration.
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Rappel sur la décomposition de Littlewood — Paley



Chapiter 01 Rappel sur la décompositionde littlweood-Paley

Rappel sur la décompaosition de Littlewood — Paley :

Dans ce chapitre on va étudier la Décomposition de Littlewood — Paley et
reprisent premierement définitions de quelques notions en analyse Harmonique

et quelques rappels sur quelque espace et sur des inégalités classiques.
1-Rappels de quelques espaces :
1-1-Espace de distribution D’ :
1-1-1-Définition :

Soit ¢ : R™ — C, le support de ¢ est noté par supp ¢ et définit comme :

supp ¢ ={x € R" : p(x) # 0}.

On note par D I’ ensemble des fonctions C* a support compact.
1-1-2-Proposition :

(i)- D est un espace vectoriel Sig € D aors ¢' € D, ¢ € D,..., M € D
(i)-Si ¢ € D, €C™ alors pp € D

1--1-3-L 'espace D'(R"™):

Définition : L’ ensemble des toutes les formes linéaires continues définie

sur D(R™) est I’ espace D' (R™).
1-2-Produit de convolution :

Soit f et g deux fonctions, on définit le produit de convolution h = f * g par

h(x) = f]Rnf(x —y)g(y)dy.



Chapiter 01 Rappel sur la décompositionde littlweood-Paley

Définition :
On appelle transformation de Fourier de ladistribution T, la distribution T
définit par :
T(p) = T(®) pour tout ¢ € S(RM).
1-3-Distributions tempérées:

On appelle distribution tempérée sur R™ une forme linaire continue sur

I espace vectorielle S.
L’ ensembl e des distributions tempérées est noté S’

1-3-1-Proposition : Latransformation de Fourier inverse d’ une distribution

tempérée T est égaleaT.

Preuve: onposeu = T et § = Y nous allons établir que it = T compte tenu de

larelation §j = ¢
Oneneffet (Y) =u(P) = ulp) = T(p) = T(@) = T(Y)
1-3-2-Proposition

VIES ,g€S: (f.g)=(f.g) et f™ =(e)"f (F*g9)=Fg



Chapiter 01 Rappel sur la décompositionde littlweood-Paley

1-4-Rappel sur lesespacesL, et L0U1 <p <+
1-4-1-Définition :

1- LesespacesL,avecl <p < +oo .

Soit f une fonction mesurable de Q < R™ dansR"ou C , onditeque f € L, sl

J 1 £() IP dx < +00 sip % +oo
supess | f(x) | sip =+
X€EQ

Onposedors Il f lI,= (f, | f&x) IP dx) /P
Onditquef &L, si [, 1 f(x) IP dx =+c0
Sip =+ alors || f o= sup, | f(x) |
Proposition :

e L, estunespacedeBanachV p € [1, +o0].
e Soientp,q € R telleque 1 <p <q <+ Si O estbornéeaors
L, (Q) c L,(Q)
2-L"espace L,:

Définition :

Soit 0<p§+ooonposellp:{{fj} C(C:IIijILp< +oo}

j=0

(a0 | £ IP) /P <+o0  5i0<p<-+oo

Avec |l fill, =
file, {SUpjeN|fj| Sip =+

Proposition: Sl 0<p <q < +x alorsona L, c L.



Chapiter 01 Rappel sur la décompositionde littlweood-Paley

2-Inégalités principales:
2-1-Théoréme (Théoréme de Riesz — Thorin)

Soit (x,u) et (y, v) deux espaces mesuréset py, P1,do, d,€[1, +oo],
avec po # Py etqo # 4,

On suppose que T est I opérateur qui envoi L, (X, u) dansLy (y,V) et

Lp, (X,u) dans L, (y,V) tel que pour toute fonction ssimple f
I Tfllg=<Cill fl, (i=0,1)

Alors T voie [LPo, LP1] = LP dans [L9,L91] = L9 tel que

1 1-6 0 1 1-0 0
== et ~=—+— (0<B<1)
p Po P1 q do d1

Deplus | Tf ll,< C3=9Co 1l £ 1L,
2-2-Théoréme (Inégalitéde Young)
Soit p, g, re[1, o] tel que 1 + % = % + % alors pour toute feLP(R") et
feLA(R™)
ona f * geL"(R")
et deplus:
Il fxg <l fl,lglyg
Preuve:
Onfixe g € LY(R™) et on considere |I'opérateur Tf = f * g

ona IITf <l flyll gl (1)



Chapiter 01 Rappel sur la décompositionde littlweood-Paley

ca  NTflgS Jpu L fFO)MgC=y) llgdy =l glig Jga ! f) 1 dy
par conséquent : I Tf l,,<Il g ligll f i (2)

Maintenant de (1) et (2) on peut appliquer Théoreme (1)
carilestclairque T:L'— L9 avec ¢, =l g |

T:LY — L” avec ¢; =l gl

Il vient :
T:LP(R™) — LT(R™)
1 1-6 1 6
avec -—=0+—,-== ,0€[0]1]
p a9 'r gq
1 1-6
ona —=0+—
p q

1 1 0
entraine - =0+1—--0+-
p q q

:e+(1—9)(1—§)

:1_1+9
qQ q

Ce calcule facile donne larelation demandée

i, e: l-|-1= +
q

1
q



Chapiter 01 Rappel sur la décompositionde littlweood-Paley

2-3-Théoréme ( Inégalité de Holder )

Soit f; € LPi(R™) avec 1 < p; <owou(i=123, ..,n)

alors fif2 far o fu € LP(R™)
et W fofo S f I £yl U fo My o W fr
e NN SOOI SR
(%1 P2 Pn
Preuve:

La démonstration est vraiment classique, elle est basée sur les fonctions

convexes.
2-4-Théoréme ( Inégalité de Bernstein)
Soientl < p<qg<ooetaeN”,

Il existe une constante C, = C(a, p,q,n) > 0 tel que pour toute f € LP(R")
avec supp f c {éeR™ :| £ [< R}

1 1
el +n( 2=
(P q

ona Il f@ |,<CyR ) fi, (3

Preuve:

Soit ¢ € S(R™) tel que ¢p(§) =1 pour |E|<1
Onpose () = b()

Alors: f = ¢orf

et par conséquent fE)=(Fpp) * f



Chapiter 01 Rappel sur la décompositionde littlweood-Paley

par I'inégalité de Young en obtient :
I F@ W< F g I £ 1L

avec 1+-=

D’autre part : comme pour tout x € R* ona:

(F ' $r)*(x) = R*(F'$)“®(Rx)
lvient : | (F~ ) ll,.= R™HHE || F=1¢p(@ ||
Ce qui donne le résultat.

2-5-Théoréme ( Riemain — Lebesgue )

a)-Soit f € L}(R™) alors:

(1)-Son image de Fourier f est une fonction continue bornée sur R" et
I f llo<Il f Il;.

(ii)- f tend vers 0 quant || tend vers oo .C'est-a-dire f € Co(R™).
b)-Soient f et g deux éléments de L' a valeur réelles alors on a
Jgnf®)g(E)AE = [ n f ()G (x) dux.

¢)-La transformation de Fourier échange la translation en multiplication

exponentielle :

Tof = e'%f.
d)- (i)-Si fe L'(R™) pour ne N"et | a |< k alors f € CK(R™)
De plusona: D*(f) = (—2im )“f.

(i)-Si f € C*(R™), avec D*f € L} (R"), pour touta € N et | a [<K

10



Chapiter 01 Rappel sur la décompositionde littlweood-Paley

alors f € L°(R").
3-Décomposition de Littlewood — Paley :

3-1-Définition: On dit qu’une fonction ¢: Q — C est la décroissance rapide

si pour toutm € N, limjy—o | X I™ @(x) = 0, On dit que la fonction

@ € C*(R"™), alors appartient a I'espace S(R™) de Schwarz si pour tout
a € N", 0% est a décroissance rapide, Il est équivalent a dire que les

quantités suivants :

Np () = 2 sup | x*9%@(x) |
lal=p,IBlsp

Sont finies pour tout p € N.

3-2-Remarque : On peut démonter que ¢ € S(R™) si seulement si
Il @ llx= SUP|uj<k xern (1+] X D1 8%p(x) I< oo,

3-3-Définition:

Une forme linéaire T définie sur I'espace S(R™) est une distribution

tempérée, C'est-a-dire T € S'(R™) si ‘l existe p € N tel que pour tout

@ € S(R™) ona (T, @) I< CNp(@p).

3-4-Théoreme:

La transformation de Fourier envoie I'espace S(R™) dans lui méme et il

existe une constante C,, tel que :

Np @)=cC Np+n+1((.0) Vo € S(R™).

11



Chapiter 01 Rappel sur la décompositionde littlweood-Paley

3-5- Définition : ( décomposition de Littlewood — Paley )
Soit ¢ € S(R™) tells que :
' n.1
(i)-supp ¢ {E ER™-<IZIs 2}.
(ii)-¢(¢) = 0 pour = <IEI< 2.
(iii)-Yjez 9(277€) = 1, pour § € R™\{0}.
Onpose: P& =1 —3Y% . ¢(27¥E) , on obtient une fonction Y € C*(R")
telleque suppy c {€ € R":|¢|< 2}

alors pourtoutt € R"ona: Y(§) + X, o) =1 (D

la relation (1) est appelé la partition de I'unité, a cette partition on associe

une suite d’opérateurs de convolution

Ay S'(RP) — C2(R™)

et Q; : S'(R") — C*(R")

@) = F7* (9(275)) * f (ke N)
telle que : _

(@A) =F1(W(27)) «f (i€Ny=NU{0})

. {(Kk?)(a =2 X)f(® k=1
Ou bien { — e _
@N®=w(TYfE  j=0

avec la notation A= Q, = @(®)f () = Y (®)f (%)

écrivons la relation ou point 277¢ alors:

[o¢]

PRI+ > 0@ =1

K=j+1

12



Chapiter 01 Rappel sur la décompositionde littlweood-Paley

en multipliant par f
donc W(279E)f + Yk=j+t e f=f (2)
pour j=0 on obtient

YEf + L0 f=f

Quf + ) Muf = f
k=1
etalors:

f= iAkf
k=0

On applique I'application £~ sur (2) on obtient :

[0¢]

Of + D Mf=f
K=j+1
alors
Af + D A=) Mf+ D AS
k=j+1 k=0 k=j+1
donc

Qf = ) Af 3)
k=0

13



Chapiter 01 Rappel sur la décompositionde littlweood-Paley

La série (3) est la décomposition de Littlewood — Paley et cette série

converge aux sens des distributions tempérées.

3-6-Remarque:

Les deux opérateurs Q; et Ay sont définies sur S'(R") .

(i)-Si f € S"(R") lasérie ¥cz Axf est la série de Littlewood-Paley homogéne

(ii)-Si f € S'"(R™) lasérie Qof + Yp—1 Axf est la série de Littlewood —

Paley inhomogenes .
(iii)-les séries de Littlewood — Paley ont des versions continues .

3-7-Remarque:

Les opérateurs Q; et Ay sont bornés uniformément sur L, (R").

14
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Chapitre 02 Définition des espaces modulo Les polynémes

Rappel sur les espaces modulo lespolyndme

Dans ce chapitre est consacre aux espaces modulo les polyndmes et aussi

reprisent les notions et quel que définitions.
1-les espaces distributions modulo les polyndmes :
1-1-définition :

On désigne par P, (R™) le sous-espace de S'(IR™) constitué de tous les

polynémes.

Pour m € N on pose 2, I’ensemble des polyndmes de degré inferieur m , avec
P, ={0}.

On note S, (R™) le sous-espace de S(R™) constitue des fonctions u vérifiant :

fRnx“u(x)dx =0 ,VxeN"

S (R™)est le dual S, (R™), cet espace s’ identifieaS'(R™)/ Po.
1-2-Définition :

Notons S, I'ensemble des fonctions de classe Schwartz tous les moments
Sont nuls, le dual de cet espace S, est I’ espaces des distributions tempérées
modulo les polynémes.
1-3-Proposition:
(i)-S'(R™) & S, (R™).
(ii)-Seo (R™) = PL(R™) € S(R™) est I’ orthogonale de P dans S(R™)

(iii)-So, (R™) & S(R™) & LL(R™).

15



Chapitre 02 Définition des espaces modulo Les polynémes

Preuve:
Soit S, (R™) = F' et S;,(R™) = E'
()- on pose E et F deux espaceset E c F alors F' c E’

Soit TEF : (T, f)I<+w ,VfEF

et geE dors|(T,f)I<+ etECF
donc g EF etonobtient T € E’
et S'(R™) & S, (R™)

1-5-Proposition :

L’ application qui a la classe d’ équivalence d’' une distribution u associe la
restriction de u a S,,,(R™) est un isomorphisme de S'(R™)/?,,(R™) sur S;,,(R™)

1-5-Définition :

L’ espace S,, (R™) est appelé I’ espaces des distributions modulo les

polynémes de degrés inferieure am .
3-Produit de convolution et transfor mation de Fourier :
3-1- Produit de convolution :

Laconvolutionde f € S,,(R™) avec g € S,,,(R") est définie par laformule

suivante :

(f * 9)(x) ={f,T.(9)) ,Vx € R™,

Onaf * g est unefonction de classe acroissent et que: f * g € P,,(R")
Si fePR,(RY).

16



Chapitre 02 Définition des espaces modulo Les polynémes

3-2-1-Théoréme:
Soit T, et T, deux distributions dans S,,(R") ona:
siTy =T, € SL(R™) alors suppF (T, — T,) = {0}
Preuve:
Ex : Soit T, et T,deux distribution
et T=T,€ SC(R),Vae NetT, =T, =x*€ P
Pour la transformation de Fourier (T, = T,) = F(x*) et V¢ € D(R"™)

Ona (F(x*), @) = (x*9)
+00
= f x*@ dx
= [, e x px)x
=0g [*7 e §(x) dx
=(8,9%(x)) = (=1)“(6, @)
Donc F(x*) = (—1)*8( avec lafonction § = {3) et supp & = {0}

On résulte supp F(x*) = {0} = supp F(T, — Ty).

17
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Chapitre 03 Application aux espace de Sobolev homogene

Application aux espaces de Sobolev homogenes

Dans ce chapitre nous allons rappeler I" application des espaces modulo les
polybnmes aux I espace de sobolev homogenes et premiérement reprisent

définitions et quelques propriétés, laréalisation et dual de sobolev homogenes
et aussi certain théoreme.

1-L’espace Sobolev homogeéne :
1-1-Définition :
On général I” espace Sobolev homogene noté par \/'Vrﬁrl (R™) et définit comme :
WI(R™) = {f € SL(R): ) € Lp(R™) , | « |= m}.

muni de la norme suivant :

>our@u,

lal=m

1-2-Définition :

Soit f € S'(R™) et pour tout s € R,1 < p < +oo |"espace sobolev homogene

noteé aussi par Hf, est un espaces des distributions modulo les polyénmes définir

par :

i 1
I f "Hf,: (Zjezzzjs Il Ajf ||12,) /2 < +o
H3 est un sous-espace de S¢, (R").
1-3-Proposition :

1. H} est un espace de Banach.
2. HS = B3? = HS avec des normes équivalentes.

3. H3(R™) © S, (RM)

18



Chapitre 03 Application aux espace de Sobolev homogene

1-4-Proposition :
Si f est un polynéme alors
Aif =0 donc Il fllgs=0,Vj€EZ.

Prouve:
On pose f = x%estun polyndme, et F(x*) =0
et ona Ax*=F N p(277§))*x*
On multiple par transformation de Fourier

F(Ax*) €)= 27§ F(x*) =0

donc A;jf =0et |l 4jf II,=0

(Z 2215 || Aif 1l)/2 = 0 < +oo

JEL
Enfini || fll;s=0 et f € HS(RY)
2-Réalisation des Sobolev homogeénes :
2-1-Définition :

Soit E un sous-espace de S., (R™) muni d une structure d’ espace de Banach

telle que I injection canonique de E — S, (R™) soit continue.

On appelle réalisation de E une application lingaire et continue de E dans
S'(R™) telle que laclasse d' équivalence de o (f) est égalea f pour tout f € E .

19



Chapitre 03 Application aux espace de Sobolev homogene

2-2-Proposition:
1. Pour s >0,s —g ¢ N, I'espace Hs(R™) admet une seule réalisation
o invariante par dilatation vérifiant :
a(u(/lx)) =o@W)(Ax) ,V 1> 0,vu € HS(RD).
2. pour S —g € N, I'espace Hs(R™) n"admet aucune réalisation
invariante par dilatation
(i)-sis < g laréalisation consiste & choisir le présentant deu € HS(R™)

appartenant aL (R") avec g = 2 —S

(i))-si s > g , S —% & N, laréalisation consiste a choisir le présentant de

u € HS(R™) appartenant & CS_E(R“) et vérifiant :
n
0*u(0) =0,Vvxe N, | a < E(s _E)

Ce résultat pour HS(R™) défini comme sous-espace distribution modulo les
polynGme constant.
2-3-Proposition :

Pour s = 0 ,H%(R™) est sous-espace deS’(IR{“)/:PE( avec f une

n
S—— H
)

distribution qui vérifie la condition suivant :
(f 11251 f(e) 12 de) /2 < +oo
et HS(R™) est isomorphe & Hs(R™)

20



Chapitre 03 Application aux espace de Sobolev homogene

Alors on définit I’ espace HS(R") par :

Hs(R™) = {f €S'RM: Y 10%f lla< +oo{ /Py

lal=s

2-4-Proposition :

SOIts>Oets——(£N alors3c>0:Vf eH: (R ona

| f(x) 12

S 55 P < Cll £ 1%

3-Duale de Sobolev homogeéne :

Ledual de Hs(R™), s € R®et1 < p < +oo, pour le produit scalaire de LP est
I" espace HS est définit par

2
S(]R“)—{fES(IR{“) f'f(l)zj £<+oo}

4-Lemme:

VA ESRY) : Il f(1.) lgs= =3 2|l f llgs , VA >0,Vs € R?

Il fg lgs<CU f ol g llgs +ll g oo Il £ llgs), Vs =0
I f lgs<Cll f llgs Vs =0
5-Remarque : pour tout distribution £ de Hs(R™) s écrite de facon unique
f=g+Pou:

n

1L sis<>,g€LUR") et ng—set? un est polyndme.

2.§ s >§ g eCZ(R"),et P =Y, Cox™

|a|2E(s—%)+1
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Chapitre 03 Application aux espace de Sobolev homogene

L’ espace HS(R™) devient un espace de distribution modulo les polyndme de

degré inferieur ou égale aE (s — g) s §s= % .
6-Remarque:
Rappelons qu’ un produit scalaire sur  HS(R™) et donnée par :

sEN: (f,9) = Yja=s] _0°f(x)0%g(x)dx .

7-Proposition :
Soit I £ lgsp=Il (—A)/2f I, < +00 (1)

1l s _?n <s< g I’ espace sobolev homogéne WSP serale complet de
I’ espace D(R™) pour la norme (1) et cette complet abstrait est bien un
espace de distribution tempérées.

2. sl s< _?" , Nous avons un probléeme méme qui tous les mdments de f est
une fonction detest, ona |l f Ilyysp= +o0 , amoins que tous les
méments de f d ordreinferieur ou égaleal s +§ | ne soient nuls. On
part donc de espace S, (R) que I’ on complet pour la norme (1) ici
encore WSP est un espace des distributions tempérées.

3. s % +k<s< §+ k + 1 ouk un entier alors on définit I’ espace
sobolev homogene d’indices (s, p)comme un espace distribution modulo
les polyn6mes de degrés inferieurs ou égales k , ce n’est donc de plus un

espace fonctionnel observons finalement qui :

Si s est un entier positif nous avons la fonction

1 her= Y 10 I, (1<p<-+o)

lal=1
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Chapitre 04 Application aux espaces de Besov homogenes

Application aux espaces de Besov homogénes

Dans ce derniere chapitre on va donne I’ application des espaces modulo

les polynémes aux espace Besov homogéne

Alors on donne définition et quelques propriétés de Besov homogenes avec la
démonstration et dualité de Besove, aussi certain théoreme et théoreme
(Triebel).

1-Espace de Besov homogéne :
1-1-Définition :

On définit pour s € [—oo, +o0] et p,q € [1,+0] I espace de Besov
homogene est I’ ensemble des fonctions :

: 1
fESL®R™): I f IIBIS)vq(Rn)Z (2(215 Il Aifll,)9)a <+ siq<+oo
JEL

et

Il f ||stq(]Rn): sup 275 | Ajf I, <+ si q = +oo,
p JEZ

1-3-Proposition :
(i)-B, est un espace de Banach pour p, q € [ 1, +co].
(i)-B,* = C* pour s € R™\N.
(iii)-B5* = HSest espace sobolev homogeéne.
1-4-Proposition :

(i) By% o By¥ pour q<aq;

(i) Bylo BYD pour t—%zs—i etp<p;
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Chapitre 04 Application aux espaces de Besov homogenes

Preuve:
(i)-On obtient cette inclusion car L9 < L9t,

(i1)-Pour démontre (ii) on appligue I’ inégalité de Bernstien on a:

LA f I, < C2/%750) | A f I,

donc I f g ey < fllss o @m)
.t’q =S,q

alors By” < By,

2-Dualité:

La fermeture de S, (R™) dans B,*(R™) , que nous noterons b (R™) est le

dual de B;(R™) et un espace de Banach distribution dans Sg,(R™)

L’ensembledes f € S, (R™) pour les quellesil existe une constant € = C(R™)

Telle que:
1{(f,g)I<Cl g ||]'3;q ®rr) Vg E S (R™)

2-1-Théoréme : En tant que E.D.B I’ espace de Besov B, (R™) n'est avttre que
ledual de b3 4 (R™).

2-2-Corollaire: si p<+w ,q < +wona: (Bjq(R") = B;,fq,(IR“) avec

p’,q’' sontlesconjuguédep, q
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Chapitre 04 Application aux espaces de Besov homogenes

4-Lemme:
Soient aet b desréelstelsque 0 < a < b et soit (u;) jez Une suite de S'(R™)
Telle que

-v = v(s,p, q,n) est un entier définit par :

= n — (2
*v—max([s—p]+l 0),s (p)eéN, q>1

*V=g5—= ,sis—(E)EN ,q=1
p p
-1l est portée pour la couronne 2/5q <| £ |< b2JS

CAS(3en(2 1y 11p)7 ) < +oo

Alorslasgrie Y ez u; converge dans Sy (R™) et ona

Il Z Ui llgs  (ry < C(s,a, b)A
JEL

e Si s>0,laméme conclusion est vérifiéepour a =0

e Si s<0,la mémeconclusion est vérifiée pour b = 0
Preuve:
()-convergence dans S;,(R") , soit f € S,(R™)

1-Lecass > 0 : onposeii; est portée par | ¢ |< b2/ vV j€Z,il existem ne

dépondant que b

et I Sjsmf llp< c(f) min(d, 2j<v+(§)> ),VjETL D
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Chapitre 04 Application aux espaces de Besov homogenes

par définition de v on obtient :

(E(Z_js I Sj+mf ||p’)q,)1/q’ < +o0

JeL

et donc

D@1 < oo

jez
2-Lecass < 0 onsuppose ii;est portée par I'ensemble | ¢ [> a2/ Vj eZ
ne dépondant que de a telle que:
Siym(f;) =0,V j € Zetdonc (4, f) = (@, Sjrmf — f)
et donc on tiré les estimations suivant :
I Sjsmf — f < c(f)min(L,2V ), vj€eZ (2)

Sionpose N > —s ,on déduit:

, ;1 , )
Y @ Spemf 1)) 4 < 40 e

JEL

et donc

D @)1 < e

jez
3-Lecass =0:

Par hypothese sur le support de 1i; , il exist m, ,m, ne dépondant que a et b

telsque A(2;) =0Sauf m; <j—k<m,
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Chapitre 04 Application aux espaces de Besov homogenes

donc
@.0= ) (@b
I Aj—mf llpr< c&n(f) min (2‘f,2j<v+(§)>> JEZ  (3)
etona

D@1 < o

JEZ
(ii)-Yjezy; €B5q(R™) Onau =Y ey
aors
Agu = Zk+m1<j<k+m2 Ak(uj)

Ona m; =+ oo s seulementsi b = +oo et de méme m, = + oo s seulement

S a=0 etA; étant uniformément bornés sur L,,
Il vient

255 1 Ajet < € Bewmy <jckrmy 267525 1Ly 1,
Et detouslescasona

— —is
B = Zm1<i<m2 2 < +o

Donc pour appliquer I'inégalité de Y oung dans L,,(Z) ce qui donne :

(Y 275 @ 1 g N,)) e < cAB

KEZ
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Chapitre 04 Application aux espaces de Besov homogenes

En établissant que v est le plus petit entier qui permette la convergence dela

série de Littlewood-Paley
Yieezdjf dans S,((R™), Pour tout f € BS ; (R™)
5-Proposition

Soit I : S (R™) — S (R™) I'identité de f € Si, (R™)
Et (Isf,9) =(f.ls9) , Isf =l el f(e) et g€SRM

Soit f € S (R™) alors f € Bj 4 (R") si seulementsi I, f € BSE'(R™) de

plus I’ expression équivalent alanorme de Bj , (R™) est | I5f lgstsr (mm)
6-Théoreme: f € SL,(R") 1 <p,q < +oo,s €R"
Si Il Aif Il,= 0 alors |l f s mm)y=0 etfE€ P(R™)
Preuve:
EX:x*€P(R") et F(x*) =0, Ajx™ € S,,(R™)
ona F(A;x*) = 0(277&)F(x*) =0 aorsA;x* =0

donc I ij“ l,=0

() @5 16f1,)9)a=0 alors Il f llgs @ny=0
wan 5 q (RD)

jEL
et le zéro (0) dans BS , (R™) est représentant un polyndme .

7-Théoreme:

X n s
VA >0ona Il f3) lgg,mm =27 I f lgg, @n
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Chapitre 04 Application aux espaces de Besov homogenes

Preuve:
8(F (NG = f " 2isEig(2 - ) f (5) v
=A™ [TT 205 F g (Z‘f(ﬁ - z)) f(z)dz pour on posez = %

EtaussiVk € Z .1 — 2K et %2’“1 < 1 < 2k¢ on obtient
. (e . X
A, <f (;)) @ =2 [ Fp (2 - 2) f )z

“bf (37)
dore 85 (1)) 00 = 4y (3)
o (L1 f (3) P a) e =1y (£ () 1y
= (2" [ D f) 1P dy) T

kn
=27 | Ajyrf NIy

Ona

£ gy = (Y (2 1 &)f 1,77

ez

; 1
= @P Ia1f 1)) | (j+k ERj €RY)
Ter
kn,

9 _ps : 1
— o pksa (Z(z(Hk,)s I Aj i f 11,)7)a

jez

= @977 () @1 AL 1))

jez
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Chapitre 04 Application aux espaces de Besov homogenes

On résultat

I FG) Mgy ~ 27 1L £ llgg  eny
8-Théoreme:
Soit s >0, f =Qof + X214 f si f €S(R") ouf € S'(R") et

f = YjezAif si f €S5,(R") ou f € So,(R").

alors
. 1
1 F Nagy = F e+ (O (2 1 A 1))
ez
IR e A e VA
2)=1 £ llp +1 f N my<Il f llgs.,

D1 f g o< I F llp 1 f llgs, rmy

Ona

I f s = 1 Qf llp+ (Z,-:1(2j5 I A 1,)7) a
O .
< I Qif ||p+(zj=_w(215 I Af ll,)9) /e +
(2;(2"5 I Af 1,)9) /a + (Z;(zis I A 11,)7) e

< U fllp+ (me Q75 1l A f 11,)7) e

J=—®

< I f llp I f llgs, camy
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Chapitre 04 Application aux espaces de Besov homogenes

2- £ llp +1 f llgs, eey=< Il f lgs,
0 < 1 Ry s 1
ey (), UMD+ (Y @I 1)

et IA;f I,<Coll fll, , VjEL €y

avecona j=—d aors

'] (%] 1
_dsq - (_Sq)d - -
Z 2 Z 2 1-25d4
d=0 d=0

et on déduire donc

0 .
(ij_oo(ZlS I AF L)) 2 <o Co ll £ 1L,

Ifllp +1f llgs << Coll flIp+ (Z:00 1(21'5 Il A f ||p)q)1/q+|| fp
j=

< (xCy+1) [II f llp+ (2;0:1(21'5 I Ajf "p)q)l/q

< (x Co+ DN f ||B;qS Il f "BE,q
9-Théoreme(Triebel):
s >0 alors (D)=l fllgg, ~ I f Uy + 1 f lgs

(i) —Bpq = Lp, NBj 4
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Chapitre 04 Application aux espaces de Besov homogenes

10-Remarque:
V>0 (I fllp+1 f sy, ) <1 £ llps, alors Bq © Ly N B
" (x Cy+ 1) p Bpa ) = Bpq p.q p''"pa

Vsl fllgg, < I fllp+ Il fllgs, —alors Ly,NnBpg © Bpg

12-2-Théoreme:

. n . 1 . _ ) oy
S 0<s< > et A >0alors IImA_)OF I f(i) lIsg =l f "Bfa,q VfEB}q

Preuve: vA >0

I F(3) ey =1 F(3) Hp +1 () Mg,

£ () Neg o= A7 W f lp+ 277 1 £ g,

1 , 1
/1%_5 I f(z) IIB;qZ 1 IHflp+If "Bf),q
OnposeF(1) =~ I £(;) llsy, done limy—g F(A) =1 f lsy,
AP ' |

13-Théoreme: Soite R" , 1 <p,q<,0<a<b ,(f;) unesuitede S (R")

avec suppf; c {€:a2) <& <bh2}= A
Alors
o0 i 1
I Xjen fj "315-qu cXizo2 11 fj 11,)Y) /a

Et C >0 dépenddes,p,q,aetb S s> 0 aorson peut remplacer la
couronne A; par B; = {& :| £ |< b2/}.
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Chapitre 04 Application aux espaces de Besov homogénes

Remarque:

>0 () Q20T sc(y '
k=0

j<k
B —j+iegyay N £y
(Zk=o(;2 keyn)a SC(;&?) .
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Résumé
L"objet de ce travail est I’étude les espaces modulo les
polyndmes qui jouent un role important et est un outil
modern dans I'analyse harmonique, la structure des espaces

modulo les polyndmes permettra de définir plusieurs
concepts les espaces de sobolev et Besov homogenes.

uadla
| sd ceall Al 3 o) Baaats, Aphaalll labisall 4l 5o g8 Jaall 138 (o (gia sl
3 gaal) Badeie Aphaaill Claliall JS (b 880 gl Jolail) & Ao 310 a5 Lala
Auilaidl sobolevs Besov <lilbus Jic amlia Bae Cay ply oy

Summary
The purpose of this work is the study of spaces modulo.
Polynomials play an important role and are a modern tool
In harmonic analysis, the structure of spaces modulo
polynomials will define several concepts spaces of sobolev
and homogeneous Besov.



