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Introduction

Les systemes différentiels sont des outils fondamentaux dans la modélisation mathé-
matique de phénomenes dynamiques. Ils permettent de décrire I’évolution simultanée de
plusieurs grandeurs interdépendantes en fonction du temps, et interviennent dans de nom-
breux domaines tels que la mécanique, la biologie, I’économie ou I’électronique. L’étude de
ces systemes vise a comprendre comment un état initial donné évolue au cours du temps,
et sous quelles conditions le systéme tend vers une configuration stable ou instable.

L’intérét pour les systemes différentiels s’inscrit dans une longue évolution historique.
Des le XVII® siecle, Isaac Newton a posé les fondements de la mécanique classique en
décrivant le mouvement des corps a l'aide d’équations couplées entre position, vitesse et
accélération. Au siecle suivant, Leonhard Euler a donné une formulation plus générale et
systématique de ces équations, en introduisant des méthodes de résolution et des modeles
abstraits pour des systemes de dimension supérieure.

Au XIX€ siecle, Joseph-Louis Lagrange et Augustin-Louis Cauchy ont introduit plus
de rigueur dans ’analyse des systémes, en posant les bases du calcul différentiel rigoureux
et des conditions d’existence et d’unicité des solutions. Mais c¢’est Henri Poincaré qui a
véritablement transformé la maniere d’étudier les systemes dynamiques, en développant
I’analyse qualitative, c¢’est-a-dire I’étude du comportement global des solutions sans les
exprimer explicitement. Il a introduit des concepts clés tels que les trajectoires, les orbites,
les portraits de phase et la sensibilité aux conditions initiales.

Dans ce méme esprit, Aleksandr Lyapunov a développé une théorie générale de la stabi-

lité des systemes dynamiques. Sa contribution a permis de caractériser les comportements



locaux des solutions autour de certains points particuliers du systeme, appelés points
d’équilibre ou points singuliers. Ces points, ou le champ de vecteurs associé au systeme
s’annule, constituent des configurations stationnaires a partir desquelles la dynamique
peut radicalement changer.

L’étude locale autour des points d’équilibre est aujourd’hui une branche essentielle de
I’analyse qualitative. En particulier, la classification de ces points permet de déterminer
la nature du comportement du systeme dans leur voisinage : convergence, divergence,
oscillations ou stabilité neutre. Cette classification repose généralement sur des outils
issus de la linéarisation du systeme, notamment ’analyse de la matrice jacobienne et de
ses valeurs propres.

Il existe plusieurs méthodes permettant de classifier les points singuliers selon leur
comportement dynamique local. Parmi les plus répandues, on trouve la méthode spectrale,
qui repose sur 1’étude des valeurs propres de la matrice jacobienne linéarisée ; la méthode
de la trace et du déterminant, qui fournit une classification rapide dans le cas plan;
ainsi que la linéarisation locale, qui consiste a approximer le systeme non linéaire par
un systeme linéaire autour du point d’équilibre. Chacune de ces approches apporte une
lecture complémentaire de la dynamique locale du systeme.

Ce mémoire s’inscrit dans cette perspective. Il se propose d’étudier la classification
locale des points singuliers dans les systemes différentiels plans, en mettant en ceuvre les
méthodes analytiques appropriées, illustrées par des exemples concrets. Il est structuré en

trois chapitres :

o Le premier chapitre présente les concepts fondamentaux nécessaires a la compréhen-
sion des systemes différentiels. Il contient des définitions essentielles comme celles
de champ de vecteurs, plan et portrait de phase, systéme dynamique, ainsi que le

probleme de Cauchy.

e Le deuxiéme chapitre définit formellement les points singuliers et rappelle les résul-
tats clés de la linéarisation locale. Il explore les différents types de points singuliers

et leurs configurations selon la nature des valeurs propres de la matrice jacobienne,



en distinguant les cas réels, complexes, simples ou multiples, et en illustrant chaque

type par des portraits de phase et des exemples concrets.

o Enfin, le troisiéme chapitre expose les méthodes analytiques de classification des
points singuliers, telles que les méthodes des valeurs propres, de la trace et du
déterminant, de la linéarisation locale, ainsi que des exemples des applications sur

des systemes différentiels réels.

L’objectif de ce mémoire est d’offrir un cadre mathématique rigoureux et accessible pour

I’analyse local des systémes dynamiques, a travers la classification des points singuliers.



CHAPITRE 1

Rappels et notions fondamentales

Dans ce chapitre on rappelle quelques notions fondamentales pour I’étude des systémes

differentiels.

1.1 Notions de base pour les systemes différentiels

1.1.1 Systemes différentiels planaires polynomiaux

Définition 1.1.1 ([0]). Soit le systéme différentiel planaire :

d
i = =2 = fi(x (0, x(0),
5” (1.1)
X
Xo = d_t2 = fo(x1(0), x2()).

ot fi et fo sont des polynomes a coefficients réels. Le systéme (1.1) est de degré d.
ot : d =max(deg fi,deg f>).

Si fi et fo ne dépendent pas de t explicitement, alors le systéme (1.1) est autonome.



1.1. Notions de base pour les systemes différentiels

1.1.2 Champs de vecteurs

Définition 1.1.2 ([7]). On appelle champ de vecteurs, une région du plan simplement
I . dM . .
conneze dans laquelle il existe en tout point M un vecteur TS C’est-a-dire une applica-

tion :

aMm | fi(x1, x2)

M(x1,Xx2) > —— =
di fo(x1,x2)

ou fi, f> sont de classe C' sur Q cR?.

h
Remarque 1.1.1 ([7]). Le champ de vecteurs associé au systéme (1.1) est noté F =
f2
On peut [’écrire aussi sous la forme suivante :
9] 9]
F=fi—+for—
fl axl fzaxg
1.1.3 Plan et portrait de phase
Définition 1.1.3 ([3, !1]). Un portrait de phase d’un champ de vecteurs est l’ensemble

des orbites ou trajectoires dans l’espace de phase. En particulier, pour les systémes au-
tonomes d’équations différentielles ordinaires de deux variables, les solutions (x1(t), X2(1))

du systéme (1.1) représentent dans le plan (x1,x2) des courbes appelées orbites.

1.1.4 Systeme dynamique

Définition 1.1.4. Un systéeme dynamique sur R"™ est une application g:RxR"™ — R" telle

que :
1. g(,x):R—R" est continue.
2. g(t,):R" —R" est continue.
3. g00,x)=x.

4. gt+s,x)=g(t,g(s,x)) Vi,seR et  VxeR™

10



1.1. Notions de base pour les systemes différentiels

Proposition 1.1.1. Les systémes dynamiques sont engendrés par des systémes différen-

tiels.

Exemple 1.1.1. Soit le systeme différentiel linéaire :

X =Ax,
(1.2)

x(0) = xop.
ot A est une matrice constante, t € R et xeR". la solution de (1.2) est donnée par :

x(t) = etAxO,

Le systéeme (1.2) engendre un systéme dynamique :
g:R*xR"-R",  g(t,x) =e"x.
En effet :

1. On a Vt,seRT,VxeR" :

lg(t+s,x)—g(t,x)| =lle"x— e x|

tA
I

<llee*x - x|

tIA A
<el Al esA_ 1)1

<Al SN _ N jix| -0 quand s —0,

d’ou g(.,x) est continue.

2. On aVteR", Vx,yeR"

lg(t,x)—g(t, Yl =lle*x—eyl = lle(x— I < Mlx-yl,

ou M est constante et puisque t est fixé, d’ou la continuité de g(t,-).

11



1.2. Généralités sur les systemes différentiels

3. On a g0,x) =etx=1Ix=x.

4. Vt,seRT,VxeR", on a

g(t+s,x) =y = e e x = g(1,ex) = g(t, g(s, X)).

Définition 1.1.5. Un systéme dynamique g sur R"™ est linéaire si

g(t,ax+py) =ag(t,x)+pgt,y)

pour tout x,yeR" | teR et a,feR.

1.2 Généralités sur les systemes différentiels

Définition 1.2.1 (Ecriture vectorielle d’un systéme différentiel). On rappelle
qu’une équation différentielle (linéaire ou non linéaire) dans un espace vectoriel E est

de la forme :

x(1) = f(t,x) (1.3)

On s’intéressera plus particulierement aux systemes différentiels, dans le cas ou E = R",

I’équation ci-dessus étant écrite avec les notations usuelles :

jCl = fl(ty X1y X2y ey xn);

- = - - X2 = folt, X1, X2, .. Xn),
x=f(%X) : xi0=f(t,X01) =+

an = fn([, xl,xz,...,Xn).

avec x€ SCR" te JcR; ou S est l'espace d’état. ou fi, fo, -+ et fn sont des fonctions

continues de 8 cRxR" dans R.

12



1.2. Généralités sur les systemes différentiels

Exemple 1.2.1. Soit le systéme différentiel suivant :

561 =4x; —ZJC2
X = X1+ X2

C’est un systéme différentiel autonome (linéaire), de solution sur R, tel que

h

F= ,f1:4x1—2x2 6tf2=)€1+)€2.

I

1.2.1 Probléme a valeur initiale (Probléme de Cauchy)

Définition 1.2.2 ([3]). Soient 6 un ouvert de RxR" et f:0 — R" une fonction continue.

1. Pour (ty, x9) donné, un probléme d valeur initiale associé a l’équation (1.3) est donné
sous la forme :

x=f(t,x), x(th) =x0 (1.4)

2. La fonction x(t) est dite solution de ’équation (1.3) sur un intervalle QcR si elle
est définie et continiment dérivable sur Q, si (t,x(t)) € 0 pour tout t € Q et si x(t)

satisfait la relation (1.3) sur Q.

3. Soit (ty, x9) € 0 donné, la fonction x(t) est dite solution du probléme a valeur initiale
(1.4) s’il existe un intervalle Q contenant ty tel que x(t) est une solution de l’équation

(1.3) sur Q est vérifie x(tp) = Xo.

1.2.2 Existence et unicité des solutions des problemes a valeur
initiale
Théoréme 1.2.1 (Existence[2, 1]). Soit 6 un ouvert de RxR" Si f:0 — R" est une

fonction continue alors pour tout (ty, xo) €0, le probléeme (1.4) admet au moins une solu-

tion.

13



1.2. Généralités sur les systemes différentiels

Définition 1.2.3. Soient 8 un ouvert de RxR"™ et f = f(t,x) : une application de 8 dans
R". f est dite localement lipchitzienne en x si pour tout fermé et borné ( compact ) K

dans 0, il existe une constante k>0 telle que :

f(t,xl)—f(t,xg)‘ < k‘xl —xg’

pour tout (t,x1) et (t,x2) dans K.

Définition 1.2.4. Pour (t,x9) €0 donné, une solution du probléme d valeur initiale (1.4)
est dite unique si, pour toute autre solution définie sur un domaine contenant (t,Xy), les

deux solutions coincident sur l’ensemble de leur domaine de définition commun.

Théoréme 1.2.2 (Unicité). Soit 0 un ouvert de RxR". Si f:0 — R" une fonction
continue est localement lipschitzienne en x, alors pour tout (ty, xo) €0, le probléme (1.4)

admet une solution unique.

1.2.3 Systemes autonomes

Définition 1.2.5. On appelle équation différentielle autonome une équation différen-
tielle pour laquelle f ne dépend pas explicitement du temps f (t,x) = f (x). C’est donc une

équation différentielle de type :

i=f(x). (1.5)

Remarque 1.2.1. Un systéeme autonome est un systéme dynamique dont [’évolution
dépend uniquement de son état actuel, sans dépendance explicite du temps. Un systeme
non autonome est systeme dynamique dont l’équation différentielle dépend directement du

temps. Cele signifie que I’évolution du systéme dépend explicitement du temps initial.

14



CHAPITRE 2

Types des points singuliers

2.1 Point singulier

Les points singuliers (points d’équilibres) jouent un role important dans ’étude des sys-
temes différentiels. Henri Poincaré (1854-1912) montra que pour caractériser un systéme
dynamique a plusieurs variables il n’est pas nécessaire de calculer les solutions détaillées,

il suffit en effet de connaitre les points d’équilibres.

Définition 2.1.1 ([6]). On appelle point d’équilibre ( ou point singulier, point critique,

point stationnaire ou point fixe ) du systéme (1.1), tout point x* € R" qui vérifie f(x*) =0.
Remarque 2.1.1. Un point qui n’est pas critique est dit régulier.

Exemple 2.1.1. Soit le systeme différentielle suivant :

x=y
y=-x—4y-x*
Déterminons les points d’équilibre :
y=0
—x—4y-x*=0

15



2.2. Linéarisation des systemes dynamiques

y=0et —x—4y-x*=0 < y=0¢et -x—x>=0 < y=0 et x€{-1;0}

donc les points d’équilibre sont : (0,0) et (—1,0)

2.2 Linéarisation des systemes dynamiques

Les systémes qui modélisent des phénomenes naturelles sont non linéaires. Afin d’étu-
dier le comportement des trajectoires de ces systemes, on se ramene a 1’étude de ces

systemes linéarisés associés.

Définition 2.2.1. Soit x* un point d’équilibre du systéme (1.1). Le systéme

ol

afi *) ;
A= x)|=Df(x
( 52t = D1
avec 1<i,j<n , est appelé le systéme linéarisé associé au systéme (1.1) en x*.

Remarque 2.2.1. La matrice A est dite matrice jacobienne associée au systéme (1.1).

Exemple 2.2.1. Soit le systeme :

x=x2-x-y),
y=x-y.

alors les points d’équilibre de sont (0,0) et (1,1). Le systéme linéarisé est :

2-2x-y -Xx
A=Df(x,y) = )
1 -1
e au point (0,0) :
2 0
Df(0,0) = )
1 -1

16



2.2. Linéarisation des systemes dynamiques

e au point (1,1) :

Les systemes linéarisés associés sont :

a) Au point (0,0) :

b) Au point (1,1) :

-1 -1
Df(1,1) =
1 -1
xX=2x
y=x-y
X=-x-y
y=x-y
i=x-y> -1
y=2y
x-y?-1
flx,y)= ,
2y

alors les points d’équilibre de f(x,y)

La Jacobienne de f en (x,y) est :

e au point (1,0) :

=0 sont (1,0) et (—1,0).

2x =2y
Df(x,y)= ,
0 2
2 0
Df(1,0)= )
0 2

17



2.3. Classification des points singuliers

e au point (—1,0) :

Df(-1,0)=

Les systémes linéarisés associés sont :

a) Au point (1,0) :

xX=2x

y=2y
b) Au point (-1,0) :

X=-2x,

y=2y,

Remarque 2.2.2. La linéarisation d’un systéme différentiel nous amene a l’étude de la

nature des points d’équilibres.

2.3 Classification des points singuliers

2.3.1 Cas 1: Systeme linéaire

Définition 2.3.1 ([0]). Considérons le systéme linéaire (1.1)

ot A est une matrice constante inversible d’ordre 2.

Soit le polynome caractéristique de la matrice A :
Pa(x)=det(A—AI) = (x—A1)(x—Ap)

Soient Ay et Ay les valeurs propres de cette matrice. On distingue les différents cas selon

les valeurs propres A1 et Ay de la matrice A.

18
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2.3. Classification des points singuliers

x* est un noeud stable (Fig 2.1).
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x* est un noeud instable (Fig 2.2).
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F1G. 2.2: noeud instable
x* est un noeud propre stable si 1 <0, et instable

1) Si Ay et A, sont réelles, non nulles et de méme signe.
e SiA;<Ay<0, le point x

e Si0< A <Ay, le point x

A2, le point x

si A>0. (Fig 2.3) et (Fig 2.4).

e Sil



2.3. Classification des points singuliers

1

1
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F1c. 2.4: noeud propre instable
2) Si A et Ay sont réelles, non nulles et de signes différents, le point critique x = x* est

appelé selle ou un col, il est toujours instable. (Fig 2.5).
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2.3. Classification des points singuliers
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1,2,

3) Si A et Ay sont complexes conjugées c’est-a-dire Vj =

x* est appelée foyer, il est

Aj=a;+ifj avec Re(A;) #0, alors le point critique x

instable si Re(A;) >0 et stable si Re(A;) <0 (Fig 2.6) et (Fig 2.7).
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Fi1G. 2.6: Foyer instable
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2.3. Classification des points singuliers
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Fi1G. 2.7: Foyer stable

4) Si Ay et A, sont imaginaires pures avec Im(A;) #0 etRe(A;) =0, alors le point x = x*

est un centre, il est stable (Fig 2.8).
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F1G. 2.8: Centre
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2.3. Classification des points singuliers

5) Si A est diagonalisable : ceci a lieu si tous les vecteurs sont des vecteurs propres,
chaque droite qui passe par le point d’équilibre est une trajectoire, on distingue
deux cas :

e SiA;=A12>0: le point d’équilibre est un nceud asymptotiquement instable.
e SiA;=212<0: le point d’équilibre est un nceud asymptotiquement stable.

6) Si An’est pas diagonalisable : il existe un seul vecteur propre et donc une seule droite

qui contient une trajectoire. Le point d’équilibre est dénommé noeud dégénéré.
e Si A =A3>0 le point d’équilibre est un nceud dégénéré instable.

e Si A =212<0 le point d’équilibre est un nceud dégénéré stable.

2.3.2 Cas 2 : Systéme non linéaire
Considérons le systéme non-linéaire (1.1) ou x = (x1,...,x,) et f=(f1,..., fn)-

Définition 2.3.2. Un point critique x* de (1.1) est appelé puits si toutes les valeurs
propres de la matrice A= D f(x*) ont des parties réelles négatives.

Il est appelé source si toutes les valeurs propres de la matrice A= Df(x*) ont des
parties réelles positives.

1l est appelé selle s’il est hyperbolique et si A= Df(x*) a au moins une valeur propre

avec une partie réelle positive et au moins une valeur propre avec une partie réelle négative.
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CHAPITRE 3

Méthodes de classification des

points singuliers

Les points singuliers (ou points fixes) d’un systeme différentiel sont les points ou les
dérivées s’annulent, c¢’est-a-dire ot X = f(x) = 0. Leur classification repose sur I’analyse
du comportement local du systeme autour de ces points, en utilisant principalement la
matrice jacobienne et ses valeurs propres. Ce chapitree détaille les principales théoriques
et les méthodes utilisées pour cette classification, avec des exemples détaillés pour chaque

méthode.
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3.1. Méthode de classification dans les systemes linéaires a 1’aide des valeurs propres

3.1 Méthode de classification dans les systémes li-
néaires a ’aide des valeurs propres

Principe

Pour un systeme linéaire de la forme :

x=Ax, xeR" A matrice nxn,

Le point singulier est généralement x = 0. La classification repose sur les valeurs

propres (1;) de la matrice A, calculées en résolvant ’équation caractéristique :

det(A—AI)=0.
Pour un systéme bidimensionnel (n =2), les types de points singuliers sont :
e« Nceeud stable : 11,1, <0, réelles et distinctes.
e Nceeud instable : 11,1, >0, réelles et distinctes.
e Noceud propre : 1; =1, =1 #0, stable si A <0, instable si 1 >0.
« Point selle (col) : 11 >0, A, <0, réelles.
« Foyer stable: 11, =a+if, a <0.
« Foyer instable : 11, =a+if, a>0.

o Centre: A1, =+iff, #0.

Etapes
1. Ecrire le systéme sous forme matricielle x = Ax.

2. Calculer les valeurs propres en résolvant det(A—AI) =0.
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3.1. Méthode de classification dans les systemes linéaires a 1’aide des valeurs propres

3. Classifier le point en fonction des valeurs propres.

Exemple 3.1.1 (Noeud instable). Considérons le systéme :

xX=3x+y
y=x+2y
31
e Matrice jacobienne : A=
1 2
o Valeurs propres :
3-1 1 ,
det(A—AI) =det =B-A)2-1)-1=1"-51+5=0.
1 2-1
54+v25-20 5+4++v5 5-v25-20 5-+v5
A= 2 = 2\/_ ~3.618 Ao = > = 2\/— =~ 1.382.

o Classification : 11,1, >0, réelles et distinctes. Le point (0,0) est un neeud in-

stable.

Exemple 3.1.2 ( Point selle ). Considérons le systéme :

x=2x
y=-y
2 0
e Matrice jacobienne : A=
0 -1
o Valeurs propres :
2-1 0
det(A—AI) =det =2-M)(-1-1)=0
0 -1-1

:>11:2 /12:—1.

26



3.2. Méthode de la linéarisation pour les systémes non linéaires

o Classification : 1, >0, 1, <0. Le point (0,0) est un point selle (col).

3.2 Meéthode de la linéarisation pour les systémes non
linéaires
Principe

Pour un systeme non linéaire :

x = f(x),

ou f:R" — R" est différentiable, les points singuliers sont les solutions x* telles que
fx*) =0.

On utilise la matrice jacobienne :

— *y % *
A=Df(x )_(axj(x )).

Le systeme linéarisé autour de x* est :
X=Ax-x").

La classification repose sur les valeurs propres de A, comme dans les systémes linéaires,

sauf pour les points non hyperboliques.

Etapes
1. Trouver les points singuliers en résolvant f(x) =0.
2. Calculer la matrice jacobienne D f(x*).
3. Calculer les valeurs propres de A.

4. Classifier le point selon les valeurs propres.
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3.2. Méthode de la linéarisation pour les systémes non linéaires

Exemple 3.2.1. Considérons le systéme :

x=x(1-x-y)

y=ykx-1

o Points singuliers :

x1-x-y)=0, y(x-1)=0

De la deuzieme équation : y=0 ou x=1.

— Siy=0, alors x(1-x)=0=x=0 ou x=1. Points : (0,0), (1,0).

— Six=1, alors11-1-y)=—-y=0= y=0. Point : (1,0).
alors les points singuliers sont : (0,0) et (1,0).

e Matrice jacobienne :

x(1=-x-y) 1-2x-y -x
fx,y) = , Df(x,y)= :
yx-1) y x—1
Au point (0,0) :
1 0 1-1 0
Df(0,0) = , det =1-M)(=1-A)=0.
0 -1 0o -1-A

AM=1, Ap=-1.
Classification : Point selle.

Awu point (1,0) :

-1 -1 -1-1 -1
Df(1,0) = , det =A(-1-21)=0.
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3.2. Méthode de la linéarisation pour les systémes non linéaires

A =-1, 1, =0.

Classification : Point non hyperbolique (nécessite une analyse supplémentaire).

Exemple 3.2.2. Considérons le systéeme :
i=x+y?
y=x-y

o Points singuliers :
x+y*=0, x-y=0.

De la deuzieme équation : x =y. Substituons dans la premiére :

y+y2:y(1+y):0:y:0, y=-1L

Les points singuliers sont : (0,0), (—1,—1).

e Matrice jacobienne :

1 2y
Df(x,y) =
1 -1
— A (0,0) :
1 0 1-1 0
Df(0,0) = , det =(1-A(=1-1)=A>-1=0
1 -1 1 -1-2
Alzl, Ag——l
Classification : Point selle.
— A (-1,-D:
1 -2 1-A -2 )
Df(-1,-1) = , det =1-N(-1-A)+2=A"+1=0
1 -1 1 -1-2
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3.3.  Méthode pour les points non hyperboliques

A =—i , Aa=1i
Classification : Centre (nécessite une analyse non linéaire).

Exemple 3.2.3. Considérons le systéme :

o Points singuliers :

—xS:O, -y=0=>x=0,y=0
Le Point singulier est : (0,0)

e Matrice jacobienne :

-3x2 0
Df(x,y) =
0 -1
A (0,0) :
0 0
Df(0,0): ’ Alzor 12:_1
0 -1

Classification : Point non hyperbolique (nécessite une analyse supplémentaire).

3.3 Meéthode pour les points non hyperboliques

Principe

Un point singulier est non hyperbolique si au moins une valeur propre de la matrice
jacobienne a une partie réelle nulle (A =0 ) ou A = +if. Dans ce cas, la linéarisation ne

suffit pas, et on utilise :

e Théorie du centre de variété : Réduit le systeme a un sous-espace associé aux

valeurs propres a partie réelle nulle.
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3.3.  Méthode pour les points non hyperboliques

o Fonctions de Lyapunov : Détermine la stabilité sans dépendre des valeurs

propres.

Etapes (fonction de Lyapunov)

1. Choisir une fonction V(x), positive définie.
2. Calculer V=VV-f.

3. Si V<0, le point est stable; si V <0, il est asymptotiquement stable.

Exemple 3.3.1 ( Centre). Considérons le systéme :

e Point singulier : (0,0).

e Matrice jacobienne :

0 1 _
Df(x,y) = , Ao =i,
-1 0

1
o Analyse de Lyapunov : Choisissons V(x,y) = E(x2+y2).

V=xi+yy=x-y+y-(-x)=0.

Classification : centre stable.

Exemple 3.3.2 (Point non hyperbolique). Considérons le systéme :

» Points singuliers : {(0,y) | y € R}.
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3.3.  Méthode pour les points non hyperboliques

e Matrice jacobienne :

-3x* 0|
Df(x,y) = , a(0,):11=22=0.
0 0

1
o Analyse de Lyapunov : Choisissons V(x,y) = zxz.
V= x-(—xs) =-x*<o.

Classification : Stable dans la direction x, mais nécessite une analyse du centre de

variété pour y.

Exemple 3.3.3. Considérons le systéme :

x=y
y=-x+y°
e Point singulier : (0,0).
e Matrice jacobienne :
0 1
Df(x,y)=
-1 3y?
0 1
Au point (0,0) : Df(0,0) = Ao = +i.
-1 0

1
o Analyse de Lyapunov : Choisissons V(x,y) = §(x2+y2).

V=x-y+y-(—x+y>)=y*=0.
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3.4. Méthode de la trace et du déterminant

3.4 Meéthode de la trace et du déterminant

Principe
Pour un systeme linéaire bidimensionnel x = Ax, on utilise :
e Trace: tr(A)=a+d.
o Déterminant : det(A) = ad — bc.

o Discriminant : A =tr(A)% —4det(A).

Classification

e Noeeud stable : det(A) >0, tr(A) <0, A>0.

e Nceeud instable : det(A) >0, tr(A) >0, A >0.
e Point selle : det(A) <0, A>0.

o Foyer stable : det(A) >0, tr(A) <0, A<O.

o Foyer instable : det(A) >0, tr(A) >0, A<O0.

o Centre : det(A) >0, tr(4A) =0, A<O0.

Exemple 3.4.1 ( Noeud instable). Considérons le systéme :

X=4x+y

y=x+3y

4 1
e Matrice jacobienne : A=

1 3
e Trace et déterminant :

tr(A)=4+3=7, det(A)=@B)-1)A) =11, A=7?-4-11=49-44=5>0.
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3.5.  Méthode des vecteurs propres (avec changement de base)

o C(lassification : det(A) >0, tr(A) >0, A>0. Le point (0,0) est un neud instable.

Exemple 3.4.2 (Point centre). Considérons le systéme :

X=x+y

y=-2x-y

1 1
e Matrice jacobienne : A=

-2 -1
e Trace et déterminant :

tr(A)=1-1=0, det(A)=1)(-D)-(1)(-2)=-1+2=1, A=0°-4-1=-4<0.

o Classification : det(A) >0, tr(A) =0, A<0. Le point (0,0) est un centre

(mais nécessite une vérification pour les systémes non linéaires).

3.5 Meéthode des vecteurs propres (avec changement

de base)

Principe

La méthode des vecteurs propres analyse le comportement local en calculant les vec-
teurs propres associés aux valeurs propres de la matrice A. Ces vecteurs définissent les
directions des trajectoires. Le changement de base utilise une matrice P (formée des

vecteurs propres) pour transformer le systéme en une forme diagonale ou de Jordan :

y=PlAPYy.

Etapes

1. Calculer les valeurs propres de A.
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3.5.  Méthode des vecteurs propres (avec changement de base)

2. Calculer les vecteurs propres associés.
3. Analyser les trajectoires selon les vecteurs propres.

4. (Optionnel) Effectuer un changement de base avec P.

Exemple 3.5.1 (Point col). Considérons le systeme :

X =3x
y=-2y
o Valeurs propres :
3 0
A= , AM=3 A=-2
0 -2
o Vecteurs propres :
0 O 4] 1
—POUT/11:3.' :0:>U2:0, V] = .
0 -5\, 0
5 0 4] 0
— Pour A, =-2: =0>v,=0, wv,= )
0 0)\uvo 1

o Classification : Point col (trajectoires divergentes selon vy, convergentes selon v,).

10
o Changement de base : P = , systéeme déja diagonal.

01

Exemple 3.5.2 (Noeud instable). Considérons le systéme :

X=2x+y

y=x+2y
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3.5.  Méthode des vecteurs propres (avec changement de base)
o Valeurs propres :
2 1 ) )
A= , det(A-AD=2-A)"-1=A“-41+3=0.
1 2
L ArVI6-T2 Lo A-VI6-12
1= 5 = ) 2= =
o Vecteurs propres :
-1 1 |({n 1
— Pour ;=3 : =0>v1=v, V= )
1 =1\ 1
1 1| 1
— Pour l, =1 : =0>v1=—-1y, Vy=
1 1| -1
o Classification : Noeud instable.
o Changement de base :
11 30
p= V= y
1 -1 01
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3.6.

Exemples pratiques

3.6 Exemples pratiques

Exemple 3.6.1. Soit le systeme :

Les valeurs propres de A sont A1 =3,

de neeud instable ou de source.

/

|
w1 r |
1

&1 -0.;' -ﬂ.;! -II.:H .02 0 002 a4 d0e DB ﬂ.ll
FiG. 3.1: Neeud instable
Exemple 3.6.2.
X==-2x+y -2 1
A=
y=x-2y 1 -2
Les valeurs propres de A sont : L1 =-3, Ax=-1

sont toute , négatives et différentes on parle de noeud stable .
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3.6. Exemples pratiques

s r

olr

«.1r

{15

421 1 1 1
-2 «,15 =1 Ll L] 0.05 (A s

-
-

F1G. 3.2: noeud stable
Exemple 3.6.3. Soit le systeme :

Les wvaleurs propres de A sont : 11 =1>0, A, =-2<0, alors on parle d’un point

selle.

L ALY

Al

415

Fi1G. 3.3: Point selle
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3.6. Exemples pratiques

Exemple 3.6.4. Soit le systeme :

x=2y 0 2

y=-2x -2 0

Les valeurs propres de A sont : A1 =2i et Ay = —=2i sont complezes et a =0

alors le point d’équilibre est un centre .
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F1G. 3.4: centre

Exemple 3.6.5. Soit le systeme :

X=—-x+2y -1 2

y=-2x-y -2 -1

Les valeurs propres de A sont : A1 = —1+2i et Ao = —1-2i sont complexes et a =—-1<0

alors le point d’équilibre est un foyer stable .
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3.6. Exemples pratiques

s -
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42 15 a0 s [ [ ol ws 0w

FiG. 3.5: Foyer stable
Exemple 3.6.6. Soit le systeme

X=2x-2y 2 =2

y=2x+2y

Les valeurs propres de A sont : Ay =2i+2 et Ay =—-2i+2 sont complexes et « =2>0

alors le point d’équilibre est un foyer instable .
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F1a. 3.6: foyer instable
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Conclusion

Ce mémoire a porté sur I’étude de la classification des points d’équilibre d’un systéme
différentiel plan, un aspect essentiel de I’analyse qualitative des systéemes dynamiques. La
compréhension de la nature de ces points permet en effet de prévoir le comportement
local des trajectoires sans qu’il soit nécessaire de résoudre explicitement les équations
différentielles.

Les différentes méthodes utilisées ont montré leur efficacité pour identifier les types
de points d’équilibre, comme les nceuds, les foyers, les centres et les selles, et pour ana-
lyser la stabilité locale des systemes étudiés. Parmi ces méthodes, I’analyse spectrale et
la linéarisation locale se sont révélées particulierement utiles pour distinguer les diffé-
rentes configurations possibles et fournir des informations précieuses sur la dynamique du
systeme.

Pour des perspectives futures, il serait intéressant d’approfondir I’étude des systémes
non linéaires complexes, en particulier ceux présentant des points d’équilibre non hyper-
boliques, et d’explorer des approches numériques ou graphiques qui pourraient enrichir

I’analyse des comportements locaux et globaux des systemes différentiels.
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Résumé

Le but de ce travail est d’étudier la classification locale des points singuliers dans les
systemes différentiels plans, en mettant 'accent sur ’analyse qualitative du comportement
des solutions autour des points d’équilibre.

Notre étude repose sur la linéarisation locale du systeme au voisinage d’un point singu-
lier, a partir de laquelle nous analysons la matrice jacobienne afin de déterminer le type
du point : nceud, foyer, selle ou centre. Ces classifications permettent de prédire la sta-
bilité locale et la dynamique du systeme sans résoudre explicitement les équations. Nous
avons exploré plusieurs méthodes de classification, notamment la méthode spectrale, la
méthode de la trace et du déterminant, ainsi que la linéarisation locale. Chaque configu-
ration théorique a été illustrée par des exemples concrets et des portraits de phase, et une
application a été présentée pour montrer la pertinence des outils étudiés dans 'analyse
des systeémes dynamiques.

Mots clés : Systeme différentiel, points singuliers, classification des points singuliers.,

stabilité, , valeurs propres, linéarisation, classification spectrale.
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Abstract

The aim of this work is to study the local classification of singular points in planar
differential systems, with a focus on the qualitative analysis of the behavior of solutions
near equilibrium points.

Our approach is based on local linearization around the singular point. By analyzing
the Jacobian matrix, we determine the nature of the point—whether it is a node, focus,
saddle, or center. This classification enables us to predict the local stability and dynamics
of the system without solving the differential equations explicitly.

Several classification methods have been explored, including the spectral method (ba-
sed on eigenvalues), the trace and determinant method, and local linearization. Each
configuration was illustrated with concrete examples and phase portraits, and a practical
application was presented to demonstrate the effectiveness of these tools in the qualitative
study of dynamical systems.

Keywords : differential systems, singular points, classification of singular points, sta-

bility, eigenvalues, local linearization, spectral classification.
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