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Introduction Général

Ces derniéres années ont vu I'apparition de nombreux développements dans le domaine
des structures dites intelligentes, c'est-a-dire des structures intégrant des capteurs et des
actionneurs couplés a un calculateur et capables de réagir aux stimulations extérieures. Parmi
les nombreux types de matériaux qu’on peut trouver, les matériaux piézoélectriques
présentent des caractéristiques remarquables. Grace a leur aptitude de conversion
électromécanique et a leur faible encombrement, I'utilisation de transducteurs piézoélectriques

ouvre la porte a un vaste choix d'applications en dynamique des structures.

L'objectif principal de cette étude est de mettre en évidence et d'exploiter les propriétés
des matériaux piézoélectriques, sous la forme de pastilles piézoélectriques dans le cadre de
I'analyse modale avec la simulation numérique par le cde éléments finis ANSYS apdl et

d’étudier ainsi la réponse de la poutre de base et la poutre intelligente.

Cette étude en quatre parties a pour objet la simulation des structures utilisant des

éléments piézo-electriques.

La premiére partie s'attache a rassembler les principes fondamentaux nécessaires a la

compréhension des phénomenes mis en jeu. Des exemples d'applications sont présentés.

La deuxieme partie est consacrée a la formulation semi analytique de la piézoélectricité

La troisiéme partie introduit la formulation élément finie du phénomene

électromécanique entre la structure de base et les pastilles piézoélectriques.

La quatrieme et derniére partie présente une simulation et une modélisation numérique

de poutre intelligente.

Génie mécaniques m’sila 18 /19 Page lll



@

Chapitre 1 :

Généralite et synthese
bibliographique




Chapitre | Généralité et synthese bibliographique

| -1»Introduction :

Déf 1 : On appelle poutre un solide engendré par une surface plane (X) qui peut étre
variable et dont le centre de gravit¢ G décrit un segment [AB], le plan de (X) restant
perpendiculaire a cette courbe. Il faut également que la longueur AB soit grande devant les

dimensions des sections transverses [2].

Une poutre est une membrure mince soumise a des charges transversales généralement
normales a son axe. La poutre est I'élément structural le plus répandu, puisqu'elle fait partie
intégrante de la plupart des ouvrages de construction ou des pieces machines. Une poutre est
un solide engendré par une aire plane S qui est déplacée dans ’espace de maniere que durant
son mouvement, le centre de gravité G de la section S parcourt une ligne donnée L, et que
I’aire se maintienne constamment normale a cette surface. La ligne L est appelée fibre

moyenne de la poutre. Une poutre est caractériseée géométriquement par :

e une section S suffisamment massive .
e une longueur selon L grande devant les dimensions transversales.
e un rayon de courbure de L grand devant les dimensions transversales.

¢ un profil sans discontinuité.

La théorie élastique des poutres est basée sur celle des milieux curvilignes. Une position sur la

poutre sera caractérisée uniquement par I'abscisse curviligne | d’un point sur la fibre moyenne L

Figure .1:Plan

Une poutre est donc un milieu continu ayant une dimension tres grande par rapport aux

deux autres figures (1.2). Pour que la théoréme du poutre soit applicable il faut que les

Génie mécaniques m’sila 18 /19 Page 1



Chapitre | Généralité et synthese bibliographique

sections droites soient lentement variables ou constantes en fonction de I'abscisse curviligne ,
et que la plus grande dimension de la section droite soit petite devant le rayon de courbure et
la longueur de la poutre.

s U — -

Figure 1.2 : Représentation d’une poutre droite dans le repére (0, 1, 2, 3)

Déf 2 : Contraction des mots grec piézein(pression) et électron, la piézoélectricité est
la capacité de certains matériaux (cristaux, céramiques, polymeres ou composites) de

pouvoir transformer une énergie mécanique en une énergie électrique (et vice-versa).[6]

Dans cette chapitre étude la poutre avec la module mécanique de structures et la
vibration de poutre et la poutre dans la milieu élément finis et elle définie le matériaux

piézoélectrique el les équation de couplage..

| -2»Mécanique des structures :

I-2-1)Historique :

La Mécanique des Structures est une discipline trés ancienne, qui s’est développée pour
répondre a des besoins de construction, initialement dans le domaine du Génie-Civil. Elle
repose sur ’utilisation de modeles simplifiés, qui vont permettre 1’analyse des structures de

facon rapide.

Ces modeles exploitent une caractéristique essentielle des structures qui sont des solides
déformables tridimensionnels : leurs trois dimensions ne son t pas du méme ordre de

grandeur. Il y a ainsi deux catégories de structures.

— les structures minces dont une dimension (I’épaisseur) est treés petite devant les deux
autres, et qui sont appelées plaques ou coques selon que leur surface moyenne est plane ou

non.
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Chapitre | Généralité et synthese bibliographique

— les structures élancées dont une dimension (la longueur) est trés grande devant les

deux autres, et qui sont appelées poutre ou arc selon que leur ligne moyenne est droite ou non.

Ces structures constituent aujourd’hui I’immense majorité des structures industrielles, et
ce dans tous les domaines : aéronautique, automobile, construction ferroviaire et navale, génie
civil, etc. Ces deux types de structures sont aussi souvent combinés entre elles, par exemple
en renforcant des plaques par des poutres. La popularité de ces structures vient du fait qu’elles
présentent des propriétés optimales en termes de raideur et de résistance, vis-a-vis de la
quantité de maticre utilisée. A contrario, les solides déformables massifs, ¢’est-a-dire avec des

longueurs comparables dans les trois dimensions de 1’espace, sont tres peu utilises.

La théorie de la Mécanique des Structures a été initiée au 17°™¢siécle, donc bien avant
la Mécanique des Milieux Continus dont le formalisme actuel a été mis au point au début de
la 2¢™¢moitié du 20 éme siécle. Les modeles simplifiés développés sont assis sur des
hypothéses a priori validées a I’époque par I’expérience. Ce n’est seulement que dans 1a2°™¢
moitié du 20°™¢siécle que ces modéles ont été justifiés a posteriori. En effet, les
mathématiciens appliqués ont démontré leur bien fondé, au sens asymptotique du terme.
Ainsi, lorsque la minceur d’une structure tend vers 0 ou son élancement vers ’infini, la
différence entre la solution du probléme de I’élasticité tridimensionnelle et du modele
simplifié tend vers 0. Ces modéles simplifiés sont respectivement le modele de Love-

Kirchhoff pour les plaques, et celui de Navier-Bernoulli pour les poutres.

C’est a ce dernier modele qu’est consacré ce document qui traite donc de la mécanique
des structures €lancées. L’exposé débute par un rappel de la théorie de 1’¢lasticité linéaire,
dans le cadre de la Mécanique des Milieux Continus tridimensionnelle. Dans ce contexte est
ensuite abordée la résolution analytique de problémes posés sur une structure
tridimensionnelle élancée (problemes dits de Saint-Venant). L’objectif est ici de disposer de
résultats de référence pour guider la construction du modele simplifié. La théorie de poutre de
Navier-Bernoulli est alors présentée, avec la volonté délibérée de monter le paralléle avec la
Mécanique des Milieux Continus tridimensionnelle. Enfin, deux chapitres courts concernent

I’illustration de la théorie sur des structures treillis et sur des problémes de flexion plane.

Ce document est naturellement amené a évoluer, au gré des remarques et commentaires
des lecteurs qui sont les bienvenus. Il s’enrichira également dans une prochaine version de la

présentation du flambement et des vibrations des poutres.[1]
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I-2-2) Introduction :

Le probléme de Saint-Venant, étudié précédent, bien que simple par sa géométrie et ses
conditions aux limites (ces derniéres étant définies par un torseur d’efforts sur les sections
extrémes), donne lieu a des calculs fastidieux avec une approche tridimensionnelle. Il serait
donc trés utile de proposer une modélisation simplifiée des poutres (classiqguement appelée
Résistance des Matériaux) pour obtenir rapidement les informations jugées essentielles
(déformée, répartition des contraintes) sous 1’action d’efforts extérieurs connus globalement.
Il s’agit donc de réaliser le passage d’une  modélisation tridimensionnelle a une
schématisation monodimensionnelle. De ce fait, le formalisme de 1’¢élasticité linéaires et ses
équations aux dérivées partielles va se transformer en un systéme d’équations différentielles.
Il en résulte un gain énorme sur le temps de résolution du probleme, au prix de quelques

approximations qui seront soulignées ci-apres.

Pour effectuer cette simplification 3D — 1D, les résultats obtenus sur le probleme de
Saint-Venant vont largement étre exploités, et extrapolés a des situations plus générales
(c’est-a-dire pour d’autres types de chargement et de conditions aux limites). Le cadre de
travail est donc le méme que dans les chapitres précédents, a savoir celui des petites
perturbations. D’autre part, la structure étudiée est supposée constituée d’'un méme matériau, a

comportement élastique isotrope. [2]
I-2-3) Définitions :

L’étude concerne des structures ¢lancées, encore appelées poutres, qui ont la
caractéristique géométrique d’avoir une dimension trés supérieure aux deux autres. Selon la
grande dimension, la poutre est assimilée a une courbe correspondant a sa ligne moyenne.
Transversalement a celle-ci est définie la section S de la poutre, dont le centre de surface
appartient a la ligne moyenne. Dans ce chapitre, 1’exposé est limité aux poutres dont la ligne

moyenne est une droite. [2]
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Figure 1.3 : Le domaine Q étudié et une section droite S

I-2-4) Hypothéses cinématiques :

Pour définir le déplacement de la poutre dans le cadre d’une modélisation 1D, il est
prévisible que des hypotheses sur la déformation des sections seront nécessaires, afin de
"gagner" deux dimensions. Or, pour le probléeme de Saint-Venant, il av ait été remarqué
qu’excepté pour le cas de la torsion, une bonne approximation de la déformation de la section
de la poutre pouvait étre obtenue en considérant que celle-ci subissait un mouvement
d’ensemble (i.e. de solide rigide), qui aprés déformation la maintient perpendiculaire a la

ligne moyenne. Ceci conduit a la formulation de I’hypothése de Navier-Bernoulli. [2]

Hypothése de Navier-Bernoulli : toute section droite d’une poutre subit un déplacement

de solide rigide qui la maintient perpendiculaire & la ligne moyenne déformée. [2]

L’interprétation graphique de la décomposition de la poutre en sa section et sa ligne

moyenne est donnée figure 1.2.

Figure 1.4 : Schématisation de la poutre par sa ligne moyenne et sa section

La cinématique de la section est donc régie par 6 degrés de liberté. Les 3 degrés de

liberté de translation sont définis par les composantes u, v et w du déplacement i, du centre
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de surface G de la section. Ainsi, pour un point M quelconque appartenant a la section de

centre de surface G, avec
GM= X, €, + x3€53 le déplacement de solide rigide de la section se traduit par ;

L u(xy) — x203(x1) + x36,(x1)
Uy = ug + 60 A\GM - {ﬁM}{gi} = v(x1) — x36;(x1)
w(x1) + x,6;(x1)

en notant 6 la rotation de la section. [2]

Pour le centre de surface de la section, les composantes du déplacement correspondent
pour u au déplacement axial de la ligne moyenne, et aux déplacements transverses pour v et

w. Ces derniers sont encore appelés fleches. [2]

La conservation de 1’angle droit entre la section et la ligne moyenne conduit aux

relations
{ 03 = v,l
02 = _W,l

Cette relation est illustrée dans le plan (é; , €,) ;

A & r
I i
S5 ﬁl
, o

Figure 1.5 : Conservation de 1’angle droit entre la section et la ligne moyenne
La rotation 6; , quant a elle, ne peut étre reliée au déplacement de la ligne moyenne.

Finalement
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u(xy) — %201 (x1) + x3w1 (x1)
{ﬁM}{gi} = v(x1) — x36;(x1)
w(x1) + x207 (x1)

La comparaison de ce champ avec la solution élastique 3D du probléeme de Saint-
Venant fait apparaitre une approximation, conséquence directe de I’hypothése de mouvement
de solide rigide de la section : ses changements de forme sont négligés. Ceux-ci peuvent étre
décomposés en deux parties : ceux qui ont lieu dans le plan de la section, et ceux qui se
produisent en dehors de celui-ci, et qui correspondent au gauchissement. les premiers d’entre
eux peuvent effectivement étre négligés si la poutre est suffisamment élancée. Quant au
gauchissement, qui peut étre dd a la torsion ou a la flexion simple, il peut se calculer en
résolvant un probléme local sur la section de la poutre, sans qu’il soit utile de le prendre en
compte dans la modélisation globale de la poutre. Pour finir, il convient de remarquer que
pour ces deux sollicitations, la cinématique définie par 1.5 permet d’obtenir les déplacements

et rotations d’ensemble de la section. [2]
I-2-5) Deformations :

Le champ de déplacement étant connu, le champ de déformation s’en déduit
simplement, gréace a la partie symétrique de son gradient, puisque le cadre adopté est celui des

petites perturbations. Le gradient est donné par : [2]

- ] = _ = -
gradu=u; @ ¢;

Et I’expression des déformations devient ;

N 1 1
Ui = X3Wn — XLV =3 x3611 > X2611
€6 ¥~ 0 0
sym 0

I-2-6 )Contraintes intégrées - Efforts internes :

Comme il a été déja mentionné a plusieurs reprises, la théorie simplifiée de poutre est
une théorie globale, dans laquelle les effets locaux sont négligés ou restitués a une échelle
supérieure. Ainsi, pour la cinématique, les déformations d’une section dans son plan ne sont
pas représentées dans la théorie, qui ne retient que les mouvements de solide rigide de celle-
ci, qui peuvent s’interpréter comme ses mouvements globaux. De facon analogue, la

modeélisation adoptée pour les efforts internes consiste en une représentation globale. C’est
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ainsi que les efforts internes, définis sur la section, sont déecrits par un torseur pris en son
centre de surface. Notons que cette definition est tout a fait cohérente avec le principe de
Saint-Venant, cf. section 1.5, qui est largement utilisé dans les modéles & base de poutres,

dans lesquels les sollicitations extérieures sont définies globalement. [2]

Une facon classique de faire apparaitre ce torseur des efforts internes consiste a
décomposer artificiellement une poutre en 2 parties, notées 1 et 2, grace a une coupure selon
une section S. Les efforts intérieurs sur la section S de normale extérieure e; sont les efforts
exerces par la partie 2 sur la partie 1, et leur torseur est noté T;_,, . De méme, lorsque c’est la
normale extérieure —e; qui est considérée, le torseur des efforts intérieurs est noté T;_,, et en
vertu du principe d’action-réaction, [T,_1] = —[T;_] si aucune sollicitation n’est exercée sur

la section S. [2]

Le torseur[T,_,,] sera dorénavant noté [T}, (xi,e;)] la notation (x;,e;) indiquant de
fagon explicite la dépendance de ce torseur a 1’abscisse de la section, et a 1’orientation de sa

normale extérieure. Ainsi, [T;_,] aura pour expression [T;,: (x1,—e1)] [2]

Le torseur des efforts intérieurs se décompose en une résultante R, (x1,&;) et un
moment résultant au centre de surface Mim (x1,€;) . La projection de la résultante et du
moment résultant sur la normale a la section et dans le plan de la section conduit aux
définitions suivantes ( := indique une définition). L’illustration est donnée figure 1.6, ou les

moments sont représentés par des fleches doubles. [2]

Figure 1.6 :Composantes du torseur des efforts internes : résultante a gauche, moment a

droite

{ ﬁint (Xl,él) = Nél + I_/) = Ngl + Vzé)z + V3§3
Mint (xl,él) = Tél + M = Tél + Mzé)z + M353
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Avec :

e N : effort normal
e V/ : effort tranchant
e T :moment de torsion

e M : moment de flexion (ou moment fléchissant)

Il est facile de relier ces quantités aux contraintes. En effet, dés lors que la poutre est
décomposée en deux trongons, apparait sur sa section une distribution surfacique d’efforts qui
par définition correspond au vecteur contrainte & .ﬁ:T(M,ﬁ) (T(M,ﬁ) ne doit pas étre
confondu avec T qui représente le moment de torsion), 7t est la normale extérieure. Celle-ci
vaut é; pour la partie 1 (respectivement —€; pour la partie 2). Le torseur des efforts internes

est donc simplement le torseur résultant du vecteur contrainte, soit pour la résultante[2]

N 011
Rint (xlxél) = fT(x1:51) ds = {Vz} = 1{012} as

V3 013

et pour le moment résultant

. . T X2031 — X3071
M, (x1,61) = j GM AT (x1,6,)dS ={M; =f X23011 ds
M; —X2011

Ces relations jouent le rdle de la relation de Cauchy T=G 7 pour un milieu continu

tridimensionnel. Elles peuvent étre écrites de facon synthétique sous la forme[2]

Rine (x1,m€1)s, = niV2

V.
3 avec n=+1

T
LMint (x1;n51)§i =n Mz}
M3

ce qui est interprété graphiquement figure
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Figure 1.7 : Conséquences du principe d’action réaction sur la résultante des efforts internes,
pour deux sections en vis-a-vis

| -3 »Vibration des poutres :

| -3 -1) Introduction :

La notion de structure est donc essentielle a I’ingénieur. Par des considérations
géomeétriques, un probleme 3D peut se ramener a un probleme 2D ou 1D. Notamment, lorsque
qu’une des dimensions d’un solide est grande vis a vis des autres, le probléme 3D se réduit a
un probléme dit de poutre, tandis que si une des dimensions est trés faible devant les deux
autres, on se rameéne a un probleme de plaque pour les cas plans, et de coques pour les solides
courbes. Les barres quant a elles sont les structures les plus simples, ce sont des poutres ne
supportant que de la tension-compression. Pour plus de détails, on consultera des ouvrages de

Résistance des Matériau et de Mécanique des Structures [3]

__[ T [ e o R etat initial

”V.‘

état_défoc{'gg ﬁeI hé

ctat

Bernoulli Timoshenko

Figure 1.8: Poutre droite a plan moyen, section symétrique
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Considérons la poutre droite telle que représentée sur la figure 1.8. L’ étude de cette
structure se ramene d’abord, par symétrie de la géométrie et des conditions aux limites
cinématiques et statiques, a I’é¢tude de son plan moyen. Ensuite, lorsqu’on observe les
déplacements des points situés initialement sur une méme verticale (en fait appartenant
a un méme section), on constate que ces points restent aligne’s. Ils tendent a’ se
déplacer a la facon d’un corps rigide tournant autour du centre de gravité de la section, ce
centre de section pouvant se déplacer dans le plan. Dans ce cas le déplacement de tout point
d’une section est complétements décrit par la connaissance des déplacements du centre de
section dans le plan et de la rotation de la section autour de la ligne moyenne joignant les

centres de gravité de toutes les sections. [3]

Pour les poutres droites a plan moyen, le vecteur des déplacements d’un point M
d’une section de la poutre représentée sur la figure 1.8 est dans le cadre de la dynamique en
HPP : [3]

uM()_c)M ,t) = u()?, t) - y@(f, t)

u( Xy, t):{ vy Xy, t) = v(%, t)

Donc les accélérations correspondantes s’écrivent :

Lo o[y By t) = iR, t) — yB(E, t)
Y ’t)'{ By Gy, D) = B, ©)

.. 92
Ou la notation utilisée est définie par X:aan De fagon similaire, on définit les

dérivées partielles par rapport a x, X':Z—i( Finalement, la poutre droite a plan moyen est

maintenant complétement représentée par sa ligne moyenne. Le champ de déplacement étant
1D, les conditions aux limites statiques et cinématiques doivent étre modifiées en
conséquence puisque les points matériels sont maintenant devenus des sections. Par exemple,
les contraintes qui regnent dans le matériau ont été remplacées par les efforts internes, décrits

par des forces et des moments résultant de I’intégration de o, €t gy, les seules composantes

y
non nulles du tenseur des contraintes sur la section S de normale sortante X (figure 1.9) : [3]

v’ effort NORMAL /X N(x,t)= fs(x) 0. (M, x,t)ds

Génie mécaniques m’sila 18 /19 Page 11



Chapitre | Généralité et synthese bibliographique

v effort TRANCHANT /5 T(xt)= [, 0,y (M, x, 6)ds

v" moment de FLEXION/Z M(x,t)= fs(x) —y0,, (M, x,t)ds

Pour ce qui est des conditions cinématiques, elles se réduisent aux degrés de liberté des
sections, soit deux déplacements plans (u(x),v(x)) et une rotation (@ (x)). Pour les efforts
imposés, compte-tenu des degrés de liberté, ils sont supposes appliqués sur la ligne moyenne
de la poutre grace au principe de Saint-Venant Les efforts volumiques sont maintenant des
efforts linéiques représentés par trois efforts répartis. Les efforts ponctuels sont remplacés
également par un torseur des efforts extérieurs caractérisé par des efforts et moments
ponctuels (figure 1.9). On notera que ces efforts dépendent maintenant du temps, la

dynamique des poutres est donc une extension de la RdM ’classique’. [3]

forces volumiques fi{x,t)
forces ponctuelles F:'J_'.r,.!,i'
- L]
vecteur contrainte t*(ls,t) F i wecteur contrainte tflzt)

3 4_'\€} __________ e )41
Uy (%1

¥ L L2

U

forces linéiques pr.J. t)

couples répartis e(x,t)

My, / MLz,

'RIHI .-!)l I?.. .!".1', E_j' Rrhllr-i:_". f)l
v TI.!r.f..r_li' ,i v

- ] P Ty X

forces ponctuelles P{'."x.l,l

moment ponctuels J’Lf}"fx. t)

Figure 1.9 :Passage du milieu 3D a la poutre droite : systéme d’efforts et champ

de déplacement virtuel.
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| -3-2)équations de la dynamique des poutres droites a plan moyen :

Nous nous intéresserons ici plus particulierement aux vibrations libres des poutres
droites a plan moyens chargées dans ce plan (en abrégé poutres droites, figure 1.8), c’est * a
dire la réponse vibratoire caractérisée par les modes et pulsation propres. Comme nous
I’avons vu dans le cas des systémes discrets, ces caractéristiques intrinséques aux structures
considérées dépendent a la fois des caractéristiques mécaniques (rigidité = module d’Young E
), géométriques (section S et moment quadratique par rapport a Z 1) et de masse (masse
volumiquep,,) Dans la suite de cette partie concernant les poutres, on considérera p,, la

masse volumique du milieu constitutif, et p la masse linéique ’apparente’ de la poutre telle
que p = % avec m,, la masse unitaire et S la surface de la section transverse. La masse totale

est donc m=p S L si les propriétés sont indépendantes de I’abscisse. Cette définition de masse
linéique apparente permet de traiter sans modifications complémentaires le cas de sections
constituées de matériaux hétérogenes (empilement de composites) ou bien le cas des sections

creuse spas exemple. [3]

Dans le cadre de la statique les équations des poutres quelconques peuvent se déduire,
via le Principe des Puissances Virtuelles (et pas le PTV car ici les grandeurs physiques ne
peuvent étre intégrées simplement dans le temps), de la formulation générale de 1’équilibre
statique des milieux continus. Dans le cadre de la dynamique ,la démarche est similaire. Elle
fait cette fois-ci intervenir les accélérations, c’est * a dire les variations dans le temps des
vitesses de déplacement des sections des poutres. Finalement, on peut également recourir ~ a

I’expression du principe de Hamilton ou aux équations de Lagrange. [3]

| -3-2-1)Equilibre a partir du PPV :

Dans un premier temps, on peut intégrer sur la section de la poutre la puissance virtuelle
développée par le terme d’origine inertielle des équations de la dynamique des milieux

continus :

L .
j p, R tdn = fo (P(X)[(ii — y®) (du — y8@) + vdv]ds

l ..
= f (P(x)s(x)iidu+< pl > B30 + p(x)s(x)vév)d]
0
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En substituant cette quantité dans le PPV, on aboutit aprés intégrations par parties en
temps et en espace aux équations d’équilibre dynamique des poutres droites (tableau 1.1-b).
Dans la suite, pour alléger les notations et lorsqu’il n’y aura aucune ambiguité, on notera les

valeurs des grandeurs physiques au point X; avec I’indice i, et au temps ¢; par I’exposant ( j)

[3]
| -3-2-2)équations de Lagrange :

Dans le cas des poutre droites, les équations de Lagrange peuvent étre établies de facon
génerale. Considérons le cas des poutres de Bernoulli pour lesquelles la rotation des sections
est directement égale a v'(x) la pente de la ligne moyenne, c’est-a-dire sans cisaillement
possible des sections (voir tableau 1.1). Dans nos poutres qui possédent comme composantes
du champ de déplacement u(x), v(x), et v'(x) , I’énergie cinétique, 1> énergie de déformation,

et le potentiel des efforts donnés conduisent a I’expression du principe de Hamilton : [3]
) fff L@, 0,t)dt =68 ft‘f( [ T8, 1, t) = Vo (G, )t ¥8T(x) C.A(0) et C.1(0)
T(4, 1, t)=T@wu,4,v,v,v,9,v,0)

w(d, , t) =wu,v,v,v")
T(4d, 1, t)=T(wu,v,v")
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1/ Champ C.A.-C.I.:
u(x,t) = ut(%,t),vx € 0Q,,Vt

{maw=w R

> >, v
u(x%6)=w ¥

1/ Champ C.A.-C.I.:
u(x;, t) = ul(t), vix;, t) = vi(t),
B, t) = Bf (1), vt

{u(x, t)=w,v(xt) =v,0(xt) =0 w7
u(x' tl) = ujlij(xl tl) = v]I (b(xr tl) = QJ

2/équilibre intérieur :

aO'l'j (J_C), t)

ax:_] +ﬁ(xl t) = pui(x) t)

2/équilibre intérieur :

IN(Z, t) d%u(x, t)

“ox T hED=STHE

AT (% t) 0%v(x,t)

ax +Py(x,t) —pST
OM(X, t)

< +T(x,t) +cz(x,1)

3/équilibre au bord :

o (X, )n; (X) = FA(%,t) VX € 0Q

3/équilibre au bord :
N(xi' t) = Nt(t)' v(xil t) = vt(t)l

M(xi' t) = Mt (t):

4/Loi de comportement :

0y (0, 1) = Lijia & (x, )

4/Loi de comportement :

du(x,t)

N(x,t) = ES
0x

N(x,t) = KGSy(x,t),

ov(x,t)
dx

(y(x,t) = — @(x, 1)
00 (x,t)

M(x,t) = EI
0x

Tableau 1.1 :Correspondances des équilibres dynamiques d’un milieu continu et d’une poutre

droite a plan moyen chargée dans ce plan[3]

La variation du lagrangien du systeme conduit donc a autant d’équations d’équilibre

intérieur qu’il existe de composantes du déplacement, et autant de conditions aux limites

cinématiques qu’il est nécessaire. Afin d’éviter des calculs trop lourds, nous allons appliquer

ceci successivement au cas particulier de la traction et de la flexion des poutres droites. [3]
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| -3-3) Vibrations libres d’une poutre en flexion simple :

Nous étudions plus spécifiquement les vibrations libres d’une poutre en flexion simple.
Afin de faciliter ’approche, les déformations de cisaillement seront négligées, ce qui est
justifié dans la plupart des poutres constituées de matériaux homogeénes. Dans ce cadre, la
flexion de la poutre se traduit par la rotation des sections droites autour de leur centre de
gravité. Ceci a pour effet de générer des déplacements des points de la section qui sont

proportionnels a 1’altitude de ce point. Il en résulte bien évidemment un déplacement de la

. : : . Sv(x,t : : .
ligne moyenne v(X, t ), mais aussi un déplacement u(x) = —y% Ceci est illustré sur la

82v(x,t)
Sx?

tableau 1.1 . En conséquence, seules la déformations de flexion €, = —y sont non

nulles. Le chargement appliqué sur cette poutre en flexion simple peut étre ponctuel ou réparti
(par unité de longueur, composé d’efforts et de moments, conformément a la représentation de
la figure (b) du tableau 1.1 . [3]

| -3-4) Modes et fréquences propres :

A)Poutre sur appuis simples :

La poutre considérée repose cette fois sur 2 appuis simples, comme indiqué sur la figure
1.10 . Les conditions aux limites cinématiques sont dites articulées. [3]

Dans ce cas, la prise en compte des conditions aux limites cinématiques conduit a

I’existence d’une infinité de pulsations propres. La n‘™ pulsation propre du systéme[3]

Y
n
i
i
I
I
1
14

(m,E,S5,Lp)

Figure 1.10 :Poutre droite sur appui simple.

Est:
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_n27r2 El _TLZ 2 El
Wy = 12 ps n mi3

La solution exacte de ce probléme est la somme des solutions particuliéres de rang n, et

s’écrit sous la forme :

- nmx
v(x,t) = Z sinT (A, cos(w,t) + B, sinw,t

n=1

Ou les A, et B, sont des constantes (incluant donc B;) déterminées grace aux
conditions initiales (a t = 0), Généralement, la vitesse initiale est supposée nulle(y(x) =
0= B, =0), et la condition sur les déplacements est prise proportionnelle a la déformée

statique ¢ (x) = cvy(x) . Ce type de conditions initiales conduit a une solution de la forme :

o]

o nmx
v(x, t) = Z smTAn (c,n) coswyt

n=1

c’est-a-dire definie a une constante multiplicative prés, les modes propres étant

également définis a une constante prés. [3]
B)Poutre bi-encastrée :

Dans le cas ou la poutre est bi-encastrée (figure 1.11), les pulsations propres ne peuvent
plus étre déterminées analytiquement du fait de la relation trigonométrique qui découle des

On considére dans ce cas

conditions aux limites cinématiques Cosal:cosh -

I’approximation suivante pour n >3 :

_ @n+Dm, |El ) +12n2 El
Wn = ( 21 ) ps_(n )4 ml3
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Figure 1.11:Vibrations libres d’une poutre bi-encastrée.

La solution générale des vibrations libres étant connue, un calcul d’analyse modale
permettra, par exemple, de connaitre facilement la réponse de la structure a une sollicitation
génerale. Par exemple, si la poutre étudiée est sollicitée en son milieu par une impulsion, les
modes propres pairs ne seront pas “actifs”, car le déplacement résultant ne pourra étre

qu’impair : pas de point d’inflexion au centre, sous la charge. [3]

C)Poutre encastrée-libre - méthode générale :

y
Y
ﬁ (Lp,E,S,I)
2 _._._.. x

figure 1.12:Poutre droite encastrée-libre en flexion.

Considérons la méme poutre en flexion, mais avec cette fois une extrémité x = 0
encastrée et ’autre extrémité X = | libre, telle que représentée sur la figure 1.11. Dans ce cas,

les conditions aux limites ne sont plus symétriques, ce qui rend le probléme plus complexe a

résoudre. [3]

Cherchons la solution sous la forme classique : v(x,t) = v(x)sinifwt) . Posons le

probleme de flexion propre sous forme dimensionnalité qui se déduit :
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X
=7
v

") =AY =0 avec .
P (x P(x Vi ¢(X)=T)

2 pSl4 _ 2m13

avec comme précédemment A* = w o o

, la longueur intervenant ici du fait de

I’adimensionnalisation des variables. Comme précédemment, si on cherche des solutions du

type P(x) = eP® , on aboutit a I’expression générale déja rencontrée :
Y(x) = Ay sin(A€) + A, cos(A€) + A3 sinh(A€) + A, cosh(A€)
ou en utilisant les fonctions de Ducan :

(1 (A&) = sin(A€) + sinh(A§)

{ c1(A¢) = cos(A€) + cosh(A¢E)
S, (A&) = —sin(A€) + sinh(A¢§)
¢ (A&) = — cos(A&) + cosh(A§)

l, P(x) = Bys;(A8) + B,y (AE) + B3s,(A8) + Bycy (AE)

Les solutions sont alors connues. Traitons par exemple le cas encastré-libre. Les

conditions aux limites cinématiques permettent de résoudre :

en x = 0 encastrement : y(x) = 0ety' =0 - B, =AB; =0

_ A moaN st ) @) (33) _ (0
enx =1 bord libre: ¢’ (1) =0 et Y "(1) =0 - [)\Cl(}\) ool (B2) = (0)
Pour cette derniére condition, la solution A = 0 n’est pas acceptable, car le déplacement
correspondrait a un mouvement de corps rigide. 1l faut donc avoir un déterminant nul pour ce

systeme, ce qui conduit a :

1

s;(D)s; (D) —c2(A) =0 & —cos(Al) = o Gl (LD

que I’on résout numériquement (figure 1.11). On trouve la premiére solution A; =
El . .- .. . R
1,8751 et w? = 12,36E . Quelles que soient les conditions aux limites, on arrive a une

équation de type semblable. Les pulsations propres de la poutre sont présentées dans le t

Tableau 1.2 pour différents cas de conditions aux limites. [3]
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—Ccos{Ax)

~0.2
~0.4
0.6
0.8
-1

Figure 1.13:Tracés des fonctions utilisées pour résoudre 1’équation (1) [3]

PulsationA,,

Conditions aux limites — F— — n>3
libre-libre 0 4,730 7,853 (2n — 1)% (aprox.)
libre-guidée 0 2,365 5,498 (4n — 5)% (approx.)
libre-articulée 0 3,927 7,069 (4n — 3)% (approx.)
guidée-guidée 0 3,142 6,283 n—Dm (exact)
guidée-articulée 1,561 5,712 7,854 (2n — 1)% (exact)
encastrée-libre 1,875 4,694 7,855 (2n — 1)% (approx.)
bi-articulée 3,142 6,283 9,425 nm (exact)
encastree -articulée 3,927 7,069 10,210 (4n + 1)% (approx.)
encastrée-guidée 2,365 5,498 8,639 (4n — 1)% (approx.)
bi-encastrée 4,730 7,853 10,996 (2n + 1)% (approx.)

Tableau 1.2 :Pulsations propres de vibrations d’une poutre uniforme pour différentes

El

conditions aux limites :w? = A*— = 2* mE—ll3[3]
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| -4 »La méthode des éléments finis :
| -4-1)Histoire :

C’est I’ingénieur américain Ray William Clough qui, semble-t-il, a utilisé le terme de
méthode des éléments finis le premier dans un article de 1960 intitulé The Finite Elément
Méthode in Plane Stress Analysais . Le mot rigidité (Stiffness) apparaissait dans le titre de son
article Stiffness and Déflection Analysais of Complexe Structures datant de 1956 (et coécrit
avec M. Turner, H. C. Martin et L. J. Topp).

Si on veut replacer tres brievement cela dans un contexte Clough Courant Zienkiewicz

plus global, on peut dire que 1’analyse des structures est née vers 1850.

La RdM, recourant au calcul manuel, était développée par Maxwell, Castigliano, Mohr.

Le concept d’éléments finis est né vers 1940, avec des figures comme Newmark, Hrennikoff

(1941), Mc Henry, Courant (1942)...

Son réel essor ne commence toutefois que dans les années 60 avec le développement du

calcul numérique sur ordinateur.

La méthode des éléments finis (MEF) prend ses origines dans le besoin de résoudre des
problemes complexes d’¢lasticité et d’analyse de structures en ingénierie civile et
aéronautique. Son développement remonte aux travaux d’Alexander Hrennikoff (1941) et de
Richard Courant (1942). Bien qu’utilisant des approches différentes, ces deux pionniers
partagent la méme caractéristique essentielle a savoir la discrétisation par maillage du
domaine continu en sous-domaines discrets, que 1’on appelle éléments. C’est Olgierd
Zienkiewicz de I’'Imperial College qui synthétisa ces deux méthodes en ce que ’on peut
appeler la méthode des éléments finis et qui fit la premiere formalisation mathématique de la

méthode.

Dans ses travaux, Hrennikoff discrétise le domaine en utilisant une analogie avec les
treillis, tandis que D’approche de Courant divise le domaine en sous-régions finies
triangulaires pour résoudre les équations aux derivees partielles elliptiques du second ordre
issues du probléme de la torsion d’un cylindre. On peut dire que la contribution de Courant
était une évolution s’appuyant sur un vaste corpus de résultats antérieurs pour les équations

aux dérivées partielles developpés par Rayleigh, Ritz et Galerkin.
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Le developpement de la méthode des éléments finis a veéritablement commencé au
milieu de années 1950 pour ’analyse structurale et aéronautique, et prit de ’ampleur a
I’Université de Stuttgart grace au travail de John Argyris et a Berkeley grace au travail de Ray
W. Clough Ray Clough est ¢galement I’un des pionniers du génie para sismique et s’est vu
décerné en 2008, a la World Conference of Earthquake Engineering en Chine, le titre de «

légende du génie para sismique » (“Legend of Earthquake Engineering”).

A la fin des années 50, les concepts clés de matrice de rigidité et d’assemblage
d’¢éléments existaient quasiment sous la forme actuelle. La NASA publia une demande de

propositions pour le développement du logiciel d’éléments finis NASTRAN en 1965.

La base mathématique rigoureuse de la méthode des éléments finis a été consolidée en
1973 avec la publication de Strang et Fix de An Analysais of The Finité Elément Méthode.
Elle a depuis été intégrée comme une branche des mathématiques appliquées a la
modélisation numérique des systemes physiques dans une large variété de disciplines. Pour
une discussion plus approfondie des apports et contributions relatives des différents pionniers

de cette méthode, on pourra se référer. [14]

Rayleigh Ritz Galerkine

Argyris Strang Fix

Génie mécaniques m’sila 18 /19 Page 22



Chapitre | Généralité et synthese bibliographique

| -4-2)Introduction

La méthode des éléments finis fait partie des outils de mathématiques appliquées. Il
sagit de mettre en place, a laide des principes hérités de laformulation
vibrationnelle ou formulation faible, un algorithme discret mathématique permettant de
rechercher une solution approchée d’une équation aux dérivées partielles (ou EDP) sur un
domaine compact avec conditions aux bords et/ou dans l'intérieur du compact. On parle
couramment de conditions de type Dirichlet (valeurs aux bords) ou Neumann (gradients aux

bords) ou de Robin (relation gradient/valeurs sur le bord).

Il s'agit donc avant tout de la résolution approchée d'un probléme, ou, gréce a la
formulation vibrationnelle , les solutions du probléme vérifient des conditions d'existence plus
faibles que celles des solutions du probléme de départ et ou une discrétisation permet de
trouver une solution approchée. Comme de nombreuses autres méthodes numériques, outre

I'algorithme de résolution en soi, se posent les questions de qualité de la discrétisation :

existence de solutions
unicité de la solution
stabilité

convergence

YV V V VYV V

et bien sOr: mesure d'erreur entre une solution discréte et une solution unique du

probléme initial.

La partie 2 va présenter le cadre général de la méthode des éléments finis, ainsi que le
cas pratique le plus courant considérant des équations aux dérivées partielles linéaires dont on

cherche une approximation par des fonctions affines.

La présentation en partie 3 est essentiellement physique, notamment mécanique. Elle ne
doit étre considérée que comme une présentation des éléments constitutifs de la modélisation
discrete utilisée en résistance des matériaux via la methode des éléments finis. C'est une
approche tout a fait valide, un bon exemple pédagogique. Elle apporte un biais certain quant a
une approche plus générale, du fait notamment de la linéarité supposée des matériaux. [15]

Génie mécaniques m’sila 18 /19 Page 23



Chapitre | Généralité et synthese bibliographique

| -4-3) Eléments de Poutre a deux Nceuds :

| -4-3-1)Equation générale des poutres planes :

v

A AR N

E_____F_Tv
=
I M —_—
H - = HE N
r K -~ = . , 3
\f
— Axe neutre
1
|I I'
i
|
| \
' I,k__J.I £ .
: |
e ol \H” B
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Figure 1.14:Déformation d’unepoutre en flexion.

Les sections droites d’une poutre en flexion restant droites aprés déformations (principe
de Navier-Bernoulli), I’étude des déformations longitudinales sur un trongon ABGH permet
d’établir une relation linéaire entre la déformation longitudinale et le rayon de courbure p . la

déformation a I’ordonnée y est égale a :

E'F' —EF
gxx = EF

Comme EF = CD et CD = C’D’, on déduit que :

_EF-EF _(p—y)dB—pdB _ y

F EF pdp p

Enfin et en combinant I’équation d’équilibre de la section a celle liant contrainte et

déformation, on retrouve la relation moment-courbure de la théorie des poutres :

L Oyx-Y-ds

s =-5(yds o221
7z P) y ........
O-XX_E'MZ s

Avec [; = fs y?.ds : moment d’inertie autour de 1’axe z (perpendiculaire au plan xy).

De plus et sous I’effet des charges extérieures, le point situé sur I’axe neutre a 1’abscisse
x subira un deplacement vertical v(x) et une rotation B(x ) . Par ailleurs et d’aprés la figure

(1.13) , on sait que ;
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dx = pdf = % = % mais également que 8 = Z—: ce qui permet de déduire :

1_d8 _dl
== T ¥

En égalisant (*)et (¥), les relations moment-courbure et déformation-courbure deviennent :

MZ dzv

1
p  El, dx?

d*v
Exx = T E =Yz
Sachant que I’effort tranchant correspond a la dérivée du moment fléchissant % =T,
. . d .
et que celle de I’effort tranchantl est équivalente a la charge répartie d—zy = —q,, ,0n obtient
finalement :
d°v
E. Izﬁ —Mz(X) ........... (£)
d3v

Les relations(£) et (¢)sont les formes les plus connues de 1’équation générale des poutres. [16]
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Figure 1.15 :Rotationet courbure.

| -4-3.2) Elément de poutre plane a 2 nceuds :

Soit un élément de poutre plane de longueur L , de section S et d’inertie I constantes et
dont le matériau a un module d’élasticité longitudinal E . Cet élément a deux nceuds destiné
au calcul des réseaux de poutres chargés dans leur plan fait appel a la théorie des poutres qui
permet de ramener le probléme tridimensionnel a un probléme unidimensionnel en
condensant ses caractéristiques au niveau de sa fibre moyenne. Chacun de ses nceuds possede

Vi

trois degrés de liberté u;v;et ‘;—x qui permettent de reconstituer les fonctions de déplacements

axial u(x) et transversal v (x). Ses caracteristiques sont donc :

e L :Longueur.
e E :Module d’¢lasticité longitudinal.
e S: Section axiale.

e |=I;: Moment d’inertie suivant I’axe z (perpendiculaire au plan xy).
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Figure 1.16:Elément de poutre plane.

Les inconnues étant les déplacements en i et en j, la premiére opération consistera a
. . . dv
exprimer ces champs de déplacement en fonction des valeurs nodales u;,v;,— et

dxl
w v, 2 116]

50V
A) matrices de rigidité élémentaire en repere local :

*Champ de déplacement axial u(x) :
u(x) = (1 —)l—().ui + <)l—().u]-

*Champ de deplacement transversal v (x) :

I’expression de v(x) sou la forme d’un polynome de degré 3 :

[ 1 0 0 0 |
o3 12 g 0 Zl'
_ 2 37| =3 - -1 i
v(x)={1 x x x}l_2 T |_2 T v,
2 1 -2 1|\

[E T
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Finalement :
Ui
3x2 3x3 2x2 x3 3x2 2x3 xz x3 :81'
O e I RS 19
B

C’est d’ailleurs grace a cette relation que certains logiciels arrivent a tracer la défor-
mée entre les nceuds. Ils calculent les valeurs de v(x) en certains points inter- médiairesl et
reconstituent ensuite la déformée. Ceci permet de se limiter a la géométrie de la structure et
donc de réduire le nombre de nceuds. [16]

*Champ de déformation :

le champ de déplacement complet de I’élément s’écrit :

(Ui

Y
\ﬁjJ

~ ()=

La déformation de la poutre résultant de la concomitance de la flexion et des variations

de longueurona:

du d?v

o Zax Y dn?

Le champ de déformation devient alors :

(Ui
Vi
. _{ 1 (6 12x> (4 6X) 1 6 12x 2 6x }<Bi>
«=UT ey U)o (_1_2+1_3)'y (T_1_2>'y .
Vi
kBjJ

Alors : €., = [B].{q.} [16]
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*matrice de rigidité élémentaire :

I’expression finale de la matrice de rigidité élémentaire : [16]

/N
STIRN
|
— | O
e
N——
<
—~—~—
—_
N
(o)}
—_
N
>
N————
<
/N
=
(o))
<
N————
<
—_— =
/N

1
6 12x 2 6%
Ef( ds,) ! __+_> <___) }dx
o ¢ 1 e )Y 17 1)Y

Se

Es 0 0 —$ 0 0
12El  6EL 12El  6EL
0 |3 |2 O - |3 |2
0 6I52L 4EI 0 6EZL 2El
K= . | | - | |
_TS 0 0 I—S 0 0
12El  6EL 12El 6EL
0 - EINTE 0 EEE

B) matrices de rigidité élémentaire en repere global :

L’¢lément de poutre plane possédant deux nceuds a trois degrés de liberté, la matrice
De changement de base s’écrit en vertu de : [16]

Génie mécaniques m’sila 18 /19 Page 29



Chapitre | Généralité et synthese bibliographique

Uiy cosd singd O 0 0 0 Uiy
vi| |—sin@ cos@ O 0 0 0] (v
B; 0 0 1 0 0 0| B
e =IRe] Qe & <0 ¢ . AU ¢
(0e) = [Rel- Q) 1%(] o o o cso sino 0|
"Il o 0 0 —sind cosg 0] |V
LBj \B;
0 0 0 O 0 0]
C)Vecteur Charges exprime en repere local :
J\\r
x
_/../'

A
Figure 1.17 :Elément de poutre plan echargé uniformément.

Considérant une poutre plane chargée uniformément, le vecteur charges {f,} se Réduit

a celui des forces nodales de surface soit :

l

(£} = f VY77 ds, = (£ = [NV {3 ax

€ 0
(13 3% (_%h
[EANE 2
F 2x%  x3 K
VA N = R T
_ ,z=f< l 12>{ }dx=< 12 {
by | do| 362 228 {774 _ 9!
M, ) 2 3 2
x?  x3 q,1?
Tt \ 12
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D’une maniere générale et dans le cas de forces orientées dans le sens y négatif, le
vecteur charges d’un élément de poutre plane soumis a un systéme de charges Transversales
est égal a l’inverse des réactions et moments d’encastrement de la Poutre bi-encastrée
subissant le méme chargement. [16]

D)Calcul des efforts internes en repeére local :

Une fois les déplacements en repére global connus, il suffit de calculer pour chacun des
éléments, les déplacements associes en repére local puis de les injecter dans la relation de

rigidité élémentaire pour obtenir les efforts aux nceuds correspondants. On a donc :

fNiW
T;
M;
iy = e o] - (5
Tj
\M; J
E 0 0 —? 0 0
12El 6EL 12El 6EL
O |3 |2 0 o |3 I—Z
Ny 0 6EL AEI 0 6EL 2El iy
T; |2 | |2 | Vi
Mi i
\N (= —? 0 0 ? 0 0 -<5j>_{fe}
T 12El  6EL 12El 6EL | |U
\M; J 0 - I’ - 2 0 E - ¥ \B;J
0 6II52L Z:EI 0 _6IEZL 4TEI

Avec :

{ge} = [Re] - {Qc}

{f.} : vecteur des charges nodales équivalentes au chargement appliqué sur la poutre. [16]
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| -5» Matériaux piézoélectriques :
| -5-1)Historiques :

Les premieres théories et observations de 1’effet piézoélectrique direct sont dues aux
travaux de Pierre et Jacques Curie présentés en 1880 sur les cristaux présentant une structure
asymeétrique. Gabriel Lippman a montré en 1881 que la thermodynamique impliquait
I’existence de ’effet indirect, mis en évidence de maniere expérimentale par les fréres Curie
I’année suivante. Les premieres applications seront des appareils de mesure en laboratoire
(balance de précision et générateur de charges utilisant I’effet piézoélectrique respectivement

direct et indirect). [4]

En 1910, Woldemar Voigt publie une étude rigoureuse des classes de cristaux

asymeétriques et de leur propriétés piézoélectriques . Pendant la premiére guerre mondiale. [4]

| -5-2) Définition matériaux piézoélectriques :

La piézoélectricité est la propriété que présentent certains corps de se polarisation

¢lectriquement lorsqu’ils sont soumis a une contrainte mécanique.

Ce comportement, spontané dans plusieurs cristaux naturels ou synthétiques tels que le
quartz ou le sel de Seignette, se manifeste a I’échelle de la maille cristalline: une action
mécanique provoque I'apparition d'un dipdle électrique dans chaque maille du matériau par
déplacement des centres des charges positives et négatives. C’est 1’effet piézoélectrique
direct.  Réciproquement, D’application d’un champ électrique induit une déformation
mécanique du matériau. C’est I’effet inverse. Comme le montre la figure 11.2, parmi les 32
classes cristallines, 21 sont non Centro symétriques (dépourvues d’un centre d’inversion) et

manifestent 1’effet piézoélectrique a 1I’exception du groupe ponctuel (432).[5]
| -5-3)Principales catégories de matériaux piézoeélectriques Cristaux :

Un certain nombre de cristaux présentent un comportement piézoélectrique ; on peut
citer le quartz, la tourmaline, le sel de Seignette , le sucre ... Ce comportement apparait dans
des cristaux présentant une structure asymétrique et des liaisons ioniques ; il peut étre decrit

en observant la figure (I1.1), qui représente une vue de la structure du quartz : [4]
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Electrodes ‘

Electrodes

Figure 1 .18: Coupe d’une cellule élémentaire d’un cristal de quartz sous 1’action d’un effort

mécanique
A)Effet direct :

Si on applique un effort, les contraintes mécaniques qui apparaissent dans le matériau
provoquent des déformation de sa structure cristalline et ainsi des déplacement relatif des
charges électriques des ions. Ces déplacements correspondent a une polarisation électrique
dans le matériau. L’état électrostatique (représenté par les champs électrique E et déplacement
électrique D, reliés a la polarisation P par du matériau est ainsi modifié par une action
mécanique : ¢’est I’effet direct. Dans le cas du cristal de quartz de la figure 11 .1, les centres de
gravité des charges positives et négatives sont confondus en I’absence d’effort extérieur. Sous
I’action de I’effort de compression, le centre des charges positives descend et celui des

charges négative remonte : un vecteur polarisation dirigé vers le bas apparait alors. [4]
B)Effet inverse :

Inversement, 1’application d’un champ électrique extérieur crée des forces
électrostatiques sur les charges électriques liées aux molécules du cristal, qui se déplacent les
unes par rapport aux autres, créant ainsi des déformations dans le matériau. Ainsi, 1’état
mécanique du matériau est modifié par une action électrostatique : ¢’est 1’effet piézoélectrique

inverse. [4]

La piézoelectricité est une propriété de certains cristaux. Un milieu cristallin est

composé de particules chargées. Dans un cristal, la piézoélectricité nait du décalage des
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barycentres des charges positives et négatives de la maille cristalline provoqué par la
déformation mécanique de cette maille. De ce fait la propriété de piézoélectricité est
fortement liée & la symétrie de la maille et une maille "Centro symétrique” (i.e. qui

posséde un centre de symeétrie) ne peut donner lieu a un cristal piézoélectrique.[6]

Sur les 32 classes cristallines, il en existe 21 non Centro symétriques, dont 20
sont piézoelectriques et dont 10 possedent une polarisation électrique en l'absence de
champ électrique appliqué et sont dites piézoélectriques (leurs moments dipolaires étant
sensibles a la température). Parmi les cristaux piézoélectriques on peut distinguer les
cristaux  ferroélectriques. La figure 1-18 présente un organigramme des cristaux

piézoélectriques. [6]

32 classes cristallines

11 centrosvmetriques 21 non centrosymeétriques
non piézoélectriques 20 piézoélectriques 1 non piézoélectrigque
10 pyroélectriques 10 non pyroélectriques
ferroélectriques non ferroélectriques

Figure 1.19:Organigramme des 32 classes cristallines

Certains cristaux sont donc intrinséquement piézoélectriques (comme le quartz).
D'autres, les  ferroélectriques, présentent des propriétés piézoélectriques si ils sont

préalablement polarisés. [6]
| -5-4) Propriétés générales des PZT :

Les céramiques sont des matériaux inorganiques, non métalliques obtenu suite a la mise
en forme d’une poudre et un traitement thermique a haute température. Elles sont trés dures
et tres rigides (supportent bien des tensions trés élevees), elles résistent a la  chaleur, a
I’usure, aux agents chimiques et a la corrosion. Leur principale inconvénient est la fragilité

(se casse facilement sous une sollicitation). [13]
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Les propriétés générales des céramiques découlent des propriétés de leurs liaisons
chimiques, de leur état (cristallin ou amorphe) et de leur microstructure : [13]

A) Liaisons chimiques :

Les éléments qui entrent dans la composition des céramiques sont liés entre eux par des
liaisons fortes, covalentes ou ioniques, et forment des ¢ composés hétéro polaires (anion et

cation). Les propriétes générales qui découlent de ces liaisons sont :

* Mauvaise conductivité de I’¢lectricité et de la chaleur par les céramiques. Donc on

les utilise comme diélectriques et comme isolants thermiques.

* Les céramiques ont des températures de fusion tres élevée due a la
forte stabilité des liaisons ioniques et covalentes. Donc on les utilise largement

comme matériaux réfractaires.
B) Microstructure :

La plupart des céramiques sont des matériaux poly cristallins, c’est a dire comportant
un grand nombre de microcristaux bien ordonnés (grains) reliés par des zones moins

ordonneées (joins de grains).

Gr:

Joint de grains

Pore

Figure 1.20 : Microstructure typique d’une surface céramique.
| -5-5) Certain Matériaux piézoélectriques :

Rapidement aprés la découverte de la piézoélectricité, plusieurs matériaux ayant

cette caractéristique ont été trouvés. Neéanmoins des nouveaux matériaux
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continuent a apparaitre, toujours avec des meilleures caractéristiques et performances.
Maintenant les matériaux, leurs présentations, leurs tailles, peuvent s’adapter a
leurs applications pratiques et non I’inverse comme on le faisait il y a quelques années.

C’est pour cela que les innovations dans le domaine de la piézoélectricité sont a 1’ordre du
jour. [13]

Les matériaux piézoélectriques peuvent étre soit des cristaux ou matieres minérales

naturelles, soit des créations de I’homme. [13]

» Cristaux naturels :
eBerlin ite
eQuartz
e Topaze

» Céramiques et cristaux fabriquées par I’homme
ePhosphate de gallium
e Titanate de barium
e Sodium tungstane
e Lithium niobate

eTitanate zirconate de plomb nommé PZT par ses sigles en anglais. Ses
propriétés piézoélectriques sont efficaces pour fabriquer des outils de type

capteurs ou actionneurs. Les plaques piézoélectriques que I’on a achetées aux Etats-

Unis sont en PZT.

» Céramiques sans plomb fabriquées par I’homme :

o Sodium potassium niobate
o Ferrite de bismuth
o Titanate de bismuth

» Polymeres (Substance composée de macromolécules comme
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e polyvinylide fluoride

La performance des différents matériaux est différente, leur prix et accessibilité sont
tout a fait inégaux. La plupart des matériaux sont encore tres rares, et par conséquence, trop
chers. Il n’y que quelques entreprises qui les fabriquent et distribuent. La
piézoélectricité reste encore un domaine qui se renouvelle chaque jour mais qui manque de
- 13 -recherche et d’investissement . C’est pour cela que dans notre pays presque tous les

matériaux piézoélectriques artificiels peuvent étre considérés comme inexistants[13]
| -5-6) Applications des Matériaux piezoélectriques :

On trouve d’ores et déja des éléments piézoélectriques dans des bien des applications

industrielles : [20]

o Dans des capteurs de pression, d’effort, ou d’accélération ou I’effet direct est
utilisé : la linéarité et la sensibilité (tensions détectables méme pour de faibles

efforts) sont mises a profit.

o Des émetteurs ultrasonores utilisent I’effet indirect ; en particulier on peut citer
’utilisation comme émetteur dans les systémes sonar, premicre application de
I’effet indirect proposée par Langevin en 1915. Des éléments piézoélectriques
sont également utilisés pour détecter les ondes sonores dans 1’eau, ou leur
impédance mécanique et leur sensibilité fait de trés bons hydrophones. On peut
aussi utiliser ce type de systéemes en imagerie médicale (échographie). Ces
systémes sont aussi utilisés dans 1’air et maintenant répandus jusque dans les

pare-chocs de certaines voitures (improprement appelés radars de recul).

o Le rendement et la puissance des émetteurs peuvent étre tres élevés si on les
utilise a leur résonance mécanique ; on le trouve dans des applications comme
le nettoyage a ultrasons (les ondes de pression émises dans un liquide
provoquent de la cavitation a la surface de la piece a nettoyer), la soudure par
ultrasons (ou les vibrations a I’interface entre deux pieces créent de la chaleur),
la destruction de calculs rénaux et tumeurs cancéreuses (ou on focalise des
ultrasons sur la partie a détruire), le détartrage des dents (ou I’outil du dentiste

vient gratter la surface des dents) ...
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o On peut aussi utiliser des éléments piézoelectriques comme haut-parleurs
d’aigu (tweeters & pavillon avec élément céramique) ou large bande (ou la
membrane du haut-parleur est un film PVDF) ; ils ont un meilleur rendement
que des haut-parleurs électrodynamiques mais une qualité souvent réduite, du

fait de la présence de résonances mécaniques.

o On utilise des ¢léments piézoélectriques dans des circuits d’horloge (montre a
quartz) ou les oscillations mécaniques a haute fréquence d’un petit élément
piézoélectrique (souvent appelé quartz) sont couplées a un circuit qui compte
les oscillations ; 1’oscillateur ainsi constitué est tres stable et constitue

I’horloge de nombreux circuits électroniques.

o On peut également réaliser des gyroscopes piézoélectriques ; un élément
piézoélectrique est mis en vibration par effet indirect ; puis 1’effet direct est

utilisé pour mesurer les variations de ces vibrations liées aux effets de Coriolis.

o Dans certains transformateurs, on utilise les vibrations d’un bloc de matériau
piézoélectrique pour abaisser une tension ; le bloc est mis en vibration par le

circuit primaire

*

% et I’énergie des vibrations est récupérée pour alimenter le circuit secondaire, avec une

tension différente.

o Dans les briquets dits “électroniques”, les hautes tensions générées par un choc
ou une pression importante sur une céramique permettent d’obtenir une

étincelle.

o On utilise des éléments piézoélectriques pour des applications de micro-
positionnement dans des microscopes, de contréle de déformation dans des

optiques adaptatives, ou de contréle de vibrations

o Dans des moteurs piézoélectriques, ou moteurs a ultrasons, on utilise un
éléments piézoélectrique pour produire des ondes de surface dans une piéce
métallique au contact d’une autre ; suivant la nature des ondes les points de
contact vont se déplacer et provoquer le mouvement relatif des deux pieces. Ce

type de moteur est utilisé dans certains dispositifs autofocus d’appareils photo ;
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ses avantages sont d’étre bloqué a I’arrét et d’avoir la forme d’un anneau

monté autour de I’objectif.
% D’autres applications font actuellement 1’objet de développements :

o On envisage de récupérer 1’énergie de vibrations mécaniques sous forme

électrique : on parle de piézoélectrique énergie harvesting

o La miniaturisation croissante fait que les procédes de fabrication permettent
d’intégrer des ¢léments piézoélectriques directement sur des circuits intégreés ;
puis les échelles ont diminué jusqu’a ce que 1’on parle de MEMS et NEMS
(Micro et Nano Electro Mechanical Systems ) ; ils sont toujours utilises
comme capteurs ou actionneurs, mais [’application finale peut différer
completement ; on peut ainsi créer de nouveaux capteurs physiques ou

chimiques , ou encore des filtres électroniques.

o Un effort est en cours pour réduire les colts des capteurs piézoélectriques, en
utilisant des films PVDF par exemple, et pour les adapter a des cas spécifiques
. écrans ou capteurs tactiles par exemple ; en imprimant des électrodes

adaptées on peut réaliser différentes fonctions .
| -5-7) Types et synthese des matériaux piézoélectriques :

Les matériaux piézoélectriques sont synthétisés sous différentes formes en utilisant

différentes techniques :

e Les céramiques: ce sont généralement des solutions solides de structure pérovskite
dans un systéme binaire ou ternaire. Actuellement des raisons environnementales, des
recherches intensives sont axées sur 1’élaboration des solutions solides sans plomb de

structure pérovskite ayant des propriétés comparables a celles de PZT.[10]

e Les polymeres : I’effet pi¢zoélectrique dans le polymére synthétique, Polyvinylidine
Difluoride (PVDF) (-CH2-CF2-)n et ses dérivés sont couramment utilisés dans
I’industrie [11].

e Les cristaux : ce sont genéralement des oxydes ferroélectriques qui possédent des
structures en domaines. On distinguera alors les monocristaux mono domaines et Poly

domaines selon qu’une ou plusieurs directions de polarisation coexistent dans le
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cristal. Les propriétés d’un monocristal piézoélectrique sont optimisées en jouant sur
la composition chimique, 1’orientation cristallographique et la structure des domaines
ferroélectriques. Les coefficients piézoélectriques les plus élevés sont obtenus pour les
cristaux poly domaines de BTNN (BaTiNaNbO3), Pb (Mgl/3Nb2/3)1-xTix03),
(PMN1-xPT, x=0,35) et Pb (Zn1/3Nb2/3)1-xTixO3 (PZN1-xPT, x=0,08) de symétrie

rhomboédrique orientés suivant la direction [001][12]

e Les composites : ce sont des céramiques massives divisées et plongées dans une
matrice non piézoélectrique (une résine). Ces matériaux possedent des performances
plus intéressantes, par rapport, a leurs meilleurs coefficients de couplage
électromécaniques couplés avec leurs impédances acoustiques plus adaptées

permettant une bonne résolution en imagerie médicale. [10]
| -5-8) Equations de la piézoélectricité :

La piézoélectricité est un phénoméne de couplage entre les grandeurs électriques
(champ électrique E, déplacement électrique D) et les grandeurs mécaniques (contrainte T,
déformation S). Elle peut étre décrite mathématiquement a partir d’un modele
phénoménologique faisant intervenir des potentiels thermodynamiques. L’ensemble des
équations décrivant ’effet piézoélectrique dépendent alors du choix de la grandeur
thermodynamique et des variables indépendantes utilisées . Dans le cas d’un matériau
piézoélectrique sous des conditions adiabatiques et isothermes, la fonction de Gibbs élastique

G1est définie comme: [7]
1. 5 Lot
G1 = E (Sijkl Tij Tkl + 2gnij Dn Tij) + E an Dm D“

ou g est le coefficient piézoélectrique de tension, s est la compliance élastique et B est
I’inverse de la permittivité. Les variables indépendantes sont la contrainte T et le déplacement
électriqgue D. Les équations linéaires de la piézoélectricité sont obtenues en dérivant

I’équation comme suit :

( G,

J Sij = — B_TU = Sijii Tia + 8nij D
9G,

LEm = aD,. = BrTrm Dy — 8nij Tjj
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Ou S est la déformation relative et E est le champ électrique. Il existe d’autres
représentations des équations linéaires de piézoélectricité qui Dérivent d’autres grandeurs
thermodynamiques[8] . L’ensemble de ces équations sont données avec des éléments des
tenseurs notés de maniére condensee en utilisant les conventions de Voigt schématisée figure

— QD _GE
_{Sp = SpqTq + 8pm Dm {Sp = SpqTq + dpm Eny

1.20
En = B;an Dyh = 8pm Tp D = S;an E, - dpm T,

{Tp = CpgSq + €pm Em {Sp = CpqSq + hpm Dy

Em = ehnEn — €pmSp Em =B. Dn—hpmS,

O*Indique que la grandeur considérée est a x constant ou nul

Les parametres des équations sont des tenseurs en raison de la dépendance
directionnelle des propriétés du matériau (anisotropie). Les couples des indices (m, n) et (p.
q) varient entre (1 a 3) et (1 a 6) respectivement. Les coefficients élastiques ¢ et s sont des
tenseurs d’ordre 4 constituant une matrice (6x6). Les grandeurs électriques € et  sont des
tenseurs d’ordre 2 représentés par une matrice (3x3). Quant aux coefficients piézoélectriques
d, e, et h, ils sont des tenseurs d’ordre 3 et forment une matrice de (3x6). Le nombre des

éléments de ces tenseurs peuvent étre réduits par des considérations de symétrie.[7]

—>
sation

—

6

Po
N
V

Figure 1.21: Notation tensorielle utilisée dans les équations. (I’axe de polarisation est 3)
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A titre d’exemple, pour une céramique ferroélectrique polarisée suivant I’axe 3 mais
dont I’orientation des cristallites ne présente pas de direction privilégiée, la symétrie est de
type (comm) et les matrices des coefficients piézoélectriques, diélectriques et élastiques sont

réduites a :

0 0 0 0 (.0

dij: O 0 O d15 0 0
dll d22 d33 0 0 O

&11 0 0
Eij = [ 0 &11 0 ]
0 0 €33

Cu Cp Cp O
Co Cy Cy O

Cs Cu Ci O
Cijz 0 O 0 Cus
0 0 0 0 ¢,

o O O o
o O O o o

0 0 0 0 O —C“;C“

Ces coefficients seront utilisés pour la modélisation des propriétés piézoélectriques des

céramiques polarisées.
| -5-9)Modes de la reponse piézoélectrique :

Un matériau piézoélectrique, excité par un champ électrique alternatif de faible
intensité (quelques volts /cm) et de pulsationw , se déforme en générant une onde acoustique
de méme pulsation: plus explicitement, lorsque w est égale a un mode propre de résonance
du matériau, une résonance est induite. Cette résonance électromécanique dépend de la
géométrie de 1’échantillon, de la direction du champ d’excitation E et de la polarisation. La
caractérisation d’un résonateur piézoélectrique nécessite différentes géométries avec des
dimensions bien définies, afin de contraindre la vibration dans une direction spécifiée et

d’assurer la séparation des modes de résonances (tableau. 11.1)[9]
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Mode de vibration

Dimensions

Constantes musseérs

Mode longitudinal

- — | —

W

LT T

L
Y

Déformation

|

l>5(1)1,l>5(l)2

T
k33, ds3, g33, €33,

S oD oE
€33,9533,933, 033

Mode radial

—

=

20t < d

T
k, ,dz1, €33,

E E
Sll’ 512

Mode en épaisseurs

4 L "
L IV ”

—

|

10t < w1 ,10t < ()
Pour un disque (20t < D)

S
ke, e33, h33 €33,

14 E
€33, €33, Q¢
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Mode de cisaillement

T
kis,d1s, 915, €11,

nw _

=~

S <D D
€11, 555, Cs5,

wq et wy > 10t

E E
Sss5,C55, Q15

Mode transverse au latéral

'.-" - k31, d31, 931, €33,
'// —
) . '

[>10t ,w > 3tetl>w

D cE
S11p511; Q31

Pour un disque (20t < D)

Tableau 1.3: Modes de résonance fondamentaux pour matériaux piézoélectriques.

La caractérisation des matériaux piézoélectrique dépend : la géométrie, les dimensions
de D’échantillon et la direction de polarisation (axe 3 toujours perpendiculaire aux électrodes

grisées), sont des éléments déterminants pour sélectionner les modes de vibration[9]
A)Couplage électromécanique :

Le couplage électromécanique définit la capacité d’un matériau piézoélectrique a
transformer 1’énergie électrique en énergie mécanique et réciproquement. Il n’est pas relié aux
pertes ni au rendement mais traduit plutdt une adaptation entre ces deux formes d’énergie du
matériau. Le coefficient de couplage est obtenu a partir d’une étude thermodynamique du
systeme considéré comme linéaire en négligeant les effets thermiques. Il peut s’écrire sous la

forme suivante : [9]

2
K energie electrique fornnie(E et D) dans la derection j

energie mecanique transformée (S et T)dans la direction i
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kizj varie suivant la forme de I’échantillon et le mode de vibration provoqué (tableau 1.3) et

dépend des coefficients élastiques, diélectriques et piézoélectriques. Les expressions du

facteur de couplage pour les cing modes de résonance piézoélectrique sont : [9]

- d
e mode longitudinal : k3 = —=
1’5§3+€r3r3
. __ds;
e mode transverse : ks, =
,fS]i:1+€§3
e mode radial : k, =k 25T)
P 31ysk +sE,
AnAai . _ €33
e mode en épaisseur : k. =

.. d
e mode de cisaillement : kg = —2

[T cE
€11-S55

B)Facteur de qualité mécanique :

Ce facteur caractérise les pertes mécaniques dans le matériau. Il peut étre écrit de la

maniére suivante : [9]

energie maximale emmagasinée pendant une periode

m énerge dissipée pendant une periode
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Chapitre 11 Analyse semi-analytique d’une poutre avec éléments piézoélectriques

Il -1 »introduction :

Dans ce chapitre, un modéle semi-analytique de poutre stratifiée avec éléments
piézoélectriques est proposé. L’intérét d’un tel modele est en premier lieu 1’écriture d’un
probléme simplifié ou des parametres physiques peuvent étre facilement dégagés. En second
lieu, il permet d’obtenir une écriture réduite du probléme, sous formes de modes ; dans
I’écriture de chacun des modes apparait naturellement un coefficient de couplage
électromécanique. Ce coefficient joue le méme réle que celui défini pour le matériau seul au
chapitre 2 ; la différence est qu’ici son expression tient compte du couplage entre la structure

et les éléments piézoélectriques.(dans toute information de cette chapitre référencé par [4])
Il -2»Formulation géenerale :

Ce chapitre vise tout d’abord a exposer les principales étapes qui meénent a
I’établissement des équations dynamiques qui gerent les états élastique et piézoélectrique
couplés d’une poutre stratifiée munie de pastilles piézoélectriques, éventuellement couplées a
un circuit électrique. Ces équations dynamiques font intervenir les grandeurs généralisées

classiques qui sont :

e [’effort N de traction compression dans la poutre,

e |e moment M de flexion dans la poutre,

e la différence de potentiel V}, aux bornes de la k-ieme pastille,

e lacharge Q; a la surface de I’'une des électrodes de la k-iéme pastille (la charge

est considérée la méme sur les électrodes supérieure et inférieure).
Il -2-1) Géométrie :

La figure I1I.1 décrit le systeme : la poutre est composée de N couches, chacune d’elles
étant constituée d’un matériau homogene isotrope transverse, piézoélectrique ou non. L’axe X
est ’axe de la poutre, c’est-a-dire la direction d’élancement de la géométrie et ’axe z est

normal au plan des couches. Les caractéristiques sont les suivantes :
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[V | zN—1zN

.Iri'k

= 2
By

=l b

L

Iy

Ti—1

Tron. i — 1 Tron. i Trongon i 41

Figure 11.1: Systeme de coordonnées, numérotation des couches et des troncons de la

poutre stratifiée

> La k-iéme couche est située entre les cotes z = zx_; et z = zx , son épaisseur
est notée hy = zx — zx_1 et sa masse volumique pg

» Plusieurs trongons sont considéres suivant la direction x : le i-iéme est situé
entre les abscisses x = x;_; et x = x; , et a Iintérieur de chaque trongon, les
quantités materielles et géométriques sont uniformes pour chaque couche (leur
épaisseur, les constantes de la relation de comportement. . . ). La longueur du i-
ieme trongon estet l; = x; —x;_1 1.

» Lalargeur de la poutre (suivant I’axe y) est notée b

L’origine O du repére est choisie dans le plan de symétrie suivant y de la poutre (de

sorte que y € [—b/2; b/2]), a une extrémité suivant X, la poutre étant située du coté des x
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positifs (x € [0; 1], avec [, la longueur totale de la poutre). La cote de O est choisie en

fonction d’éventuelles symétries verticales.
Il -2-2) Hypotheses mécaniques :

La cinématique de la poutre utilisée est une extension au cas des poutres (milieu élancé
unidimensionnel) de la théorie classique des plaques stratifiées Les hypothéses principales

sont les suivantes :

Figure 11.2: Champ de déplacement de la poutre en traction / flexion

e la poutre est un milieu mince, ¢’est-a-dire que 1’épaisseur est trés faible devant la
longueur totale de la poutre .

o les effets de bord sont négliges .

e les couches sont parfaitement collées les unes aux autres si bien qu’un éventuel
délaminage entre couches n’est pas pris en compte ici .

e les modules d’¢élasticité des différentes couches sont du méme ordre de
grandeur .

e les déformations de cisaillement transverse ¢,, = ¢, sont négligeables. A partir

de ces cing hypothéses, on suppose que.

hypothese 1 :

toute section normale et droite (a travers toutes les couches) reste normale, droite et
indéformable. C’est une généralisation des hypotheses d’Euler-Bernoulli au cas d’une

poutre stratifiée.
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De plus, en supposant que :

e le chargement extérieur de la poutre est contenu dans le plan (x, z) .

e les déformations des pastilles piézoélectriques suivant la direction y sont négligées (la

poutre ne s’incurve pas autour de son axe).

Hypothése 2

les déplacements suivant la profondeur y et la dépendance des variables en y est

négligée.

Si les coordonnées de tout point M de la poutre sont notées (X, Y, z), on obtient le

déplacement de ce point M par :
Ux,y,zt) = (u(x, t) — ZZ—(:(X, t)) x+ w(xt)z (nr.1)

ou (u, w) sont les composantes du déplacement de tout point de coordonnée x de la ligne

moyenne (voir figure 111.2).

La composante normale des déformations suivant x est alors :

2
=2 _Z2%  an.2)

Eox = ox dx?

En considérant la encore que la poutre est élancée,

Hypothese 3

on suppose que la contrainte normale suivant ’axe x de la poutre est prépondérante, si

bien que gy, K 0y, 0,, K 0y, SOit encore :

oy =0, =0 (lll.3)
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Chapitre 11 Analyse semi-analytique d’une poutre avec éléments piézoélectriques

11 -2-3) Hypotheses électriques :

Electrodes =< l
@ v

(A R AL R R R LR R LR R R R R R LR R RS

E

_L?

Figure 11.3: Pastille piézoélectrique métallisée : champ électrique E, charge électrique Q
contenue a la surface de 1’électrode supérieure, différence de potentiel V aux bornes de la

pastille.

Hypothese 4

Le potentiel électrique dans un élément piézoélectrique dépend linéairement de z

Cela a pour conséquence gue le champ électrique est orienté suivant z et constant :

ov
E=—grady = —a—ZZ

Il -2-4) Réduction de la loi de comportement :
la relation de comportement de la k-iéme couche sera notée :

01 = k&1 — e k3
{Ds = ey + & k3 (n-3)

ouo; , D3 , get E5 sont des fonctions de (X, z, t) et ¢, e, , & sont les constantes

réduites du matériau de la k-ieme couche.

Il -2-5) Grandeurs généralisees :
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» On définit tout d’abord la force de traction et le moment de flexion de la poutre par :

] 02 -
N =A>~B~=+ Siep B Vk e
] 02 '
M =B~ —D=—+Yep O, Vg

ou P est un ensemble d’entiers contenant les numéros des couches piézoélectriques et :

Les grandeurs N, M, u et w sont des fonctions de (x, t), Vx est une fonction de t uniqguement
et les parametres A, B, D, &, et ©, sont des fonctions constantes par morceau de x (elles

varient d’un trongon de poutre a 1’autre).

> Lacharge Q,de la k-ieme pastille est par définition la quantité de charges électriques

libres contenues dans 1’une des électrodes , on obtient :

_ = X=x; dw ¥ =%i
Qi = —Z[u] + 0 [ 2= CeVie (11 .5)

X=Xi-1 x=x;_1
=x;_

ou Ck est la capacité du condensateur électrique équivalent a la pastille piézoélectrique sans

déformation, definie par :

bl, S,

CKZGkh—k—EkE

Avec l; = x; — x;_1 la longueur de ’¢électrode, longueur du i-iéme trongon de la poutre, et S,

I’aire de la surface de 1’électrode.

Pastille piezo.

) Circuit B, (1) TC
clectnque | <—<—~

Structure
Piezo Circuit

Figure 11.4 :Equivalent électrique de la pastille piézoélectrique
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Chapitre 11 Analyse semi-analytique d’une poutre avec éléments piézoélectriques

e 1’équation (Il .5) montre que chaque pastille (disons la k-ieme ) est équivalente du
point de vue électrique & un condensateur de capacitéCy en série avec une source de
tension de force électromotrice E), (figure 111.4) :

V() = B () + &2 Avec :E, () = £ [u]iZh |~ %[
Ck Ck =1 Cyx Lox dy=y, ;

e dans les équations (111.4), le terme B est directement lié¢ a la non-symétrie dans
I’épaisseur de la poutre stratifiée : il couple les mouvements longitudinaux au moment
de flexion et les mouvements de flexion a 1’effort normal.

e les équations (Il .4) représentent ’effet piézoélectrique inverse, c¢’est-a-dire que des
différences de potentiel V, aux bornes des pastilles piézoélectriques modifient 1’état
mécanique de la structure, représenté par 1’effort normal N et le moment de flexion M
En terme de sens, lorsque e3; > 0, une différence de potentiel V,, positive produit un
raccourcissement de la pastille lorsque celle-ci est libre.

e [I’¢quation (Ill.5) représente D’effet piézoélectrique direct, c’est-a-dire qu’une
déformation de la structure, représentée par les déplacements longitudinal u et
transversal w, modifie les charges électriques Q; des pastilles piézoélectriques. En
terme de sens, une élongation de la pastille produit une différence de potentiel
négative (V < 0) en circuit ouvert (a charge Q; nulle) ou un amoncellement de charges
négatives (Q < 0) sur I’électrode supérieure en court-circuit (V,, = 0)

e es équations (111 .4) et (111 .5) font apparaitre les coefficients A ,B,D, &, ©, et Cx de

maniére symeétrique :

a—uou[u]x'
N A B —_ —_ OX Xi-1 N
M b P 2 i
M B D @ @ | 02, _ ow
_Ql =| = @1 Cl 0 X aX X
i ' v,
_QP :AP @P 0 CP
V.,
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Chapitre 111 Equation genéral de couplage électromécanique

Le comportement électromécanique couplé du milieu piézoelectrique peut étre décrits
avec une précision adéquate par des équations constitutives linéarités Ces linéaire équations
piézoélectriques sont utilisés pour étudier les comportements a la fois de la piézoélectrique
capteurs et actionneurs. En supposant que les forces mécaniques et électriques soient
équilibrées a tout moment, la forme générale des équations piézoélectriques linéaires s'écrit
[17]:

D =¢e!S+¢E
T =cS—eE (1..1)
ou,

> D: vecteur de déplacement électrique (charge par unité de surface),
T: vecteur de stress,

S: vecteur de déformation,

E: vecteur du champ électrique,

e: matrice de constante piézoélectrique,

&: matrice diélectrique a déformation constante

YV V. V V V V

c: matrice d'élasticité a champ électrique constant.

Les relations pour les champs mécaniques et électriques dans le les moyens sont

piézoélectrique comme suit [17]:
S=1Lu
E=-Vp (111.2)

Ou Est-ce qu'un opérateur différentiel reliant le vecteur de déformation au déplacement

vecteur u, et @ est le potentiel électrique.
Pour dériver 1’équation dynamique du systeme, une fonction énergétique I1 est

défini comme:

M= L utp,dv — Is utPedS —u, P, — IS 0 odS (1. 3)

1 2

Ou H Sien la densité d'énergie définie comme [19]:
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Chapitre 111 Equation genéral de couplage électromécanique

H=-S"cS —E"eE — STeE (111.4)

P, et Pg sont les vecteurs respectifs des forces du corps et de la surface appliquées au
volume V et surface S; , P. est le vecteur des forces concentrees et o est le charge de surface a

la surface S, .

En utilisant le principe de Hamilton avec I'approximation par éléments finis, on peut
obtenir les équations dynamiques d'éléments finis du support piézoélectrique. Le principe de

Hamilton est exprimé comme suit:
6ftt12(T —Mdt =0 (111.5)

Ou I’énergie cinétique T peut étre donnée comme :

T = %L puludv  (111.6)

Ou p est la masse volumique, u est le vecteur vitesse. Maintenant, en utilisant (111.6),

I'équation (111.5) peut étre réécrit comme:
§ [ Ndt =6 [?Tdt= — [* | psutiidV dt (11.7)
t1 t1 t1
Lors de l'utilisation de I'intégration par piéces avec des conditions aux limites
appropriées pour I'énergie densité H, on peut montrer que :
6H = 6STT — SE™D (11.8)

L’approximation par éléments finis, sous forme générale, pour le déplacement et le

potentiel électrique est écrit comme:
U = Ny,

ber = Ny @; (111.9)

Ou u,; et ¢,; sont le vecteur de déplacement et le potentiel électrique appartenant a
I'élément fini. Dans I'équation (111.9), u; et ¢; le déplacement nodal et vecteurs de potentiel
electrique, et N,, et N, sont les matrices de fonction de forme pour la déplacement et champs

électriques , respectivement. En consequence, Eq. (111.2) peut étre reécrit comme:
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Chapitre 111 Equation genéral de couplage électromécanique

Sel = [LNu]ul = Buui
Ee = —[VNy]®: = —By9; (111.10)

Utilisation de I'équation (111.10) avec Eqg. (111.5) donne les équations dynamiques pour le

piézoélectrique milieu apres I'assemblage:
My i+ Kyu+ K@ =F (1nr.11)
Kguu — Kgp® = G (11.12)

Ouu, @ , F et G sont le déplacement nodal global, le potentiel électrique, la force et
vecteurs de charge appliqués, respectivement. Les matrices et vecteurs de I'élément fini dans

les équations (111.11) et (111.12), on trouve ce qui suit:

[Muu]el = J. pNENudV, [Ku(D]el = f BE € B(Z)dv 1

Vel Vel

[Kuu]el = [ I BE C BudV] ) [K@q)]el = -[ B;g € B@dv

Vel Vel

Gelz—j Ng ods ,F = .[ NI P, dV + j NIPs ds + NIP. (111.13)

S2g| Vel Stel

Comme il n’ya pas de charge appliquée sur le capteur piézoélectrique, c’est G =0 pour

la couche de capteur, la sortie du capteur peut étre écrite depuis

Eq. (111.12) comme:

0 = Kyy Kpy (111.14)

La relation entre la tension appliquée et la charge pour est donnée par:
G =cpV (111.15)

OUl cp est la capacité du matériau piézoélectrique. Equations de substitution (11.11.12) et

(111.15) en Eq. (111.11) donne I'équation pour la couche d'actionneur comme suit:
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Chapitre 111 Equation genéral de couplage électromécanique

My it + et + [Ki KugKpg KouJu = F + cpKyoKpg V (111.16)
Ou ¢, est la matrice d'amortissement proportionnelle supposée étre:
C =AMy, + BKyy (111.17)
Ou a et B sont les coefficients de Rayleigh.

En equation (I11.16), la tension peut étre utilisée comme tension de retour vers
l'actionneur couche. L’entrée dans le controleur est prise comme la dérivée temporelle de la
sortie du capteur piézoélectrique (@) et la sortie du contrdleur est renvoyée a la actionneur
piézoélectrique (V). Dans I’hypothése d’une loi de retour négative pour le contréleur et en

utilisant Eq. (111.14), la tension de retour vers I'actionneur est obtenue comme suit:
V=-KQ =—K Kyj Kg, 1t (111.18)

Ou est la matrice de gain de rétroaction constante qui peut étre déterminée pour

différents types de contréleurs.

Utilisation de I'équation (111.18) dans I'équation (I11.16) donne I'équation du mouvement

pour le fermé systemes de boucle
My, it + [y + cp KupKpo K Ko Koo |t + [Kuu + KuoKpg KouJu = F - (111.19)

Pour les méthodes de controle linéaires dans 1’espace des états telles que LQR, LQG et
H*, la I'équation du mouvement doit étre écrite sous la forme d'un espace d'état. Pour
convertir I'équation (I11.16) en sous forme d’espace a états, les vecteurs de force et de tension

de réaction s’écrivent d’abord comme suit:
V =D,v (111.20)

Ou Dy et D, sont les matrices de position pour la force et la tension. Maintenant, Eq.

(111.16) est exprimé sous la forme d'un espace d'états:
z=Az+ Bv

y=Cz+Dv (111.21)
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ou A, B, C et d Ose I'état, I'entrée de I'actionneur, la sortie du systéme et directe
matrices de transmission, Z et définissez les vecteurs d’état et de sortie systéme. L'état les
matrices z et de vecteur A et B se trouvent sous la forme:

u 0 1 0
7Z=1. ,A=[ R _ ],B=[ - - ] 111.22
[u] _MuulKuu _1\4uu1 Cuu MuulCPKu(Z)K(D(Z)lK(Z)uDv ( )

Ou | est la matrice d'identité, et K, est défini comme:
Ky, = Ky + KuoKpg Ko (111.23)

Les lois LQR et LQG peuvent étre appliquées a I'équation. (111.21) pour trouver le gain

optimal matrice K. Un contrdleur PID peut également étre congu en utilisant soit Eq. (111.16)
ou (111.212).
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Chapitre IV Simulation numérique

V-1 » Introduction :

Le chapitre qui suit sera une simulation numérique d’une poutre en aluminium avec
une couche piézoélectrique, Le piezo utilisé est: PZT5A ,avec un logiciel congu
specialement pour étudier le comportement mécanique de toute structure.La simulation
permet d'une part de comprendre les phénomenes internes en accédant aux mécanismes
internes qui les régissent et d'autre part d'appliquer les connaissances des structures dans des

nouvelles configurations .
V-2 » Présentation de ANSYS :

Pour déterminer le couplage électromécanique entre la structure de base (poutre) et la
couche piézoélectrique le code ANSYS a été adopté. Ce code général de calcul est basé sur la
méthode des éléments Finis et concu pour l'analyse des structures. Il permet de traiter des

problémes d’interaction mécanique — €électrique .
IV-3» Fréquences et modes propres de poutre sans piézo :

V.3 .1) définition de la géométrie du modele :

La poutre proposée est des dimensions(figure 1V.1)

Encastrement

libre 2mm

M 30 mm

500 mm

Figure IV .1 : géométrie de la poutre étudiée
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1VV.3.2) Définition des donnees caractérisant le modele :

Le tableau IV .1 montre les propriétés mécaniques de la poutre considérée:

Module Young E(Pa) 68*10°
Coefficients de Poisson v 0.33
Masse volumique p(Kg/m3) 2692

Tableau IV.1 : propriétés mécaniques de la poutre de basse

IV.3. 3)Choix d’élément :

L'élément SOLID5,3 (figure 1V.3)de la bibliotheque ansysapdl permet de modéliser la

structure mécaniques de base (la poutre). L’élément SOLIDS posséde 8 nceuds et 3 dégrées

de libertés (ux , uy ,uz).

Figure IV.2 : élément type« solide 5 »

V.3 .4)Maillage :

La poutre est maillée de 1245 éléments (figure IV .5) ,chaque élément rectangulaire (7,
8125* 7,5 mm), la structure possede 5760 (1920 * 3) dégrées de libertés mécaniques (ux , uy

, uz) .
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ANSYS
ELEMENTS Ei#.1
JUN 19 2019
09:55:30
VA
Z. Baguedadi - M. Mesaoudi
ANSYS
ELEMENTS Fig, 1

JUN 19 2019
09:55:39

b

Z . Baguedadi — M. Mesaoudi

figure IV .3 (a, b) : un maillage de la poutre de base
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1V.3.5) Condition aux limites : Encastrement — libre :

La figure IV.4 (a ,b) illustre la fixation des nceuds de I’extréme droite da la poutre de la

basse .

ANSYS

ELEMENTS Rig.1

J MAY 18 2019
19:17:20

d

Z . Baguedadi - M. Mesaoudi

. ANSYS
NODES Eig.1
MAY 18 2019
19:17:27
56K
S8
58
L
b sk
Z . Baguedadi - M. Mesaoudi

La figure 1V.4 (a ,b) fixation des nceuds de I’extréme droite de la poutre
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IVV.3.6 )Analyse modale :

Le tableau IV .2présente les 6 premiers fréquences naturelles de vibration libre de la

structure.
Fréquences (Hz) Poutre sans couche piézoélectrique
Mode 1 6,5352
Mode 2 40,970
Mode 3 97 ,464
Mode 4 114,89
Mode 5 207,61
Mode 6 225,72

Tableau IV .2 : Six premiers fréquences naturelles de vibration libre de la poutre

Les formes des modes de la vibration libre de la poutre de base sont montrés de la figure IV.5

ANSYS
DISPLACEMENT Fig.1
STEP=1 MAY 18 2019
SUB =1 19:10:43

FREQ=6.53524
DMX =7.04813k%g

Mode 1

Z. Baguedadi - M. Mesaoudi
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Chapitre IV Simulation numérique
ANSYS
DISPLACEMENT E1g,1
STEP=1 MAY 18 2019
SUB =2 19:10:54
FREQ=40.9698
DMX =7.0497pm
Mode 2
Z. Baguedadi - M. Mesaoudi
ANSYS
DISPLACEMENT FEi1g.1
STEP=1 MAY 18 2019
SUB =3 19:11:05
FREQ=97.4639
DMX =7.03752
Mode 3
Z. Baguedadi - M. Mesaoudi
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DISPLACEMENT 'E1$J
STEP=1 MAY 18 2019
SUB =4 19:11:16
FREQ=114.886
DMX
Mode 4
Z. Baguedadi - M. Mesaoudi

ANSYS
DISPLACEMENT Eig.1
STEP=1 MAY 18 2019
SUB =5 19:11:30

FREQ=207.613
DMX =8.701%1

Mode 5

Z. Baguedadi - M. Mesaoudi
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DISPLACEMENT 'Elﬁ.l
STEP=1 MAY 18 2019
SUB =6 19:11:45
FREQ=225.72

DMX =7.0681g

Mode 6

Z. Baguedadi - M. Mesaoudi

Figure V.5 :Six premiers fréquences naturelles de vibration libre de la poutre.

IVV-4»Modélisation de la poutre équipée par deux pastilles piézoélectriques

IV.4.1 )Définition de la geométrie du modele :

La poutre etudiée (figure 1VV.5)est la méme poutre considerée précédemment avec les couches

piézoeélectriques de la géometrie suivante :Lp=50 E -3 m,b,=30 E-3 m, Hp=1E-3m .

Génie mécaniques m’sila 18 /19 Page 65



Chapitre IV Simulation numérique

Encastrement
100 mm 50 mm 300 mm libre 2mm
< >« >« > <«—>
30 mm
< > «—>>
500 mm 4 mm
Figure IV .6 : géométrie de la poutre intelligente
1VV.4.2) Propriétés mécanique :
Le matériau piézoélectrique utilisé est : PZT5A (tableau 1V.3)
Propriétés PZT-5A
Module de Young 63x10°
E (N/m?)
Coefficient de poisson 0.3
Masse volumique p(kg/m3) 7750
Constantes piézoélectriques(c/m?)
e3l
e 33 6.5
el15 233
17
Constantes diélectriques (F/m)
g11 1.53x10°
g22 1.53x10°
g33 1.5x10°
Tableau IV.3 : propriétés des matériaux piézoélectrique PZT5A
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IVV.4.3) Chois d’élément :

L’élément de couplage piézoélectrigue SOLID5,3 de la bibliotheque ansysapdl est
utilisé dans la modélisation de couplage €lectro- mécanique .
L’élément SOLIDS5,3 possede 4 DDL (ux ,uy ,uz , volts) .
1V.4.4) maillage :

Le modele volumétrique a été maillé par une taille maximale d'élément global de 8 mm.
Parce que la plaque a été sectionnée en sous-blocs, les nceuds dans la ligne piézoélectrique

s'alignent parfaitement avec les nceuds de la plaque située en dessous.

La structure intelligente possede 7680 dégrées de libertés (1920* 3 mécaniques + 1920 * 1

électriques).

ANSYS

ELEMENTS E1d.1

MAY 18 2019
19:16:53

7. Baguedadi - M. Mesaoudi

Figures IV .7 : maillage de la poutre intelligente

Génie mécaniques m’sila 18 /19 Page 67



Chapitre IV Simulation numérique

1V.4.5) Condition aux limites : Encastrement — libre :

] ANSYS
VOLUMES HEi18.1
TYPE NUM MAY 18 2019

19:15:57

d

7 . Baguedadi - M. Mesaoudi

ANSYS

18,1

MAY 18 2019
19:16:17

b

Z. Baguedadi - M. Mesaoudi

Figures IV .8(a,b) : Deux pastilles piézoélectriques collés symétriquement sur la
poutre
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1V.4.5) la couplage :

ANSYS

NODES H1£.1
MAT  NUM MAY 18 2019
19:18:24

Z . Baguedadi — M. Mesaoudi

Figure IV .9 : couplage électromécanique sur les nceuds communs

ANSYS

ELEMENTS Ei18.1
MAT NUM MAY 18 2019
19:18:53

ACEL

Z . Baguedadi - M. Mesaoudi

Figure IV.10: la poutre intelligente
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ANSYS

R18,1

MAY 18 2019
19:18:34

Z. Baguedadi - M. Mesaoudi

Figure IV .11 : couplage électromécanique entre les la poutre et les deux pastilles

IVV.4.6) Type d’analyse Modale :

Le tableau V.4 présente les six premiéres fréquences naturelles de la poutre intelligente

Fréquences (Hz) Poutre intelligent (avec patch)
Mode 1 5,7134
Mode 2 40,989
Mode 3 85,024
Mode 4 114,78
Mode 5 178,31
Mode 6 222,89

Tableau IV.4 : Six premiéres fréquences naturelles de la poutre intelligente

Les formes des modes de la vibration libre de la poutre intelligent sont montrées de la figure
V.11
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ANSYS
DISPLACEMENT Eig.1
STEP=1 MAY 18 2019
SUB =1 19:25:54

FREQ=5.71338
DMX =6.04037

Mode 1

7. Baguedadi - M. Mesaoudi

ANSYS
DISPLACEMENT Fig,1
STEP=1 MAY 18 2019
SUB =2 19:26:05

FREQ=40.9889
DMX =7.62743

Mode 2

Z . Baguedadi - M. Mesaoudi

Génie mécaniques m’sila 18 /19 Page 71



Chapitre IV

Simulation numérique

DISPLACEMENT

STEP=1
SUB =3
FREQ=85.0243
DMX =6.05371

Mode 3

Z . Baguedadi - M. Mesaoudi

ANSYS

Hi1g,1

MAY 18 2019
19:26:17

DISPLACEMENT
STEP=1
SUB =4
FREQ=114.778
DMX =7.31624

Mode 4

Z. Baguedadi - M. Mesaoudi

AN3YS

18,1

MAY 18 2019
19:26:28
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ANSYS
DISPLACEMENT FEi1g.1
STEP=1
SUB =5
FREQ=178.309
DMX =6.84285

MAY 18 2019
19:26:49

Mode 5

7. Baguedadi - M. Mesaoudi

ANSYS
DISPLACEMENT Ei1g,1
STEP=1 MAY 18 2019
SUB =6

19:27:00
FREQ=222.886

DMX =7.15173

Mode 6

7. Baguedadi - M. Mesaoudi

Figure IV.12 : Six premiers modes de vibration libre de la poutre intelligente

Génie mécaniques m’sila 18 /19 Page 73



Chapitre IV Simulation numérique

V-5 » la comparaison de la fréquence de vibration d’un poutre sans pzt et

un poutre avec pzt :

Le tableaulV.5 présente une comparaison entre les fréquences naturelles de lapoutre de
basa et la poutre intelligente :

Modes ( Hz) ANSYS apdl| ANSYS apdl|
(Sans piézo) (poutre intelligente)
1 6.53524 5.71338
2 40.9698 40.9889
3 97.4639 85.0243
4 114.886 114.778
5 207.613 178.309
6 225.72 222.886

Tableau V.5 : fréquences naturelles de la poutre de basa et la poutre intelligente

IVV-6 » Reponse harmonique de la poutre de base et la poutre intelligente

La figure 1V.13 montre la réponse au point M(500,15) (Figure 1V.1)de la poutre de base et la

poutre intelligente en fonction des impulsions (rd/s).

Les résultats sont obtenus avec le code ANSYS apdl et importés au MATLAB afin de tracer

les deux courbes dans le méme graphe.
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Chapitre IV Simulation numérique

Bode magnitude LQR
-30 T T

: —=-Poutre Base
i : : : —Poutre Intelligente

Magnitude - dB

Frequency - Rad/Sec

Figure 1V.13 : Réponse harmonique de la poutre de base et la poutre intelligente
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Conclusion générale

Le travail présenté dans ce mémoire est une contribution & la compréhension le
phénomeéne piézoélectrique et la simulation et la modélisation de 1’interaction mécanique et
électrique dans la structure intelligente. Nous avons proposé d'une part une approche
numérique a travers le développement d'un modeéle intelligent (Poutre équipé par deux

pastilles piézoélectriques).

Le modé¢le qui a été développé au chapitre quatre permet principalement d’obtenir les
modes et les fréquences propres, cette étude est la premiere étape pour réaliser un contréle

passif de la structure de base.
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Notifications :

déplacement axial

v,w  déplacements transverses

£,y le champ de déformation

_’mt moment résultant au centre de surface N
ﬁint Le torseur des efforts intérieurs N

N effort normal Nm

\ effort tranchant N

T moment de torsion Nm

M moment de flexion (ou moment fléchissant) Nm
o contrainte Pa

U le vecteur des déplacements

Y accélération

E rigidité ( module d’Young ou module d’élasticité longitudinal ) N.m ™2
S section m?

Pm masse volumique Kg.m™3

p la masse linéique ’apparente’

my la masse unitaire

m La masse Kg

Exx la déformations de flexion

W, la fréquence rad/s

An Pulsation

l la longueur de poutre m

p rayon de courbure

I; moment d’inertie autour de I’axe z

ke la matrice de rigidité élémentaire

Qe la matrice de rigidité globale

fe le vecteur charges nodales

G la fonction de Gibbs élastique

g est le coefficient piézoélectrique m?2.C™1

S est la compliance élastique m2.N~1



B I’inverse de la permittivité m.N~!

D le déplacement électrique C.m™2
d; les matrices des coefficients piézoélectriques C.N~!
dis Constante piézoélectrique (module de piézoélectrique) C.N~' oum.V !

el , &l Permittivité piézoélectrique a déformation F.m™!

kizj Le coefficient de couplage %

Qn le Facteur de qualité mécanique

T vecteur de stress  N.m ™2

S vecteur de deformation

E vecteur du champ électrique V.m™!

e matrice de constante piézoélectrique C.m™?

€ matrice diélectrique a déformation constante F.m™2

C matrice d'élasticité a champ électrique constant N.m ™2
)] le potentiel électrique

I une fonction énergétique

H la densité d'énergie

Py, , Ps les vecteurs respectifs

\Y volume m?3

P. le vecteur des forces concentrées

o le charge

) Le principe de Hamilton

T I’énergie cinétique

Ul > Dol le vecteur de déplacement et le potentiel électrique par a I'élément fini
u; , ¢, le déplacement nodal et vecteurs de potentiel électrique

Ny , Ng les matrices de fonction de forme pour la déplacement et champs

électriques

u,®,F,G ledéplacement nodal global

Cuu la matrice d'amortissement proportionnelle
a,p les coefficients de Rayleigh.

% la tension de retour vers I'actionneur

F le vecteur de force N



e D¢, D, les matrices de position

e v Coefficients de Poisson
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Résume :

Cette étude concerne la détermination des modes et des fréquences naturelles des
structure intelligente (cas d’une poutre) avec la modélisation par la méthode des éléments
finis. Cette derniére permet aussi d’obtenir la réponse de la poutre de base et la poutre

intelligente.

La méthode des éléments finis des éléments finis est utilisée pour 1’analyse modale et
dynamique du systeme couplé et simulée avec le code ANSYS apdl. La bibliothéque de ce
dernier disposant plusieurs d'éléments solides (SOLID5, SOLID226...) pour modéliser les
effets piézoélectriques, un maillage spécial doit étre utilisé pour bien quantifier les problemes

d'interaction mécanique électrique.
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