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NOTATIONS

<: Relation d’ordre .

A : Conjonction.

V : Disjonction.

V S : La borne supérieure de S.

A S : La borne inférieure de S.

6 : Le type d’ordre de J ( la chaine de P’algébre de Moisil- £ukasiewicz).
8 : Le type d’ordre de ¢ (la chaine de l’algdbre floue).

(X,7,<) : Espace ordonné .

7 : Une topologie définie sur X.

of : Ensemble ouvert et fermé a la fois.

@ : L’ensemble de tous les minorants des majorants de .

T(A) : Le dual des treillis distributif fermé A c’est ensemble des homomorphismes
des treillis qui prennent la valeur 1 en A.

~ L(7) : Le treillis des ofs croissants d’un espace ordonné .

X4 : La fonction caractéristique de ’ensemble A.
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INTRODUCTION

En 1920, £Lukasiewicz présente un systéme logique non formalisé (c’est -a-dire sous forme
sémantique ) & trois valeurs de vérité : le vraj » le possible et le faux . 11 retrouve I’idée
d’aristote en introduisant les connecteurs de possibilité et de nécéssité.
En 1930, £Lukasiewicz publia des systémes semblables pour un nombre quelcanque et
méme pour une infinité dénombrable de valeurs de vérité intermidiaires entre le vrai et
faux .
La premiére formalisation de la logique trivalente de Lukasiewicz eest due & Wajsberg en
1931. A partir de ce moment, en assiste a 1’éclosion d’un trés grand nombre de travaux
sur les logiques multi valentes et leurs algeébrisations.

En 1940 Gr.C.Moisil a introduit la notion d’algébre de Moisil- £ukasiewicz comme
modeéle algbrique de Ia logique de £ukasiewicz. Par la suite dans son article (Ensembles
floues et logiques & plusieur valeurs )[6] . (Université de montréal ,» Mai 1973).

Moisil a mis en lumidre les relations existantes entre les structures floues au sens de Zedah

et les algébres de Moisil-£ukasiewicy 6—valentes .

Ces rapports ont encore été précises par D.Ponasse dans son article (Algebres floues et
algebres de £ukas§eWicz) [4] ,dans le cas des algtbres §—valentes involutives et réguliéres,
Dans ce travail nous proposons la représentation de certaines algebres de Moisil-£ ukasiewicz
notament le cas ol la chaine de depart est compléte, ainsi qu’ une démonstration de
la condition de continuité (condition nécessaire et suffisante pour le plongement d’une

algebre de Moisil-£ukasiewicy 6—valente involutive dans une algébre de parties floues

0—valente avec § > 6).

Nous signalons par ailleur que le probléme de représentation & été connu sous le nom de
(représentation des algébres de Lukasiewicz ) et qui’a été aborde par plusieur chercheurs
7, (11, [4], (9], [10], [12], 23], [14].

L’idée de ce travail fait suite 3 deux articles (J.Coulon et J.L. Coulon) [9], (Redunne)
(14].



Le premier {9]. Nous a proposé la question ouverte :

(necessite de la condition de continuité CH II. 3.)

Le second avait introduit une nouvelle notion pour le plongement de I’algébre de Moisil-
Lukastewicz §—valente involutive dans une structure floue involutive qui exige 'egalité
entre les deux types d’ordres (i.e # = §) aux quelles nous avcns donné une réponse dans
le cas ou la chaine de départ est compléte. (Résultat également originale).

Enfin nous allons étendre les résultats de A.Filipiou [3] et H.Priestley [8] concern-
nant la représentation théorique des treillis fermés & des algebres de Moisil-£ukasiewicz
f—valentes involutives.(CH III)



CHAPITRE 1.

Généralités sur les ens?mbles ordonnés et les
treillis

I.1 Notations et définitions.

Définition 1.1.(Ensemble ordonné).
Un ensemble ordonné est un couple (L, S)-,’ tel que L est un ensemble non vide, et < est
un ordre sur L (i.e réflexive (z < z), antisymétrigue (z <y et y<z = z = y) , et
transitive (z <y et y < z=> z < 2)).

Définition 1.2.

-Soit L un ensemblg ordonné. Deuz éléments z,y € L sont comparables si z < Yy ou
y<=z (incompambleiq sizdyetygz)

-Un ensemble totalement ordonné ou une chaine est un ensemble ordonné tel que chaque
deux éléments z,y sont comparables .

-Soient z,y deuz éléments de (L, <);

Siz<y et s’il n'eziste aucun élément z € L tel que z < z < y, on dit que y est un

successeur de x et on note y = z+ équivalente ou que T est un prédécesseur de y et on

nole z =y,

Remarque 1.1.
Dans une chaine, le successeur (prédécesseur) d’un élément, s’il existe, est unique, car si

on suppose que y et i sont deux successeurs de z alors z < y < y n’est possible que si
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. 1)-Toute chaine est un treillis avec

Définition 1.3.(Application ordonnée).

Soient (L, <), et (L', <') deur ensembles ordonnés on dit que Uapplication f : L — [/
est ordonnée si pour tout x,y € L tel que x < y = flz) < f(y).

Définition 1.4.(Ensemble croissant).

Soit L un ensemble ordonné, un sous-ensemble E de L est dit croissant si x € E et

z <y wmplique y € E. Un ensemble décroissant se définit dualement .

Définition 1.5.(Treillis).
Un treilliz est un ensemble ordonné (L, <) tel que chaque paire {x,y} d’éléments a une
borne supérieure et une borne inférieure .

Généralement on note sup{z,y} par = Vy, et inf {z,y} par z A y.

Exemples.

zVy= Max(z,y).
z Ay = Min(z,y).
ANB = Inf(A, B).

AU B = Sup(A, B).

3)-Si tout sous-ensemble § C L admet une borne supérieure et une borne inférieure on

2)-P(E) est un treillis avec

dit que L est un treillis complet (achevé), et on note par V.S et AS de sup(S) et inf(S)

respectivement. Tout treillis fini et (P(E), C) sont des treillis complets.

Propriétés.
Dans un treillis on a :
) zly Lr=zAy
i
cYy=xzVy
i)zxVy=yVzetzAy=yAz (commutativités) .
i) zVe=z,cAx==1 (idempotente).

) zV(yVz)=(zVy)Vz (associatives).

oo



v)zV(yAz)=zetzA(yV )=z (loi dabsorption ).

Définition 1.6.(Treillis fermé).
On dit que le treillis (A,V,A) est fermé s’il admet un plus petit élément 0 et un plus
grand élément noté 1.
(A,V,A) est distributif si Vo,y,2 € A:xV (yA2) = (zVY) A (zV2) ou zA(yVz)=
(zAy)V(zA2).

Exemple.

(P(E),U,N) est un treillis distributif fermé (avec () et E).

Propriétés.
1) Dans un treillis (a S'b etc<d)= (aAc<bAdetaVc<bVad).
2) Dans un treillis fermé AQ = 1 et V@ = 0.

Définition 1.7. (Sous treillis )

Soit A un sous ensemble ﬁor} vide de L, on dit que A est un sous treillis de (L, V, A) si

e,y € A;zVye A et x Ay € A.

Définition 1.8. {(Homomorphisme des treillis).
Soient L et L' deug treillis , on dit que l'application f : L —s L' est un homomorphisme

des treillis si: f(zVy)=f(z)V f(y) et flzAy) = flz) A fly).

Remarque 1.9.
Tout homomorphisme est une application croissante.
Définition 1.10.(Involution).
Une involution sur le treillis L est une applicaiion f: L — L, telle que

f(f(z)) = =, donc une involution est une bijection.

Exemple.

Soit J une chaine fermée na = 1 — a est une involution sur J (décroissante).
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Treillis complémentés.

Soit, (L,V,A,0,1) un treillis fermé .

Définition 1.11.
On dit que = € L est chrysippien (complémenté) s’il existe x € L tel que x Ax =0 et
cV e =1 x estappelle le complément de .
51 tous les éléments de L sont chrysippiens on dit que L est un treillis complémente.

On note par C(L) l'ensemble des éléments complémentés de L.

Proposition 1.12.

Soit L un treillis distributif si x € L chrysippien alors il y a unicité de complément .

Remarque 1.13.

Un treillis fermé distributif et complémenté est appelé treillis de Boole.

Exemple.

({0,1},V,A,0,1) et (P(E),U,N, D, F7) sont des treillis de Boole.

Filtres et idéal dans un treillis.

Définition 1. 14.
On appelle filtre (resp idéal ) dans un treillis (L,V,A) toute partie F (resp I) non vide
vérifiant : ‘ |
Pour tout z, y€ L
l)z,ye F=>zAy€F;
2)zeFety>z=>ye€F.
(resp 1)z, yel=>zVyel,2zclety<z=>ycl)




Remarque 1. 15.
Les concepts de filtre et idéal sont duals I'un par rapport a Pautre c’est pour quoi tout
théoreme et définition concernant les filtres on peut associer le théoreme dual ou la
définition duale cbncernant les idéaux .
*On dit que F est un filtre propre si F # L.
*F est un filtre premier sil est propre et Vo, y € I avec xVy € F = 2 € F ou ye F.
*F est un filtre maximal (ultra-filtre) s'il est propre et s'il n’existe aucun filtre propre 7'

telque FCTet F#T.
Filtre engendré.

Soit G un sous-ensemble de L , le plus petit filtre de L contenant G est appelé le filtre
engendré par G et égal & I'intersection de totis les filtres qui contiennent G.

On le note par (G).

Proposition 1. 16.

(C)={xeL/3a,.;eneC /2617 . Aa,}.

Cas particulier. E

Si G = {a} donc (G) = (a) - {z € L / z > a}, est appelé le filtre principal engendré

par a.

[.2. Type d’ordre.

Définition 2.1. (Type d’ordre).
On dira que deuz ensembles ordonnés (X1, <;) et (Xo, <o) ont le méme type d’ordre s’il
existe un isomorphisme d’ensembles ordonnés entre (X1,<1) et (Xa,<32), c'est @ dire
une bijection f de Xy dans Xs telle que x < y équivaut a f(z) <2 f(y).
Si on préfére, on peut définir le type d’ordre comme la classe d’équivalence pour la relation

(étre isomorphe).



Comme la notion d’ordre totale est un cas particulier de I’ordre (ordre partiel), on peut

donc parler du type d’ordre d'un ensemble totalement ordonné (chaine).

Exempile.
L’ensemble des entiers naturels munis de Iordre naturel (<), est un exemple d’ensemble
infinis totalement ordonné qu’on note par w son type d’ordre.
Mais si I’ensemble totalement ordonné est fini, son type d’ordre défini par une seule

méthode par le nombre n (n = le nombre des éléments). Et on le note par n.

Définition 2.2.
soit 0 et O deux types d’ordre des ensembles totalement ordonnés M et N respectivement,
on dit que
1) 6 = 0 s'il existe un z'sorﬁorphz’sme de M dans N.

2) 6 < 0 s'il existe un monomorphisme de M dans N.

3) 0 > 8 s’il eriste un moﬁomorphz’sme de N dans M.



CHAPITRE II

‘Théoreme de représentation d’une algebre de
Moisil- £ukasiewicz.
I[I. 1 Généralités sur les parties floues
II. 1. 1 Structure floue.

Soit E un ensemble non vide et P(E) I’ensemble des parties de E, on sait que P(E) est

un treillis de Bool pour les opérations U,N, Cg.

* Si on note par U = {0,1} , il y a une correspondance bijective entre P(E) et UF

(’ensemble des applications de E dans U ) tel que & chaque partie A de & on associe X4
sa fonction caractéristique.
Par ailleurs 'ensemble U est une chaine, donc c’est également un treillis de Boole ,

avec les opérations

aVB = max(a,p)
aAf = min(e,f)
a = l-«a

Avec les identifications précédentes les opérations ensemblistes traduites par
AUB par (AUBJe) = A(z)V B(z).

ANB par (ANB)(z) = A(z)A B(z).
Cd- par - (Ch)le) = (A(z)).
{7 par P(z) = 0.

~J



Définition 1.1.
On appelle structure floue tout couple (E,J) ou E est un ensemble non vide quelconque
(dont les éléments seront notés z,y,2...); J est une chaine fermée (i.e. avec un plus petit
élément O et un plus grand élément 1, avec 0 # 1).
Les éléments de J seront notés «, 3,7...
Dans une structure floue on appelle partie floue de E , toute application de E dans J .
Les parties floues seront généralement notées A, B, ...
L’ensemble des parties floues de E sera noté f’(E) Ce n’est autre que JZ.
On notera également que si J = U = {0,1} alors P(E) = P(E) qui est ’ensemble des
parties de E, dit l'ensemble des parties nettes de F.

Niveaux de flou.
On note désormais J° =J — {0} , J1=J - {1} ,J" =7 -{0,1}

Soit A une partie floue dans une structure flove =)
Pour tout o € J on définit le niveau de flou de degré o comme étant application
N : P(E) — P(E) définie par No(A) = {« € E/A(z) > o}
Pour tout o € Jlon définit le niveau strict de flou de degré o comme étant l’application
N, : P(E) — P(E) définie par N, (A) = {a: € E/A(z) > a}
Pour tout a € J on définie la ligne de flou de degré a comme étant l’application
Lo : P(E) — P(E) définie par Lo(A) = {z € E/A(z) = o}
= Na(4) - N (4)

Propriétés 1.2.
Les niveaux de flou ont les propriétés suivantes :
(1) @ € B = N < N,,i.e.Ng(A) C N,(A). pour tout A dans P(E);

(2) Si A est une partie nette : Ng(A) = A pour tout o € JY;
(3) Quel que soit @, Bdans J° : NgN, = N,;



Moisil).

ces quatre propriétés restent valables pour les niveaux stricts de flou.
Relation d’ordre sur les parties floues.

On définit dans P(E) , une relation d’ordre par

A C B si et seulement si A(z) < B(«) pour tout € E.

Soient A, B € P(E), 'union et lintersection dans P(E) prolongent d’une manidre na-
turelle 'union et l'intersection dans P(E).

AUB par (AUB)xz) = max(A(z), B(z)).
B N

Remarques.1. 3.
1) (P(E),1U,N, 0, E) est un treillis distributif fermé.

2) Si la chaine J est complete alors P(E) est un treillis complet aussi.

Exemple 1 .4.
E ={a,b},J ={0,1/2,1}, P(E) = J® et cardP(E) - 32 - 9.
P(E) est représenté par:

POE) PO
I li&t
s 2y
y/ St 7 =
S /\ /
- o S T 01
) b {1
\/ A
01,

Sl \/

(VRS
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Remarque 1.5.
Rappelons que dans un treillis (L, V, A, 0, 1) un élément a est dit chrysippien §’il existe au
moins un élément a' tel queaVa = 1letaAa = 0. Sien outre le treillis est distributif @
est unique lorsqu’il existe. Il est alors appelé le complément de a. Dans ce cas I’ensemble
C(L) forme un sous treillis (treillis de Boole) de L.

Dans le cas du treillis I‘s(E), on montre que les éléments chrysippiens sont exactement

les parties nettes. Ainsi C(P(E)) = P(E).

Définition 1. 6. (Algébre floue).
On appelle algébre flove tout couple (A,J) ot A est un sous treillis de IB(E) contenant
0 et E, pour une structure flove (E,J).

A est stable pour les niveaux de flou, (i.e si A € A, pour tout a € J° alors N, (A) € A)
Si B est une partie nette appartenant & A alors C(B) € A.
On dit que A est une algebre floue 6 —valente si @ et le type d’ordre de J.

1T 1.2. Structure floue involutive

On appelle structure floue involutive tout triplet (E,J,n) ot (E,J) est une structure

floue, i est une involution décroissante sur J,c'est-a-dire

nna = «
Sia € f=nf < na

(Il en résulte que n0 = 1,71 =0).

Dans une structure floue involutive on peut définir le complémentaire de la maniére

suivante :

(n/i) (z) = n(A(z)) pour tout z € E

10



dans ce cas on a
!
Ne=nh_ %

On note également qu’on a la relation suivante :

Ng =ﬂ N;, pour tout o, B € JN
a<p

Définition 1. 7. (Algébre floue involutive).

On appelle algébre floue involutive tout triplet (A,J,n) ou (A, J) est une algébre flove

pour une structure flove involutive.

I1. 2 Généralités sur les Algebre de Moisil- £ukasiewicy
Algebre de Moisil-£ukasiewicz 6—valente.

Définition 2.1.

On appelle algébre 'de-Moisil-.{,’ukasz'ewicz 0-valente la structure (L, J, (Pa)acso) vérifiant

les ariomes suivants:
1) L est un treillis distributif fermé (avec 0 et 1);
2) J est une chaine fermée de type d’ordre 6,

3) (Pa)acso est une famille d’endomorphismes de L conservant le 0 et le 1;
4) Pour tout z € L, po(z)

appartient d l’algébre de Boole C(L) des éléments complémentés
de L;

5) Si a < 3 alors Vg < @q.

6) Quel que soit a et B dans J° Patps = pg

7) Si pa(z) = paly) pour tout a € J° alors x =y (principe de détermination de Moisil).

11



Exempies 2.2.
1) Si la chaine J = {0, 1,2..., P — 1} on dit que I’algébre (L, J, (¢a)aco) est une algébre
de Moisil-£ukasiewicz p-valente.

2) La chaine J, est elle méme une algebre de Moisil- £Lukasiewicz @ —valente en définissant

70 . 0 sic<a
peur a € J”, wale)=

1 SET >y
3) Toute structure floue (E,J) est une algtbre de Moisil-£ukasiewicz 6—valente en

définissant par: pour @ € J* ¢, = N, (niveau de flou de degré a).

Proprietés.2.3.
Siz € L, il y a équivalence entre les assertions suivantes:
1) z est chrysippien.
ii) Il existe o € J? tel que = = @, (z).

iii) Pour tout a € J?, z = o, ().

Algebre de Moisil- £ukasiewicz 6—valente involutive.

Définition 2.4.
Une algébre de Moisil-£ukasiewicz 0-valente involutive est une structure
(L, J, (Pa)ac s, (Ca)aer 7, N) vérifiant les aziomes suivants:
1) (L, J, (Pa)acr) est une algébre de £ ukasiewicz O-valente .
2) n est une involution décroissante sur J.
3) N est une involution décroissante sur L telle que st € L alors N(z) est le complément
de z;
4) (Ya)acs est une famille d’applications de L dans L vérifiant
- Pour tout « € J":¥, < ¢, ;
- Pour tout a € J° : p,N = NV,

(On peut montrer que chaque ¥, est un endomorphisme de L.).

12



Exemple d’algébre de Moisil- £ukasiewicz 4 valente involutive.

1 1
1
,C,?e : .
a./c .
b~/
a
0
0
4 N:L—s : .
on ew = 7 7 7
NO =1 :
” 0
Wi ) 0 0
Nb - ¢ a a a =
he e b £ 0 0
NC/ = C A ; d a
- | S | 0
e e 1 4 1
e e |
M:T—>J B K
o~ 1 Tobleaw den mocka biles
e P dlagebrigue) -
Hbe o J 7 w




Exemples.2.5.
1) La chaine J, est elle méme une algebre de Moisil-£ukasiewicz 6—valente involutive en
0 sizo<a
définissant par: pour @ € J%), @.(x) = , et Nz=nz.
1 siz>a

2) Toute structure floue involutive (E, J, ) est une algébre de Moisil-£ ukasiewicz O —valente

involutive en définissant pour @ € J® o =No , N,=U, , NA(z)=nA(z).

Cas particulier.
1)Si6 =p, pe€ /N alors (L,J,(¢a)acr, (Pa)acr,n, N) est une algebre de Moisil-
£ ukasiewicz p—valente involutive ou J = {0,1,2,..p—1}, na = p — (a+1),pa =
Your, e =q15
2) Si @ = 2 alors L = C(L) est une algébre de Boole.

Morphisme d’algebre de Moisil-£ukasiewicz 6—valente involutive.

Définition 2.8.
Soit (L, J, (Pa)aers (Yadaest, M N)et (L', J, (£)ac o, (¥)aerm, N') deus algébres de
Moisz'l-.é’wkasz’ewi;:z 6—valentes involutives, un morphisme est dit morphisme d’algébre
de Moisil-Lukasiewicz 8—valente involutive si :

(i) fove = pyof;

(ii)) f N = N'of. ( et donc f o ¥, = V. o f).

IT .3. Démonstration de la condition de continuité (c).

Le probleme de continuité dans les algebres de fukasiewicz proposé par -J.Coulon et
J .L.coulon dans leur article ( Un nouveau résuitat concernant la représentation d'une
algébre de Lukasiewicz involutive dans l’algébre des parties floues d’une structure floue

involutive. Revus Romaine de mathématique pures et appl.98/1993), 319-326 J)-[9]. Sous
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la forme suivante. Etant donné une algébre de Lukasiewicz

(L, J, (Pa)acrs (Ya)aesr,n, N) 6—valente involutive qui se plonge dans une algebre de
partie floue involutive quelconque (E, K). Est- ce qu'elle a nécéssairement la condition
de continuité & savoir : ¢, (x) =A V. (x).

L’objectif de cette partie est de donner une réponse a cette question.

Soit, (L, J, (¢a)acsos (Ya)acs, 1y, N) une algébre de Moisil- £ukasiewicz qui se plonge dans
la structure floue K2 = P(E') et f le monomorphisme qui assure ce plongement. Dans
ce cas J se plonge dans K et nous identifions J & son image dans K

[ (palz)) = Na (f(2))

[ (Va(2)) = N, (f(2))

On sait que :

Na(4) =) Nu(A) S Ny (4)
puekK yeJ

flpal@)) = Na(f(2)) S Ny(f(2))

. yeJ
I (pa(2)) = Naf(z) € Ny (f(2)), V7 < @
S (pal@)) € f(¥y(2)), V7 <

al(z) < U, (2), Vy < a

R

T<a

Pour démontrer I’autre sens de I'inégalité, on aura besoin de la définition et du résultat
suivants :

Soit J une chaine fermée
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Définition 3.1.
(J est dense) & (Va, B € Jtels que a < = relJ a<y<f)
Donc :

(J non dense) & (3,4 € Jtel que o < Pet Paucun v € Ja<y<f)

Dans eecas o =5".

Résultat 3.2.
*Si J est dense alors

Yr=ea
y<a
donc:
‘4\‘1 Uy (2) = Va(z) < palz) ((2)
donc (1) et (2)
= N\ ¥a(@) = palz).

y<o

" *Si J est non dense.

Soient a,~y de J%! tel que v < «

a)-S'il existe un &/ |8, ajest dense alors :

T<a
donc (1) et (2'):

= /\ 111,7(3:) i Qi?a(r)'

71<a
b)-Si non il n’existe aucun &/ ], @] est dense alors & admet un prédécesseur o~ et

dans ce cas on a

/\ \II,,(Q:) =¥,-(2) = Palz)

T<a
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I1. 4 Représentation d’une algebre de Moisil- £ ukasiewicz.

I1. 4.1 Introduction et résultats déjd connus.

1) D. Ponasse a montré dans [4] que toute algébre de Moisil-£ukasiewicz involutive
réguliere (C’est a dire ol la chaine fermée J est telle que tout élément de J possede
un successeur ), se plonge dans ’algebre des parties floues d’une structure floue in-
volutive plus précisément , si X est I’ensemble des ultra-filtre de C(L) et si & est
la chaine des sections initiales de J°. Le plongement f de L dans (X est donné par
f@)U)={aeJ® / ¢a(z)€U}.

2) A. Amroune. avait donné dans [0] , un théoréme de représentation d’une algébre de
Lukasiewicz involutive dans une algébre des parties floues involutives avec la condition
suivante (pqo(z) € U <= ¥, (z) € U , ¥y < @). pour tout = € L et U est un élément de
X.

3) J. L. coulon et J. coulon. dans [9] donnent le méme résultat mais sous la condition

el (A Py(2)= @a(z)Vz € L).....(C).

y<e

C’est pourquoi, dans ce paragraphe, on suppose que l'algébre de Moisil- Lukasiewicz

f—valente involutive vérifie la condition (C).

Théoréme 4.1
Toute algébre de Moisil- Lukasiewicz 6 —valente involutive (L, J, (¢a)ac s, (Ya)acs:, 2, N)
vérifiant la condition (C') est isomorphe & une sous-algébre d’une structure floue involu-

tive.
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Preuve

La preuve reprend des idées utilisées dans [0] et [4] en particulier Putilisation ad hoc du

complété de Mc Neille de J et de I'involution décroissante que prolonge n.

L'utilisation de ce complété permet d’obtenir un théoréme de représentation méme lorsque

la chaine J de départ n’est pas complété.

Complété de Mc Neille de J.

Si S est une partie de J ,§ désignera I’ensemble des minorants des majorants de S.

Soit ¢ {S Gl ef = S} alors ¢ est une chaine fermée (C’est une sous chaine de
la chaine des sections initiales de J, son plus petit élément est {0} ; et son plus grand
éléments est J),qui est apellé le complété de Mc Neille de J.

J se plonge dans ¢ grice aa— {a};

Au lieu de {&} nous noterons donc @, en fait & est 'ensemble des minorants de c.

Si 7 est une involution décroissante sur J il existe une unique involution décroissante m
~sur ¢ qui prolonge 7 définie par .ma =na, mS = ﬂ ma, VS & (.
Nous aurons besoin de cette remarque.

Remarque 4. 2.

Siz,y€ Letxz gy, il existe un ultra-filtre U de 7, tel quez e Uetyd¢U.

Notons par (X I’algébre des parties floues de X & valeurs dans ¢, involutive de fagon

naturelle & partir de P’involution décroissante m de (.
SizeLsiUeX: f(z)(U)={ac JO / ¢a(z) € U}.
Comme pour toute partie Sde Jona S = 5

Il est claire que f(z) € ¢X,siz € L.
* f est injective: :
Supposons que z,y € L et f(z) = f(v). Alors, pour tout U € X : f(2)(U) = F(y)(U).

Supposons que pourtant z # y. D’apras le principe de détermination de Moisil, il existe
a; € JO tel qQue @q, (x) 7 P (y)
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On peut supposer par exemple que @q, () € Pa, (). d’apres (C).

Par(2) £\ Pay(y).

Y<oxy

Donc il existe o < a; tel que pq, (z) € ¥, (). D’apres la remarque précédante il existe
alors un ultra-filtre U tel que ¢,, (z) € Uy , U, (y) ¢ Up.

Pour tout ¢ > 7 : ,(y) ¢ Up. (en effet ,8'il existait £; > 7, avec ¥t (y) € Up on aurait
d’apres (C) :

/\ ‘I’r(y) € UO

r<iti
Donc ¥,(y) € Uy pour tout r < ¢, et en particulier W, (y) € Uy, ce qui n’est pas).
Alors : ou bien ayn’a pas de prédécesseur ,donc il existe dans ce cas I tel que yp < I < .

d’apreés ce qui précéde ¢(y) ¢ Uy donc I majore ’ensemble B = {Be O/ paly) € Up}.
Mais ‘ 4

a1 € {o € J°/ pale) € Up}  {a € %] pala) € Uo} = f(2)(Uo) = F(y)(Uo) =B .
Donc a; minore les majorants de B donc oy <1 < ay, ce qui est absurde .

Ou bien a; a un ‘prédécesseur ay
Soit encore B = {f# € J° / pz(y) € Up} . Si on avait Pa,(y) € Up, on aurait A, ,, ¥, (y) €
Uo (d’apres (C)). On aurait donc ¥ ,-(y) € U, et a fortiori ¥.,(y) € U.

Done pa,(y) ¢ Us et a1 ¢ B, c’est qu’en fait o] majore B. On aurait alors

a1 € {a € J° / pu(z) € U} C {a € J° ] palz) € Uo} = f(2)(Us) = f(y)(Ue) =B .

Donc «a; minore les majorants de B alors

a; < ag ,ce qui est absurde.

donc f est injective.
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*fO)U) = {a € JO/ pa(0) € U} = {0} =Plus petit élément de £ donc

7(0) =0.

*f)U) = {a € JV/ pal) € U} = J =Plus grand élément de £ donc

F)y=J

flzry)=flz)n fy):
Soit U € X

HzAy)U) = {a€J/ palcAy) € U}

(

= {a € J/ pu(x) Apa(y) € U}
(
(

= {a€J/ pa(z) e UtN{a € JO / p.(y) € U}

= {a€J%/ pu(z) e UtN{a € JO / ¢,(y) € U}

= f@)(U)N fy)(U)

donc

flxAy) = f(z)N f(y)
« flzVvy) = flz)U fy) :

Soit U € X avec les mémes notations qu’a I’alinéa précédent, mais en utilisant cette fois
g P

le filtre U qui est un ultra-filtre.

- On a:

flevy)U) = {aeJ%p.(zVy)cU}
= {a € J%palz) V paly) € U}

= {a € J%pa(z) € U} U {a € J%/p.(y) € U}
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= {a€ J%va(z) € UtU{a € J%pa(y) € U}

Alors
flevy) = flz)U f(y)

* f(pa(2)) = Naf().

fos()(U) = {a€J°/ palps(z)) € U}
~ (e P/ pple) €U
2 JY= Jsi pu(z)el
2 { = {0} sipalz) £ U.

D’autre part:
J si U € N,f(z).

Nef(z)(U) =
{ {0} si non.

. Donc si U € Nof(x) alors

acC f(e)(U) & Vy<a:vye{aecJ®/ps(zx) e U}
‘ & [a €] pal@) €T

Soit U € X notons a = f(Nz)(U) = Aon A ={aec J®/ p.(Nz) € U},
b = (mif{c}U) :eQB ng, ot B={a € J% / p.(z) € U}.
Montrons que a = b.
1ya Cb:
11 suffit pour cela de montrer que, si € € B : A C 7, et pour cela que A C 7ig;
donc que si @ € A, a < ne ou £ < na.
Soit donc a € A : po(Nz) € U, A0t N¥po(z) € U et Upna(z) € U; soit € € B : £ minore

donc les majorants de B.
Soit # € B : Ou bien § n’a pas de prédécesseur:
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D’apres (C), pa(z) = A ¥,(z) € U, donc pour tout v < 8 : ¥,(z) € U et v < na.
v<B
Donc

= < na
B ke

Ou bien g a un prédécesseur 3~ :

D’aprés (C), pa(z) = A ¥,(z) = ¥g-(z) € U, de sorte que §~ < na et 8 < na.
<P

Donc na est majorant de B et € < na.
2)0Ca:
Soit § € b. Pour tout € qui minore les majorants
{a €/ pa(x) €U}; 6 < na.
Montrons qu’alors § minore les majorants de A , c'est & dire que si s est tel que
pa(Nz) € U = 8> ], on a alors § < 3. Raisonnons par ’absurde.
PalVE) =8 >a {‘Ifm(x)¢U:*»s>_»a
c-a-d

Supposons qu’il existe s tel que :
, BL0

gs<é

Ou bien § n’a pas de prédécesseur:

Alors il existe \ tel que s < A < 6. Comme A < §:8 €\, 6§ & nnA, nA ¢ f(z)(U), donc
r majore {a € J° / pa(z) € U}

nA % T
donc r < n, et pu(z) ¢ U. Mais d’autre part : s < A, A £ s. De sorte que

il existe r tel que

Ua(x) € U et a fortiori g (z) € U
Ou bien 6 a un prédécesseur 6~ :

Alors 8 <6~ < 6. Comme 6~ < 6,6 £ nné~ et né~ € f(z)(U) , donc il existe r tel que
r majore {a € J° / pq(z) € U}
e B '
Doncr < né~ et pns-(x) ¢ U. Cest & dire 55+ (z) € U, or d’apreés (C) g5+ (z) = A

<(n8)*
U, (z) = Uns(z), donc Uus(z) ¢ U. Alors que: 8 < 8, done ¥ns(z) € U.
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Le probi¢me de représentation réside toujours car dans le théoreme de représentation
qu’on vient de voir, les deux chaines n’ont pas le méme type d’ordre (8 > ) ot 8 et 6

sont respéctivement le type d’ordre de J et (.
Cas particulier.

Proposition 4.3

Si la chaine J est complate alors elle est isomorphe & son complété de Mc Neille.

Preuve

1. J — ¢
o= a) =6
i) Il est clair que i est un monomorphisme.
ii) 7 surjective?

Soit y € ¢, alors y C J, donc Vy = « existe (car J est compléte). Alors @ = i(a) = y.

. Donc 1 est surjective.

D’ou 7 est un isomorphisme.

[

Conclusion

Sila chaine J est complite, ’algébre de Moisil- £ukasiewicz —valente involutive monomor-

phe au structure floue involutive (X,¢,m), au sens de Rudeanu, (i.e 8 = 6).

5.



CHAPITRE III (Annexe).
Représentation Topologique

IIL.I. Représentation Des Treillis Distributifs.

Définition.I. 1

Soit (X,<) un ensemble ordonné,et soit E un sous ensemble de X.on dit que FE est

crowssant siVe € E;jz <y=>yec E (resp E décroissant siVz € Eiy<z=>yecE)

Définition.I.2

Un espace ordonné est un triplet (X,7,<) ot X est un ensemble non vide,T une topologie

- sur X, < une relation d’ordre.

Définition.I.3
Soit(X,T,<) un espéce ordonné,on dit que (X, T, <) est un espace totalement discontinu

si: Va,y € X tel que z £ y, il eriste un T-of croissant U et un T of décroissant V tel

que
relUyeVetUNV =0.
Définition.I.4

Un espace ordonné (X,T,<) est dit un espace de Priestley si
1) (X,1,<) est compact.
2) (X, 7, <) est totalement discontinu.

Soit A un treillis distributif et fermé,et X Iensemble des homomorphismes de A dans la

chaine {0.1}. On définit une relation sur X par:
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f<g<= fla) < gla),Vac A

On a X, muni de cette relation, est un ensemble ordonné, 7 la topologie produit induite
par celle de {0.1}%.

On pose T'(A) = (X, 7,<).

lemme.I.5
1) 8i A est un treillis distributif alors T(A) = (X,7,<) est un espace de Priestley.
2) Siy = (X, 7, <) est un espace de Priestley alors L(y)={Y /Y C Xet Yest un r-of croissant

est un treillis distributif et fermé.

L’espace T'(A) est appelé I’espace dual de A.

Preuve

i)X est compact ?

. X est fermé dans la topblogie induite par la topologie produit de {O.I}A , qui est compact,

donc X est compact.

ii)On démontre que 7'(A4) est totalement discontinu.

Soit f,g € X tel que g % f donc il existe au moins un a € A tel que f(a) =0et gla) =1
’ensemble U = {h € X / h(a) =1} est un 7-of croissant contenant g et X — U =
{h € X / h(a) =0} est 7 — of décroissant contenant 3

(on va voir aprés la démonstration de U et X — U comme des 7 —of) .

On a UN(X\U) =0 alors (X.7. <)est un espace de Priestley.

ii)on remarque que L(-y) est un ensemble ordonné par linclusion, I'union et I’intersection

de deux of croissants est un of croissant , donc, L() qui est un treillis distributif, admet
0 le plus petit élément et X le plus grand élément.
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Théoremel.6

(a) Soit A un treillis distributif, l'application Fyy : A — L (T(A)) définie par Fy(a) =
{f € X/f (a) = 1} est un isomorphisme de treillis.

(b) Si v = (X,7,<)est un espace de Priestley alors Uapplication G., : v — T (L (7))
définie par

an,(a»(w:{ Zx;‘:
ST T

pour tout Y € L(vy) est un isomorphisme d’espaces de Priestley (c’est-a-dire une bijection
continue et croissante).

(c) Si f : Ay — Ag est un homemorphisme de treillis alors lapplication T (f) :
T(Az) — T(A;y) définie par: T(f)(g) = gof est un homomorphisme d’espace de Priest-
ley (c’est-d-dire une application continue et croissante)

(d) Si h: y1 — 2 est un homomorphisme d’espace Priestley alors l'application

L(h):L(v)— L(m) définie par:

L(h)(y)=h~"'(y) pour toutye L(ym).

est un homomorphz’sine de treillis.

(e) si de plus f et h sont définis comme dans (c)et (d) alors les diagrammes suivants:

h
Ay / Az M Y2
FAI i i FA2 G’h l lG’rQ
LT(4)  L(T(Ad) T(Ln) | T(L(w)
L) : Ty
sont commutatifs.
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Preuve
i)
i3 A—=L(T[4))
a—Fala)={feX /fla)=1}
a)
Fa@={feX /f(0O)=1}=0
b)

FslaVb} = {feX 7 flavh=i1}

(fex /fl@Vvi®)=1}={feX /fl@)=1Vf()=1}
= JeX ey =IpU{fe X A6 =1)

= Fa(a)U F4(b)

Il

donc F4 est un homomorphisme des treillis.

it)
Gy: vy —T(L(7))
e LR

G, est un isomorphisme d’espace de Priestley, (est un homomorphisme de cet espace qui

soit bijectif) nous avons le lemme suivant.

lemme 1.7

R ={Fa(a) / a € A} engendre une topologie (sous base de topologie) sur X .

Preuve.

Il est facile de démontrer que R est stable par Iunion et I’intersection finie.

{ G={feX /f(0)=1}=Fa(0) € R
X={feX/f()=1}=F4s(1)eR
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méme chose de S = {X — F, (@) /a€ A}

pour démontre que

Gy 1. S PEEGY)

f — Gy (f) est un isomomorphisme

Il suffit de démontrer que G, est continue et croissante et Gx est une bijection.
soit Z un of croissante dans 7" (L (7))

donc

eL(y)/z=Fiy(y)

v € L(T(A)) (i.e y est un of croissant dans T(A))

@ = & Fm®) ={f e X /G, (f) € iy )}
= (/X /G () =1}
= {feX /fey=Xny

= ¥y (un of croissant).

L
donc G, est continue’.

On démontre la surjectivité.

Soit A un homomorphisme de T(L(y)), et on cherche un f € X tel que G, (f) = A.

donc
Yy eL(v), Gy,(f)y)=hly)
on a
{ hy)=1efey
My)=0&fdy
on pose:
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H = {ye€Llv)/ hly) =1}

[5 e f]z/

y:::[]
H' = {z€L{y) /hz) =0}
& =l

zeH'

H et H' sont stables par la réunion et 'intersection finies.

on a: B\C # () car si B\C = () alors

(Du(Uz) = P={my)n(Uz)°

~ (ny)N (nC2)
veH zeH

donc

UC U Uz = /Y.
(UCy) (Uz)

La compacité de X implique qu’il existe un nombre finide y; € H , ¢ = l....n. et

PP AR 28 Fn m.tel que

(U5 w)u(B 2 =x=(fu)n(C =9
=1 7=1 =1 j=1

donc

AwcO
1 A j=1 <

e od h(,'LnJ1 z;) = 1, ce qui est absurde ( car h(j'LnJ1 ;) =_'LTJ’1 h(z;) =0)
. 5 = 7=

donc B\C et non vide. Alors on prend f € B\C qui vérifie Gy(f) = h.
donc G7(f) est surjective.



On démontre que G est injective :

ker Gy ={f €~/ Gy(f) =0}

Soit f e kerGy « Gy(f) =0
& Gyfly)=0 VyelL(y)
© f ¢ y pour tout y € L(v)
& € - Cy=+0
fe B iy
el =0

donc Gy est injective.

Il réste a démontrer que Gy est croissante, soit f et g € -y tel que f < g, et on démontre
que G(f) < Gx(g)
Soit y € L(7).
lsifey
Osiféy

sifey=geyetsiféy=Gy(f)(y)=0<Cy(g)(v)
Donc ona toujours Gy(f) < Gv(g).

Gy(f)(y) = {

iii) f: Ay — As est un homomorphisme de treillis et

T(f): TCAa)—9 Ty
g9+— T(f)(g) = gof

est un homomorphisme d’espace de Priestley

Soit y un of de T(A;) = y = F4,(a) tel quea € A

T(f)"'(Fai(a)) = {g € T(42)/T(f)(9) € Fa,(a)}
= {9 € T(A2)/gof(a) = 1}
= {g € T(42)/9(f(a)) = 1}
= Fa,(f(a))
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donc T'(f) est continue,

T(f) croissante ?

Soit g; et g2 € T(A2) tel que g; < g2 et a € A,

(910 f)@) = gi(f(a)) < g2(f(a))
= T(f)g1) < T(f)(g2)

donc T'(f) est croissante.

iv)h : y1 — 72 homomorphisme d'espace de Priestley

L(h) : L(y2) — L(m) :
st +— L(h)(3¢) = h™*(0)

On démontre que L(h) est un hon1omorphisﬁe de treillis.
1)
L(h)(@) = h™(0) =0

2)Soit y et z € L(v2)

L(h)(yUz) =hYyUz)
=h "} (y) UL (2)
= L(h)(y) U L(h)(2)

donc L(h) est un homomorphisme de treillis.

V)Supposons que f et h sont comme dans (iii) et (iv) on démontre que le diagramme

suivant, :
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A; A2
Fal | F4o  est commutatif.

Ura) (:)(f) L(T(Ay))

Soit a € A,

(L(T(f) o Far)(a) = L(T(f)(Faia))
= T-(f)(Far(a))
= {g € T(A2)/T(f)(Fai(a)}
= {g € T(A2)/g0f € Fa(a)}
= {g € T(A43)/9(f)a)) = 1}
= Fp(f(a))

= (Fa20f)(a). ceci pour tout a € A

Donc le diagramme précédent est commutatif.

On démontre que le diagramme suivant:

L(h)
4] Y2
Gm | | Gy, est commutatif.
TEm) _ T(Lw)
T(L(h))

Soit f €m

T(L(hYoGmi(f) = T(L(R))(G2)(f)
= Gy (f)oL(h)
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On a

1si h-?
Gi(f)oL(h)(y) = Gn(f)(h y) = { 0 si :; ; h—lzz;

i { 1sih(f) €y
Osih(f) ¢y
= G72(h(f)) = (Gy0h)(f)

Donc le diagramme est commutatif.

Remarques 1.8

i) Si le treillis A est complet alors & = {Fa(a) / a € A}est une topologie sur v
i)l est facile de voir que, les ensembles suivants sont des topologies sur 7y

1)la topologie engendrée par R

2)la topologie engendrée par ¢

3)la topologie engendrée par R U

4L ={y C/y croissante}, S = {y C v/y décroissante}

III.Q.Reprééentatiorl dralgebre de Moisil- Lukasiewicz o-valente.

Soit (A4, J, (Pa)acs,) une algtbre de Moisil- Lukasiewicz f-valente et T(A) lespace de
Priestley associé au treillis distributif A.

Pour tout a € J%, ¢, 1 A — A est Iendomorphisme de treillis A.

Scit ¢q : T(A) — T(A) défini par ¢o = T(p0).

$o vérifie les conditions du lemme suivant.

Lemme 2.1

La famille des applications (o) € J°) satisfait les conditions suivantes -

)b est un homomorphisme d’espace de Priestley (i.e application continue et croissante);
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i)da © Pg = o pour tout a.f € J,

wi)Si a < B alors ¢ (y) 2 ¢5'(y) pour tout y € L(T(A));

w)Si y € L(T(A)) alors ¢ (y) et T(A)\pz'(y) sont dans L(T(A));
v)Siy ,2 € L(T(A)) et pour tout a € J® ¢7 (y) = p71(2) = y = 2.

Preuve
i) est un homomorphisme de treillis A, donc (d’aprés la 3¢ condition du théoréme

II1.1.6) T(.) = o est un homomorphisme d’espace de Priestley.

ii)
$a 1 T(A) — T(4)
[ = da(f) = T(¢a)) = f 0 @a
Donc
ba 0 9a(f) = (T(pa) o T(0p))(f) = T(pa)(T(2p)(f))
= T(pa)(f o pp)
= (fowp)opa = fo(psopa) =fopa
Jar
. (p8opa) = ¢a pour tout f,a € J°
Donc . =
Da O(bﬁ(f) =fo Pa = T(‘Pa)(f) = (F’a(f)
Alors:

Pa O P = Po pour tout o, 8 € J°

iii)Soit r, F € JO, tel que & < B,  alors ¢s < ¢q
soit y € L(T(A)) et f € ¢5'(v)
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=d¢p(f) €y

=foggey

= fodacylarfopg < fo ©a ety croissant)
= da(f) €y

= f € @:'(y)

= ¢~ (y) C ¢ (v)

iv)Soit y € L(T'(A)) et o € J® on démontre que ¢ (y) et T(A)\¢-'(y) appartiennent
a(T(4))

Soit y € L(T(A)) = Ja € A tel que y = Fy(a).

ba' (V) = {f € T(A)/balf) € u}
= {f € T(A/(f o pa) € Fa(a)}
= {f € T(A)/(f o pa) € Fala)}
= {Fa(pa(a)),eala) € A

LY

Done ¢! (y)est un-ensemble croissant et 7 of i.e b (y) € L(T(A)). Méme chose ponr

T(A)\oz' (»)

T(A)\¢a' (v) = {feT(A)/f ¢ 93" (v)}
= {f €T(A)/pa(f) ¢ v}
= {f € T(A/(f o 0a) (a) = 0}
= {f € T(A)/(fo Pa) (@) = 1}

= Fx(¥, (a)) croissant est of
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Soientt y,z € L(T(A)) donc Ja € A et b € A, avec U= Fa(a), z = F4(b)

vy & =

Alors
Pa' () = 85 (Fala) = Falpa)(@) = 31(2) = Fa(pa)(d))
Donc
PYala) = pa(b) pour touta € J°
alors
a = b (car (A, J, (¢a)acso) est une a.M — £.0.v)
done

Fala) = Fp(d) =2 y==2

Définition 2.2

Un espace de Priestley (X, 7, <) sera dit espace de £ukasiewicz 0— valent ordonné (e.l.6)

Si la famille des applications (Pa-X — X)aeyo vérifie les conditions suivantes:

i) pour tout a € J° b, est un homomorphisme d’espace de Priestley;

1) Po © P = Pa pour tout o, B € J°.

W) si o, B € Jo,a‘g'ﬁalors 05" (V) € 31 (y). pour tout y € L(v);

w) pour tout a € J°, et y € L(v), ¢ (y) et T(A)\p;'(v) sont croissantes;
v) si ¢ (y) = 931 (2) pour tout a € Jy, oti y et 2 € L(y), alors y = z.

Définition 2.3

Sty = (X, 7, < (Pa)acs) et vy = (X582, {$ntacr) sont deus espaces de Lukasiewicz-
O—valent ordonnés. Alors on dit que Uhomomorphisme d’espace de Priestley f:X —

X' est une 0—application, si pour tout v € JO, e diagramme suivant:

35



X / X’
ey
Pa | L &, est commutatif .
—
X x
f

Proposition 2.4
a) Si (A, J,(¢a)acr) est une algébre de Moisil-£Lukasiewicz 60— valente alors l’espace
de Priestley T(A) muni de la famille {¢a}acso est un espace de Lukasiewicz 6 — valent
ordonné (e,£,0)
b) Si f : A — A est uﬁ homomorphisme d’algébres de £ukasiewicz, alors T(f) :
T(A") —s T(A) (donnée dans le théoréme.Ill.1.6) est une 6 —application.

Preuve
a) C’est un résultat direct du lemme I1I.2.1.
b) Soit f : A — A’ un homomorphisme d’algébres de Moisil- Lukasiewicz # valente, donc
T(f) : T(A") — T(A) est un homomorphisme d’espace de Priestley

Il reste & montrer que le diagramme suivant est commutatif.

ray T s
# | | n
Ty . T(A
) ) (A)
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T(f)ody = pa0T(f) ?
Soit g € T(A")

T(Heda)g) = T(f)du(9)
= T(F)NT(pa)(9))
= T(f)(goys)
= (gopg)of = go(plof)

= go(fop)(car f est un homomorphisme d’algébres de Moisil-£ukasiewicz.

= ¢algof) = $a(T(f)(9))
= (¢a0T(f))(9)

Donc

T(f)opl, = paoT(f)

Alors le diagramme est commutatif. Donc T(f) est une #— application.

Proposition 2.5

a) Sty = (X,7,<(Pa)acs) €st un espace de £ukasiewicz-0—valent ordonné alors
le treillis L(vy) assoc;’é'd l'espace de Priestley (X,<,7) avec la famille(pn, po /o € JO)
définie par ‘

Pa(2) = ¢ (2), Bal) = X\ {$5'(2)} pour tout a € J°

est une algébre de Moisil-£L ukasiewicz 6—valente.

b} Si v = (X,T, S,(qﬁa)ae}o).et ¥ = (X', 7, <, (@ )acr) sont deuz espaces de
Lukas 60— valents ordonnés et f : v —+ o/ une O-application, alors. L(f) : L(v/) —
L(y) (donnée dans le théoréme II1.1.6 ) est un homomorphisme d’algébre de Moisil-

L ukasiewicz 6— valente.



Preuve
a)
Py Pa L(7) — L(7')
vV —¢a(y) =01y
y— 9. (y)  =X\¢7'(y)

donc d’ aprés les conditions dans la définition II1.2.2. gaa,go; est bien définie.
i)On démontre que pqet ¢, sont des homomorphismes.

Soient y et z € L(T(A)).

pa(yUz) =¢71 (yU2) =o' (1) U (2) = @a (¥) U pal2)-
Pa(yN2) = 851 (YN 2) = ¢ (¥) N 62 (2) = 9 (¥) N 9al2).

Pa (D) =65 (D) =0, pa(X) = ' (X) = X.

Méme chose pour ¢,
donc paet ¢, sont des homomorphismes du treillis.
alors (Pa Pn)acso est une famille d’endomorphismes de L(7y) conservant () et X.
Si a < ( alors :
1Y) 205 (v) ,Vy € L(v)

donc

va(v) 2 ¢8(y)

= ¢¥8 < Pa



- N I N E e

?
Pa 0P = pp
Paop(y) = valdz' (V) =705 (v))
== (¢ﬂ 2 ‘.ﬁa)_l(y)
= ¢5'(y) = va(v)
Donc
Pa © P = pg.
Si

?
Pa(Y) = Pa(2) = y=12

Pa(Y) = 0a (Z) = g7 (V) = $a'(Z) pour tout @ € JO = y = 5 pour tout o € JO,
Méme chose pour ¢, pour tout o J° pour tout y € I, (7) et pour tout a € J°
-est chrysippien 3 ¢, (v) tel que

y Pa (y)

Ga(WU, (1) = 67 y)U(X/b2 () = X
Pa (V)N () = ¢ y) N (X/p7 (y) =0

Meme chose pour .

Done (L(7), (¢, Pu)sacre  J) est un algébre de Moisil- Lukasiewicz @ -valent.
b)soit f : X — X" est une 6— application L(f) : L(v') —> L(7).est un homomorphisme

d’algebres de Moisil- Lukasiewicz 0 valente.
L(f) est un homomorphisme de treillis.

[T reste & démontrer que ¢, o L(f) = L(f) o P
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Liy) 28 Ly
P L s
Ly) "8 L)

Pa o L(F)Y) = @alL(f)(n) = alf(v) = 62 (f(y)
= (foda)(y) = (¢ £)(y)
= [ ()
= [T palv) = (L(f) o 0)(v)

donc L(f) est un homomorphisme d’algébre de Moisil- Lukasiewicz 8— valente,

Lemme 2.6

a) Pour toute algébre de Moisil- £ukasicwicz 0 -valent, [I'isomorphisme de treillis

. distributifs,

By vA — LT A))
est un isomorphis;ne’ des algébres de £ukas.f -valent.

b)pour éspace erdonné de Moisil- Lukasiewicz 6 -valenie 5= N T S {Patecp)

I’isomorphisme d’espace de Priestley,

Gy 1y — L(T(v)

est un isomorphisme d’espace ordonné de £Lukasiewicz 0-valent.

Preuve

a)On démontre que les diagrammes suivants :



F G
A S T(A) gt T(L(7))
2o L LT(ps)) = v, + bo | | L(T(¢a)) = ¢,
o T(A) it T(L(7))
Fy Gy

sont commutatifs.

(Pao Fa)a) = @,(Fala) =5 (Fala)
= ¢;1.'{f € T(A)/f(a) =1}

(Faopa)(@)) = Falpala)) = {f € T(A)/f(pala)) =1}
= ¢ {f €T(A)/f(a)) =1} © ¢u(f)@) =1 & (fop,) =1
S f(pala)) =16 f € (F40pa)a).

d’ou
0o 0 Fp=Fg00p,
(Gyoda)(z) : L(y) — {0.1}

1 si Pa(z) € V.

(G7 0 9a)(7)(y) = Gy(dalz)(y) = :
Osi  ¢alz) ¢ v
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($a 0 GYV(@)Y) = ¢ (Cy(2))(y)

= (G7(z) 0 pa)(y)
= (Gy(z)(¢z'(y) = { 1siz € ¢;'(v))

0siz ¢ o' (y))

donc les deux diagrammes sont commutatifs

E; 1si ga(z) €y
0 si ¢a(x) ¢y

IT1.3.Représentation d’algébres de Moisil- £ukasiewicz ¢-valentes
involutives.

Définition 3.1
Un espace de Lukasiewicz-0—valent ordonné S <,(®a)acr) est dit involutif
(e.£.0.1) s’il existe ‘
a) une involution décroissante n : J — J.
b) une application. continue N : X — X, telle que:
i) NNz = z, pour tout z € X;
ii)Siz<y= Ny < Nz
c) une famille d’applications (ha)acn telle que:
1) ha < ¢a, pour tout a € JO!;
ii) ha = N¢ppolV, pour tout o € JOL.

Ainsi, pour tout @ € J?, A4 est une application continue et croissante.

Définition 3.2
Siy=A(X,. <ildechi (ha)acs,n, N)et v = (X','r'. g',(qb;)aejo, (h;)aep,n, NJ) sont

deux espaces de Lukasiewicz 0— valents ordonnés involutifs (e.l.0.i) une §— application
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f:X — X sera dite une NO— application si pour tout z € X, f(Nz) = N f(z).
(On peut démontrer que pour toute N6— application on a f(ha(z)) = ho(f(2)), @ € JY).

Proposition 3.1

(a) Si A est une algébre de Moisil-£ukasiewicz 0—valente involutive, alors l’espace
de Priestley T(A) muni des familles (Px)acs0 s (ha)acn données par ¢, = o) ha =
T(¥,), et de l'application définie par T(N)p = NON est un (el.o.i.)

(b) 8i f: A —> A" est un homomorphisme d’algébre de Mozisil-£ukasiewicz @-valente

involutive alors T(f) : T(A') — T(A) est une NO- application.

Preuve
(a) On sait d’aprés la proposition (2.4.(a)) que T'(a) avec la famille est un espace de
Lukasiewicz 60— valent ordonné, montrons qu’il est involutif (ie. que T(N) est une

involution décroissante et que la famille (hq)se 1 vérifie la condition (C) dans la définition

(I11.3.1)
(OT(N)T(N)p = T(N)N$N = NNGNN = ¢, donc T(N) est une involution.

‘On note par ailleurs que T(N) est bien définie, c’est-a-dire que T(N)p € T(A).

T(N)p(z Vy) = N¢N(zV y) = N¢(Nz A Ny) = NpNz V NpNy = T(N)p(x) vV
T(N)¢(y) ‘
Analoguement T(N)p(z A y) = T(N)p(z) A T(N)p(y).
(ii)Si ¢1,¢2 € T(A) tel que ¢; < @3 alors ¢ (Nz) < ¢2(Nz) pour tout € A done
Ngo(Nx) < Npi(Nx) == T(N)py < T(N)p; donc T(N) est bien décroissante.
Notons de plus que T(N) est continue, car pour Y € L(T(A)) ona Y = Fala),a € A,
T(N)(Y) = {¢€T(4) /| T(N)g) €Y = Fa(a)}
= {9eT(4) / T(N)¢)a)=1}
= {peT(4) / N¢(Na)=1}
= {¢eT(4) / ¢(Na)=0}
= {#€T(4) / ¢¢ Fa(Naj}
T(A) — Fa(Na) qui est un 7 — of décroissant, donc T(N) est bien continue.
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Montrons que la famille (hq)sest vérifie la condition (c) de la définition (3.1).

(i) he < ¢apour tout a € J%, pour cela, soit g € T(A4), hy(g) = T(V.)(9) =go¥a <
9 °9a = T(pa)(9) = dalg);

d’ou

ha(g) < ¢alg)

pour tout g € T(A).

Soit by < a

(ii) ha = T(N)pnaT (N),pour tout o € JO,;
Soit g € T(A), on a

(T(N)pnaT(N))g) = T(N)(bna(NgN))
= T(N)T(pna(NgN))
= T(N)(NgNe)
= NNgN@..N
= g¥,
= T(T,)
= hq.

(b) On sait que d’aprés la proposition (2.5.(b)) que T(f) est une #-application, il suffit

donc de démontrer. que le diagramme suivant:

T(AY) T(f) 7(A)
T(N') | LT
e R G

T(f) i

est commutatif.

En effet T(f)(T(N')(g)) = T(N')(g) o f = N'gN'f = N'gfN.



T(N)T(f) = T(N)(go f) = NgfN = N'gfN (car pour tout a € A, g9(f(Ne)) €
{0,1} et N’/ {0,1} = N/ {0, 1} .

Donc le diagramme précédent est commutatif et T'(f) est bien une N@-application.

Proposition 3.2

(a) Siy=(X,T,<, (Pa)acs, (ha)acsr, 1, N) est un espace de £ukasiewicz — valent

ordonné involutif alors le treillis L(7y) associé avec l’espace de Priestley (X, 1, <) et muni

des familles d’applications (Pa)ae o1 (Vo) ae s sdonnées par: Pa(y) = 031 (¥),Va (y) =

hz' (y), est une algébre de Moisil-£Lukasiewicz 6-valente involutive.
(b) Siy = (X; 5, (¢Oz)a€J°x (ha)aé.ﬂ)n: N) ety = (X’a T,; S’; (¢::x)a€]0) (h;)ae.l‘ 2, N’)

sont deuz espaces de fLukasiewicz 6— valents ordonnées involutifs et f : X — X' une

NO— application alors ’application L(f) : L(X') — L(X) ,(donnée dans le théoréme
(II1.1.6.(d)) est un homomorphisme d’algebre de Moisil-Lukasiewicz 6— valente involy-

tive avec L(N) = CN (ou C est le complément).

Preuve

(a) On sait que L(+y) associé avec la famille (Pa)acso est une algébre de Moisil- fukasiewicz
0-valente (proposition 2.5), il reste & montrer qu’elle est involutive ,c'est-a-dire que L(N)
est une involution décroissante sur L(y),que ¥,

L(N)pna L(N).

< @Yo pour tout @ € JM et ¥, =

Soit Y € L(y), L(N)(Y) = C(NY) € L{7y) , donc L(N) est bien définie.
(L(N)L(N))(Y) = L(N)(CNY) = CNCNY = V. ?
Soit

f€CNCNY & f¢ NCNY
< Nf¢E¢CNY
@ NfelNVe fe¥

donc L(N) est une involution.




Montrons qu’elle est décroissante.
Soit ¥; C Ya = L(N)Y; C L(N)Y;?
Soit
f e L(N)Y, = fECNY2= fE¢NY, = NfdY,
= Nf ¢ Y1 (puisque ¥; C Y5)
:>f¢NY,=>feCNYI:>feL(N)Y1.
Donc L(N) est une involution décroissante.
Montrons que (i) ¥, < g, pour tout ¥ L(y) supposons que ¥,(Y) C ¥Ya(Y), Cest-a-
dire que A1(Y) C ¢71(Y) , soit g € hel(Y) = halg) €Y = go(g) € ¥V (puisque Y est
croissant et hy < ) = g € $-(Y) donc e Y colie)

(ii) Uo = L(N)ppa L(N),s0it oY) = (L(N)p7 L(N))(Y), pour tout ¥ e L(v);
Soit

ge (L(N)¢;iL(N))(Y) ® 9FNGLC(NY) & Ng¢ ¢l (C(NY))

& bna(Ng) ¢ C(NY) & ¢na(Ng) € NY
< Nop(Ng)eY © ha(g) €Y

[

& gehl(Y).

(b) On sait que L(fj : L(y') — L(y) (proposition 2.5.(

d’algebre de Moisil- Lukasiewicz 6— valente. ] reste & montrer que le diagramme suivant:

b)) est un homomorphisme

L(v') g L(v)
L(N') | L L(N)
o B S

( L(f) (7)

est commutatif.

On a (LN)LI(Y) = (LUH)LINY)(Y) & ONF-1(Y) = f1(ON'Y).
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Soit,

gECNIUY) & geNfI(Y)
Hpef (Y)
f(Ng)¢Y
N'f(g)¢Y
flg) ¢ N'Y
flg) e C(N'Y)
g € F7H{C(N'Y))

T ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

D’ou

L(N) o L(f) = L(f) o L(N).

Proposition 3.3
(a) Pour toute algébre de Moisil-£ ukasiewicz 0— valente involutive lisomorphisme de
treillis (donné par le théoréme 111.1.6), Fy : A — L(T(A)), est un isomorphisme
d’algébre de Moisil-.é’ykasiewz‘cz 0-valente involutive.
(b) Pour tout espace de £ukasiewicz 0— valent ordonné involutif

v =(X,T1,%, (¢a)ael°a (ha)aeJ’ SIB Y ).
L’isomorphisme d’espace de Priestley ( donné par le théoréme II1.1.6. (b)), par

Gy 1y — T(L(7)), est un isomorphisme d’espace de £ukasiewicz f-valent ordonné

nvolutif.

Preuve
(a8) D’apreés le lemme 2.6. (8), F4 est un isomorphisme d’algébre de Mosisi-£ ukasiewscs

90— valente. Il reste donc & montrer que le diagramme suivant:

e



i L(T(A4))

N | L L(T(N))

L R L
Fa

est commutatif.
On a (L(T(N)))(F4)(a) = CT(N)(Fa(a)) = CNF4(Na).
D’ou

f € L(T(N))(Fa)a) f € C(NFa(Na))
f Qf NFA(NG)
Nf ¢ Fa(Na))
Nf(Na)=0
f(Na)=1
fe FA(NG).

g

2

r ¢

¢

D’ou
L(T(N))(Fs)(a) = Fs(Na).
(b) D’apres (le lemme 2.6 (b)), G est un isomorphisme d’espace de £ukasiewicz #-valent

ordonné. Il reste donc & montrer qu’il est une N6— application, (i.e. que le diagramme

suivant):

G
vy T T(L())
N | TL(N))

Y T(L(7))
G

8 ;



est commutatif.

T(L(N)G(X)Y) = LN)G,(X)(L(N)(Y)) ?

0 siX ¢ CNY.
Gy (X)L(N)(Y) = G4 (X)(CNY) =

1 si X € CNY.

0 si X € NY.

1 siX ¢ NY. '

0 st NXe¥. .

1 si NX ¢ 3

L(N siNXeY. ;
L(N sNX¢Y.'
1 si NX €Y.

= _ = G,(NX)(Y)

0 siNX ¢Y.

Dot T(L(N)G,(X)) = G,(NX), Cest-a-dire que le diagramme précédent est com-

mutatif.
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Conclusion.

Dans ce travail nous avons proposé ia représentation de certaines algebres de Moisil-
£Lukasiewicz notamment le cas ot la chaine de départ est complete, ainsi qu’une démonstration
de la condition de continuité (condition nécessaire et suffisante pour le plongement d’une
algebre de Moisil-Lukasiewicz @—valente involutive dans une algebre de parties floues
6—valente avec @ =)

Nous signalons par ailleurs que le probléme de représentation a été connu sous le nom de
(représentation des algebres de £ ukasiewicz), et qui a été abordé par plusieurs chercheurs
01, (11, 4], [9], [10], [12], [13], [14]

L’idée de ce travail fait suite & deux articles (J.Coulon et J.L. Coulon) [9], (Rudeanu)
[14).

Le premier [9] . Nous a proposé la question ouverte (nécessité de la condition de continuité
CH IF. 3)

Le second a fait introduire une nouvelie notion pour le plongement de ’algébre de Moisil-
L'ukasiewicz §—valente involutive dans une structure floue involutive qui exige I’égalité
entre les deux tyﬁes'gi’ordres, (i.e @ = 0) aux quells nous avons donné une réponse dans
le cas ou la chaine.de départ est compléte. (Résultat également original).

Il est & signaler que le probléme de représentation des algébres de Moisil- £ ukasiewicz au

sens de (Rudeanu) demeure encore ouvert,.
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