
1.'t t 1, ,*"

REPUBLIQUS ALGERIENNE DNPTOCRATTQUB ET POPULAIRE

]VTINTSTERE DE L'ENSET{;NEMENT'SUFER.TA{ R ET DE LA R.ECHERCHE

SCIEI\ITEFiTQ{"IA

rFgtr"str
\

^ tNrla4Pr6sentde :

Au Centre Universitaire Mohamed Boudiaf-M' sila

Pour L'obtention Du Dipl0me de Magister En klathdmatiques

Option : Logique Algdbrique

Par

il-emnaouar ZEDAkt

Tlr,F,wse

Sur les algdbres d* Moe$tf - {akssiewicz

Soutenue le:34 I aol2000 devant le jury cornposd de :

Pr4sident: Mr, L. NOUI M"C Universit6 de Batna

Raoporte-ar: Mr, A. AMITOUNE C.C Centre universitaire de M'sila

Examinateurs: Mro D. MIHOUBI C.C Centre universitaire de M'siXa

Mr, N. TRAEBLSE C.C Univemitd de S€tif

Mr, A. BOUDAO{JD M.C Centre universitaire dc Mnsita

i
I

I

I

I

i



D6jdic:ac€
,

I

l

Mes Chers
PARENHS "



'i'

i1l
.:i -

,.: -i

; Remerciements
f:
rl-

i '? tiens a -remercier vivement Monsi-eur le': uc
': Tlocteur A. Amroune pour avoir accepterq- Y\

I de diriger ce travail, ainsi pour sa
! oentillesse, son d6vouement et ses conseils' :r-,_,i r,-\recl-euses.i I-*

Je remercie aussi Monsieur le professeur L.
Noui pour avoir accepter la pr6sidence du
j ury et pour ses consell-s gui m' ont 6te

. trds utiles.

lrrq<i ig remercier MonSieUr A. Boudaoud,aLgsrL J

D. Mihoubi, N. Trabelssi pour avoir
accepter de juger ce travaj-l et. faire
partr_e ctu I ury..

Monsieur le conservateur de l-a Bibliothdque
universltaige de M'sila S. Belkiriri pour
son aide et son soutien psychologigue.

Ainsi a tous l-es amis qui m'ont aid6 de
prds ou de l-oin dans I'5laboratron de ce
travail.

I

l

I
I

i

i



SOMMAIRE

NOTATIONS.

INTRODUCTION.

CHAPITRtr I G6n6ratit6s sur les ensembles ordonn6s
et les treillis.

I.L. Ensernbles ordonnd et treillis.

I.2. Type d'ordre.

CHAPITRE II Theorbme de representation d'une algbbre
de MoisiL "eukasiewicz.

II. 1 Gdndralitds. sur les parties floues.

II. 2 G6n6ralitds srrr'les Algbbres de Moisil-f,ukasiewicz.

IL 3 Ddrnonstration de la condition de continuit6 (C)

II.4 La repr€sentation d'une algbbre de Moisil-fukasiewicz.

CHAPITRE III. (Annexe) Repr6sentation topologique.

III.1 Repr6sentation des treillis distributlfr.
III.2 Repr6sentation des algbbres de Moisil-.eukasiewicz

d - wlentes.

III.3 Repr6sentation des algbbres de Moisil-fukasiewicz

d - valentes involutives

Conclusion.

REFERENCES.

II

1

a

I

11

13

16

23

3?

4t

51



I

I
I
I
I
I
t
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

rlI

NOTATIONS

(: Relation d'ordre ,

A: Conjonction.

V: Disjonction.

!,9 : La borne supdrieure de 
^9.

fi,S : La borne inf6rieure de 
^g.

0 :Le type d'ordre de J ( Ia chaine de l,algtsbre de Moisil-.€ulcasiewicz).

6 :Le type d'ordre de ( ( la chaine de l,algbbre floue).

(X,r,<) : Espace ordonn6 .

r : Une topologie dEfinie sur X.

of : Ensemble ouvert et ferm6 il la fois.

a : L'ensemble de tous les minorants des mtrjorants de a.
T(A): Le dual dee treil.lis distributif fsm6 A c'crst l'ensemble des homomorphismes
4* hsillis qui prennent la'valeur I en.4.

' L(i: Le treillis des ofs ctoissa,nts d'un espace ordonn6 7.
Xa: La fonction caractdristique de I'ensernble ,4.
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INTRODUCTION

Ea 1920 , xukasieuacz pr6sente un systbme logique non forrnali# (c,est -i-dire sous forme
sdmantique ) d trois valetus de v6rit6 : le wai , le possible et le faux . Il retrourre l,id6e
d'aristote sr introduisant les connecteurs de possibilit6 et de nec6s.sit6.
En 1930' 'tukasinicz publia des systbmes semblables pour 

'n nombre quelcanque et
mome pour une infinit6 d6nombrable de valeus de v6rit6 intermidiaires entre le wai et
faix.
La premibre formalisation de la logique trivalente de .tu*oeieuriczeest due d wajsberg en
1931' A partir de ce moment, en a^ssiste a l'dclosion d'un trbs grand nombre de trarrarnc
sur les logiques multi valeutes et leurs algbbrisations.

En 1940 Gr'c'Moi'vit a introduit la notion d'algbbre de Moi,sit-,tukasiewicz corlme
modble algbbrique de la logique de .fulcasiewicz. Par la suite dans son article (Ensembles
floues et logiques & pltuie'r vale'ra )[6f . (universitd de montr6al , Mai lgz3).
Moisil a mis €n lrmihsles relations ocistsnte entre les structureB floues au sens de zedah' 
et les algbbres de Moisil-.tukasi,euiczd-valentes .

ceo rapports ont encore 6t6 pr6cisea pr D.Pornsse dans son article (Algdbres floues et
atgbbres de f,uhieuri cz)[al,daru le cas dee algbbres d-valenies involuti'es et r6guli]res.
Dans ce travail nout proposonf la repr6sentation de certaines alggbree de Moisit-.tt*asieuicz
notarnent le cas of la chaine de depart est complbte, airrsi qu, une d6monstration de
ia condition de continuit6 (condition ndcesssire et sufisante pour le plongement d,'ne
algbbre de Moi'cil-'cu*asia,i& d-valente involutive dans ,ae algbbre de parties floues
F-valente avec g- > 0).

Nous signalons par ailleur que le problbrne de repr6sentation I6t6 connu sous Ie nom de
(repr6sentetion des algbbres de .e ukasi*iu) et qui'a 6t6 aborde par pl'sie'r cherche'rs
[0J, [1], [4J, [eJ, [10J, [12], [13J, [14J.
L'idde de ce travail fait suite a deux articles (J.coulon et J.L. coulon) [9], (Redunne)
1141.
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l,e premier [9]. Nous a propood la question ouverte :

(necessite de la condition de continuit6 CH II. 3.)

Le second avait introduit une nouvelle notion pour le plmgernent de I'algEbre de Moisil-

f u.kasieuicz d-valerrte involutirre dans une structure floue inrrclutive qui o<ige I'qalit6

entre les deuc types d'ordrea (i.e F: d) aux quelles nous avcns donn6 une r€ponse dans

le cas oir la chaine de d6parb est complbte. (Resultat 6galenent originale).

Enfin nous allons 6tendre les r&ultats de A.Fili;piou [3] et H.Priestlq [8] conc.ern

nant la representation th6orique des treillis ferm€s A des algbbres de Moisil-lukasi.euicz

d -valentes involutives. (CH III)
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CHAPITRE I.

G6n6ralit6s sur les ensembles ordonn6s et les
treillis

I.1 Notations et d6finitions.

Ddfinition 1.1.(Ensemble ordonn6).

Un ensenfrle ordann| est,un uqle (LrS).: tel que L est un ensemble non vid,e, et I est

un otdr sur L (i.e r8fiaiae (z 1 r), antisym4triaw (x S y et y 1 r + r - v), et

hurwitiue (* < A et y < z + E < 
")).

Ddffnition 1..2.

-Soit L un erugelnble otdann{. Deur €l*ments r,U € L _eorrt cotnparcbles si r 1 y ou

A 1 r (incompambles ai * * U et y { t).
-Un ensemble totoJement ordonnd ou une chaine est un ensentble otdonnd tel que chogae

dew 4l4ments r,y sont compambles .

-Soienl t,y deuz &6ments de (L,!);
si r 1g et s''iln'sisteoucun6t&nert z e L telqter < z1!, onditgtey estun
suw,ssew' de n et on rnte y : t* Qryiuolede ou que t est un pr6d6essetr de y et on

note r - U-.

R.emarque 1.1..

Dans une chaine, le succeesetrr (pr6d6ceseeur) d'otr 6l&nent, s'il ecriste, est unique, car si

on suppo8e que y et y' sont deruc successerrrs de o alors r < y ( y' n'est possible que si
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Ddffnition L.3.(Application orclonnde).

soi'ent (r, <), et (L' ,1') detn ensembles ord,onnls on dit que I'application f : L 
--> [,,

est ordonn{e si pour tout r,A € L tel que t I y + f(") < /(V).

D6finition 1.4.(Ensernble croissant).

Soit L un ensemble ordonn6,, un solis-ergerrfile E d,e L est dit croissont si t € E et

r 1u irnplique v € E. {Jn e.n^gernble dicmissant se d,6Jini,t dualement.

D6finition 1.b.(Tbeillis).

Un treillic est un ensemble ordonnd (L,S) tel que chaque paire {r,vl d,1l€rnents a. ufle
bont,e su,pdrieure et une borne inf*nettre .

G€neralement on nofe sup.{x,yl par rV U,,et inf {r,y} par r Ay.

Dxemples.

, l)-Toute chaine est un ireillis.uu" { 
tv Y: Maa(r'y)'

["ny=Min(r,y).
(

z)-P(E) est un treiltis 
"u". I 

A n B : Inf (A' B)'

3)-si tout so,rs-ensembre ^e I i:.k ftr*fl sup6rieure et une borne infdrieure on
dit que L est un treillis complet (achev6), et on note par V,9 et A,g de sup(S) et inf (S)
respectivernent. Tout treillis fini et (p(E),e) sont des treillis complets,

Propri6t6s.

Dans un treillis on a :

:\ oSy <+o:a\y
r)

<+9:xvv
ii) c V V : yVu et s Ay = y Ac (commutativit6s) .

iii) rr V a : rr a A s = c (idempotente).

iv) r V (gv z) : (zV y) v z (associatives).

t
I
I
t

I
t
I
I
I

rl
It
h



I
t
I
I
I
I
I
I
I
t
I
I
I
t
I

ll
It
It
lr

I

v) r V (lt n r) : :2r et t A (V V r) : r (loi d'absorption ).

D6finition 1.6.(Ileillis ferrn6).

On dit que Ie tredllis (A,v,A) est Jennd s'il admet u,n phls peti,t 6l6ment O et un ph.ts

grand 6l6ment not€ 1.

(A,Y,A) est d,i,strfuuti.f si Vr,U,z € A:oV(yn z): (aVy)A (*V z) ou rA(Vy z):
(, nv) v (a A z).

Exemple.

(P(.8), U, o) est un treillis distributif ferm6 (avec 0 et E).

Propri6t6s.

l) Dans un treillis (o <b et c ( d) + (aAc< Dn d etaVc ( bVd).

2) Dans un treillis ferrn6 A0 :1 et V0 : 0.

D6ffniiion 1.7. (Sous treillia )
Soit A un sous ensemble non uide de L, on ddt que A est un soLr"s treillis de (L,V, A) .sr

dt,y€A;rVVeAetsAU€A.

D6finition 1.b. .(Hornomorphisrne des treiilis).
Soient L et L' detn treillis , on di,t que I'application f : L ------. L' est un homomorphisme

des hzillis si: f (r v y) : f (r)v f (il "t J@ ny): t@),r f(y).

Remaryue I-.9.

Tout homornofphisme est une application croissante.

D6finition 1.10.(Involution).

Une inuolution sur le tre,illis L est.une applicaibn f : L ------+ L, telle que

f (f (r)): rt donc une involution est une bijection.

Exemple.

Soit J une chaine ferm6e nft: 1, - a est une involution sur J (decroissante).
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Tleillis compl6ment6s.

Soit (r, V, n,0, 1) un treillis ferrn6 .

D6flnition 1.11.

On ditquer€ L estchrysippiut (cotruplhnentd) s'i!eri,stea € Ltelque aAr':0 et

sY i : I. i est appelle le compl€ment de n.

Si tous les d4ments d,e L sont chrysippians on dit que L est un treillis compl€mente.

On note par C(L) l'ensemble des 6.l6ments nmpl6ment6s de L.

Proposition tr-.1-2.

Soit L un treillis distributil si a € L chrysippien alors'il y o unicitd de cornpli.ment .

Remarque 1.1-3.

Un treillis furm6 distributif et compl6ment6 est appel6 treillis de Boole.

Exemple.

({0, 1i , V, A,0, 1) et (P(E),:J,n,fr,/i) sont des treillis cle Roole.

Filtres et id6al dans un treillis.

Ddffnition 1. 14.

On oppelle filtre (resp id6ol ) dans un trei,llis (L,v, n) toute portie F (resp I ) non uide

u&ifiont:

Pour tout a, V e L

1) ,,yeF=+rAy€F;
2)ueF ety )rr=+yeF.
(rup l) r,U€I +nVy€ I ,2) t€I etyla+yeI).
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I Rernarque 1. 15.

Les concepts de filtre'et.id6sl sont cirtals I'un par rapport i I'autre c'est, pour quoi tout

I th6orbme et cl6finition concernant les filtres on perrt associer le th6orbme dual ou la

d€finition dusle concern&rlt les id6sux .

I *On dit que F est un filtre propre si F * .L.

*F est un filtre premier s'il est propre bt Vc, y € L avec rVy e F,+ r € F ou g € F.

I *l7 est un filtre maximal (ultra-filtre) s'il est propre et s'il n'existe aucun filtre propre ?

- telque FCTet,FlT.
I

Filtre engendr6.

I
Soit G un sous-ensemble de .L , le plus petit filtre de tr contenant G est appel6 le filtre

engendr6 psr G et 6gal A I'intersection de totis les filtres qui contiennent G.

On le note par (G).

' Proposition 1. 16.

(G): {ae L /?rr-t,...,o,neC / c}arn...n a,-l.
a,

Cas particulier. {

si G: {o} donc (d): (o): {reL /a>-a}, est appel6 le filtreprincipal engendr€

Par a.

I.2. Type d'ordre.

D6finition 2.1. (Type d'ordre).

On dira que deu,a ensentbles ordonn€s (Xr, St) et (X2, {2) ont Ie m€me tgpe d'otdte s'il
esiste un 'isomorph'isme d'eruerfilei ardonnts entre (xr, <r) et (x2,{2), c'est d dirg

une biju,ti,on f de X1 d,ans Xz telle que il 11y iquiuaut a f (r) <, f (y).

Si on prdfCre, on peu.t dhfinir Ie tgpe d'otdre comrne Io classe d'€quiaalence pur b rc.bt:ion

(€tre isornoryhe).

I
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Comme la notion d'ordre totale est un ca.s particulier de I'ordre (ordre partiel), on peut

I donc parler du type d'ordre d'un ensemble totalement ordonn6 (chaine).

t Exempte.

r L'ensemble des entiers naturels munis de I'ordre naturel (<), est un exernple d'ensemble

I infinis totalernent ordonn6 qu'on note par u, son type d'ordre.

I Mais si I'ensemble totalement ordonn6 est fini, son type d'ordre ddfini par une seule

r m6thode par le nornbre n (n : le nombre des 6l6ments). Et on le note par rr.

I
Ddfinition 2.2.

I oil 0 et 0 dew tgpes d'ordre des ensernhles totnlement ordonnbs M et N respetiuerneni,

on dit que

I i) g :0 s'il aiste un isomorvhisme de M 'da''r- 
N.

I 2) 0 <0 s'il esiste un fitonomorphisme de M dans N.

I 3) 0 > 0 s'it aiste un monomorph,i^sme de N d,ans M.

I
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CHAPITRtr II.

Th6orbme cle repr'6sentation cl'rrne algbbre cle
Moisil-f ukasiewicz.

II. 1 G6n6ra1it6s sur les part,ies floues

I iI. 1. 1 structure floue.

- Soit ,g un ensemble non vide et P(E) I'ensemble des parties de .8, on sait que P(.8) est

I un treillis de Bool pour les opdrations lJ,f1,C6.

' Si on note par tl : {0,1} , il y a une correspondance bijective enire P(E) et UE

I (l'ensemble des applications de .B dans U ) tel que b chaque partie A de E on associe -XaI
sa fonction carac't6ristique.

I Par ailleurs l'ensernble U est une chaine, donc c'est dgalement un treillis de Boole ,I
avec les op'€rations

I av7: ma:c(o'B)

d'AP : min(a,B)

a' : 1-oI
r Avec les identifications pr6cfientes lee opdrations ensemblistes traduites par

I AuB par (Aua)@1 : A(a)v B(r).

An B par (-4 n r)(c; : A(a) n B(r).

I cA par (cA)(a): (A('))'.

lTparAb):0.

I
I
I
I
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D6finitinn 1.1.

t On appelle stntcture floue tout corqle (8, J) or) E est un ensen&le non tid,e quelconque

( dont les 6l6mmts seront not*s s,U,2...)i J est une chaine ferm1e (i.e. auec un phrs petit

I 6l6ment 0 et un ptrn gnnd 6l6ment L, auec 0 * L).

Les 6.l6ments de J seront notds a,0,.f ...

I Dons une shwcture f,oue on appelle portie floue d,e E , toute applicotion d,e E dons J

Les parties floues seront glnhnlement not6,es 4,8,...

I L'eraenfile des parties floues de E sro nott P(E). Ce n'est outrt que JE.

r Cn notera *golement qte si J : [J: t0, Ll abrs p@) - P(E) qud est I'ensemble d,es

I porties de E, dit l'eltsem/;le des parties nettes de E.

I Niveaux de flou.

I 
Onnotcdesorrnais Jo -J -tOI ,J'=J-{1} , Jot:J-{0,1}

I 
Soit A une portie flou" dons une structure floue (E,J) .

r Pour tout a € J on aifnlt Ie niuenu de flou de degr6 d, comftte 6tant l'application

N* : r(r; --+ P(E) dcfniepor N."(A) : {r e E/A@) >a\
r Pour tout a € Jl,on.d6fnit le niueou strir,t de flou de degr6 a cornme 6tont I'opplicotion

I 
N": i,1all *+ p(E) dlfiniepar N,(g : {' e a/,a@y t oi

Pour tout o € J on d{fi,nie h ligne de flou de degri d. cornrne 6tant l'applicatinn

I 4 : e@) ---, P(E) ddfnie por L,(A): {c e E/A(r1 : o}
: N*(,4) - N"(A)

I Propri6t6s 1.2.

I 
Les niveeux de flou ont les propri6t6s suivantes :

r 
(r) o < p +Np S N*,i,e.Np(A) g tt.(h. pour tout L aans F(r);

I (2) Si A est une partie nette : II,(A) = A pour tout o e Jo;

(3) Quel que soit a,Bdans J0 : NpNo * N";

I
I
I
I
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Moisil).

ces quatre propri6t6s restent valables pour les niveaux stricts de flou.

Relation d'ordre sur leg parties flotres.

On d6finit dans F(A) , une relation d'ordre par

A S E si et seulernent si A@) 5,8(") pout tout r € 6.

Soient A, E e F@),I'union et I'intersection dans F@) prolongent d'une manibre na-

turelle I'union et I'intersection dans P(E).

tr u E par 1Au 811"1 : max(.4(c), E@)).

tr,n E par 1An E11r.1 : min(.4(r), E(")).

Remarques,l. 3,

1) (F(E),1-1,n,,0, E) est un treillis clistributif ferm6.

?) si \a choine J est cornp\bte u\ors p(a) est un trei\\rs comp\et aussi.

Exemple t .4.

E : {a,bl , J : i0, IIZ,IL Ftn).., .tE et carclF(fl) _.. 32 . 9.

.F@) 
est repr€sentd 

.1ar:

l'( li\
tl

0!
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Remarque 1.5.

Rappelons que dans un treillis (L,Y,n,0, 1) un dl6ment a est dit chrysippien s'il existe au

rnoins un 6l6ment a' tel que a Y a' :1 et a Ae,' :0. Si en outre le treillis est distributif a'

est unique lorsqu'il existe. Il est alors appeld le compl6ment de a. Dans ce caa I'ensemble

C{L) forme un Bous treillis (treillis de Boole) de .L.

Dans le cas du treillis F@), on montre que les 6l6ments chrysippiens sont exactement

les parties nettes. Ainsi C(F@D: P(E).

Ddftnition 1. 6. (Algbbre floue).

On appelle algbbre fioue tout couplu (A, J) on A est un soust treittig ae F(n) contenont

fr et E, Wur une sh"uthtre fioue (E,J).

A est stable pour les niveaux de flou, (i,e si A e A, pour tout a e Jo alors N,(A) e A)

Si B est une partie nette appartenant d.4 alors C(B) e A.

On dit que A est une algbbre floue O*vslente si 0 etle type d'ordre de,/.

, iI 1.2. Structure floue involutive

On appelle strwchire'floue inuolutiue tout triplet (E,J,n) oi (E,J) est une strwcture

fl,oue, n est une inuolution d6croissante sur J,c'est-d,-dirv

nnd:a

Sio S 0+n0 1na

(II en r4sulte que n0 : l,nl - 0).

Dans une sfrach.re foue inuolutiue on peut dfifinir le umpl*mentaire de lo maniirc

suiuonte :

("A) @ : n(A(Q)pour tout o € E

10



darw ce cas on a

Af : nN,,on.

On note {galement qu,on o Io relation suiuante :

NB:fi lf", pur touta,$ e Jor
a<B

Ddffnition L. T. (Algbbre floue involutive).
on appelle alg&re floue inuorutiue tout triplet (A,J,n) o,i (A,J) est une orgibre floue
pour une structure floue inuolutiue.

II' 2 G6n6raiit6s sur les Algbbre de Moisil-€ukasi ewicz

Aigbbre de Moisil-.fukasiewicz g_valente.

D6ftnition 2.L.

on appelle alg&re'de.Mois*-.tukasieaicz 0-varente ra strtrc,htre (L,J,(go)oe.n) u#fiont
les oxiomes suiuanh:

1) L est un treillis distributil ferm6 (aaec 0 et l);
2) J est une choine frm6e de type d,ordre 01

3) (p)rrr est une fomille d'endomotphismes de L canseuant le 0 et le r;
I Pour tout r e L, p-(t) appartint d I'alg&rc de Boole c(L) des €l€mmts compl&nent€s
de L;

5) SiaSBatorsppSpo.
6) QueI que soit a et p dans Jo gegp: go
7) si 9.(*) : prfu) pour tnut a € Jo olors r - y (principe de d1tenniaaiion de Moisil).

11
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Exempies 2.2.

1) si la chaine J: {0, r,2...,P - 1} on dit que I'algbbre (L,J,(go)..er) est une algdbre

de M o isil-.t ukasi,ewicz p-valente.

2)La chaine J, est elle mOme une algbbre d,e Moisil-.tukasiewicz 0-valente en d6finissant

poura €f, p,@):{o si,,(a

[1 sin)o
3) Toute structure floue (,O, J) est une algbbre de Moisit-.tukasianir,z d-valente en

d6finissant par: pour a e Jo ga: No (niveau de flou de degr€ o).

Propriet€s.2.3,

Si r € L, ,11y a €quivalence entre les assertions suivantes:

i) c est chrysippien.

ii) Il existe a e Jo tel que t : go(r).

iii) Pour tout a € Jo, a:'go(c)

Algbbre de Moisil-.eukasiewicz 0-valente involutive.

D6flnition 2.4.

Une olgibre de Moi's'il-.tukosiewicz 0-ualente involutfue est une strvcture

(L, J, (g o) oe r, ( !!o )ae -rr, n, N) u bifi ont I es ario mes suiu onts :

1) (L,J,(go)oe.t") est une alg&re de !ulnsiewicz 0-aalente .

2) n est une inuolutbn dtcmissonte sur J.

3) N est une inaolution d€crcissante sur L tclle que sd z € L abrs nf(r) est le conrylhnent

d,e x;

il (9o)*.r, ast une tomille d'appliu,tions de L dons L vffifi.ont

- Pour tnut a € Jol:Vo I po ;

- Pour tout, s, € Jo : goN - NVo o

(An pant rnontrer que chaque 9o est un etdomolhisme de L.).

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
t
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Exemple dtalgdbre de Moisil-fukasiewicz 4 valente involutive.

-LJ

?

4

t
,4.
L=

b

0

0

ornJeJ'J N; L--+L
PO' NA =

Na =
Nb
NC,

Nd =

Ne =

N{ = e

N4 = 0

1jtr-'J
10= 4

1o(= P

"t F= o(

\4 = o

j

1

f
e

J

C

b

{6 $/eau Ju ,rtar/" /, ia
al? 0brrqan
l/

x. Y^ Yp Yt

0 0 0 0

a a a e

b f o 0

c 4 a a

J + f 0

e 4 4 4

{ { + +

4 4 1 4,
I



Exemples.2.6.

1) La chaine J, est elle m€me une algbbre de Moisil-.tukasiewicz 0-valente involutive en

d6finissantpar:pourae Jo), p.(r):{0 si z<4, 
€t Nt:w.

I i sia2a

2) Tioute structure floue involutive (.8, J,n) est une alglbre de Moisil-.tukosianicz 0-valente

involutive en ddfirrissant pour a e Ja ga : Na, N; - po, NA(r) - nA(x).

Cas particulier.

1) si P : p, p e /N alors (-L, J,(v.').,e.n,(vo)oe.r',n,N) est une algbbre de Mo.isil-

.tukosiewicz p*valente involutive oir J: {0, 1,2,...p-1}, na = p-(a*1),go -
9c+rr a€J-{1};
2) Si 0 : 2 alors L - C(L) est une algdbre de Boole.

Morphisme d'algbbre de Moisil-.fukasiewi cz 0-ralente involutive.

D6flnition 2.8.

Soit (L, J,(pr)oe:rc, (Vo)*e -r, , rz, N)et (L, , J,(p,,)..-rr, (V!)*€rr, n, ff,) d,eux algibres d,e

Moisil'.tuhosiafirz'0-ualentes involutiues, un tnorphisme est d,it morVhisme d,'algibre

de Moisil-.tukosie'uicz 0-ualent,e intalutiue si :

(i) f oV": g'nof i

(ii) f N : N'of. ( et donc .f o V. :,V'o o f).

II .3" Ddmonstrat,ion de la condition de continuite 1c1.

Le problbrne de continuitd dans les algbbres de Sukasiewicz propc6 par -J.Couion e+"

J .L.coulon dans leur article ( Un nouveau r{sultat concerttont la rqn*ettntbn d,une

olg&re d'e tukosieuicz inuolutdve dans I'olglbre des parties floues d'une shttcture flou"
inuolutiue. Reun fromaine de math*matique pures et appl.38!Igg7), Jlg-3p6J.[-o]. Sous
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la forme suivante. Etant donn6 une alglbre de tukasiewicz

(L,J,(po)*e.ro,(9o)oe.r',n,N) d-valente involutive qui se plonge dans une algbbre de

partie floue involutive quelconque (B,I(). Est- ce qu'elle a n6c6ssairement la condition

de continuitd b savoir : g,(r):rt* Vr(r).

L'objectif de cette partie est de donner une r6ponse d cette question.

Soit (f,, J,(go)oer, (Vo)oe.r, n,N) rrne algbbre de Moisil-f.ukasiewicz qui se plonge dans

la structure floue KE : P(E). ei / Ie rnonornorphisme qui assure ce plongement. Dans

ce cas J se plonge dans lf et nous identifions J d son image dans .I(

f (p"(r)) _ N" (J@))

J (v'(')) : N; (/("))
On sait que :

I N,(,{):fl NLG)qnq(i)
peK 1eJ
y<a 1<d

I
f (v.{r)) : rr, (/(c)) q n nr;(/(,'))
'" 12:

f (p*(r)): 
^LJ(c) 

g /vi(/(r)), vr < a

=+ f @*(r)) g /(v"(r)), Vr < o

+ p"(t) < Vr(r), Y.y < a

+ p.(a) < A w"(r)............... .....(1)
1<Q

I Pour ddrnontrer l'autre sens de I'in6galit6, on aura besoin de la d6finition et du r€sultat
r suivants :

I Soit J une choine Jermde
I

I
I
I
I

I
I
I
I
I
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D6ffnition 3.1.

(J estd,ense) <+ (Va, p e Jtets que a< g+Jt e J/ a<"y<p)
Donc :

(J non dense) <+ (fa, fl e ltet We a< |etfioucun"y € J/ a<7< p)
Darw ce cas a: 0-.

Rdsultat 3.2.
*Si J es[ dense alors

donc:

Yt:o
'f <a

A v",(r): v,(") Sv,@)
l<d

+ [ Vr('):po(t).
'y<(r

((2))

donc (1) ut, (2)

'*Si J est non dense.

I Soient c,7 de Jol tel que I < a
a)-S'il existe uir d6/ ]ds, a]est dense alors :

A Er(r) : v.(r) < p-(4...........(2').
1<a

donc (1) et (2'):

+ 7\ 9r(r):e-(z)-
'l<a

I b)-si non il n'existe aucun 6s/ J6o,ol e* den* alors c adnet un prGd€rce'r c- et
dans ce caa on a

A v"(r) : iro-(ll) : ?n(o)
?<a

I
t
I

15
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II.4 Repr6sentation d'une algbbre de Moisil-f ukasiewicz.

II. 4.1 Introduction et resultats d6jd connus.

I 1) D.Ponasse a montr€ dans [4] que toute algbbre de Moisil-fukosieuicz involutive

I 
rdgulibre (C'u"t a dire oil la chaine fermr4e J est telle que tout 6l6ment de J possde

I un successeur ), se plonge dans I'algbbre des parties floues d'une structure floue in-

I volutive plus pr6cis€ment , si X est I'ensernble des ultra-filtre de C(L) et si { est

t le chaine des sections initiale de -/0. Le plongement / de .L dans {x est donn6 par

I f@)(u):faero / w.@)eul .

t 2) A. Arnroune. avait donn6 dans [0] , un th6orbme de repr6sentation d'une algbbre de

I .€.ukssiewicz involutive dans une algbbre des parties Boues involutives avec la conditionI
suivante (p.(*) I (I s Vr(r) € U,Yl < a).pour tout a € Let U est un 6l6ment de

lx.
I ' 3) J.L. coulon et J. coulon. dans [9] donnent Ie m6rne resultat mais sous la condition

, , (A E' (r): p,(r)Vll € L)......(C).
' 1<e

r 
C'est pourquoi, clans ce paragraphe, on suppose que l'algbbre de lvfoisii-.eukasiewicz

I 9-valente involutive vdrifie la condition (C).
I

Th6or&me 4.1

t Toute algtbre de Moisil-.tukasieui,cz 0-uolenk involutiue (L, J, (g",).,er,(Vo)-e.r,, u, N)
I

uirifant Io eonditio" (C) est isomolhe d une sous-algEbre d'tne st'w.tvre floue inuolu-

I tiae.
I

I
I
I
I
I
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Preuve

La preuve reprend des id6es utilis€es dans [0J et [4] en particulier l,utilisation ad hoc clu
compl6t6 de Mc Neille de,I et, de I'ittvolution cl6croissanteqrre prolonge n.
L'utiiisntion de ce compl6t6 perr'et rJ'obterir un th6or0nre,e repr6sentatio. m6me lorsque
la chaine "/ de d6part n'est pas complbt6.

Compl6t6 de Mc Neille de .r.
si '9 est une partie de J ,.9 d6signera !'ensernble des minorants des majorants de .9.

soit(: isg't / 
":S) 

alors (est unechainefermde (c,est unesouschainede
ia chaine des sections initiales de -/, son plus petit eldment est {0}; et son plus grand
6l6ments est i),qui est apelld re compr6td de Mc Nei[e de ../.

../ se plonge dans ( grAce d o __+ {a};
Au lieu de {a} nous noterons donc d, en tait a est l'ensemble des minorants de a.
si n est une involution d6croissante sur -/ il existe une unique involution ddcroissante n?

, sur ( qui prolonge n ddfinie par :ma:ne,rn.S: fl mArVS t: (.
Nous aurons besoin de cette remarque.

Remarque 4.?.

si ',y € Let r*y, ir existe un urtra-firtre(/de trterques €u etvf u.

Notons p8r Cx I'alglbre des parties floues de x a valeurs dans (, involutive de fagon
naturelle ir partir de I'involution d6croissante m de (.
Sic€ LsiU €X: f(r)(U):W.
Comrne pour toute partie .g de J on " .S: ,S

Il est claire que /(rl) e ex, si o € L.
* .f est injective:

Suppcons que 3, y € L et f(r) - f(y).Ators, pour tout U e X : f(z)(U) : ffu)(U).
suppcons que pourta nt n t' g. D'apris Ie principe de d6termination de Moisil, il qiste
cr € Jo tel que por(t) * p,r(A).

t
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
t
t
I
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On peut supposer par exernple que go1(r) # por(g). d'apres (C).

P*,(z) * .,4, v,, (y).

Donc il existe'Yo/- at tel que por(o) *,Pr(y). D'aprbs la remarque pr6c6dante il existe
alors un ultra-filtre Us tel eue por (r) e [/o , Vro(y) f Uo.

Pour tout t ) 'yo : wfu) ( uo. (en effet ,s'ir existait tr > -/s evec prr(il € us on aurait
d'aprls (C) :

i, v'(v) . no

Donc v'(y) € {/s pour tout r ( f1, et en particulier v.(y) € {Jo,ce qui n'est pas).

Alors : ou bien o1n'a pas de pr6d6cesseur ,donc il existe dans ce cas I tel eue ?o 1 I I ,,1.
d'aprbs ce qui pr€cide w(il f ue donc / majore l'ensemble B : t0 € Jo / ppfu) e uol.
Mais

ar € {a € ro / e,@), uol cw : f@)(uo) : f(y)(uo) :E .

Donc ar minore les majorants de B donc o1 < / < o1, c€ qui est absurde .

Ou bien d1 a uD prdd6cesseur cyt

r Soit encore B : {0 € Jo / pp(y) e Uol. Si on avait tpo, (V) e Uo,on aurait Ar.o, Vr(y) e

I us (d'aprbr (c)). on surait donc vo,- (il e uo, et a fortiori vro(3r) e Lro.
r Donc 4rr(v) f {ts et ar ( B, c'est qu'en tait ai majore B. On aurait alors

rrr € {a e Jo / e,@) , uol cw: J@)pd: Jfu)uo):E .

- Donc al minore les majorants de B alors

a1 I o.t,ce qui est absurde.

donc / est injective.

I
t
T

T

I
I
I
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f (, ^ilp) _ {a e ro /0& ^dTq

f("vilp) =w

: {a e Jo / g"(r) n p*(y) e Ul

= G€irT,pJ4=-fInTtl €i{7 ,p/ffE7J
:'WnW
: l@)V)nf(v)(u)

* J(OXU) :W: {0} :PIus petit 6l6ment de f donc

f(o):0'

* /(lXU) :W: J :Plus grand 6l6ment de { donc

/(1) : J.

*f(r^d:f@)nf(il:

I donc

f (, nd: f (") n/(v)

- */("vy): f({uf(il,
I Soit y € X avec les mOmes notations qu'd l'alin6a pr6c6dent, mais en utilissnt cette fois

- le filtre U qui est un ultra-filtre.

I ona:

: {a e Jo/9,@) v p.(d € u}
: {a e Jof e.@) e ul U {c e Jol,pJllieUl

19
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: i_ct e Js/w"(r) e UIU {a e Jo/p"(fl € U}

Alors

f tcv v) : /(o) u /(y)

* f (e*@)): r/"J(s).

lps@)V) {oeJo /v.(pp(r))€U}

D'autre part:

JsiUeN"/(o).

{0} si non.

Donc si U e N,l(c) albrs

ac!(n){U) {+ Y1 <a:1e {a€Jo/<pB@)eul'., {+TW
Soit U € X notons o : f(Wr)(t):7 oir A : {a € J0 / p,(NQ € Ul,

6: (mf \n)XY) :"?, *, ou B : ia e Jo / p"(r) e UI .

Montronsquea:0.

l)acb:
Il suffit pour cela de montrer que, si e € B :A Cft, et pour cela que A c rzs;

donc que si a € A, a 1 nE ort e 1tw.

Soit donc a € A : g"(Nr) € U, d'ori .l/!P",(c) e U et,V,-(") f U; *it e e E : e minore

donc les rnajorants de B.

Soit B € B : Ou bien 0 n'a pas de pr6d6cesseur:

N,f @)(u): 
{

{aeJo /ep{t)eul
(-
Jro:Jsieo(c)eu
[ 0 : io] si p*(x) f u.

20
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D'aprbs (C),pp(r) =l)u*r@) eU, cionc pourtout'y < B:V"(r) e U et71na.
Donc

o :"YuT 1na

Ou bien B a un pr6d6cesse rn P- :

D'aprls (C), pp("):AuV"(") : Vp-(c) € U, de sorte que P- <na et p <nn.

Donc na wt rnajorant de B et e 1 ns.

2)bcat
Soit 6 € 6. Pour tout e qui rninore les majorants

{aeJa lp"@)e Ul;61nn.
Montrons qu'alors 6 minore les majorants de ,4 , c'est d dire que si s est tel que

[p,(N") €U + 8> o], on B alors 6 ( 4,, Raisonnons par I'absurde.

I p,@r)=+s)a [*"(t) iu+.s>a
Suppmons qu'il existe s tel que : { c-b-d {

i s<6 [ ".5
Ou bien 6 n'a pas de prdd6cesseur:

Alors il existe.\ tel qge s < A < d. Comme A < 6 : 6 { l, d # nn\, n\ 4 f@)(U), donc

il existe r tel que I 
r majore {o € Jo I v'@) € ul

I n^*'
doncr ( n.\,eitp,1(c) f U. Maisd'autrepart: s ( A, I * ".Desorteque

V^r(") €U et a fortiori p,,t(r) e U

Ou bien d a un prdd6cesseur 6- :

Alors s S 6- < 6. Comrne 6- < 6, 6 {nnfi- et r$- e f(r)(U), donc il eJciste r tel que

[ , -r5or" {a e Jo / e,@) e Ul
{-
[ "6- *r

Donc r 1n6- etg,*-(*) / U. C'est ddire p6ay+@) $ U,or d'aprls (C) 96y@) : A_ 
,' 

1<lnos1+

Vr(r) : !F,,r(r), donc V,6(r) f U.Alors que: a ( 6, donc 9,6(t) e U.
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Le probilme de representation r6side toujours car dans le th6orbme de repr6sentation

qu'on vient de voir, les deux chaines n'ont pas le m€me type d'ordre (g > d) oir 0 et 6
sont resplctivernent le type d'ordre de J et (.

Cas particulier.

Proposition 4.3

Si la chaine J est complbte alors elle est isomorphe b son compl6t6 de Mc Neille.

Preuve

i: J --+ e

a, r----l i(o): s
i) Il est clair que i est un monomorphisrne.

ii) i surjective?

Soit y € (, alors A g J, donc Vy: c existe (car -/ est complbte). Alors A: i(a): U.

Donc i est surjective.

D'ou i est un isomorphisme.

Conclusion

Si !a chaine -I est compllte, I'alglbre de Moi^sil-.tukasiewic.z g-valente lnvof rrtive mor,ornor-

phe au structure floue involutive (x,C,rn), au sens de Rudunu, (i.e6 : 91.

22
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CHAPITRtr III (Anne**) .

Rcprcscr rtiltion Topologicltre

III.I. Repr6se.tation lles Tieillis Disrributifs.

Ddfinition.I.1

Soit (X,1) un ensemble ordonn€,et soit E un sotrc ensentble de X.on dit que E est
eoissantsi vo e E;aS g + y e E (ntp E d€croissant si,v* e E;y( n =+ y e E).

D6ffnition.I.2

Un espace ordonn{ est un triptet tX,r, <) on X est un ensemble non uide,r une topologie
sur X,1 une rclotion'd'ordre.

D6flnitiorr.I.,3

Soit(X,r,S) un opd"" ord,onni,on dit que (X,r,<) eat un espoce totalement d,i.scontinu

s'i: YxrY € X tel Que , * y, il uiste un r-of cmissent {J et un r of dlcroissant V tel
que

xeU,geV etUflV:0.

D6ffnition.I.4

Un espace ordonni (X,r,<) esf dit un es?ace de priestlq si
1) (X,r,1) est conpocL

2) (X,r,() est totalement discontinu

Soit '4 un treillis distributif et ferm6,et X I'ensemble des homomorphismes de 4 dans ls
chaine {0.1}. On ddfinit une relation sur X par:



T

I
I

fsge+/(a)<g(a),VaeA

r On a X' muni de cette relation, est un ensemble ordonn6, r la topologie produit induite

I par celle de {0.1}'.
On pose T (A) : (X,r, <).

t remme.r.6

I 1) Si A estun treiltis distributdl alors T(/): (X,r,S) ot un e$pace d,e priesgey.

' 2) si7: (X, r,1) estun espocede Priestley atorsL(1): {y /v S xet yest un r-o! cro,issant
I est un treillis d,istributi! et frtn6.
- L'espoce 7'(A) eat appeli. l,espace dual de A.

I preuve

I i)X est compact ?

I X est ferm6 dans ls topologie incluite par la topologie procluit ,Je {0.1}A , qui est compact,

I donc X est compact.

ii)on d6montre que r(.4) est totolement discontinu.

I 
Soit /, g € Xtel que g # f donc il existeau moins una € A tel que f(o) :0 etg(o) : I
I'ensemble U : th€X /h.(a):l| est un r_o/ croissant contenant g et X _U _

t {h e X / nb):0i est r - of ddcrois,rsanr contenenr .;f .

(on va voir aprbs la d6monstration de [/ et x - u eomme dm r - of) .

I On a U n (X\U) = CI alors (X.r.<)""r un espace de priesttey.

I 
ii)on remarque que I(7) est un ensernble ordonn€ par I'inclusion, l'union et l,intersection

I de deux o/ croissants est un o/ croissant , donc, I(7) qui est un treillis distributif, ad.met

0 le plus petit 6l6ment et X le plus grsnd ril6ment.

I
I
t
I

rl
II
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Th€orErneI.6

I fu) Soit A un treillis distributi!, I'opplicotion Fa : A ----+ L (T(A)) d€fnie par Fa(a) :

if e X/f (o) : 1| esf un isomowhLsme de treillis.

I (q Si i: (X,r,S)esi un espace de Prdestley alors I'applicationGr: j -+T(^L ('y))

d6.f,nie pc,r

lt
I G.,(,)(Y):1il:;;

I 
pour tout Y e L(l est un isornorVhisrne d'espaces de Priestley (c'est-d,-dire une biju,tion

r continue et croissante).

(c) Si I : At , Az est un homomorph'isme de treillis alors I'applicotion f U) ,

- T{Ar) ---- 7'(Ar) d*finie por: T(f )(g) : gol est un homomorphisme d,'espace de Pri,est-

t 
leg (c'est-d,-dire une application continLre et croissonte)

(d) Si h' 'yt 
- 

'yz est un homomorVhisme d'espace Priestley alors l'applicotion

I L fu) : L 0z) ---, r (tr) d,6fini.e por:

t(Dfu): n-'{v) pour tout u e L(t).
a,

I est un homomolhisie de beillis.
I

(e) sr dephs f et h sontd|finis comtne dans (c)et (d) alors les diagrornmes suiuonts:

I
I
t
I
t
I
t
I
I

I
At'A2

"--+
'lt

h

----if 
'Yz

L G",F.n I IFn Gr,!

L g (At)) : L € @z)) T(L(1,D ----+ 
r$,fu))Lg(tD r(L(h)\

sont cornmutatifs.
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Preuve

li) F.a: A--*Lg(A))

t a --+ Fa{o): {,f e X ,/ I (o) : 1}

a)

I r4(o):{f ex,/f(o):rl:A

tb)
I 

Fa(avb): {/e x,rf@vD):l}

t :',',i''.i,'r',:ii lu'l ':;:,:::1"':1vr(b):11
t 

: Fa(a)uFa(t)

donc & est un homornorphisme des treillis.

I
ii)

I c,i"y-|r&fi))
! - 

Gr(.f)

I G., est un isr.,morphisme d'espace de Priestley, (est un homomorphisme de cet espace qui

soit bijectif) nous avons le lemrne suivant.

t
lernme I.7

I R -- {fo@) ,l a € Al engendre une topologie (sous bose de topologie) sur X.

I
I

Preuve.

II est facile de d6montrer que fi est stable par l'union et I'intersection finie.

(

) , - {f e x / I $) - 1} : Fr (0) e n
\
I x : {f e x / f(1)- 1}:r/(1) €,Rt

I
I
I
I
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meme chose de ,g: iX - Fa(") / a e A.l

pour ddmontre que

Gt: ?y *-+f &0))
f ----+ G" (f) est un isomomorphisme

Il suffit de d6montrer que G" est continue et croisssnte et G* est une
soit Z un of croissante dans ? (t (i)
donc

1yeL(i/,:htt(v)
y e L g (A)) (i.u y est un of croissant dans 

" 
(A))

Gr' (") : Gi' (F"ot(v)) = {t, x ./ G.,(/) e pro> fu)l
_ tf ex./Gr(/)(y):rl
= tf,ex,/f eul:xfiy

. 

: y (un of croissant).

donc G" est continue.,,

On d6montre Ia surjectivit6.

Soit h un homornorphisme de T (L(Z)), 
"t on cherche un J e

donc
X tel que G., (f) : h.

Yv e L(i, cr(f)(il : nfu)

bijection.

ona

on pose:

a

f ltv):1<+f ev

In(ri=o<+ f f y
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H : {v e L(t) / h(0: rl
B : {-lV

yt' I{

H' : {.zeL(1)/h(z):sy
c : 

'l-fr'

H et, H\ sont stables par la 16rrnion et I'intersection finies.

on a: B\C * A car si B\C : fi alors

(!X)\(,!E,) : a : (Iv) n (Hfr)"

' : \2ur)"99;)

donc

y!;tu (,Ufr): x.

La cornpacitd de X implique qu'il existe un nombre fini de 96 e .I{ , i : 1.....n. et
t

zi €. Ht,i : t......rn'tel que

/ n \ .m /n \ rn

(Y=qs*J r(rY, zt): t* [!, v,)nW 4:o
donc

,f, * t,\r",

c .a . d o(rg, zt) :1, ce qui eet ebsurde ( car oqg, n) :19rh(+) : o)

donc B\C et non vide. Alors on prend / e B\C qui v6rifie CIU): h.

donc G.y(/) est surjective.
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On d6montre que G7 est injective :

ket G1 : {.f e L/ Gl$) :01

Soit / e ker G7 ++ GIU) :0
1+ G.yf fu) :0 Vy e L(1)

{+ f fVpourtoutue L(l)
{+ f e I Cy:{0}' ueL(t)

1+ J:0
donc G'y est injective.

Il rbste a d€montrer que Gl eat croissante, soit / et g €.y tel que f < g, et on ddmontre

que c7(/) < Gtb)
SoityeL!). 

(

ctilfu):l1si/€Y
[ 0 si f f v

si f € y + s € y et si f f v + GtffXv) = o S cr(g)(y).
Donc ona toujours G'y(f) <qb).

I

iii) / : At 
- 

Az est un homomorphisrne de treillis et

rU) t r@il ---+ ?(.4r)

sarff)(g):sof

est un homomorphisme d'espace de Priestley

Soit g un o/ de tl(,41) =* 9 : F1r(o) tel que a e A

r ( r )-' (Fa' (a)) 
: [ : i',I:'|,i!,if ':',1''""
: {e e r@il/sff(")) : 1}

.Fe,(f ("))
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donc ?(/) est continue.

?(/) croissante ?

Soit gr et gr € fUil tel que fi 1 gz et a e At

(g'ol)(") _ g'(/(")) snU@))

+ r$)bi srf)bz)

donc 
"(f) 

est croissante.

iv)h : ?r --+ 72 homomorphisme d'espace de Priestley

L(h): L(tz)*L(ti
2*.-.-+ r(Q@) * h-|(x)

On d€montre que L(h) est un homomorphisme cle treillis.

1)

z)SoityetzeLfuz)

L(h)(@) : h-'(0) :0

L(h)(yv z) : h-t(vu z)

: lz-t(y) u h-r(z)
: r(Dfu) u L(h)(z)

donc ^D(h) est un homomorphisme de treillis.

V)Supposons que f et h sont comrne dans (iii) et (iv) on d6montre que le diagrarnme

suivent :
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l-+ Far I I Faz est commutatif.

I L(r(A)) ,ril, L(rvil)

I soita€A1

I &(r0 o Fa1)(a) : L(rU)(Fer(o))
: 

"-'(fxrat("))I :{ee r(A)lr1'r1(ra,(o)}

:i',7i',7',',!,',J,,7ii!,'l

I :i;'":Xr, *"'pour tout a e A

I Donc le diagramme pr6c6dent est commutatif.

On d6montre que ie cliagramme suivant:

I 
L@)

I 
7t 'Y2

Glt I I Gn est comrnutatif.

t r@(ti) --+ 
r@(tz))

I 
r(r(h))

Soit / e "y1

t mtrtl\-n-lr\ mrrtL\\/^^rp(iloc1y{f) : r(L(h))(G'yiU)

I - GilfhL(h)

131
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It
It
It
lr
It
lr
It
lr

[:

Ona

(,
G1{f)oL(D(s):G,yr(f)(n-rfu) : I 1si/ eh-'(v)

[Osiflh-r(v)(
I lsih(f)ev:1
[0sin$)f v

: Gn(h(f)) : (cvoDff)

Donc Ie diagramme est commutatif.

Remarques I.8

i) si le treillis ,ul est complet alors J? -- {Fa(a) ,/ a e /}""t une topologie zur 7
ii)Il est facile de voir que, les ensembles suivants sont des topologies sur ?

1)la topologie engendrde par "R

2)la topologie engendr6e par (
3)la topologie engendrde par ft U e

4)L: {V cl/V croissante}, ,g: {y C 7f y dlcroissante}

III. 2. Reprdsehtation d'a,lgbbre de Moisi l- f, uka-siewicz e-vaiente.

Soit (,4, J,(?o).eh) une algbbre de Moisil-lukosiewicz g-valente et T(A) l,espace de

Priestley associ6 au treillis distributif ,4.

Pour tout a e. Jo,ga : A -, A est I'endornorphisme de treillis A.
Soit da :r@) 

-+ f@) ddfini par do _ T(p*).

$o v&ifre les conditions du lemme suivant.

Lemme 2.1

La' tamille d,es applicatiorw (e,/a e Jo) satisJait les cond,itions su,ivontes :

i)S- est un homomarVhisrne d'espace de Priestley (i.e applicotion continue et crcissante);
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iilQ, o dp: 6o pour tnut a.B e Jo;

iii)Si a { B ators 6;t(il 26Bt@) pour tout y e Lg(A));
it)Si y e I,(T(A)) olors g;t(s) et T(A)\d;t(y) sont dans Lg(A));
u)Si y ,z e L(T(A)) et pour tout a e Jo O;r(y) :6;t(") 1v : z.

Preuve

i)tp* est un homomorphisme de treillis A, donc (d'aprbs la 3*" condition du thforbrne

JII.1.6) T(p*) - do est un homomorphisme d'espace de priestley,

ii)

6o I rV) 
-, T(A)

f-d"$):T(e;):foeo
Donc

6" " 6pU) : (T(p,) " r(ed)(l) : T(p)(r@ilU))
: T(p")(f o pB)

: (,f " pp) " ge : f " (pp o go) : f o po

Car

Donc

kB o go): gft pour t,out {),a € Jo

6" " 6pU) : t o ea : f@)U) :,p"(f)

Alors:

6oo6p - rfo prrrrr tout o, € e Jo

iii)Soit a, P € -F, tel que a ( p, alors @6 ( {o
soityeLF@DetfeQa'fu)

33



t
I
I +ep\!)ev

I =+.fo6peu

=+ -f o 6o c lt Qvzrf ,, pi1 ( f o go et, y croiscant)

I .:.,b*\f)€y

='.f € (d;t(y))

I +Q-1(0td;1(v)

I ;fi,i 
e L{r@)) et o € r0 on d6montre que d;r(v) "t r(A)\d;'(v) appartiennenr

t 
Soit y e L(T(L)) =+ 3 a €,4 tel qrre y = fl,r(a).

t e"'(v) - lf e'I'(,4)/,1^(f)rtrl

I : {.f E7'(A)/(fop,)rr}(o)}

= if er@)lU " y'") e &(")i
I : 1-{,r (s'. (n)),p*(n) e ..t.

I Donc d*l (y)est un.ensemble croisqnn t e.t, r o.f i.c (,;r (y) e L (7, (A)) . Meme c6ose popr

I 
r ('4) \d;' (Y)

I r,,{)rd*r(v): i/€"(d)if #o;,(v)T

t .: {f e r@)/a.U) f vl
: {f e r@)/(f 

" P') (a) : s1

t : {f er@)/(f,p,)(a)-1}

t 
Fn(9, (a)) croissant est r o/

t34
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Soientt U,z€ Lg(A)) donc J a€ Aet6€A,avec y:Fa(a),2: Fa(b)

Alors

Q;'(v) :6o'@u(") : FA(e)(a)) : d;'(") : Fntv)$))

Donc

V"@) = p*(b) pour touta € Jo

alors

a : b (car (,4, J,(lq..')",en) est une a.M - t.0.a)

donc

Fe(a):rc'e(6) iy:z

D6finition Z.Z

Un espace de Priestlev (X , r, () sero dit espace de .tukasiewicz g - ualent ordonn; (eJ.e)
Si ta Jamitte des applications (Or.X * X)oe .ro u&ifi,e les cond,itiotu suiuantes:

i) pour tout a € J0, so est, un homomorphisme d,'espace tle priesiley;

ii) O" o Qp = Qo po,w tout a,0. e Jo.

iii) si a,fl € J0,a 1'p,alors Q1rfu) e d;r(y). pour tout V e Lh);
iu) pour tnut a € J'0, et y € L(i,6;r(il et f@)\g;t(y) sont croissantes;

u) si $;t(y) : 6;t(") pour tout a e Js, oi y et z e L(1), alors y : 2.

Ddffnition 2.3

Sd 7: (X,r,3 (6r)ret") 
"t l: (X',r',S,tdrIrr.n) sont deus es4ces de .tulnsiewicz_

0-aolmt ardonn4s. Alors on dit qve l'homomoryhisme d'espace de priesttey f : X --+

x' ast tne |-opplication, si pour tbvt e G f , Ie dbgrcmme euiaont:

*"f'\

I
t

It
lr
lr

It
I
I
t
I
I
I
I
I
I
il
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f
XJXI

O, I 
------+ 

I O'o est comrnutn'ti!.

-lXX'
I

Proposition 2.4

o) Si (A,J,(g)rer) est une alg?lw de Moisil-.tuhasieuticz 0- valente olors I'espaee

de Prieatley f ($ muni de b famille {flrlo,e.to est un espoce de .tukasiewi'cz 0 - aalent

ordonnE (e,.t,o)

b) Si I , A --, A' est un homomorphisie d'algibres de tu*asianicz, olors T(f) :

f(A') -.--, f(A) (donnde dons le th€orlme.lILl.6) est une 0-opplication.

' Preuve

a) C'est un r6sultat direct du lernrne III.2.1.

b) Soit f , A ----* A' un homomorphisme d'algbbres de Moisil-fukasiewicz 0 valente, donc

f$) tT(A') -----+f@) est un homomorphisme d'espace de Priestley

Il reste b montrer que le diagrarnrne suivant est commutatif.

T( f)T(A') \' / r@)

OLI 
-} 

IO,

-+rv) r(A)
r$)
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r$)ofL: Odorj) 7

Soit 9 e T(A')

i r(/bl, ) k) : lrrrrrrrr?rf)lr rr,
: r})boeL)

(gopL)"f : go(p'oof)

: 

trrr.:,, 

* ;iffi 

omomorph isme d'alslbres de Moisil-'0ukasiewicz'

Donc

T(f)$'*: 6,oT(f )

A]ors le diagramme est.cornmutatif. Donc r(/) est une 0- application.

Proposition 2.5

a) Si "Y: (Xor,,1(Qn)ne5) esf un espace de Iukasiewicz-7-ualent ordonn| olors

Ie treillis L(7) associE d, t'espace de Priestley (x,1,r) otec Ia famitle(go,9o /a e Jo)

d,(Jtnie par

' p*(c) :6i1(z),P.(t): x\ {o;t('l} pour tout a e Jo

est une algibre de Moisil-.tukasianicz ?-ualente.

b) Si "y : (X,r,(,(do)o e*).et.i : (X',r,,5',(6')*rn) sont deu.x espoces d,e

.tukos 0- volqis o.rdonn*s et f : I une 0-appticati,on, olors. L(f) : L(l) *
L(f (funni.e dons Ie thCorime IIL1.6 ) est un homomorphisme d'algibre de Moisil-

I t*asiayicz 0 - uolente.

I
It
h
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Preuve

a)

Vo,p'o Lh) * L(l')
v -+ 

p"(v) :6-' (v)

v --+ v',(v) : x\d-t (v)

donc d' aprls les conditions dans la d6finition III.2.2. go,g'o est bien d€finie.

i)On d6rnontre que g.,et g'o sont des homomorphismes.

Soient yetz€L(f@)).

p,(AU r): Q-r @u "): Qot fu)uf;t k): v"fu)up.(z).

p,(vo z) * 0;t fur1z):6;tfu)n6;'Q):g,(a)ne"k)-

p.(0) = Q,t$):A , qo(X) : 6;t(X): X.

M€me chose pour (pa

donc rpoet ,po *ni dee homomorphismes du treillis.

alors (go g|.)u<Jo est une famille d'endomorphismes de I(7) conservant 0 er X.

Sia(9alors:
0;'V) f d;'(v) ,YY e L(7)

donc

v"@) ) vpfu)

:+ gp Sg"
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(

9ooPp=9p

p. " pB(y) : p*(QE'fuD : 6;'(Op'(il)
(6p 

" 6")-tfu)

6B'fu) = pB(v)

Si

Donc

9a o 9g: pp.

P"fu):9o(z) $ y:2
p"(Y) : v^(21==+ /-t(y) :6,1(2) pour tour a €
Mdme chose pour (pa pour .tout a e Jo , pour tout .r7 €

,est chrysippien 3 rp, (y)'tet que

So -+ g: z pour tout s € J0.

v;fu) u v',fu)

P"(il o P',(Y)

Q;'(u) u (x /o;' (y)) : X
d;'(iln(x/6;'(il):a

Meme chose pour rpr.

Donc (L(i,(go,g'o),oer ,J) est un algbbre d.e Moisit-.tukasiewicz 0 -valent.
b) soit f : X -- X' est une d- application I(/) : L(l') ----+ tr(.y).est un homornrphisrre
d'algbbres de Moisit-.tukasieuicz d yaiente.

L(,f) ot un homomorphisme de treillis.

Il reste i d6montrer que ,p, 
" L(f) : L(f) o p'o
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L(t') "J4 t'h)
e- I lgo
L(t') "Jg 4t)

P' " L(r)tu) 

: ii::::!, :,':-:;:',n' 
u t')

: f -t(o;r(v)

: f -, (p',fu) : (t(f) o s,*)(y)

donc .L(/) est un homomorphisme d'algdbre de Moisil-fukasiewicz d- valente.

Lemme 2.6

o) Pour toute otgibre de Moisil'lukosiewicz 0 -ualent, l'isontorpltisnte de treipis
, di.strihutifs,

F1 :A---,L(T:(A))

est un isomoryhisie"du algibres tle .tukas.O -ualenL

b)pour espoce ordonn€ de Moisit_.tukasiewicz 0 _ualente 7 _ (X,r,(,{d,}oe.p)
I' iso mnlhismc d' espace de priestley,

G'Y :'y ---, L(fh)

est un isomoryhisme d'e^space ordonn| de .tulwsiewicz l-valent.

Preuve

a)On d6montre que les diagramrnes zuirrants :
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t ,o., 

: 
,,n':|,:r,, r'or 

2 
,,,!,).1,) :r.

I r(A') ; r@) ^t ; re,h))

t sont commutatifs.

I
l. (P|'Fn)(a) : v',(Fn(a) :6;t(r4@)

t 
. : 0;' {f € r@)/f (a) : 1}

I
(Fn " p,)(")) = Fa(p"(")): {"f e r@)/f @,"(a)) : 1y

t : Q;' {f e T(A)ll(o)) : 1} ++ 6,(f)(o): I 4+ (f o p,) : I

I ,4 l@,(o)):refe (rAop,)(a).

d'ou

I q'ooFA:FAogo

I (Gt od,)(r), L(r) --* 1o.t)

I (Gto\,)@)(y):Gt(eotnttyl:{lsi d,(t)ev.

'l [osi 6"(r)dv'

I
l4L
I
I
il
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(Q., Gi(4(il : d',(Gt@))@)

= (Gt@) " p)fu)

: (ct@)@;,(s) : { t " 
a e 6;t(v))

[ 0si rfd;r(s))
(

= { 
1 si d'(a) e y 

donc les deux diagrsnrmes sont eommutatifs
Io'i Q,(z)qo

III.3. Repr6sentation d'algdbres de Moisil-f ul<as iewtcz a-valentes
involutives.

Ddftnition 3.1

I un espace de .0ukesiewici-0-valent ordonnd 7 - (x,",5,(6o)oen) est dit involutif
' (e.t.o.i) s'il existe

I a) une involution d6croissan te n : J ---+ J.

b) une application'continue N :X t X,telle que:

I i) NNr;: rr, pour tout r € X;

I ",."1;;;;;J:,i.li,-,..7 ,e,,e que;

I ','roi.':ri,r]"',:::: 
,"1J,. r,,.

r Ainsi, pour tout a e J1, ho est une application continue et croissante.
I

I ,, :ti;Y,li',r,eto,(ho1o,r,n, N) et 1' : (x' ,,' . S' ,(6'o)oeto, (h.),e,,,, n, A/) sont
deux espace de €ukasiewicz 0- valents ordonn€s involutifs (e.I.o.i) une g- application

I

I

I
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f : x --1 x' sera dite une Nd- application si pour tout c € x, /(Nc) : ,v',f(c).
(on peut d6montrer que pour toute Nd- application on a /(h,,(c)) : h:.(f (r)),a e Jt).

Proposition 3.1

(o) Si A est une olgibre de Moisil-.tukasiewicz l-aolente inuolutiue, olors l'espace

de Priestley fV) ntuni d,es familles (ih,)o<.to, (ho)oe"r, d,onn6es por Qo : T(po),ho --
?'iV-), et de l'application ddfnie par T(N)g: NdN est un (e.l.o.i.)

(b) Si f : A ---, A' est un hornornorphisme d'algibre de Moisil-.tukasiewi,cz T-valente

inuolutiue alors T(f):T(A') ---+ T(A) est une N0- oppli*otion.

Preuve

(a) On sait d'aprds la proposition (2.4.(a)) que ?(o) avec la famille est un espace de

fukasiewicz 0- valent ordonnti, rnontrons qu'il est, insolutif (i.e. que f(N) est une

involution d6croissante et que ls famille (ho)';rt'vdrifie la condit,ion (C) dsns la d6finition

(rrr.3.I )

(i)r(N)r(N)Q: TW)NQN: NNdN N : d, donc ?(N) est u'e invol'rion.
'on note par ailleurs que 

"(N) 
est bien d6finie, c'est-ir-dire que rtV)d €7.(A).

T(N)$(x V y) : NQN(Iv y) : Ng(Nz 
^ 

Ny) : N|Ncv NeNy: 
"(l/)d(c) 

v
r?t)d(il ' ,,

Analoguement 
"(nt)@(r 

n y) : 
"(N)d(r) ^ 

r(N)d(s).
(ii)Si dr,Qz€r@) tel que h <dzalors/1(Nr) S 6z(N") pourtout c € A donc

,\<f2(.n/o) < NQr(Nc;:=v r(N)Qz ST(N)OI donc ?'(If) est bien d6croissante.

Notons de plus que T(ff) est continue, car pour l' € LV@)) on a y : Fa(a),a € A,

"(nr)-,(y) 
: {oeT@) / r(N)(il€y:re(")i
: {6 € T(A) / r(,nr)({)(a) : 1}

- {6 e r@) / r/t'(tro) : r}
: {O € rV) / d(.tfo) : s1

- l0erqd; / e4F1(Na';i
T(A) - Fa(Na) qui est un ? * o/ d6croissant, donc 

"(N) 
est bien continue.
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Montrons que Ia farnille (ho).'e.r' v6rifie la condition (c) de la d6finition (3.1).

I $) h, S /opour tout o € Jor, pour cela, soit g e T(A), h.(g): 
"(!r,)(g) 

: go Vo (
9 opo - T(p,)(d :6.b);

I d'ori

n.k) < Q.fu)

r pour tout g ef@).
I Soit ho < d.'

- (ii) h' :T(N)6,*I(-tr/),pour tout a e Jor;

I 
soit e € ?(.4), on a

g(N)0",r(rr)Xg) = T(N)(0".(NgN))
: rQv)Q(e",(NeN))

; rW)WsNe")
: N NgNg,,-N
: g*o

: 
"(8,): ho.

(b) On sait que drapqes la proposition (2.5.(b)) qu" 
"(/) 

est. une d-application, il suffit

donc de d6montrer, que le diagramme suivant:

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
rl

T(A,) rU) 
r@)

r(N,) I l T(N)

r(A') i, rv)

est commutatif.

En effet T(f)(T(N')(g)):?(nr,Xg) o f : N'sN'f : N'sf N.

M
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I
I
I
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I
I
I
I

rW)rU): r(N)(go-f) : NgfN : N'glN (car pour rout a e A,,.9(/(.nra)) e
{0, 1} et N'f {0, 1} * N/{0, 1} .

Donc le diagramrne pr6c6dent est commutatif et rff) est bien une Ng-application,

Proposition 3.2

(a) Si' 7: (X,r,1,(6o).,rr,(ho)oe1r,n,N) est un espace d,e fukasi,ewicz 0- ualent
ordonni inuolutif alms Ie treitlis L(7) associ| auec I'espace de priesileg (X,r, 1.) et muni
des lamilles d'applicotioru (p)*nro,(Vo)oe"r, ,donnies par: pa(y) : e;, (V),V,(y) :
h;'(y) , est une algibre de Moisit-.tukosiewicz 0-valente inuolutiue.

(b ) Si ^/ : (X, r, S, (Q.').,er, (h,.).,el, n, N) et 1, : (x,, r,, 5,, (6,*)*nr, (h!_),etr, n, N,)
sont deu,s $paces d'e lukasiewicz 0- ualents ordonn1es i,nuolutifs et f :X ----+ X, une
N0- appti,cati,on alors l,applicotinn L(f), L(X,) _) L(X) ,(donn6e dans te thtorinte
(m'1'6'(d)) est un homomorphisme d'algibre de Moisil-fukasiewicz g- ualente involu-
tiue auec I(N) : CN (on C e..st. le <nmpl6ment).

Preuve

(a,) on sait que '[(7) associ6 avec Ia famille (go)oen est une algbbre de lr4oisil-.eukasiewicz
d-valente (proposition 2.5), il reste t\ rrrontrer qu'elle est involutive,c,est-B-dire que r(.V)
est une involution d6croissante sur.[(7),que v., ( gc pour tout cr € J01, et vo :
L{N)e".L(N).

soit l' e L(t), L(N)(Y): C(Ny') e L(i, donc L{N) esi bien d6finie,
. (L(N)L(N)Xr) : L(N)(cNl') : cNCNy : y.7

Soit

f e CNCNY {+

<+

f e NCNY

Nf # cNY
lrJe NY+r f eV

donc .L(i/) est une involution.
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Montrons qu'elle est d6croissante.

Soit Y1 c 12 + L(N)]'2g I,(N)yr?
Soit

f e L(N)Y2 +.f € CNyz+ f e MF2 =+ Nf #yz
=+ N"f f yr (puisque yr g]fz)
+ f /Ny1 =+ f e CrWr=+.f e L(N)y.

Donc L(N) est une involution d€croissante.

Montrons que (i) lPo ( (pa' pour tout l' e L(l) suppo'ons que wo(y) c p,(y), c,est-d.
direque h;t(Y) co;t(y), soits eh;t(y) =+ h,(g)€ l,.r+ Q,(de y (puisqueyest
croissant el ho < Q,) =+ 9 € O;r(y) donc h; r(1,) c O;, (y).
(ii) u'" : L(N)p,..L(N),soit h;t(y): (L(N)O*L(N))(y), potrr tout y e L(i;
Soit

s e (L(N)6;)r,1w1791 +)

1+

s f Nu;J,c(Nl') 4+

Q"^(Ns) d C(NY) 1+

Ng" (Ng) e l' 4+

Ng 4 dil@WY))
6,*(Ws|€ Nl'
h"(s) e Y

s e h;l(v').

(b) on sait que LU; ,Lh) --- t(il (proposition 2.5.(b)) est un homomorphisme
d'algbbre de Moisil-fukssiewicz d- valente. [l reste a montrer que le diagramrne suivant:

L(t') L(f ) L(t)

-+
L(N') t I 

'(N)
L(t') --) Lbv\L(f) \ "

est commutatif.

on a (r(r/)L(f))(y) : (L(l)L(nr,)Xy) e cN f-t(y) : f_t(cN,y).
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Soit

s € CNf-t(Y) <+ s € Nf-t(y)
<+ Ng e f-'(y)
<+ f (t'til #v
(+ N,f (g) f y
<+ f k) d N,Y

<+ f(g)ec(N')')
(+ s e f-t(C(N,y))

D'oi

r(li) " L(l) : L(t)o L(N).

t
I 

proposition 3.3
' (a) Pour toute olgibre de M'oisil-.tukas'iewicz 0- ualente inuoluti,ue I'isontorphisme de

I beitlis (d,onn€ par Ie th|orcme III.1.6), FA: ,4 * L(T(A)), est un,isomowhisme

d' olg ?b r e d e M o isit -.t ukasi ew ic z 0 - t ar e* t e inuo rutiu e.

I p) Pour tout espace de .tt*osieuicz 0- valent ord,onn6 inuolutif

1 ,,:,*,:;;;::':*::')7l;::,,:r!ul'n",,n par te,h€.rime rrr l 6 (b)), po.

I 
^rl;rti 

---' T(L(l), ut un isomorphisme d'espace de lukasieuicz l-ralent otdonn€

Preuve

(a) D'epres Ie lernme 2.6, (a), JrA est un isomorphisme d'algbbre de Moisil:.tta.cail+-
0- valente. Il reste donc a montrer que le diagrarnrne srivant:

I
t
t
I
I

il
tt
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I
I
t
I
I
I
I
I
t

tl
h

A Fa 
Lg@))

ffi - 
ILF(N))

r(A,) -l LF(A))
Fa

est comrnutatif.

on a (r(7(N))Xr'")(o) : CT(NXFA(")) : CNFa(Na).

D'oir

I € Lg(N)XraX") <+ J e c(NFl(N"))
<+ f f NFa(Na)

e) Nf f ra(lr"))
e N/(No) :6
{+ ,f(Na) : f
1+ J e fl,r(Na).

Dtou ' ,

, L("(r/)XrlXo) : &(rro).

(lt) D'aprbs (le lemme 2.6 (b)), G", est un isomorphisme d'espace cle f'ukasien'icz O-ralent

ordonn6, Il reste donc b montrer qu'il est une Nd- application, (i.". que le diagrarnme

suivant):

G-7 r?,o))

N 1 I rLW))
_)-,f r&b))
G1

{8



I
I
I
I

est commutatif.

r{LwDG1 (xxr) : L(N)Gt(xxr(nr)(y)) ?

c'.v)&(Nxv) :c"(xxcNv) : { o si x t' cNY' 
i

[ 1 siX€CNY.
(
l0 siXe NY.:(
It

[1 sixf N].
(
l0 siNXe Y.:(
It

[1 siNXfY.
I ,(NXO) si i/X e Y.:1 

;

[ ,(N)(1) si NX I x
( t si NXe Y.: { cr(NXXY)
[0 siNXf Y.

D'ot ?(I(N)G"(X)) : Gt(NX), C'est-ir-dire que le diagramrne pr6cddent est com-

mutatif .

t
I
I
t
I
t
I
I
t
I
I
I
I
t
I

I
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Conctrusion.

Dans ce travail nous avons propo# la reprdsentation cle certgines algbbres de Moisil-
.tu'kasiewica notamment le cas or) la chaine de d6part est complbte, ainsi qu'une d6rnonstration

de la condition de continuit6 (condition n6cessaire et suffisante pour le plongement d'une

alglbre de Moisil-.tukosiewicz 0-valente involutive dans une algbbre de parties floues
g*valente avec0 > 0).

Nous signalons par ailleurs que le problbme de repr€sentation a 6t6 connu sous le nom de

(repr6sentation des algbbres d,e !ukwiewicz), et qui a 6t6 abordd par plusieurs chercheurs

[0], [1] , [4] , [e], [1oJ , [12J , {13] , [14]

L'id6e de ce travail fait suite d deux articles (J.Couton et J.L. CouJon) lgl,{Rudnnu)
[14J.

Le premier [9] . Nous a propos6la question ouverte (n6cessitd de la condition de continuit6

cH ir. 3).

Le second a fait introduire une nouvelie notion pour le plongement de l'algbbre de Mozsil-

.tukasiewicz 0-valente involutive dans trne structure Boue involutive qui exige l'6galit6

entre les deux types'fl'ordres, (i.e - - 0) aux quells nous avons donn6 une r6ponse dans

Ie cas ori la chaine,de d6part est complbte. (R6sultat 6galement original).

Il est b signaler que le problbme de representation des algbbres de Mois il-lukasiewicz au

sens de {Rudeonu) derneure encore ouvert.

I
I
I
t
t
I
I
I
I
t
I
I
I
I
I
lr
Ir
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o#Jtll 4ilJL ful*,jl u€$
gfi;i;rt<*t -,.L*lS" JJ++ :;13&Jl

( les algibres rle iltoisil-tuknsiewicz )

i +d\l :r--i^Jl ,i--l.;Jl *,-s l:a. rL6 f i-r {--r>t!l o:o gJgtrii

r,l+irjl <*l -Ll-J-!lJ JJ++ jlJir ,",-'i ( (tttku.sit,tri,,r) 6-x1+_rSJ O! )-t
drt-5)-c3 drt--c r+^ll {J}J .jr Lb ,"lU- .JlVl Ji^-ill u'l cjyLi:'i,''!t-t

CrtSr-ill3 4il<t 'l,lf e-X-s^ diJ-:S , {$JJl .1,tc e -^I !$Jill I'kir.=+SJill

iJ+ orlt ;-.; +t-,;"Jl: ( ,Si ),2'ieJ:;,.-i \'--ic' oll; dl +i)aii;,-lt

. ,J*s"Jl -,i ;i;tt ,sle q*jj &jl k#

AjLiJlJ araliJl l;,!'i 4i+L ir. 1i^oi jSi yo 6rlt ,;till Jt^^ill ,,.i ti

J;;J qJ++Jl crll*illl o*;,l't a# cj;tii: d++- . t3;ll lra cJ:- lel^-J $ll
. ( ;:t; J$i dtl )e-xf+ (algebre floue ).-^tt H++ ,*fi*ii-rlsJ-4-ul-r

-rt.-.1 (chaine) 4l^"L 4+ OJS3 ,''!-i .l$i LtiJ ,"/ bi-,|;r d E:S-,-l

. ?6rl; e:*-r+ ,;'.LiJl )++ll aLJ, q+$;ll J.^i Lr.ii d). J L'iX*iJjtS.'l- -&-t:lr
t

a---- .fr*+jt$ J11 q+ :l-pi-,yl l-$ elj 4:r-u+ U^! dlJrS JL-ill lio ,,J
. r_l+:^ ,,.:,.1-c J+++ 4l$.3 Ji U;-rr Lr'a (negation ) 

"jJl
d *ul .-iJ't ,-n a:-b JS-i^ Crt 6-r!o etS qg.Jl J*i!l -tJ^iil bA

: Jl3ic, ro,-'i r$,^., # (J.L.Corilon et J.Coulon ) Cgy*rJsft

lJn nouveau r6sultat concernant la representation d'une algdbre de
fukasiewicz involutive dans l'algebre des parties d'une structure floues
involutive .Revus Rornaine de Mathernatique pures et appl. 38 ( I 993).

-'r-.J 4++j3$l &)$^:Jl .J^ar e'JB dl^-i, a-r-$!t p:6 li;Cii l;,pi3
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