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Résumé

L’étude de la décomposition polaire des opérateurs a la méme forme d’un nombre com-
plexe, cette similaire étude se produit pour les opérateurs inversibles dans un espace de
Hilbert, mais cette fois les facteurs sont un opérateur unitaire et un opérateur positif, cette
factorisation explique ’analogie entre les opérateurs dans un espace de Hilbert et les nombres
complexes.

Mots clés : opérateurs, Décomposition polaire, Opérateurs positifs.
Abstract

The study of the polar decomposition of the operators is the same form of the com-
plex number, this similar study occurs for invertible operators on a Hilbert space ,but this
time the factor are a unitary and a positive operator, this illustrates the analogy between
operators on Hilbert space and the complex numbers.

Key words : Operators, Polar decomposition, Positive operators.
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Notations générales

A(H) : Pensemble des opérateurs auto-adjoints sur l'espace de Hilbert H.
H : Espace de Hilbert.
1 : Popérateur identité de F dansF.

ker (T') = {z € E,Tx =0}

L.(H) : 'ensemble d’opérateurs réguliers sur H.

O (E) : est 'ensemble des automorphismes orthogonaux .

Ran (T) ={Tzx ,x € E}

ST (E) : l’ensemble des endomorphismes autoadjoints positifs .

ST (E) : 'ensemble des endomorphismes autoadjoints définis positifs .
ST (n) : l'ensemble des matrices symétriques positives.

ST (n) : Pensemble des matrices symétriques définies positives.
SO(E)={ueO(F), detu=1}.

SO (n)={M € O, (R), det M =1}.

U(H) : lensemble des opérateurs unitaires sur I’espace de Hilbert.
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Introduction

Dans les mathématiques, particulierement dans ’algébre linéaire et I’analyse fonctionnelle,
la décomposition polaire d’une matrice ou d’un opérateur linéaire est une factorisation ana-
logue a la décomposition polaire d’'un nombre complexe non nul, elle occupe une place par-
ticuliere, puisque la résolution de plusieurs problémes dans différents domaines de I'analyse
fonctionnelle soutient cette décomposition et aussi c’est le titre de ce modeste travail .

Les traveaux dans ce mémoire sont organisés en trois chapitres, le premier chapitre

", il contient des rappels sur les espaces de

est titré par " Rappels et notions de base
Hilbert avec ses propriétés élémentaires et des définitions et propriétés de base des opérateurs
linéaires sur un espace normeé.

Le second chapitre"Opérateurs sur un espace de Hilbert", dans ce chapitre nous
étudions plusieurs classes d’opérateurs, nous commencons par la notion d’un opérateur ad-
joint, les opérateurs autoadjoints et autoadjoints positifs, les opérateurs inverses et les opéra-
teurs unitaires, nous donnons des caractérisations et propriétés sur ces classes d’opérateurs.

Le troisiéme chapitre"sur la décomposition polaire d’un opérateur inversible",
dans ce chapitre nous introduisons la notion de décomposition polaire d’un opérateur in-
versible et la décomposition polaire d’une matrice dans les deux cas réel ( un produit d’une
matrice orthogonal et d’une matrice symétrique définie positive) et complexe ( un produit
d’une matrice unitaire et d’'une matrice hermitienne ) ,le but de cette décomposition est
d’appliquer dans la résolution des systémes d’équations linéaires en utilisant la décomposi-

tion polaire et la factorisation de Cholesky.



Chapitre 1

Rappels et notions de base

Dans ce chapitre, nous introduisons ’espace de Hilbert avec ses propriétés élémentaires ,
nous caractérisons les normes qui sont déduits d’un produit scalaire , puis nous donnons les
définitions et propriétés de base des opérateurs linéaires sur un espace normé . Tout long

du chapitre nous travaillons sur un corps k , qui sera soit R ou C.

1.1 Les espaces de Hilbert

1.1.1 Espace normé

Soit E un espace vectoriel sur le corps k, E est dit espace vectoriel normé s’il est muni

d’une fonction ||.|| définie sur F a valeurs dans R telle que Vz,y € FE et VA € k

e =0=z=0
[[Az]] = (AL ]
Nl +yll < =l + -

1.1.2  Espace euclidien
Définition 1.1.1 (Produit scalaire)

on appelle produit scalaire sur un espace vectoriel F (réel ou complexe ), une fonction

(x,y) définie sur £ x F dans k = R ou C, possédant les propriétés suivantes



1.1. Les espaces de Hilbert

Remarque 1.1.1 .

La définition du produit scalaire nous donne les relations suivantes
{r+y,2) = (z,2) + {y,2).

Définition 1.1.2 .

un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est dit espace euclidien ou préhilbertien,

on peut lui introduire une norme définie par
]l = /()
Théoréme 1.1.1 L’inégalité de Cauchy-Schwartz (Cauchy-Bouniakovsky)
Soit F un espace vectoriel et z,y € E on a
[z, )] < =l lyll-
Remarque 1.1.2

L’inégalité de Cauchy-Schwartz se réduit a une égalité si et seulement si, les deux

vecteurs sont linéairement dépendants, c’est & dire y = Az pour tout A € k.

Définition 1.1.3 (Orthogonalité )

On dit que deux vecteurs x et y d’un espace eucldien E sont orthogonaux si leur produit

scalaire (z,y) est nul, c’est a dire

(x,y) = 0.



1.1. Les espaces de Hilbert

Propriétés

-Si un vecteur x de E est orthogonal a chaque vecteur d’un ensemble F', on dit que x est
orthogonal a 1’ ensemble F' et on écrit

(x,z) =0 Vze F .

- Si les vecteurs de deux ensembles Fiet F, sont orthogonaux deux & deux, on dit que
ces ensembles orthogonaux et on écrit

(v,w) =0 Yoe Fietwée Fy .
Définition 1.1.4 (Orthogonal d’un ensemble)

L’ orthogonal d'un ensemble non vide A de F est un sous -ensemble de E noté A*.

donnée par
At={ze€eE, VyeA ona (r,y)=0}.
Remarque 1.1.3 .

L’ensemble orthogonal A* d’un ensemble non vide A de E est un sous -espace fermé de

E.
Théoréme 1.1.2 .

Un ensemble non vide A de E est dit dense si et seulement si A+ = {0}, de plus si A

est un sous -espace fermé, alors E se décompose en somme directe
E=A® A
Théoréme 1.1.3 ( la projection orthogonale)

Soit H un espace de Hilbert, A C H un ensemble non vide convexe et fermé et

xo € H. Alors existe un et seulement un yo € A, tel que

— ol = inf {|lzo — yll}.
lzo = yoll = Inf {lzo —yi}



1.1. Les espaces de Hilbert

Corollaire 1.1.1 .

Soient H un espace de Hilbert et H; un sous-espace fermé de H .

Un élément yg € Hy, satisfait a 'inégalité
|z — yoll < ||z — 9| pour tout y € Hj.
si et seulement si v —yo L Hi-.

Théoréme 1.1.4 [10]

Soient H; un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert H, et soit x € H. Alors il existe
un et seulement un yy € Hi, tel que, x —yo L Hy et ||z — yo|| < ||z — y|| pour tout y € H;.

On appelle cet élément la projection orthogonale de x sur H; et 'on note
yo = P(x).
Théoréme 1.1.5 [17]

Soient H un espace de Hilbert et H; un sous-espace fermé de H et P la projection
orthogonale de H sur Hqy, alors, pour tout =,y € H et a, 5 € k.

1) P (azx + By) = aP(z) + BP(y)

2) PoP=P?=P.

3) [P ()| <[]

Définition 1.1.5 (systéeme complet (total))

Un systeme {y;} est dit complet ( ou total), si le plus petit sous-espace fermé qui le
contient coincide avec I'espace E tout entier. Autrement dit, 'espace E est engendré par
le systeme{y;,}, ou encore, I’espace des combinaisons linéaires finies des éléments de {;}

est dense dans E. C’est a dire

Ve >0,VfeEF ,dne N, < e,avec oy € k.

‘f—zaz‘%

i=1




1.1. Les espaces de Hilbert

Définition 1.1.6 ( Base Hilbertienne )

Un systéme orthogonal {y;} est dit une base orthonormée s’il est un systéme complet,
de plus si la norme de chaque élément est égale a l'unité, le systéme {y;} est dit base

orthonormée ou base Hilbertienne.
Théoréme 1.1.6 (Inégalité de Bessel )

Soient F un espace Euclidien, {¢, } un systéme orthonormé d’éléments de F, alors pour

tout vecteur f de E, on a la relation

Sl < 117

=1

Remarque 1.1.4 .

La somme des carrés des projections d’un vecteur f sur un systéme orthonormé est

toujours inférieur ou égale au carré de la longueur de ce vecteur f.
Définition 1.1.7 ( Egalité de Perseval )

Un systéme orthonormé ¢y, s, ..., @, ... est dit fermé, si pour tout vecteur f € F, on

a I'égalité
00 2 co - )
S P =Y e =P
cette égalité est dite égalité de Perseval .
Remarque 1.1.5 .

Soit £ un espace euclidien séparable alors, tout systéme {p,} orthonormé fermé est

complet et vice versa .
Définition 1.1.8 ( Espace de Hilbert )

On appelle espace de Hilbert tout espace euclidien H complet au sens de la métrique

associé a sa norme



1.2. Opérateurs linéaires continus

p(f,9)=f—gl-

on peut aussi dire un espace de Hilbert est un espace complet par rapport a la norme

induite par un produit scalaire .
Théoréme 1.1.7 ( Décomposition orthogonale )

Si H; est un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert, alors tout x € H se décompose

d’une maniére unique ;
r=y+z ,ouy€ H etze Hi.
Théoréme 1.1.8 (de représentation de Riesz ) [9]

Soit F' une forme linéaire continue sur un espace de Hilbert, alors il existe un unique

vecteur f € H tel que pour tout ¢ € H

Fp) = (g, f)-

1.2 Opérateurs linéaires continus
Définition 1.2.1 ( la linéarité des opérateurs )

Soient F et F' deux espaces normés, un opérateur 7' défini sur F dans F' est dit linéaire

s’il vérifie les conditions suivantes

No, o€ EyonaT (p;+9y) =T (p;) +T (¢y) (condition additive)
VoeE, Aek=(RouC),onaT (Ap)=AT (¢) (condition homogene ).



1.2. Opérateurs linéaires continus

1.2.1 Continuité des opérateurs linéaires

Définition 1.2.2 [15].

Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur linéaire 7' défini sur un sous-ensemble
G C E dans F est dit continu au point zy de G si on a la propriété suivante .

Pour tout suite x,, de G converge vers x, la suite T (x,,) = T (zo) c’est a dire

im T (z,) = T(limz,) =T (zo) .

Remarque 1.2.1 .

L’opérateur linéaire T est dit continu sur G, s’il est continu en chaque point de ’ensemble

G .
Théoréme 1.2.1 .

Soient F et F' deux espaces normés, un opérateur linéaire 7' défini sur un sous-ensemble

G C E dans F est dit continu partout sur G, s’il est continu en point xq de G .
Exemple 1.2.1 .

Si H est de dimension finie n, tout application linéaire de H dans H est continu.

1.2.2 Les opérateurs bornés

Définition 1.2.3 .

Un opérateur linéaire T défini sur £ dans F' est dit borné s’il existe une constante positive

()0, telle que

IT@)ly < Cllelly Vo € E. (1.2.1)



1.2. Opérateurs linéaires continus

Proposition 1.2.1 .

La plus petite constante C' vérifiant la relation (1.2.1) est appelée norme de 7" notée

|T|| donnée par

1T ()]l
1T = supT E=sup [[T(z)|,= sup |T(2),
w20 2l o= 20, e <1

Théoréme 1.2.2 [15]

Soient F et F' deux espaces normés. L’ensemble L (E, F') de tous les opérateurs linéaires
continus sur E dans F' est un sous-espace vectoriel de L (FE,F) L ’ensemble de tous les
opérateurs linéaires sur £ dans F', de plus, £ (£, F) muni de la norme ||7']| est un sous-

espace normé.
Théoréme 1.2.3 [12]

Un opérateur linéaire 1" est continu, si et seulement si, il est borné .



Chapitre 2

Opérateurs linéaires sur un espace de

Hilbert

Dans ce chapitre, nous étudions plusieurs classes d’opérateurs, nous commencons d’abord
avec la notion d’adjoint, celles-ci sont & la base de ce chapitre et nous aménent aux opérateurs
auto-adjoints. De plus, il est possible d’introduire les classes positifs et inverses, nous

terminons ce chapitre par les classes unitaires.

2.1 Opérateur adjoint

on commence avec la notion d’adjoint, plusieurs des classes particuliere d’opérateurs bornés

seront définies a ’aide de cette notion.
Proposition 2.1.1 .

Soient F et F' des espaces de Hilbert et T' € L(FE, F'). Alors il existe un unique
T* € L(F, E) tel que, pour tout z € £
On ait
(T'(z),y) = (=, T"(y))
on a de plus

17 {F =Tl

10



2.1. Opérateur adjoint

Démonstration. .
pour tout y € F' application x — (T'(x),y) est linéaire et continue (de norme inférieur
a||T|| ||y|| d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz). D’Apres le théoréme de représentation de

Riesz, il existe donc un unique élément noté T'(y) tel que

(T(x),y) = (z, T"(y))

On vérifie facilement que pour tous y,z € F' et A un scalaire ,7*(y) + \T™(z) vérifie la

propiété qui définit 7*(y + Az) .Par unicité
T*(y) + AT (2) = T"(y + A2),

Ce qui prouve que T™ est linéaire .
Par définition de la norme opérateur ,

17| = sup [T ()]

lyll<1

corollaire d’Hahn-Banach, ||7*(y)|| = sup |{z,T*(y))| .De plus, comme(z, T*(y)) = (T'(x),y),
[lz]|<1
on obtient

T[] = sup ~ [T'(x),y)|

lyll<1,]lzl|<1

En appliquant de nouveau un corollaire d’Hahn-Banach et la définition de la norme
opérateur de T' on obtient
sup  [(T'(x),y)| = sup [[T'(z)|| =T,

lyll<1,]lzl|<1 [l=]I<1

ce qui prouve que 7™ est aussi continue. m
Définition 2.1.1 .

Soient F et F des espaces de Hilbert et T € L(FE,F). L’unique application linéaire
T* € L(F, E) telle que pour tous = € F et y € F on ait

11



2.1. Opérateur adjoint

est appelée adjointe de T.

Regroupons dans la proposition suivante quelque propriétés des adjoints.
Proposition 2.1.2 .

Soient F et I’ des espaces de Hilbert. L’application T +— T™* est antilinéaire et isométriques
de L(E, F) dans L(F, E). De plus, (T*)* =T
et |77 = | 7.
Enfin
(T'S)* = S*T™.

Preuve. .
Par définition du produit scalaire et de ’adjoint ,pour tous = € E,y € F,
T, T, € LIE,F)et A€ C,on a

(z, (T + M12)"(y)) = ((Th + ATz)(),y)
(T )( ),y) +A((T2)(2),y)
= (z,T +<:B N5 ( )>
(

z, (T} + XT5)(y)) -

Ainsi T' — T*est antilinéaire .Elle est isométrique d’apres la proposition (2.1.1)

Montrons que (7*)* = T. Pour cela on montre que pour tous z € E,y € Fon a

(T'(x),y) = ((T")"(x),y). On a

(T(x),y) = (,T"(y))
= (T"(y), )
= (, (T*) (=)
= ((T7)(2),9)
Montrons que ||7*T|| = ||T||* . Tout d’abord on rappelle que la norme opérateur est une

norme d’algebre et donc, en particulier

12



2.1. Opérateur adjoint

IT*T|| < |T*||T|| = ||T||*. D’autre part, en utilisant une fois de plus un corollaire

d’Hahn-Banach et la définition de la norme opérateur, on obtient

[T°T] = sup [[T*T(x)]]

[Jz]|<1

= sup [(T"T(x),y)|

[=lI<L[lyll<1

> sup (T"T(x), )]

[lz]|<1

= sup [(IT"(z),T(x))]|

=<1

= |IT|I*.

On a donc l'égalité |[T*T| = ||T||°>. Enfin, pour vérifier que (T'S)* = S*T* il suffit de
montrer que pour tous x € F et y € F, on a (T'9)*(z),y) = (S*T*(z),y). On a par
définition de I’adjoint,

(TS)(x),y) = (z,(TS)(y))
= (T"(x),S(y))
= (S"T"(2),y).

Comme ceci est vrai pour tous vecteurs z,y, on a l'égalitée (7'S)* = S*T*. m

Remarque 2.1.1 .

Pour tout 7" € L£(H), on a les relations

ker(T)* = Ran(T*) et ker(T*) = Ran(T)*

Preuve. on ay € Ran(T*)t < ({y, T*(x)) =0 Vz € H)
— ((T(y),x) =0,Vz € H)
— Ty =0.

la deuxieme relation suit de la premiére en remarquant que (7*)* =7 . =
Exemple d’opérateurs et calcul de leur adjoint

Considérons 'espace de Hilbert C™ et eq, e,, ..., €, une base orthonormale pour C" .Soit

13



2.2. Opérateur auto-adjoint

n
reC'z= Zﬁkek :
k=1

et soit A = («;;) une matrice d’ordre n sur C .Alors application 7" : C* — C™ , donnée
par

Tx = Z (Z akj§j> €k,

k=1 \j=1

est un opérateur linéaire continu .Nous avons

(T'(z),y) = <Z Z i€ i€k Z 77i€i>

k=1 j=1

= DD &

k=1 j=1

= DD

= (y,T(x))
=  (I*(y), )
= (x,Ty).

d’ou

n n
Try=2 > e
k=1 j=1
et la matrice correspondante & 7™ dans cette base est (A)*, i.e. la matrice complexe

conjuguée et transposée de A .

2.2 Opérateur auto-adjoint

Définition 2.2.1 [9]

L’opérateur T € L(H) est dit auto-adjoint si 7% = T , i.e. T est auto-adjoint si et
seulement si

(Tw,y) = (z,Ty).

pour tout x,y € H.

14



2.2. Opérateur auto-adjoint

Théoréme 2.2.1 .

Si T est un opérateur auto-adjoint alors

1T} = sup [{T'(x),z).

ll=l|<1

Démonstration. .
on pose

ar = sup [(T(x),2)].
llz]I<1

D’Apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz

[(T(x), )| <T@ 2| < [T = ar < |7 (2.2.1)

Pour tout z, (||z|| < 1), on a

v i>‘ <ap,r 40— |(T),2)| <arlz®  (2.2.2)

]

En d’autre part , pour tout x,y € H on a

(T(x+y),e+y) = (Tz,z)+ (Tz,y) + (Tz,y) +(Ty,y)
= (Tx,x) +2Re(Tx,x) + (Ty,y)

De la méme méthode on trouve

On a donc

ARe(Tx,x) = (T(x +vy), v +y) — (T(x —y),z—y)

D’Apreés (2.2.2) et la loi de parallélogramme on a :

4Re(Tz,z)] < [(T(x+y)z+y)+ [T —-y)z -y

A

2 2
ar([le+yl” + [l —yl")

2 2
< 2ap([lz”+ llyll")-

15



2.2. Opérateur auto-adjoint

et donc pour tout x,y € H on a

1
[Re (Tw, )| < Sar(l]” + |yll*)

Siy= H”;JJHT:U /Tx #0 on a
21l = Tyl

et

] > ]
Re <Tx, B O A S o o
172 172

D’apres (2.2.1) et (2.2.3) , on trouve ||T']| = ar. =
Corollaire 2.2.1 .
SiT € A(H) alors :

1Tl = sup (T'(x), z)]

]| <1

= sup [(T(z),)]

[l]l=1

= max(|mr|, |Mr|)

telle que
mp = inf {(T(z), =), |zl| = 1} et Mz = sup{(T(z), =), ||=[| = 1}
Propriétés : Si T,G € A(H), alors on a

—

. VYa,p €k,ona, o+ G € A(H).

2. SiTG =GT ,alors TG € A(H).

3. Ve H,(T(z),x) € R.

4. ToT* T*oT € A(H), pour tout T' € A(H).

5. SiT € A(H) alors T ™ € A(H) pour tout n € N. (T% = I)

16
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2.3. Opérateur auto-adjoint positif

2.3 Opérateur auto-adjoint positif
Définition 2.3.1 [10].

On dit qu’un opérateur 7' sur un Hilbert H est positif noté 7" > 0 si

(T'(x),2) 20

pour tout x € H.
Définition 2.3.2 [11]

Soient T 1,15 deux opérateurs positifs. On dit que T' | est plus grand que T3 et
on écrit T 1 > To,8i T 1 —Tp > 0. on dit que T € A(H) est négatif noté par T' < 0, si

=T >0.
Remarque 2.3.1 .

Remarquons que ’ensemble des opérateurs positifs sur H forment un cone convexe,i.e.

si T 1 et Ty sont deux opérateurs positifs et o, 5 > 0 alors
oTy + T3 > 0.
Exemple 2.3.1 .
L’opérateur identité I € L(H) et 'opérateur nul 0 € L(H) sont positifs.
Remarque 2.3.2 .
Pour tout opérateur linéaire T' € L(H) on a
T oT >0

et
ToT*>0.

Preuve. .

Pour la preuve voir [10] m
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2.3. Opérateur auto-adjoint positif

Théoréme 2.3.1 .

Soit T' € A(H). Soient my = inf {(T'(z),z);||z|| =1} et
My = sup {(T(x),z);||z|| = 1} alors
a)SiT >0,onampl <T < Mrpl.
b) On aT > 0 si et seulement si my > 0.
Démonstration. .

a) Nous avons pour tout x € H,

(T(x),z) < [T [|=|”
= |7 (z,z)
= Myr(lz,z).

et d’autre part ,pour tout z € H \ {0},

(T(x),z) = |z <Tm’m>

> lz|*me = mp Iz, ) .

b) SiT >0 alors évidemment mp > 0.

Soit maintenant my > 0, alors pour tout x € H \ {0} , on a
x x
) 2
dou (T(xz),z)>0etT >0. m
Remarque 2.3.3 .
la série entiére en 0 de /1 — 2 est absolument convergente sur le disque |z| < 1.
Théoréme 2.3.2 (la racine carrée positive d’un opérateur positif)

Tout opérateur positif 7" admet un unique opérateur positif S tel que S? = T. De plus,

S commute avec tout opérateur qui commute avec 1. On appelle S la racine carrée de T’

et on la note par

S =/T.
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2.3. Opérateur auto-adjoint positif

Démonstration. .
Unicité:

soit S1, Sy > 0 tel que S? = S2 = T alors pour i = 1,2
ST =S =TS,

Un calcul direct donne
O = (Sl2 - S% )(Sl - SQ ) = (Sl - 52)51(51 - ng—i—gsl - 82)52(51 - SQ)

(1)>0 (2)>0

On en déduit alors que (1) — (2) = (S; — S3)* =0

En particulier,on a

2
0= (St = S2)* = I(S1 = S [I° = 151 = Sz |I*
FEaxistence :

11 suffit de la montrer pour 7' > 0 ,||T'|| = 1.Dans ce cas ,on a
I1-T2>0

et
|l —T| = sup (z,({ —T)zx) < 1.

ll=]|=1
. © k
la série S = Zk—o cx(I — T)" est donc absolument convergente grace a la remarque
(2.3.3)avec
o0
V1—2z= Zk—o cpz® et ¢, < 0 pour tout £ € N*.On vérifie que

— i (I-T1)" >[+ch1>0

k=1
Enfin, on a
o0
2 n
S* = E E ey | (L =1T)
n=0 \ k+k'=n
comme

Z . cpc = 0 pour tout n > 2, on en conclut que
k+k'=n

S2=T.
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2.3. Opérateur auto-adjoint positif

Définition 2.3.3 [14]
Pour tout T € L(H), on note par
IT| = VTT*.
Théoréme 2.3.3 .
SiTq1,75>0etT 1015 =T5,0T ¢, alors
TioTy >0

Preuve. .

Pour la preuve voir [10] =
Théoréme 2.3.4 (inégalité de Cauchy-Schwartz généralisée)

Soit T' € A(H) et T > 0, alors, pour tout =,y € H on a

N[
N[

[Tz, y)| < (Tx,x)2 (Ty, y)

Preuve. .

Pour la preuve voir [10] =

Remarque 2.3.4 .
Soient T 1, Ty € A(H) T 10Ty =Ty0T 1 et Ty > 0,alors

T? 0Ty > 0.

Preuve. .
En effet
T20Ty=T 0(TyoTy)=Ty0T 2 et de
T2 Ty,e A(H),on a
T{oTy € A(H).
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2.3. Opérateur auto-adjoint positif

parce que 15 > 0, pour tout x € H , on a

(T o Ty(x),x) = (T1oTx(z),Tix)
= <T2(T1$), T1$>

> 0.
Donc T 20T, >0. m
Remarque 2.3.5 .
SiT>0et I —T >0, alors
I>T-T%>0.

Preuve. .

Pour la preuve voir [10] =

Théoréme 2.3.5 [10]

Soit H un espace de Hilbert et 7' € A(H) un opérateur positif .Alors on a pour tout
reH.

|Tz|)* < | T|[{Tw, ).

Théoréme 2.3.6 [10]

Soit {T},,T,, > 0;n € N} une suite d’opérateurs monotone décroissante sur un espace de

Hilbert H, c’est a dire, nous avons pour tout n € N,

T, € A(H), T, >0 et Ty 1 < T,

Alors il existe T > 0, tel que
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2.4. Inversibilité des opérateurs

lim T,,x = Tx pour tout x € H.
n—oo

Théoréme 2.3.7 [10]

Soient 1,5 € A(H) et TS =S T, alorsT >0et.S>0 implique que

TS > 0.

2.4 Inversibilité des opérateurs
Définition 2.4.1 [8].

On dit qu'un opérateur 7' € L(H) est inversible dans £(H)s'il existe un opérateur
T ~' € A(H) tel que
TT'=I1=T7"T.

Définition 2.4.2 [8].
Si T est inversible, 'opérateur T' ~! est unique et est appelé inverse de T .
Remarque 2.4.1 .

On a alors la relation caractéristique suivante

g=Tf =f = Ty

De plus, il vient

7Y™ = inf ||T

774 =t AT

Car

17"l _ Ifl 1 1

T = sup sup p . .
I gz gl ol TF A =T HJ{IH{llleII
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2.4. Inversibilité des opérateurs

Quelques propriétés immédiates des opérateurs inverses

%/ est inversible et
I '=1.

%Si T est inversible , il en est de méme de 7! et on a

(TH'=T

*Si T est inversible, AT est inversible pour tour A # 0 et on a
(ATt = At

*Si S etT sont inversibles, S T est inversible et on a

(ST) ' =718

%1 est inversible si et seulement T*est inversible, on a alors

(T*)—l — (T_l)*.

Conditions d’inversibilité d’un opérateur
Pour tout T € L(H) les conditions suivantes sont équivalentes :

(1)T est inversible dans L(H)
(ii) T™* est injectif et il existe C' > 0 tel que

Ifr<clrf |I.vfeH
(iii) R(T) est dense dans H et il existe C' > 0 tel que
Ifl<clTf |, vfeH

(iv) T est bijectif
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2.4. Inversibilité des opérateurs

Démonstration. .

()= (@)

Soit g € H tel que T*g = 0. Alors

Igl” = (g.9) = (TTg,9) = (T"'g,T*g) = 0.

donc g = 0 et T™est injectif.

D’autre part 7~'étant continu, il vient
Il =77 Tf|| < | THITF 11 VfeH

(= (@)
Prouvons que R(7T') est dense dans H .

Comme
(Tf,9)=0VfeH=(f ,T"g)=0Vfe H—=T'g=0=—¢g=0.

C’est immeédiat.
La majoration montre que

Tf =0= f=0,

donc T est injectif.
Pour démontrer que R(7T') = H (autrement dit que 7" est surjectif ), il suffit d’établir
que R(T') est fermé dans H.
Soit (g,,) une suite de R(7T") qui converge vers g € H.
Pour tout m, il existe f,, € H tel que g,, =T fp,.
la suite (f,,) est de Cauchy car, vu ’hypothése

1fp = fall S CNT(fp = f)ll = Cllgp — gqll -

la derniére expression tendant vers 0 quand m tend vers 'infini .
Cette suite converge donc vers un élément f € H.

Il en résulte que

g= lim g, = limTf, =Tf.
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2.4. Inversibilité des opérateurs

Par suite, g appartient & R(T) et R(T) est fermé .
(iv)= (@)
Comme T est injectif et R(T) = H, pour chaque élément g € H. il existe un unique
élément f € H tel que
g=Tf
Posons T~ 1g = f.

Nous définissons ainsi un opérateur 7! sur H tel que
TT'=T"T=1

Montrons que 7! est continu.
Vu le théoréme du graphe fermé (voir [8] ), il suffit de prouver qu’il est a graphe fermé.
Or,
(ngf’;;if} = {gm:T%ﬁgiaTﬁ} —=g=Tf=f=T"7y

d’otu la conclusion . =

% Voicit deux applications intéressantes du résultat précédent .

a) Pour tout T' € L(H), 'opérateur [I + T*T| est inversible dans L(H).

Notons d’abord que nous avons successivement

AP < WAP+ITAI? = (L + T TV ) < T +T TV ALY f € H.

Ce qui entraine

£l < L +T*T) f||,Vf € H.

Comme [I + T*T|" = [[ + T*T] , cette majoration montre, en outre, que [I + T*T|"*
est injectif .
Il est en résulte bien que [I + 7T est inversible dans L£(H).
b) Pour tout 7' € L(H) tel que|T|| < 1, Popérateur [I — T est inversible dans L(H).

Nous avons successivement

=TI < WA= KDL DS E =TI )Y f € H.
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2.5. Opérateurs unitaires

Il en découle que
[-TTf=0=(f, [ =T f/)=0= (U -T]f,f)=0= [ =0.

donc que [I —T]" est injectif.

De plus, les majorations

A=A < =TI I =TIANIANLY f € A

entrainent

1Al < =g I =TT fIL Y f € H.

Ces deux propriétés assurent l'inversibilité de [I — 7] dans L(H) .

2.5 Opérateurs unitaires
Définition 2.5.1 [10]

Soit H un espace de Hilbert . Une application T : H — H est unitaire si
i) TH=H ,ie. T estsurjective .
ii) (T'(z),y) = (z,y) , pour tout x,y € H ji.e. T préserve le produit scalaire.

Théoréme 2.5.1 .

Soit T' une application unitaire. Alors T' € L(H) et
17 = 1.

Démonstration. .

Montrons d’abord que T est linéaire. En effet, pour tout x1, 22,y € H , o, 8 € k, nous
avons
(T'(axy + Prg) — aTxy — fTxy, Ty) = (T(awy + Bxs), Ty) — a(Txy, Ty) — B {(Txs, Ty)

= (axl + /Bany) - Oé(f,(]l,y) - /6<$2,y)
= 07
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2.5. Opérateurs unitaires

donc T'(axy + fxy) — aTxy — BT xy est orthogonal sur tout H .
c’est a dire, il est le vecteur 0 et donc 7" € L(H).

De la définition (2.5.1. (ii)), pour « = y, on obtient
[T]] = ]

pour tout = € H, i.e.T est continu, T € L(H) et de plus [|[T]|=1. m

Ainsi une application unitaire peut étre aussi appelée opérateur unitaire .
Exemple 2.5.1 .

Considérons H = R? et T' la rotation autour de I'origine avec un angle ¢ donné par

cosp —sin
T 2 ¥
sinp  cosp

alors T € U(H).
Théoréme 2.5.2 .
Soient T 1,T o € L.(H),alors T 10T 5 € L.(H) et \T 1 € L,.(H), pour tout \ € k.
Théoréme 2.5.3 .
Un opérateur unitaire 7' est régulier. De plus
T ' e U(H).

Preuve. .

pour tout x € H on a
Tr=0=0=|Tz||=|z]|=0=2=0,

donc l'opérateur T est inversible et T ' € L(H).
On a d’aprés (définition 2.5.1 (i))que T7'H = H ,.e. T ~! est surjectif . il reste de
montrer que 7' ! satisfait (définition 2.5.1(ii))
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2.5. Opérateurs unitaires

En effet, pour tout =,y € H ,

(z,y) = (T(T"'2), T(T"y))
= <T_1x,T_1y>.

Donnons maintenant une caractérisation des opérateurs unitaires.
Théoréme 2.5.4 [10]
Un opérateur T' € L(H) est un opérateur unitaire si et seulement si
T =T

Démonstration. .

Soit T € U(H). D’Apres (le théoréme 2.5.3) , T ~' € U(H) et nous avons ,
pour tout x,y € H,

(z,Ty) = (Tz,y) = (Tz,(To T )y) = (z,T™'y).

et donc

T =711
Réciproquement, si 7' 1 = T, T~ est défini sur H et donc TH = H et
(Tw,Ty) = (x,(T" o T)y)
= (z,(T"'oT)y)
= (=)
pour tout z,y € H montre que T € U(H) . =

Remarque 2.5.1 [10].

Puisque pour T € U(H)ona ToT*=T*oT =1, nous avons que ' * € U(H) et T
est normal.
Rappel [10]

Un opérateur T € L(H) est un opérateur normal si

TT* =T*T.
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2.5. Opérateurs unitaires

Remarque 2.5.2 [10].
Un opérateur unitaire ' € U(H) est auto-adjoint si et seulement si
T? =1.
Définition 2.5.2 .

Un opérateur T' € L(H) est isométrique si pour tout =,y € H,

(Tx, Ty) = (z,y) .

i.e. T' préserve le produit scalaire et donc la métrique. C’est la raison pour laquelle on

appelle T isométrie.
Remarque 2.5.3 .

Un opérateur unitaire est isométrique mais il y a des opérateurs isométriques qui ne sont

pas unitaires.
Exemple 2.5.2 .

L’opérateur de déplacement T' 5 € L (E) défini par

T, () = Ts ((§1,&5,---)) = (0,&4,&,, ...), sur l est isométrique mais pas unitaire.
Théoréme 2.5.5 .
Pour un opérateur isométrique, nous avons évidemment
|Tz|| = ||=|| ,pour tout x € H.

et donc||T|| =1

Cette condition caractérise les opérateurs isométriques .

Théoréme 2.5.6 .
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2.5. Opérateurs unitaires

Un opérateur T € L(H) est isométrique si et seulement si, pour tout = € H,
[T]| = [lc] (2.5.1)

Démonstration. .

Supposons que T satisfait la formule (2.5.1), alors pour tout x,y € H, on a

(z,y) = 1 (= + ylI> = llz =yl +i ||z +iy||> — i ||z — zyHZ) (I'identité de polarisation
pour un Hilbert complexe)

et donc

(Te,Ty) = 7 (|ITe+Tyl|* — Tz = Ty|* + i ||Tw + T(iy)||* — i | Tz — T(iy)|*)

N N N

(lz +ylI* = llz = yl* +illz + iy|* —ille —iyll*) = (z.y).

Définition 2.5.3 .

Un opérateur T' € L(H) est une isométrie partielle si ||Tz|| = ||z|| . pour tout

x € Ker(T)*.
Remarque 2.5.4 .

Remarquons que I'image d’une isométrie partielle T € L£L(H) est un fermé dans H .
Proposition 2.5.1 .

Un opérateur T € L(H) est une isométrie partielle si et seulement si 77T est une
projection orthogonale .

Démonstration. .

Supposons que T" est une isométrie partielle.On a alors (T*7T)* = T*T et (TT*)* = TT™.

Il reste donc & prouver que (T*7T)? = T*T et (T'T*)? = TT*.

Comme H = Ker(T)* & Ker(T), on a pour tout x € H,

T*Tx =T*Tx, € Ker(T)*,
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2.5. Opérateurs unitaires

ou 1 € Ker(T)* vérifiant © — z; € Ker(T). 1l résulte de
[T ]| = ]

que (TT*xy,x1) = (x1,71), puis I'identité de polarisation que T*T x1 = x; .
On a donc

(T*T)?z = T*Tx.
Montrons la réciproque. Comme 77" est une projection orthogonale, on a
|IT*T||* = (T"Ta, ) = || T

On en déduit alors que Ker(T*T) = Ker(T) et donc T*T est une projection orthogonale
sur Ker(T)*.
D’ot pour tout z € Ker(T)*

|T||* = (T* T, z) = [|=]*.

Proposition 2.5.2 .

T est une isométrie partielle si et seulement si 7™ ’est aussi .

Preuve. .

Il suffit de montrer que si T' est une isométrie partielle alors 7T7™ est une projection
orthogonale.

En effet, pour tout 2 € H, on a T*z € Ran( T*) = Ker(T)* .

En utilisant la proposition précédente, on a donc

(TT*)? & = T(T*T)T*x = TT*x.
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Chapitre 3

Sur la décomposition polaire d’un

opérateur inversible

Dans ce chapitre, Nous introduisons la notion de la décomposition polaire d’un opérateur
inversible comme un produit du deux opérateurs 'un est unitaire et 'autre est positif, et
comme la matrice est un cas particulier d’un opérateur en dimension finie, nous donnons la
décomposition polaire des matrices dans les deux cas , le cas réel une matrice se décompose
en produit du deux matrices I'une est orthogonale et I'autre est symétrique définie posi-
tive et cas complexe 1'une est unitaire et I'autre est hermitienne. Aprés nous appliquons
notre décomposition dans la résolution des systémes d’équations linéaires en utilisant la

décomposition polaire et la factorisation de Cholesky.

3.1 Ladécomposition polaire d’un opérateur inversible
Théoréme 3.1.1 [5].

Soient H un espace de Hilbert sur C et T' € L(H) un opérateur inversible, alors
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3.1. La décomposition polaire d’un opérateur inversible

tel que U est unitaire et S positif.

Preuve. .

T est un opérateur inversible, alors 7™ et 171" sont aussi inversibles. Et comme 77T est
un opérateur positif, alors d’aprés le théoréme ( la racine carrée d’un opérateur positif ) il

existe un seul opérateur positif et inversible S, tel que
S =vT*T
Si on pose U = T'S~! nous avons

uvr = (TS (1s™)"
= TS (s T
= TS s
= T(T*1)"'T*
= TT7 YT ' T
= I
= I

Donc est un opérateur unitaire . m
Théoréme 3.1.2 [5].
Soient H un espace de Hilbert et T' € L(H) un opérateur inversible. La décomposition
T=US

tel que U est unitaire et S positif s’appelle la décomposition polaire.
Rappel
Un nombre A € C appartient au spectre de T' noté par o(7T) , si A € C\R(T).

Théoréme 3.1.3 .

Soit S un opérateur positif et inversible , alors on peut écrire S sous la forme suivante

S = elogS
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3.1. La décomposition polaire d’un opérateur inversible

Démonstration. .

Parceque S est un opérateur positif et inversible, alors on a

o(S)cC]0,00].

donc on peut définir la fonction h :0 (S) — R, donné parh (\) = A = e!¢* € C'(a (S))
pour tout A € 0 (S ).

on obtient

S = elogS

Remarque 3.1.1 .

logS € L(H). En effet logA € C (0 (T)) = g, (6 (T)), donc on a

g, € q (0 (S5)) tel que g, iy log S.

Théoréme 3.1.4 .

Soit U € U (H) , alors on peut écrire U sous la forme suivante

U = 6logU

Démonstration. .

Puisque o (U ) C {\;|\| =1} , alors 0 ¢ o (U ) , donc on peut définir a fonction
h:o(U)— R, donnée par

h(A\)=X=¢"* e C(o(U)) pour tout A € o (U).

et donc

U = elog U

Remarque 3.1.2 .

logU € L(H). En effet 0 ¢ (o (U)) donc A € C (o (U )).
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3.2. La décomposition polaire des matrices

Théoréme 3.1.5 .

Soient H un espace de Hilbert sur C et 7" € L(H) ,un opérateur inversible ,alors

T = e“e"?

telle que wy = logU et wy = log S.

3.2 La décomposition polaire des matrices
Définition 3.2.1 .
Une matrice A € M, (C) est dite hermitienne si elle égale & la conjuguée de sa transposée,

c’est a dire, si elle satisfait I’égalité
t

A=A.
Définition 3.2.2 .

Une matrice carrée est dite orthogonale si

A'A = AA" =T

Exemple 3.2.1 .
Un exemple de la matrice orthogonal est I'exemple (2.5.1).

Définition 3.2.3 .

En algeébre linéaire une matrice A a coefficients complexes est dite unitaire si elle vérifie

les égalités suivantes

AA* = A"A=1T.

avec A* est la matrice adjointe et I est la matrice identité.
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3.2. La décomposition polaire des matrices

Remarque 3.2.1 .

les matrices unitaires sont inversibles .

les matrices unitaires a coeflicients réels sont les matrices orthogonaux.
Lemme 3.2.1 .

Soit E un espace euclidien de dimension n € N*.

Soit u € ST (E) donc Jlv € ST (F) tel que v* = u , de plus v est un polynéme en u .

Démonstration. .

Existence :

On a u € S (F) donc il existe une base orthonormée B dans laquelle la matrice de u soit
diagonale .

Posons U = [u]p = diag (A1, A2, ..., Apn) .

Onawue ST (F) donc Vi € {1,2,.....,n}, ;)0

Soit v € L (F) telle que

V = [v]p = diag (VA, VA2, ..., v/A,) done V2 = U d’ou v? = u.

On a V est symétrique dans la base orthonormée B donc u € S (E) et puisque

Vie{1,2,...,n}, vVA)0 donc u € ST (E).

Soit P le polynome d’interpolation de Lagrange tel que Vi € {1,2,.....n}, P (\) = vV i
donc P (u)=wv.

v est alors un polynéme en u .

Unicité :

Soit w € ST (E) tel que w? = u et on pose W = [w], donc W2 =U .

On a wu = w?

Posons W = diag {pty, ftg, -, ft,} -Ona W2 =U donc Vi € {1,2,.....,n}, u2 = \; .

onaw € ST (FE) donc Vi € {1,2,.....,n}, ;)0 . On déduit que Vi € {1,2,....,n} ,
t; =V d'ot W =V et parsuite w =v . m

= uw donc UW = WU, or U est diagonale donc W est diagonale.

Remarque 3.2.2 .

Soient B une base orthonormale de E et u € £ (F) .On pose M = mat (u, B) .
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3.2. La décomposition polaire des matrices

1. u € O(FE) si et seulement si M € O, (R).
2. u € SO (F) si et seulement si M € SO, (R).

3. Ac 0, (R) <= VX € M,; (R) |AX| =X.
Théoréme 3.2.1 (décomposition polaire )

Soit w € GL (E). Alors 3lo € O (E), 3!s € ST (E), u = os.

Démonstration. .

Existence :

On a u*u € ST (E) donc il existe s € ST (E) tel que u*u = s2.

Posons 0 = us~'. On a 0*0 = (us™")" (us™!) = (s*) 'wru st = s 5% = idp .
car s* = s . On déduit que u € O (E).

Onau=osaveco€ O(E)etse STH(E).

Unicité :

Soient r € O (E) et t € ST (E) tels que u = rt donc u*u = t*r*rt. = t> = s°.

D’Aprés le lemme précédent, t = s et par suiter =ut ' =us ' =0. m

3.2.1 Décomposition polaire d’une matrice réelle

Théoréme 3.2.2 .
Soit A € GL,, (R). Alors 310 € O (n), 315 € ST (n),
A=0S.
Définition 3.2.4 .

Soient les applications suivantes :

O, (R) x S+ (R) — GL, (R) | O, (R) x S;*(R) — GL, (R)
(0,5) — 08 (0,5) — SO.

Donc toute matrice réelle inversible se décompose de fagon unique en produit d’une

matrice orthogonale et d’ une matrice symétrique définie positive.
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3.3. Application a la résolution des systémes d’équations linéaires

3.2.2 Décomposition polaire d’une matrice complexe

Définition 3.2.5 .

Soient les applications suivantes :

U, (C) x H* (C) = GL, (C) | U,(C)x H* (C) = GL, (C)
(0, ) — 0S (0, ) — SO.

Donc toute matrice complexe inversible se décompose de facon unique en produit d’une

matrice unitaire et d’une matrice hermitienne définie positive.
Exemple 3.2.2 .

La dimension n= 1

Il est important de bien comprendre ce qui ce passe lorsque E est de dimension 1 .

Supposons donc que E est une droite vectorielle euclidienne, et soit v un endomorphisme
de E. C’est necessairement la multiplication par un réel \, et la matrice de v dans n’importe
quelle base est alors égale a [A]. C’est en particulier le cas dans chacune des deux bases
orthonormées de E (qui correspondent aux deux vecteurs unitaires ). On en déduit que v
est automatiquement symétrique, qu’il est inversible si et seulement si A # 0 et que c’est
une isométrie si et seulement si A =1 ou A = —1.

Si v est ’endomorphisme positif donné par la multiplication par un certain A > 0, sa
racine carrée est simplement est la multiplication par v/\.

Soit maintenant v un endomorphisme inversible de E, c’es a dire, la multiplication par un
scalaire non nul \. Le théoréme de la décomposition polaire signifie dans ce cadre que A peut
s’écrire d’une unique maniére comme un produit de la forme mu , o u € {—1,1} et o m)0;
bien évidement, cette écriture n’est autre que celle fournie par I’égalité A = sign (\).|A] ;

la formule m = v/v*v vue plus haut correspond ici a 'identité classique || = V A2

3.3 Application a la résolution des systémes d’équations
linéaires

Soit ’équation AX = B avec A € GL,, (R), B € R" et I'inconnu X € RP.
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3.3. Application a la résolution des systémes d’équations linéaires

On A est inversible donc soit A = OS sa décomposition polaire .
L’equation AX = B se transforme en OSX = B .
Or O est orthogonal donc O~! = O! d’ou SX = O'B.On pose O'B = D .

x cette nouvelle équation SX = D se résout comme suit

1. Ona S e St (n) done soit S = T'T sa factorisation de Cholesky (pour la factorisa-
tion de Cholesky voir [6] ) .

2. Déquation SX = D se transforme en T'T X = D.

3. On commence par résoudre T'Y = D par la déscente de Gauss et puis on résout

I'équation T X =Y par la remonté de Gauss ( voir [6] ).
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Conclusion générale

Nous concluons que chaque opérateur linéaire et inversible 7' défini sur un espace de Hilbert

H dans lui-méme admet une décomposition sous la forme

T=US.

telle que U et S sont des opérateurs linéaires continus sur H .
Le but de ce travail est de résoudre un systéme d’équations linéaires en utilisant la

décomposition polaire d’une matrice .
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