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Résumé

Ce mémoire est consacré a I’étude des Solutions auto similaires pour une équation de
réaction diffusion non linéaire. Nous nous intéressons ici a étudier I’équation de porous
media en une dimension d’espace, On y étudie cette équation avec la technique de ’auto
similarité.

Dans le premier chapitre, on commence par étudier I’équation de porous media, en
donnant le principe d’auto similarité, et les conditions d’invariance d’echelle (Similarité) de
telle solution.

Dans le deuxiéme chapitre notre étude est basée sur ce quand on’appelle "Les solutions
auto similaires classiques".

Finalement dans le troisiéme chapitre nous essayons de généraliser les résultats, on va
présentant une forme plus générale des solutions classiques qui s’appellent «Solutions auto
similaires générales»

Mots-clefs :

Equation porous media, Solution auto similaire, Solution classique, Solution générale.
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Introduction

La théorie des équations linéaires a connu beaucoup de progres, mais il a rapidement été
observée que la plupart des équations de modélisation des phénomeénes physiques sans ex-
cessive simplification ne sont pas linéaires. Cependant, les mathématiques ont des difficultés
pour la construction théorique pour les versions non linéaires, il était impossible de faire
le progres significatif, jusqu’a ce que le 20éme siécle. Et ce constat s’applique a d’autres
importantes équations aux dérivées partielles (EDPs) non linéaires, comme 1’équation
porous media(PME).

Le grand développement de ’analyse fonctionnelle dans les décennies des années 1930 a
1960 a permis la construction de ces équations aux dérivées partielles non linéaires . Ce qui
s’est passé en particulier dans le domaine des équations paraboliques. c’est cette classe des
équations qui permettent de décrire des phénomeénes de diffusion.

L’équation porous media est un exemple de ces équations, c’est une équation parabolique
non linéaire qui touchent plusieurs domaines de la pratique, ce modéle a été proposé par
Juan Luis Vazquez ([10], [11], [12]), G .I.Barenblatt [7], Josephus Hulshof [9],
D.G. Aronson [3], L.A. Caffarelli [4], Kamin.S [13], etc....

En général, 'EDPs n’admet pas des solutions exactes, surtout a conditions initiales. Mais
quelquefois, pour quelques EDPs qui possédent la caractérisation de la symétrie, on peut
déterminer leurs solutions exactes avec quelques transformations, 'EDPs devient équation
différentielle ordinaire (EDOs), dans ce cas les solutions sont appelées « solutions auto
similaires ».

On peut classer les solutions auto similaire en plusieurs catégories.



Introduction

Ce mémoire contient trois chapitres.

Dans le premier chapitre nous donnons les différentes définitions et les propriétés de
I’équation porous media, en particulier, on donne les criteres d’auto similarité présentant
I’équation porous media et le principe d’auto similarité, on présente également les différentes
catégories de solutions auto similaires.

Dans le deuxiéme chapitre on se consacre a ’étude des solutions auto similaires (clas-
siques), a partir de la recherche des conditions de similarité, on donne en particulier des so-
lutions explicites appelées respectivement, Barenblatt, Noyaux de Gauss, Polubarinova-
Kochina, dipdle, solution explicite pour certain cas particulier.

Finalement, dans le dernier chapitre, nous essayons de généraliser les résultats de chapitre
2, on cherche ainsi des solutions auto similaires de forme plus générales, on calcule les
parameétres décrivant ’évolution en temps et le profil ¢, puis, on discute quelques solutions
selon les exposants de similarité, enfin, on donne un autre type des solutions auto similaires

qui s’appellent auto similaires exponentielles avec une nouvelle condition de similarité.



Chapitre 1

L’équation porous media (équation

des milieux poreux)

Les solutions auto similaires jouent un grand roéle dans les équations aux dérivées partielles
d’évolution, elles permettent surtout de déterminer le comportement en temps des solutions
au voisinage de I'infinie ou zéro.

Ce type de solutions sont considérés comme des solutions particuliéres, leurs formes
dépend d’un profil appelé parfois anzas.

En général, ils existent plusieurs formes de solutions auto similaires.

Dans ce chapitre nous allons présenter premiérement 1’équation appelée "porous media
équation" (PME). Ensuite les principes de similarité.

L’équation du porous media est une équation parabolique non linéaire de la forme:

ou 0 .
azamz(u ); m2>1; z€R; t>0

(1.1)
u(z,0) = uy(x) r e R

nous suggérons de trouver la solution de 1’équation (1.1) sous forme "auto-similaire"

suivante:

u(z,t) = ANu(Nx, \t) (1)

pour tout (z,t) € R x R*.



1.1. L’invariance d’échelle et I’auto similarité

Le prinicipe de la recherche des solutions auto-similaires consiste & remplacer la forme
(1) dans l'équation (1.1), ce qui permet de transformer I’équation aux dérivées partielles

(1.1) en une équation différentielle ordinaire EDO non linéaire.

Pour admettre de telles solutions ’équation (1.1) doit vérifier les conditions dite de

"similarité".

1.1 L’invariance d’échelle et l’auto_similarité

1.1.1 Définition

Soit P(x,t,u, Uy, ....... ) = 0 une équation aux dérivées partielle alors, P admet une solu-
tion auto-similaire si seulement si elle est invariante (par échelle) sous l'action de dilatation

c’est -a-dire si on fait le changement de variables suivant (voir(11], [10]):
u =Ku; o' =La; ' =Tt (1.2)
et u(x,t)est une solution de l’équation (1.1) alors:
u (z',t) = Ku <I—,, é) (1.3)
LT

est une solution aussi de l’équation (1.1).

1.1.2 Regle de dérivation (la condition de similarité)

On a léquation u; = (u™)z, ; « € R, t > 0 ;si on remplace la formule (1.3) dans cette
équation on obtient:

ou'(z',t") _ OKu(z,t)  Kou(x,t)  af
o ort T ot @ L

Et:
Pu" (2 ) PK™uM(x,t) K™ (x,t)
O0x"? B 0L2z? L2 Ox?




1.1. L’invariance d’échelle et I’auto similarité

on peut donc conclure que:

K ou(z,t) K™ 0*u" (x,t)

T ot  L*  Oa?
d’o, (1.3) sera une solution de (1.1) ssi:
K K™ -1 my—2; _.
f = ? = KT " = K"L “i,e;
K™!'=1*>T"! (1.4)

(1.4) est appelé la condition de similarité ou bien "condition d’invariance d’échelle"

pour I’équation de porous media.

Exemple sur la condition de similarité:

On va présenter un exemple sur une équation fondamentale dans la théorie mathématique

pour expliquer cette phase.

Cas de I’équation de la chaleur: dans ce cas m = 1, alors I’équation (1.1) devient:

ou  Ou
—=—  (z,t) eRxR*
ot 0x? (%)
(CH)
u(x,0) = ug(x). reR
Cette équation admet une solution auto similaire si elle vérifie la condition de similarité ,

:L,/ /

on a la forme de la solution auto similaire suivante u(z,t) = Ku (f’ f) , si ’'on rempalce

dans I’équation (CH) on trouve :
OKu(x,t)  0*Ku(x,t)
ort  OL%?

ce qui implique:

t/

K ou(z,t) K 0%u(w,t) x
R R A
Pour I'équation (CH) admet des solutions auto similaire sous forme (1) il faut que
E_K
T L2

Donc la condition de similarité pour I’équation de la chaleur est:

L?=T |/ LetT des paramétres



1.2. Les solutions auto similaires

1.2 Les solutions auto similaires

1.2.1 La forme des solutions auto similaires

Dans le cas général si on prend m # 1(m > 1), la condition d’invariance (1.4) devient:

5 4 L2 ﬁ
K—LmlTM:>K—(T)

Par suite, la formule (1.3) devient comme suit:

(2 t) = (%) - u(z,t)

Pour cette raison, on peut donner une formule plus génerale pour la formule (1.3):

ru(z,t) = (%2) - u (% %) (1.5)

Si u est une solution de l’équation de porous media, sous l’action de dilatation alors, Tu

On pose v = Tu alors:

Lemme 1.2.1 [10/:

qui est donnée par la formule (1.5) est une solution de cette équation. La dilatation Tu est

appelée la transformation d’échelle.

Remarque 1.2.1 :

En pratique, on peut utiliser un seul paramétre pour classifier la famille des solutions de
léquation (1.1) a des sous familles. L’idée la, si on pose une nouvelle relation entre les deux
paramétre K et L, alors on obtient la transformation (1.5) & un seul paramétre T comme

suit:

Si on prend

K =L"7 avec v €R.

D’aprés la condition d’invariance d’échelle (1.4) on obtient:

[m=D-2 _ -l [ _ Py



1.2. Les solutions auto similaires

1
Si on pose f = — —, alors
pose Y(im—1)+2
L=T", BeR. (%)
D’autre part, on a
28—1 -
K — Tm—l — T'y(m71)+2
On pose a = 4, alors:
y(m—1)+2
K=T"" aelR. (***)
Donc
K=T"%et L=T°; «a, BER. (1.6)
En obtient les exposants « et 5 comme suit:
(m,7) ! B(m, ) ! (1.7)
a\m, =/ N 9 m, Y .
! y(m —1)+2 7 y(im —1) 42

D’aprés les formules (*), (***) on trouve L™7 = T~ et avec la formule (**) on trouve

—

L Y=L78
donc
!
v=35 B veR (1.8)
On peut donc conclure une relation entre v et 3, on a
1
b= y(m—1)+2

En prenant en compte la formule (1.8) on obtient
By(m—1)+26=1

Ce qui implique
am—1)+2=1

D’aprés la formule (1.6), la transformation (1.5) devient:

t
Tu(x,t) =T u (%, f)



1.2. Les solutions auto similaires

1
Si on pose A = T alors, la solution devient:
ux(z,t) = (ra)u(z, t) = Xu(Nz, \t) (1.9)

(1.9) est appelée la solution auto similaire de I’équation (1.1) pour tout (z,t) €

R x (0,00), (voir[11], [10]).

1.2.2 Différentes solutions de type auto similaires

Il y a plusieurs formes des solutions auto similaires, on peut classer ces solutions comme

suit:

1. Solution auto similaire classique :

Appelée aussi solution de type 1, de la forme :
u(z,t) =t p(xt ™)

ol « et B sont des constantes et ¢ est le profil de la solution auto similaire (qu’'on va

voir dans le chapitre 2).

2. Solution blow up :

Est également aussi "solution de type 2" c’est une solution qui explose en temps fini,

s’écrit sous forme
a T

3. Solution auto similaire générale:

C’est la solution de type 3 de forme:

u(zr,t) = Ct)p(zB(t))

ou C(t) et B(t) sont des fonctions dépendantes de ¢, et ¢ le profil (qu’on va voir dans le

chapitre 3).



1.3. Existence de la solution auto similaire

1.3 Existence de la solution auto similaire

On considére le probléme de cauchy") suivant:

ou  PPu™

— = R, t>0 1
ot 922 relx,t>0Um>
u(z,0) = up(x) r € R.

Si on pose la condition initiale :

w(x) = A@) e [y== (1.10)

avec A est une fonction de S4~'() d’aprés [11], le probléme de cauchy admet une solution

unique non négative si seulement si —2(m —1) <y <1.

Soit u est une solution de (1.1), et d’aprés la transformation (1.3)

z 1
u(x,t) = Kul| —, =
0.0 = Ku (T 1)
et si K = L~7(comme on vu dans la section précidente), la condition initiale devient:

X

L) = KA‘%)_V = u(z,0)

u(z,0) = Ku(
et par I'unicité des solutions de ’équation (1.1) on peut conclure @(z, t) = u(x,t) (voir[1])

ie.,

(1) Augustin Louis, baron Cauchy, né a Paris le 21 aotit 1789 et mort & Sceaux (Hauts-de-Seine) le 23 mai
1857, est un mathématicien frangais, il a 800 parutions et sept ouvrages. On lui doit notamment en analyse

I'introduction des fonctions holomorphes et des critéres de convergence des suites et des séries entiéres.

(2)Une fonction de S%'c-a-d est une fonction de sphére avec d la dimension



1.3. Existence de la solution auto similaire

Théoréme 1.3.1 (voir[10)):
Pour toute condition initiale de la forme (1.10) avec A € STt et —2(m —1) <y < 1,

léquation (1.1) admet une solution unique u(z,t) qu’est une solution de type 1
u(z,t) =t p(xt ")

tel que B = et
Y

:(m—l)—i-z

Q|+

Dans le chapitre suivant, nous allons étudier les solutions de type auto similaires clas-

siques pour notre équation (1.1).

10



Chapitre 2

Les solutions auto similaires

classiques

Dans ce chapitre on cherche les solutions auto similaires de I’équation (1.1) sous forme
classique (voir[11]), premi¢rement on cherche la condition pour que ’équation admet des

solutions, puis, on présente des solutions explicites.

2.1 Définition

On a vu dans le chapitre 1 qu’une solution auto similaire peut s’écrire sous la forme

suivante:

ux(z,t) = ANu(Nz, M)

1
Si\= 7 la solution devient:

t
u(z,t) =T “u (%, T)

Et d’autre part si on pose T' =t alors :

w(z,t) = tu <t%’1>



2.2. La condition de similatité

Alors on obtient:

u(z,t) =t %p(&) avec £ = t% (2.1)

(2.1) est la solution classique de 1’équation (1.1) ou bien appelée solution de type 1, ou
a, [ sont des constantes réelles, elles sont appelées les exposants, dans ce cas (&) = u(&, 1)

est le profil de la solution.

2.2 La condition de similatité

L’équation (1.1) admet des solutions sous la forme (2.1) si les exposants vérifient certaines
conditions de similarité (voir[10], [14]), comme va déterminer
On remplace la solution (2.1) dans 'équation (1.1), et on calcule les dérivées partielles

d’ordre 1 de v comme suit:

%(m,t} = —at ™ lp(@t™P) + 7% (xt 7).t =P H(=p)

= —at ™ p(at™P) — ptoT Y (wtP) .t
Et les dérivées partielles d’ordre 2 de w :

2wt = ()

= (o (at?)
L’équation (1.1) devient :
—ozt*aflgo(a:t*ﬂ) — ﬁt*aflgo/(xfﬁ).mtfﬁ = t*m"‘*w((pm)“ (mtiﬁ)
Si en notant & = x¢~° on obtient:

at ™ Lp(€) + Bt (€).6 + T (M (E))ge = 0.

Pour éliminer ¢ , on divise par t~~!, on obtient:

(&) + B (€).£ + 17D (E) g = 0. (2.2)

12



2.3. Solutions explicites, cas particuliers

On suppose formellement que les variables sont indépendantes et on dérive par rapport

a t on obtient:

(—a(m —1) =28 + DD (" ())ee = 0.

tfoz(mfl)f26(gom(é;))Eg 7£ 0
Donc:
am—-1)+2=1 (2.3)

La formule (2.3) est la relation entre a et /3, appelée condition de similarité cette relation
nous permet de réduire le nombre d’exposants inconnus.

En remplagant (2.3) dans (2.2), on obtient ’équation différentielle ordinaire suivante:

(™ (€))ee + BE© (&) + ap(€) = 0. (2.4)

(2.4) est une équation non lineaire n’est pas facile a résoudre.

2.3 Solutions explicites, cas particuliers

L’équation porous media admet un certain nombres de solutions explicites qui jouent un
role important dans le déveleppement de la théorie mathématique du probléme (voir[11],
7], [10], [2], [14]).

On veut chercher des solutions particuliéres de 1’équation (1.1), de formes explicites, si
on ajoute des conditions sur ’équation en dimension 1 d’espace.

On commence tout d’abort par donner la solution dite de Barenblatt.

2.3.1 La solution de Barenblatt (ZKB)

C’est une solution fondamentale des autres solutions de ’équation PME et elle est obtenue

en 1950 par Zel’dovich et Kompaneets et Barenblatt (voire[7], [5], [6], [2], [19])

13



2.3. Solutions explicites, cas particuliers

Définition 2.3.1 (Solution de Barenbnlatt), (voir[2])

Soit C' > 0 est une constante .et on choisit

1
o= P=a

la solution Barenblatt pour l'équation (1.1) est, Ucm(x,t) : (0,00) x R — R définit par:

—1 m—1
m a(x>2t72a

2m

Uc,m(al,t) = tio‘ lC —

Détermination:
Si on pose
/u(m, tydr =q  pourt >0 ,q:constant
R
On obtient:
[ £eeleis =g
R
On a
¢ =atP = tPd¢ = dx
Alors:

/ Fop(E)dr = g = o / o(€)dE = q
R

R
Ce qui implique que

—a+p=0 <<= a=0

Dans ce cas, I’équation (2.4) devient:

(©™(€))ee + a.&(p(§))e + ap(§) = 0.

Ceci est équivalent a:
(¢™) +al&p) =0

On intégre par rapport a ¢t on obtient:

(™) +a(lp)=C

14



2.3. Solutions explicites, cas particuliers

On a C =0 (on ¢ (0) = 0) alors:

(™) +a(fp) =0

Alors
me'P" T = —ak.p
Ce qui implique
dg@ m—1 —a
d—gsﬁ = H&’D

Donc

7 —Q
" dp = —&d¢
m

/R o= 2 /R d

1 1 Qs
- m-1_ C
m—lQP 2m§+

En intégrant les deux cotés :

Alors on obtient

Finalement le profil ¢ sera définit par I’expression:

1

(€)= {—_‘“% “Dery O} o

Donc la soution U s’écrit comme :

1

Unela =17 {C B a(n;—nzl) (56)21520‘} "
U, ) = (€ o+ K (o)) 7 (25)
Avec
: —a(m—1)

= f=a; K= (2.6)

m—l—l; 2m

C > 0 est une constante arbitraire, par suite, cette solution est appelée "Solution de

Barenblatt”, de I’équation porous media.

15



2.3. Solutions explicites, cas particuliers

La solution de Barenblatt est existe pour V¢ > 0 telle que

1

m—1 |z?\"" |z 2m
: " Tom Y Ry
U(Jj, t) — t a m ) m (0%
0 g oo 2m
t2e (m—1)a

U a support compact
Si t — 0 nous avons Ug, (7,t) — Md(x) telle que M est une fonction de C' (m) et

§ la fonction de Dirac®, la solution est appelée Solution ZKB ou Solution Barenblatt .

Si on pose m =2, C' =5, la figure 2.1 montre le graphe de cette solution :

e, | — =05
— t=1
— =15
=2

Figure 2.1: Solution ZKB pour ’équation (1.1) pour a = (5 et m > 1

(3)La distribution de Dirac ou masse de Dirac, aussi appelée par abus de langage fonction § de Dirac,
introduite par Paul Dirac, peut étre informellement considérée comme une fonction d qui prend une «valeur»

infinie en 0, et la valeur zéro partout ailleurs, et dont 'intégrale sur R est égale a 1.

16



2.3. Solutions explicites, cas particuliers

2.3.2 Solution ’Noyaux de Gauss’

Cette solution est la deuxiéme solution explicite pour I’équation (1.1).
Si on prend m = 1 dans ’équation PME, on obtient I’équation de la chaleur, (voir[14],
[11], [2]), alors ’équation (1.1)
devient:
ou  O*u

E:@ ($,t>€(0,00)XR.

On a la relation

am—-1)+28=1

Et comme m = 1 alors:

[\
N | =

b== eta=

La solution auto similaire classique devient comme suit:

1 -1

u(z,t) = I ot )

pour tout (z,t) € R x (0,00)

Donc on conclure que I’équation différentielle ordinaire (2.4) devient comme suivante :

(PO + SEE) + 590 = 0\ = avA
Or
(P(O)) + 5(E0(©)) =0 27)

On peut résoudre cette équation facilement.

Si en integre I’équation (2.7) une fois on obtient:

(p(&)) = ~50l(©) + ¢

Si ¢ =0 (pour ¢ (0) = 0) alors:

17



2.3. Solutions explicites, cas particuliers

1
o= 5ty
Oy 1
= L=-=
o = 2%
0 1
3
%) 2
On integre les deux cotés,
0 1
—~ =5 [ el
R ¥ R
Ce qui donne,
log () = —&" +c

Donc le profil ¢ est égale a:
(&) = Cel=3¢),

Pour une constante C', pour laquelle nous décidons qu’elle prenne la valeur (477)_%, c’est

un choix particulier pour u(zx,t), et la solution devient

ulx,t) = ! e(_Tf) T o0
() i)} \(z,t) € (0,00) x R

2
u: R x (0,00) : u(z,t) = m lt)l e(Tir ) | est appelée "Noyoux de Gauss", est une solu-

t) 2
tion classique de ’équation de la chaleur et son graphe est donné dans la figure 2.2 comme

suit:
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2.3. Solutions explicites, cas particuliers

— t=05
—t=1

— t=15
— t=2

,m=1

DN | —

Figure 2.2:Solution fondamentale de I’équation la chaleur pour a = =

2.3.3 Solution de dipdle :

Pour d’autre valeurs de « et (3 telle que
1

1
CY_E’B_Qm

On peut trouver une solution auto similaire appelée "Solution de dipole”, (voir|[8], [9],

[10]).
1 1

Sion pose o = — et = oy la forme de la solution classique (2.1) devient
m m

u(z,t) = t%go(g) /€= ato, m > 1

dans ce cas 'EDO (2.4) devient :

1 1
my L g =0 2.8
(©™) Tt (2.8)
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2.3. Solutions explicites, cas particuliers

Le profil o ;, c’est la solution de cette équation est égale a:

1

1 m—1Y\ m_1
pap€) = |€17 sign(€) (€ — kg )" (2.9)
donc la solution de dipole est:
() = 15 ¥ signie) [crit = =L (2.10)
— m—1 m 2m — m .
u(x, x|™ sign(x 2m(m + 1) T

Cette solution a support compact, est représentée par Barenblatt et Zel’dovich en 1957

Et son graphe prend la forme suivante :

u(.) A
1.0t —t=1
—it=5
08t —t=10

0.6

0.4

0.2,

H—
10
X
12+
. . , . 1 1
Solution de dipodle pour I’équation (1.1) avec m=2, o = —, = -
m m
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2.3. Solutions explicites, cas particuliers

2.3.4 Solution Polubarinova -kochina

La solution de "Polubarinova-Kochina" est une autre solution de '’équation (1.1) pour
d’autre valeurs de « et 3, (voir[10], [11]).

On a le probléme suivant:

Oh(z,t)  O°h™(x,t)
ot 02

(2.11)
h(0,t) = Hy >0, lim h(z,t) =0

Tr—00

Dans le cas ou Hy > 0, il existe une solution auto similaire sous forme h(x,t) = t=%p(§),

¢ = xt7? ses conditions au bord est compatible avec cette forme si @ = 0 et 3 = 2 cela
revient a chercher des solutions sous la forme
h(z,t) = p(€);§ = at=
C’est-a-dire a chercher ¢ solution de 'EDO suivante:
(™) + %590’ =0 (2.12)

avec la condition initial h(z,0) = 0 pour = > 0 cette solution est représentée par Pol-
ubarinova -kochina en 1948 pour 0 < £ < 0o ; ¢(0) = Hy, ¢(o0) = 0si Hy = 1, 'EDO
(2.12) est étudié numériquement, en s’appuyant sur les résultats némuriques présentés dans
([15], [16], [17], [18]).

Le garphe qui est dans la figure suivante montre la solution de Polubarinova-Kochina

pour m > 2, [10]
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2.3. Solutions explicites, cas particuliers

1

0.9

0.8

07

0.6

0.5

04

0.3

0.2

0.1

0 1 1 L 1 L I
0 0.5 1 1.5 2 25 3

1
Figure 2.3.1 : Solution de polubarinova-Kochina pour a =0 et § = > m>1

Remarque 2.3.1

Si on prend m = 1, on obtient ’équation de la chaleur on peut résoudre cette équation

avec les conditions précédentes, donc ’équation (2.12) devient
" ]‘ /
(0)" + 5590 =0

¢"(€) _1 24 o= (o
s AT o)

aprés les calcules on trouve le profil ¢ comme suite:

1
_55:

+o0
p(€) = K/ e (5)° d¢ /K : constante
0
Comme & = xt_Tl, donc la solution est égale a:

+oo
u(z,t) = %/ e @A dy
0

2.3.5 Solution explicite pour certain cas particulier

On peut trouver une solution explicite pour I’équation de porous media, si on prend autre

valeurs de les exposant de similarité.
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2.3. Solutions explicites, cas particuliers

Si on prend

B=0eta>0

La solution (2.1) s’écrit sous la forme

u(z, t) =1 "p(x)
Et I’équation (2.4) devient

(™))" +ap =0 (2.13)
On peut résoudre cette équation différentielle ordinaire comme suit:

Si on pose ™ = g dans (2.13) et on intégre on obtient

—2am  m41

N2 — o 2.13)’
(97) 1Y ((2.13))
qui s’écrit comme
—20m m+1 —2am
gl = gm ; K= :
m+1 m—+1
Or
dg 1 m+1
—_— —= 2 2m
dz g

Si en intégre, on obtient

Ce qui implique

Alors
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2.3. Solutions explicites, cas particuliers

Finalement la solution est égale a:

—a(m—1)% , :

)= 0 | =1

Est une solution non négative pour toute m > 1

Et son graphe pour m = 2 est donné dans La figure 2.3 suivante:

t=0.5

t=1.5

34+

Figure 2.3: Solution explicite pour f =0et a > 0, m>1
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2.4. La comparaison entre la solution ZKB et Noyaux de Gauss

2.4 La comparaison entre la solution ZKB et Noyaux

de Gauss

Dans la section 2 nous avons vu des solutions particulieres de I’équation PME, la solution
Barenblatt (pour m > 1) et Noyaux de Gauss (pour m = 1), maintenant on va
chercher est-ce -qu’il y a des relations entre les deux (voir[2], [10], [11])?

Mu(z,t) est une solution de ’équation de la chaleur avec M > 0 a condition initiale.

La relation entre les deux solutions:

On a la solution de Barenblatt suivante:
1

1 m—1 2 m—1
U, t)=—1|C— £
m,C<x7 ) o m, « |.ZU|
Lemme 2.4.1 [2]:
1 1
Soit C' > 0 et v = —— + —, il existe une constante a(m) tel que :

m—1 2
||Um,C(->t>H1 = a(m)C"”

Telle que la norme

WUl t)ll, = / U t)] de

est indépendent de ¢ > 0, (la preuve est dans[2]), si on pose M = ||[Upc(., 1), est

appelée la mass totale, (voir([2]) alors:

M = a(m)C?, a(m) : est constante

Donc la solution de Barenblatt devient :

1 m—1
1 M \~ -1
Unm(z,t) = — (a ) _m2m a\x!2t2“]

I
~
5|
N
2
3=
S~—
~_
2=
/-~
—_
|
A/~
e
<z
~~
2|
=
B
T
~
b
S
~_
|
!
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2.4. La comparaison entre la solution ZKB et Noyaux de Gauss

avec K =

a, ceci est équivalent a:

1

Upr (2, 8) = tla ( M )(m) [1 - (“g\?))imx\%?a]w. (2.14)

a(m)

d’autre part, on peut déterminer la constante a(m) explicitement (voir[2], [7]), on obtient:

<m—16)_21 D(:2)
2m L (7 +3)

Les constantes «, 3, v dépendent de m , qui sont données par:

(NI

a(m) =

1 24+ (m—1)

il e L L i TP

Ot la fonction T est appelée la fonction de gamma®) (voir[1]), qui s’écrit comme:

F(:U):/ t" e tdt
0

on utilise la formule de Stirling alors, la fonction gamma devient:

T(z) = V2me “a* 2 {1 + %xl +O0(z7?)

['(x) = (277)%fo_%6_$6#($). (2.15)

avec la fonction pu(x) qui satisfie 0 < p(x) <

(UPour tout nombre complexe z tel que Re(z) > 0, on définit la fonction suivante, appelée fonction

gamma, et notée par la lettre grecque I' (gamma majuscule): I'(z) = f0+°° t*~letdt.
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2.4. La comparaison entre la solution ZKB et Noyaux de Gauss

Théoréme 2.4.1 (la relation entre la solution ZKB et Nayaux de Gauss) [2]:

Soit M >0, on a lim1 U(x,t) = Mu(x,t). pour tout (z,t) € R x (0,00).

Pour démontrer ce théoréeme on utilise le Lemme suivante:

Lemme 2.4.2 [2:

pour x, y > 0 la limite :

, [(x)
| y—— =1 2.1
mll%ox F(;E—{—y) ( 6)

Preuve. (lemme)

D’apres la formule (2.15) on a :

, L) y (27) 247 2 Teh (@)
rr—— = X
I'(z+y) (27)2 ( + y) "t 2e—T—yenlo+y)
AR
= —1€y+ﬂ(y)—ﬂ($+y)
(z +y)ve
z+y 1=
= x v ’ YT 1(y)—p(z+y)
T+y r+y
Donc
T4y 1=
Y ['(z) — (1 __Y ) ( X ) ’ ey 1Y) —n(z+y)
I'(z +y) T +y T4y

D’autr part on a

Donc
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2.4. La comparaison entre la solution ZKB et Noyaux de Gauss

Ce qui fallait démontrer m
Maintenant on peut démontrer le théoréme précédent :

Preuve. On calcule la limite de la solution de Barenblatt
1
) 1
1 ([ M @D a(m)\ "~ N
U, ) = — 1-— K t e
) w(wmQ [ (A[) “

1
Si m — 1, premiérement on observe a = 2 et B = 3 qui converge vers la solution de

Gauss .

e Le premier terme de I’expression (2.14) :

Sim tend vers 1 on a :
lim a(m) = lim 7wz | = -
m—1 m—1 2 m—1 T <_m—1 + 5)
m

Et comme : lim — - = o0, on utilise la formule (2.16), et si on pose x = Y
m J—

m—)lm—

1 .
—, on obtient dans ce cas :

m—1 m—1

lim —— 2= — lim 2V Olz) _
w0 Dz +y)

TG+ D

m—

Car
I (7%5)

Donc
lim a(m) = (47)% > 0
Et
1 1
lim = lim T =1
WA m =1~ m T Ym—1)
Alors
1 ( M )wmll) 1{ M
lim — = — -
m—11* \ a(m) t2 \ (4nm)2
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2.4. La comparaison entre la solution ZKB et Noyaux de Gauss

Cela implique que

1
1 M y(m—1) M
( > _ (2.17)

lim — .
m—1t* \ a(m) (47t)2

e Le deuxiéme terme de la formule (2.14) devient:

N s

m—1
1 1 2(m —1
Onap— —sim—1let lim — =0 car, lim — = limL:Qdonc
2 m—1 7y m—l7y  m—=12+ (m—1)
, a(m),1 1 22 1122
1 —fB==] = 1l=.——
mlgl1<< M)72m t25) 22t
o4t
D’autre part, en prenant en compte le fait que liml(l — —)¥ =", (2.18) devient:
x2 m—1
bl i
lim | 1— il = e (2.19)
m—1

On peut conclure donc, la limite de la formule (2.14), en prenant en compte les formule

(2.17), (2.19) on obtient:

M 2
lim Uy, m(x,t) = e A
m—1 (47Tt)§
= Mu(z,t),

Ce qui fallait démontrer.

Dans le chapitre suivant nous allons présenter des solution auto similaire de forme plus

générale.
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Chapitre 3

Les solutions auto similaires générales

Dans ce chapitre nous esseyons de généraliser la forme des solutions auto similaires obtenus
dans le chapitre précédent, on va présenter une forme de solutions auto similaires plus

générales.

3.1 Définition

On va étudier maintenant une autre forme de solutions de ’équation (1.1), sous forme
plus générale :

u(z,t) = C(t)p(x.B(t)). (3.1)

Ou C(t) et B(t) sont des fonctions qu’on pourra déterminer, et ¢ est une fonction d’une

variable, et qui est solution d’une équation différentielle ordinaire.

Ce type de solutions représente la forme générale des solutions de type classique (2.1).

Le probléme devient ici a chercher le profil ¢ et les parametres C(t) et B(t).

3.2 Détermination des paramétres C(t) et B(t)

3.2.1 Le principe

Pour trouver la solution u(z,t) sous la forme générale (3.1) de I’équation (1.1), il faut

tout d’abord déterminer C(t) et B(t) comme suit:
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3.2. Détermination des parameétres C(t) et B(t)

On pose

Avec

On calcule les dérivées:

e Par rapport a ¢

e Par rapport a x

82 u™

u(z,t) = Ct)e(8)

= = S (C0e(©)

82

0x?

55 (CT (H"(©))

o) (5@ = ) (502

9 a(e™)

one) (B2 257 ) = crwB ey

Comme u est une solution de I’équation (1.1) alors I’équation différentielle ordinaire pour

 s’écrit comme:

C'()p(&) + C() B (t)z.¢(§) = C™ (1) B*(£)(¢™(€))"

On a x = ¢B7!(t) alors 'EDO précédente devient:

—C'(t)p(§) — CO)B' (M) B~ (1)g¢'(€) + C™ () B () (™ (€))" = 0
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3.2. Détermination des parameétres C(t) et B(t)

Ce qui est équivalent a:

i ¥ ~ G e+ (7€) =0 32)

On suppose que, C(t) # 0 et B(t) # 0, la forme (3.2) est une forme bilinéaire, donc
on utilise le théoréme de séparation des variables suivant pour résoudre ’équation (3.2) et

calculer les fonctions C(t) et B(t).

3.2.2 Théoréme(Séparation des variables)

Soit la forme bilinéaire suivante:

n

[1(@)g1(8) + fa(2)ga(t) + oo + fu(@)gn(t) = D fila)gi(t) = 0 (3.3)
i=1
alors il existe (n-1) solutions et des constantes A; Ji=2,..,n tel que

gk(t) = —Akgl(t) k= 2, .......... ,n
Preuve. (Par récurrence)

Pour n = 2:

fi(@).91(t) + fa(2).92(t) = 0
Supposons que la relation (3.3) est vrai pour n = 2.

On suppose que (3.3) est vrai pour n — 1 et démontre qu’elle est vrai pour n.

Si on divise (3.3) par f,g, on obtient:
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3.2. Détermination des parameétres C(t) et B(t)

LI Ly,

On dérive par rapport ax

(2w) 20+ (L6 >) (1) bt (22200 ) 220 =0

On a une forme bilinéaire de n — 1 terme (est vrai pour n — 1) donc on peut appliquer

(7) - ”i (7) <*>

)

le théoréme

7

gn gn
En intégre (%) par apport x :

n—1
i} — ZAZL + A,

n—1
= fi= ZAi.fi + Anfn

=2

= h= ZAifi
=2
(x%) devient

g = —Argy pour k=2,...n—1

Donc le probléme reste sur gx(t) = —Axgi(t), k = n,

gn = _Angl(t) ?

On a la forme bilinéaire :

ZfZ(I)gl(t) = figr + fag2 + ... + fn-19n—1 + fugn =0 et fi :ZAzfz

gl+f292+ ----- +fn—1gn—l+fngn =0

ZAz‘fi(ﬂU)
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3.2. Détermination des parameétres C(t) et B(t)

= [Asfogn + ... + An1foo101 + A frgi]) — A fogn — ... — A1 foc101 + fagn = 0.

En obtient

Anfngl - _fngn

= gn = _Angl

D’otu le théoréme est démontré

Théoréme 2 :

L’équation
ou
— =A, E
5 u (E)

admet une solution auto similaire généralisée de type (3.1), si elle est une forme bilinéaire
de la forme (3.3)

Preuve. Sion remplace la solution (3.1) dans I’équation (E) on obtient:

Clo+ CH)B'(t)rg" = A(C(t)e(§))

Donc % est une forme bilinéaire. Si A,u l'est aussi alors, a—z — Ayu = 0 est une forme
bilinéaire donc elle admet une solution de forme (3.1)

ce qui fallait démontrer. m

Il est tout & fait claire que (3.2) est une forme bilinéaire, donc d’apres le théoréme 2 ,
I'équation (1.1) admet une solution auto similaire sous la forme (3.1).

On peut remarquer que pour n = 3 la forme bilinéaire (3.3) peut s’écrire sous la forme :

ce qui conduit avec (3.2) a:

gi(t) =1
f1(€) = (¢™)" ,
C
REO=9p€ ¢ § 20)=-mm
f3(§) = &'
\ g3(t) = —(é(,?BBg,
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1 =1,..,3 tel que

3.2. Détermination des parameétres C(t) et B(t)

D’aprés le théoréme de séparation des variables précédent, il existe des constantes A;

fi(z) = ZAzfz(fE)
gr(t) = —Argi(t), k=2,3

Donc on obtient I’équation différentielle suivante:

(p™)" — Agp(§) — Ay’ =0 .

Et le systéme :
Cl

o~

Ay, Az :sont des cons tan tes
C(t)B'
CmBS - A3

3.2.3 Calcul des fonctions C(t) et B(t)

Nous allons maintenant calculer les constantes C(t) et B(t) :

On a la formule

C/
CmB2 - A2 ................. (1)
C(t)B’
SO
D’aprés (1) on obtient
C'(t)

Et de (2) on a

C(t)B'(t)

RN
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3.2. Détermination des parameétres C(t) et B(t)

On observe que (1)’ = (2)" alors:

¢'(t) _ CHB(Y)

B2(t) A, AsB3(t)
ce qui implique
AsB3(t)C'(t) = B*(t)A,C (1) B'(t)
donc
c'(t)  B'(t) 0 As
Ct)  B(H) = A

En integre les deux cotés par rapport at :

oW, [<B®)
c<t>dt‘/o B "

‘)
0

Alors

(log(C(t)) = log(B(t)) <= log(C(t))" = log(B(t))

Dans ce cas le parameétre C(t) s’écrit sous la forme

11 A
Clt) = K(B)! 5 = G5K #0
Calcul de B(t) :

On remplace (x) dans (2’) on obtient:

Ak (B(0) 7 = B

B3(t)
Alors
A= T = B .50 5=
BT (1) Ay
Donc
As = B3 ).i—f
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3.2. Détermination des parameétres C(t) et B(t)

D’ou

Azdt = B=37(t)dB

Si on intégre on trouve:

/ Asdt = / B3 (1)dB
0 0
Alors

B~ (1) = —(2 + mT)(Ag,t + Ko)il= 5 Ko €R
2

Donc on trouve B(t) comme suit:

_ T Ayl
B(t) = {— (2 + W) (Ast + KO)] !
3

On peut donc écrire :

B(t) = (bt +a)P;b, a, BER (3.6)
Avec:
b= Ay (—2 - W) = (=245 — Ay(m — 1))
. Ag(m — ].) . B Ag
a=Ko(=2- A, ) A= 245 + Ay(m — 1)

Calcul de C(t) :

On peut conclure que C(t) d’aprés les formules (x) et (3.6) est égale a:

—BAy —Ag A3

= Ot)=(bt+a) 4 = (bt +a) 50k

Donc

Az As

Ct) = (B+a) a=gp

37



3.2. Détermination des parameétres C(t) et B(t)

Finalement on a:

C(t) = (bt +a)™™ ; B(t) = (bt +a)™" (3.7)
Avec
b= (—245 — Ap(m — 1)) ; a = K, (—2 - W) (3.8)
Et
o Az g B As (3.9)

T oAt A Ay (m—1) T 24y + Ag(m — 1)

Remarque 3.2.1 :Si les fonctions C(t) et B(t) prennent les valeurs ci dessus, on trouve
la condition de similarité a(m — 1) + 23 = 1 avec les paramétres Ay, Az dont les valeurs
sont égales a :

AQ = —ab ,Ag = —ﬂb

Vérification:

On a vu dans la section 1 que

C'()p(&) + C() B (t)z.¢(§) = C™ (1) B*(£)(¢™(€))"

En prenant en compte la formule (3.7), on conclut

—ab(bt +a)™* o — Bb.a(bt +a) Py = (bt 4 a) "2 (™)

avec & = z(bt + a)~" alors:

—ab(bt +a) "t — Bb(bt +a) Y = (bt + a)’ma’zﬁ(gom)”

On divise par (bt + a)~*"! on obtient:
—abp — ey’ = (bt + a) "I () (3.10)
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3.3. Discution de quelques solutions selon les exposants de similarité

Alors, on obtient la méme condition du Chapitre 2 (2.3), dans ce cas la formule (3.10)

devient

—abp — by’ = (¢™)"
D’aprés la formule (3.4), et si on pose A = —Aj et = —Ajz, on peut conclure que
A=ab; pu=pSb. (3.11)

Alors I'équation différentielle ordinaire (3.4) devient:

(@™)" + Xp(&) + psy’ =0 (3.12)

En prenant en compte le fait que la formule (3.11), on conclut:

%(som)” +ap+ g =0 (3.13)

On récupeére par cette méthode I'auto similarité de type 1.

3.3 Discution de quelques solutions selon les exposants

de similarité

L’équation porous media admet un certain nombre de solutions explicites pour certain cas

particulier, on va discuter ces solutions selon les parameétres B et p de (3.11) :

3.3.1 Solutions stationnaires

Les solutions simples qui ne changent pas par rapport au temps sont appelées "Solutions
stationnaires”, ([10]) qui vérifient la condition u; = 0 et donc v dépend seulement de .
Dans ce cas si

a=0et =0

alors

A=ab=0et u=0pb=0
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3.3. Discution de quelques solutions selon les exposants de similarité

La solution de I’équation (1.1) s’écrit sous la forme
u = u(x)

D’autre part, comme on a o« = 0 et 3 = 0, alors les parameétres C(t) et B(t) prennent la

valeur 1, pour cette raison, on peut donc conclure que la solution (3.1) s’écrit sous forme

Et 'EDO (3.12) devient:
(©™)"(x) =0

Si en intégre deux fois par apport x on obtient:

His

o(z) = (Az+ B)» /m >0

Donc la solution est:

3=

u(x) = (Az+B)m ; A#0

Si ¢ > 0, les solutions sont constantes appelées "Solution triviale”.

3.3.2 Solution Polubarinova-kochina

Si A=0et pu#0, et en prenant en compte le fait que A\ = —Ay et u = —As, et d’apres

(3.9) on trouve:
1
=0et ==
« et 3 5

D’ou, ’équation (3.12) devient:

b
(™) + 5590' =0 avecbh=—2A43

Cela implique que
(™))" = Aséy’

1
On peut remarquer que pour b = 1 donc A3 = —gon retrouve I’équation (2.12) dont la

solution est dite de "Polubarinova-Kochina" présentée dans la section 2 du chapitre2.
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3.4. Autre méthode pour déterminer les fonctions C(t) et B(t)

3.3.3 Solution de Barenblatt

Si on prend A = p, d’aprés (3.11) on obtient o« = 3 et 1’équation (3.12) devient:

(™) + Mép) =0
Dont le profil ¢ est égale a:

1

p(&) = (K _ M§2)1

2m
Donc la solution (3.1) de ’équation (1.1) s’écrit sous la forme:

1

MQ;W(@} m

2m

u(w,t) = C(t) {K -

Ceci est équivalent a:

1
m—1

A(m —1)

u(z,t) = (bt +a) @ {K -

x? (bt + a)ﬂ

C’est la solution de Barenblatt du chapitre 2

3.4 Autre méthode pour déterminer les fonctions C(t)
et B(t)

Dans cette section on présentera une autre méthode pour inspecter la solution générale du

systéme (3.5), (voir[1])

Cl
cnpr =T
C(t)B'
cmpy ~ =

On établira tout d’abord un lien entre C(t) et B(?) :

on pose

X =0""1),Y = (3.14)
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3.4.

Autre méthode pour déterminer les fonctions C(t) et B(t)

si on dérive on obtient:

X' =@1-m)c'c™

et comme C’(t)

XI

_A\C™(H)B

2(t) alors

(1 —m) — AC™(t)B*(t)C~™(t)
A(m — 1)B(t)

donc
X' =AXm-1)Yy! (3.15)
d’autre part
7 _2BIB(t) / _ m—1 3
Y' = —B4(t) et B'(t) = —pC™ (t)B(t)
alors:
r _2(_M0m71B3(t)) _ m—1
Y'= 20 = 2uC
Y =2uC™ ! (3.16)
on observe que
Am—1D)XX" = Xm—1)C""(t)(2A(m — 1)BB'(t))
2 2 iem (—Y'B
= 2\ (m—1)°C 5
_ m71B4
= 2\%(m —1)2Ct™ <%>
= —2Xu(m —1)*B4(t)
= —2u(X')?
donc
Am —1)XX" = —2u(X')? (3.17)
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3.5. Auto- similairité exponentielle:

-2
on pose a = )\(m—fl) si A # 0 alors, (3.17) implique:
XX" = a(X')?
XX//
= = aX'
X/I XI
x "X

d’apreés 'intégration on trouve:

X
/ X = / Xt

< log(X') =alog(X)+c

ce qui implique:

/ a o _2:u
X' =X \ a= -1 (3.18)

dont ¢ est une constante arbitraire, par suite si a = 1 on peut déterminer I’expression de

C(t), B(t), et leur forme est donnée comme suit

3.5 Auto- similairité exponentielle:
La forme (3.18) pour a = 1 est donnée par:
X/

XI = CX<:>YZC

< log(X(t)) =ct
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3.5. Auto- similairité exponentielle:

Donc et d’aprés (3.17) on a

Ct) = Xtm=Ket-m

Et d’apres (3.16) on trouve

- A(m —1)

On peut écrire les fonctions C'(t) et B(t) comme suit:

C(t) = 00672015 ) B(t) = Boe(mil)gt

Telle que
c

o Q(m_l)a 007 0 €

alors on peut définir 'auto- similarité de type 3 appelé "Solution auto- similaire

exponentielle” (voir[10]), qui s’écrit sous la forme suivante:

u(x,t) = e p(re ") (3.19)

avec

a = 20;0=—0(m-—1).
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3.5. Auto- similairité exponentielle:

Cette solution auto-similaire de type 3 existe pour —oo < t < o0.

Dans ce cas la relation entre « et 5 est donnée par :

(m—1a+26=0

En effet si on remplace la forme (3.19) dans 1’équation (1.1), on trouve :

C'()p(&) + C() B (t)z.¢(€) = C™ (1) B*(£)(¢™(€))"

Alors

_ae—atw _ ﬁe_ate_ﬁtl’@, — e_mat_QBt((pm)” /g - e_Btl’

cela implique que

—oze_atgo o ﬁe—at§¢/ — 6—mat—26t(gom)//

e

on divise par e~* on obtient:

—op — 6590/ _ e(704(77171)72@15(gpm)//

on dérive formellement par apport a ¢, on trouve:

0—=0= (_(m o 1)a o 25)6(—(m—1)a—26)t(¢m)//

D’ou finalement on a la relation :
(m—1Da+28=0 (3.20)

.20) est la condition de similarité pour ’équation (1.1) admet une solution exponen-
3.20) est 1 dition de similarité I’équati 1.1) admet luti

tielle.

L’équation diférentielle correspondante déterminent le profile s’écrit:

2
()~ gt peg! = 0
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons étudié, I’existence des solutions de I’équation de porous media,
nous avons cherché ces solutions de type auto similaire classique et de forme auto similaire
générale, on arrive & trouver plusieurs solutions particuliéres selon les exposants de similarité
(v et B), telle que les solutions : de Barenblatt, Noyaux de Gauss, de Polubarinova-
Kochina, du dipéle, solution explicite de forme (variable séparable), et solution
auto similaire exponentielle.

Il est clair qu’il existe d’autres solutions qui dépendent des critéres de I’auto similarité

qui sont encore inconnue, et qui des problémes ouverts.
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