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Introduction

Le problème de stabilité des équations aux dérivés partielles de type hyperbolique, qui

modélise les vibrations des systèmes et structures mécaniques, fait l'objet de nombreux

travaux. La stabilisation consiste à garantir la décroissance de l'énergie des solutions, qu'on

note par E(t), vers 0, i.e. :

E(t) → 0, lorsque t → +∞.

On pourra aussi s'intéresser au taux de décroissance de l'énergie. Par exemple, on peut avoir

une décroissance très rapide comme l'exponentielle, i.e. :

E(t) ≤ Ce−ht, ∀t > 0,

où C et h sont des constantes positives avec C qui dépende des données initiales.

Il existe d'autres types de stabilité qu'on rencontre généralement dans les problèmes non-

linéaires. Dans ces cas, on essaye d'obtenir des taux de décroissance de l'énergie de façon

polynomiale ou logarithmique, par exemple :

E(t) ≤ C

(1 + t)α
, ∀t > 0,

où C et α sont des constantes positives avec C qui dépende des données initiales.

Lorsque la taille où la forme de la structure mécanique évolue avec le temps, l'étude de

stabilité est plus délicat. On prend comme problème modèle l'équation des ondes, avec un

amortissement qui peut être non linéaire, dans des domaines non-cylindriques. Ce problème

fait l'objet de nombreuses publications intéressantes. On peut citer, par exemple, le travail

important de C. Bardos et G. Chen [1], ou il ont considérer l'équation d'onde

utt − uxx = 0 (*)

dans un ouvert Ωt de Rn dépendant du temps et satisfaisant la condition dite time-like, avec

des conditions de Dirichlet sur la frontière de Ωt. L'énergie (classique) de la solution dans ce

cas est dé�nie par

E(t) =
1

2

∫
Ωt

u2
t + u2

xdx.

1



Si le domaine est croissant, au sens d'inclusion, les auteurs de [1] ont prouvé que l'énergie

est décroissante avec le taux polynomiale suivant :

E(t) ≤ C

t
E(0),∀t ≥ 0.

L'équation d'onde avec des termes d'amortissement de la formes

utt − uxx + F (ut) = 0 (**)

où F est une fonction (linéaire ou non-linéaire) satisfaisant certain conditions a été considérée

par exemple dans [1, 4, 8] et des taux de décroissance exponentielles et polynomiales ont été

obtenues.

Dans ce travail on considère les équations (*) et (**) dans un domaine Ωt de R la forme

Ωt = ]α (t) , β (t)[ , t ≥ 0

où α et β sont des fonctions de classe C1. On appliquant les approches de [1, 4] bases sur

la méthode de de multiplication (dite aussi méthode des intégrales d'énergie) on établie des

estimations de décroissance de l'énergie en fonction de α, β et leurs dérivées.

Ce mémoire est organisée comme suite :

Chapitre 1. Dans ce chapitre on va donner quelques rappels et préliminaires d'analyse

fonctionnelle qui seront utilisés dans notre travail. On abord aussi la modélisation des vi-

brations d'une corde élastique homogène à longueur variable qui donne, dans un cas simple,

une équation d'ondes avec un terme d'amortissement dans un intervalle ]α (t) , β (t)[.

Chapitre 2. Ce chapitre est consacré à l'étude de la stabilité de l'énergie de l'équation

des ondes sans amortissement dans un intervalle dépendant du temps.

Chapitre 3. Le but de ce chapitre est d'étudier la stabilisation d'énergie de l'équation

des ondes avec amortissement non linéaire. Plus précisément, on s'intéresse à l'étude du

problème suivant :

utt − uxx + 2λ1ut + λ2 |ut|r ut = 0, x ∈ Ωt, t ∈ [0, T ]

avec λ1, λ2 et r sont des constantes positives.

Une conclusion et une liste de références sont données à la �n de ce manuscrit.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on présente quelques notions fondamentales, espaces fonctionnels et des

inégalités qui sera utilisées dans ce mémoire. Ensuite on modélise la propagation des ondes

dans domaines cylindriques et non-cylindriques par les lois de Newton et Hooke.

1.1 Espaces fonctionnels

Dans la suite Ω est un ouvert de R.

1.1.1 Espace des fonctions continues et Lp(Ω)

C(Ω, k) est l'ensemble des fonctions continues dé�nies sur Ω à valeurs dans k.

C∞(Ω,k) est l'ensemble des fonctions u : Ω −→ k qui sont indé�niment dérivables.

Pour 1 ≤ p < +∞, on appelle Lp(Ω) l'espace des fonctions suivante :

Lp(Ω) =

{
u : Ω −→ R;u mesurable et

∫
Ω

|u|p dx < +∞
}
,

muni de la norme

u 7→ ∥u∥Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|p dx
) 1

p

.

� Pour cette norme Lp(Ω) est un espace de Banach.

� Pour p = 2, L2(Ω) est un espace de Hilbert muni de produit scalaire

(u, v)L2(Ω) =

∫
Ω

uv dx.

1.1.2 Fonctions à valeurs vectorielles en temps

On introduit dans ce section les espaces des fonctions à valeurs vectorielles, qui dépendent

d'une variable réelle t et à valeurs dans un espaces de Banach.

Dé�nition 1.1 Soient X un espace de Banach et T > 0.

3



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 4

i) Pour 1 ≤ p < +∞, on dé�nie Lp(0, T ;X) comme l'espace des fonctions mesurables

dé�nies sur [0, T ] à valeurs dans X, avec∫ T

0

∥u(t)∥pX dt < +∞,

et on note

Lp(0, T ;X) =

{
u : [0, T ] −→ X mesurable telle que

∫ T

0

∥u(t)∥pX dt < +∞
}
,

muni de la norme

u 7−→ ∥u∥Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

∥u(t)∥pX dt

) 1
p

,

ii) Pour p = +∞, on dé�nit L∞(0, T ;X) comme l'espace des fonctions sur [0, T ] à valeurs

dans X, qui ont un sup essentiel bornée, et on note

L∞(0, T ;X) = {u : [0, T ] −→ X mesurable | ∃C ≥ 0, ∥u(t)∥X < C p.p. sur [0, T ]} ,

muni de la norme

u 7−→ ∥u∥L∞(0,T ;X) =ess sup ∥u(t)∥X =
t∈[0,T ]

inf {C ≥ 0; ∥u(t)∥X ≤ C p.p. sur [0, T ]} .

L'espace Lp(0, T ;X) est un espace de Banach, pour 1 ≤ p ≤ +∞.

1.1.3 Espaces de Sobolev

1.1.3.1 Espaces H1(Ω) , H2(Ω)

On rappel que l'espace de Sobolev H1(Ω) est un sous-espace de L2(Ω) dé�nie par

H1(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω)

∣∣u′ ∈ L2(Ω)
}
,

H2(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω)

∣∣u′′ ∈ L2(Ω)
}
.

On dé�nie H1
0 (Ω) par

H1
0 (Ω) = D(Ω)

H1(Ω)
,

la fermeture de D(Ω) dans H1(Ω), et on peut démontrer que

H1
0 (Ω) =

{
u ∈ H1(Ω) |u = 0 sur ∂Ω

}
.
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1.2 Quelques inégalités et formules utiles

1.2.1 Inégalité de Young

Supposons que 1 ≤ p ≤ ∞, on désigne par p′ l'exposant conjugué de p, i.e., 1
p
+ 1

p′
= 1.

Rappelons l'inégalité de Young

ab ≤ 1

p
ap +

1

p′
bp

′
,∀a ≥ 0,∀b ≥ 0.

Exemple 1.1 Pour p = p′ = 2, l'inégalité précédente s'écrit sous la forme

ab ≤ 1

2
a2 +

1

2
b2.

Exemple 1.2 Pour p = 4
3
et p′ = 4 on obtient

ab ≤ 3

4
a

4
3 +

1

4
b4.

On peut généraliser l'inégalité de Young dans le sens suivant :

Lemme 1.1 Soit θ ∈ [0, 1] et 0 ≤ r ≤ θt alors on a :

2tr ≤ 2θ

1 + θ2
(r2 + t2), ∀t ≥ 0. (1.1)

Démonstration. On dé�nie la fonction suivante :

f : [0, 1] −→ R

θ 7−→ f(θ) = 2θ
1+θ2

(r2 + t2)− 2tr.

f est dérivable sur [0, 1] alors

f
′
(θ) = 2

1− θ2

(1 + θ2)2
(
r2 + t2

)
, 0 ≤ θ ≤ 1

et comme r ≤ θt on a : f(0) = 0− 2tr = 0− 2(0)t2 = 0, alors

f
′
(θ) ≥ 0 et f(0) = 0,

donc f est croissante et positive ∀θ ∈ [0, 1] et f(θ) ≥ 0.
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1.2.2 Inégalité de Hölder

Soient u ∈ Lp(Ω), v ∈ Lp′(Ω) avec 1 ≤ p ≤ ∞. Alors uv ∈ L1(Ω), C'est-à-dire∣∣∣∣∫
Ω

u(x)v(x)dx

∣∣∣∣ ≤ (∫
Ω

|u(x)|p dx
) 1

p
(∫

Ω

|v(x)|p
′
dx

) 1
p′

.

Pour p = p′ = 2, on obtient l'inégalité de Cauchy-Schwarz, i.e., u ∈ L2(Ω), v ∈ L2(Ω),

alors uv ∈ L1(Ω), C'est-à-dire∣∣∣∣∫
Ω

u(x)v(x)dx

∣∣∣∣ ≤ (∫
Ω

|u(x)|2 dx
) 1

2
(∫

Ω

|v(x)|2 dx
) 1

2

.

1.2.3 Formule d'intégration de Leibniz

Lemme 1.2 [9] Soit f(x, t) continue avec ∂f
∂t
(x, t) est bornée, i.e.

∃M > 0, telle que

∣∣∣∣∂f∂t (x, t)
∣∣∣∣ < M,∀x ∈ ]α(t), β(t)[ , t > 0,

où

α(t), β(t) ∈ C1([0, T ]).

Alors, on a

d

dt

∫ β(t)

α(t)

f(x, t)dx = β
′
(t)f(β(t), t)− α

′
(t)f(α(t), t) +

∫ β(t)

α(t)

∂f

∂t
(x, t)dx.

Démonstration. on pose F (t) =
∫ β(t)

α(t)
f(x, t)dx, alors ∀t −→ t0 on a :

F ′(t) =
dF

dt
(t) = lim

t−→t0

F (t)− F (t0)

t− t0

= lim
t−→t0

∫ β(t)

α(t)
f(x, t)dx−

∫ β(t0)

α(t0)
f(x, t0)dx

t− t0
,

alors,

F
′
(t) = lim

t−→t0

∫ α(t0)

α(t)
f(x, t)dx+

∫ β(t)

α(t0)
f(x, t)dx−

∫ β(t)

α(t0)
f(x, t0)dx−

∫ β(t0)

β(t)
f(x, t0)dx

t− t0
.

D'après la valeur moyenne de f sur [α(t), β(t)] , on obtient

lim
t−→t0

1

t− t0

∫ α(t0)

α(t)

f(x, t)dx = lim
t−→t0

α(t0)− α(t)

t− t0
f(α(t0), t)

= −α′(t0)f(α(t0), t0),
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et

lim
t−→t0

1

t− t0

∫ β(t0)

β(t)

f(x, t0)dx = lim
t−→t0

β(t0)− β(t)

t− t0
f(β(t0), t)

= −β′(t0)f(β(t0), t0).

De plus,

lim
t−→t0

1

t− t0

∫ β(t)

α(t0)

[f(x, t)− f(x, t0)] dx = lim
t−→t0

∫ β(t)

α(t0)

f(x, t)− f(x, t0)

t− t0
dx.

Comme ∂f
∂t

est bornée alors f(x,t)−f(x,t0)
t−t0

est bornée lorsque t −→ t0, et on peut passer à la

limite sous le signe d'intégrale, donc on trouve

lim
t−→t0

1

t− t0

∫ β(t)

α(t0)

[f(x, t)− f(x, t0)] dx =

∫ β(t0)

α(t0)

∂f

∂t
(x, t0)dx.

Donc
d

dt

∫ β(t)

α(t)

f(x, t)dx = β
′
(t)f(β(t), t)− α

′
(t)f(α(t), t) +

∫ β(t)

α(t)

∂f

∂t
(x, t)dx.

1.3 Modélisation de l'équation des ondes

Dans cette section, on dérive le modèle mathématique qui décrit les vibrations d'une corde

homogène. Cette équation apparaît naturellement dans beaucoup des problèmes physiques

comme : ondes acoustiques, ondes électromagnétique, ondes sismiques,...

1.3.1 Domaines cylindriques

On considère une corde de longueur �xé, représentée par l'intervalle [α0, β0] avec α0 < β0.

On fait les hypothèses suivantes :

� τ0 est la tension initiale dans [α0, β0] et pour tout x ∈ [α0, β0], de la corde appartient

à la courbe Γ(t).

� S0 est la longueur de la déformation de la courbe Γ(t).

� Le poids de la corde est négligeable devant la tension
−→
τ .

� Les déplacements de la corde sont uniquement verticaux avec des amplitudes négli-

geables devant la longueur de la corde, i.e.,∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣ << 1. (1.2)
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On note par γ0 = β0 − α0 la longueur initiale de l'intervalle, τ − τ0 la variation de la

tension et par S0−γ0
γ0

la variation de la longueur de la déformation.

D'après l'hypothèse (1.2) les composants de
−→
τ sont :

τ cos θ et τ sin θ

avec θ l'angle de la direction du (Ox) du vecteur
−→
τ . Comme le déplacement verticale la

composant horizontal τ cos θ est négligeable. Soit m la masse de la corde, par le deuxième

loi de Newton, on a :
∂

∂x
(τ sin θ) = m

∂2u

∂t2
, (1.3)

avec ∂2u
∂t2

est l'accélération de la corde. Comme une conséquence de (1.2) on a :

sin θ ≃ tan θ ≃ ∂u

∂x
.

Si la tension τ ne dépende pas de t, alors de (1.3) on obtient :

∂

∂x
(τ sin θ) = τ

∂ sin θ

∂x
,

d'où
∂

∂x
(τ sin θ) = τ

∂2u

∂x2
. (1.4)

On applique la loi de Hooke qui dit :

τ − τ0 = k
S0 − γ0

γ0
. (1.5)

Ou k = σE , avec E est le module de Young du matériau de la corde et σ est l'aire de la

coupe transversale de la corde.

Alors, la longueur de Γ(t) est :

S0 =

∫ β0

α0

√
1 +

(
∂u

∂x

)2

dx.

On développe la racine au voisinage de 0, grâce à l'hypothèse (1.2), on trouve :

S0 ≃
∫ β0

α0

dx+
1

2

∫ β0

α0

(
∂u

∂x

)2

dx,

comme γ0 = β0 − α0, alors

S0 − γ0 ≃
1

2

∫ β0

α0

(
∂u

∂x

)2

dx,
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donc (1.5), devient

τ − τ0 =
k

2γ0

∫ β0

α0

(
∂u

∂x

)2

dx. (1.6)

De (1.4) et (1.6) on trouve :

∂

∂x
(τ sin θ) =

(
τ0 +

k

2γ0

∫ β0

α0

(
∂u

∂x

)2

dx

)
∂2u

∂x2
. (1.7)

On substitue (1.7) dans (1.3), on obtient :(
τ0 +

k

2γ0

∫ β0

α0

(
∂u

∂x

)2

dx

)
∂2u

∂x2
= m

∂2u

∂t2
,

alors
∂2u

∂t2
−

(
τ0
m

+
k

2γ0m

∫ β0

α0

(
∂u

∂x

)2

dx

)
∂2u

∂x2
= 0. (1.8)

Donc, (1.8) est l'équation d'une corde vibrante à extrémité �xe.

D'après (1.5), si on suppose que k << 1, alors τ ≃ τ0 et l'équation (1.8) devient simple-

ment l'équation d'onde classique :

∂2u

∂t2
− τ0

m

∂2u

∂x2
= 0.

1.3.2 Domaine non-cylindrique

On considère une corde à longueur variable avec le temps γ(t), dans [α(t), β(t)] telle que

α(0) = α0, β(0) = β0 et γ(t) = β(t) − α(t). On note par τ̂(t) la tension dans [α(t), β(t)] .

Même hypothèses de la section précédent, d'après la loi de Newton on a :

∂

∂x
(τ(t) sin θ) = m

∂2u

∂t2
, (1.9)

et par la loi de Hooke, la variation de la tension de [α0, β0] dans [α(t), β(t)] est :

τ̂(t)− τ0 = k
γ(t)− γ0

γ0
, (1.10)

et la variation de la tension dans la courbe Γ(t) est :

τ(t)− τ̂(t) = k
S(t)− γ(t)

γ(t)
, (1.11)

avec S(t) est la longueur de la courbe Γ(t). Alors on a :

S(t) =

∫ β(t)

α(t)

√
1 +

(
∂u

∂x

)2

dx,
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de (1.2) et comme γ(t) = β(t)− α(t), alors

S(t)− γ(t) ≃ 1

2

∫ β(t)

α(t)

(
∂u

∂x

)2

dx. (1.12)

On substitue (1.12) dans (1.11) on obtient :

τ(t)− τ̂(t) =
k

2γ(t)

∫ β(t)

α(t)

(
∂u

∂x

)2

dx,

de (1.10) on a :

τ(t) = τ0 + k
γ(t)− γ0

γ0
+

k

2γ(t)

∫ β(t)

α(t)

(
∂u

∂x

)2

dx.

D'après (1.2), (1.9) devient :

τ(t)
∂

∂x
sin θ = τ(t)

∂

∂x
tan θ = τ(t)

∂2u

∂x2
= m

∂2u

∂t2
.

Finalement, on trouve

∂2u

∂t2
−

(
τ0
m

+
k

m

γ(t)− γ0
γ0

+
k

2mγ(t)

∫ β(t)

α(t)

(
∂u

∂x

)2

dx

)
∂2u

∂x2
= 0.

1.3.3 Équation des ondes avec amortissement

Même hypothèses de la sous-section précédente, alors d'après la loi de Newton on a :

∂

∂x
(τ(t) sin θ)− F

(
∂u

∂t

)
= m

∂2u

∂t2
, (1.13)

avec F est une fonction qui représentée un amortissement qui dépend de la vitesse ∂u
∂t
. En

utilisant les argument du sous-section précédent on obtient devient :

∂2u

∂t2
−

(
τ0
m

+
k

m

γ(t)− γ0
γ0

+
k

2mγ(t)

∫ β(t)

α(t)

(
∂u

∂x

)2

dx

)
∂2u

∂x2
+ F

(
∂u

∂t

)
= 0.

Si on suppose que k << 1, on retrouve aussi l'équation d'onde non linéaire

∂2u

∂t2
− τ0

m

∂2u

∂x2
+ F

(
∂u

∂t

)
= 0, t > 0,

pour x ∈ ]α(t), β(t)[.



Chapitre 2

Équation des ondes dans un domaine

non-cylindrique

Dans ce chapitre on intéresse à l'étude du mouvement d'une corde vibrante dont la lon-

gueur est variable avec le temps.

2.1 Position du Problème

On note

Ωt = ]α(t), β(t)[ et ∂Ωt = {α(t), β(t)} ,

comme dans la �gure suivante :

𝜷(𝒕) 

x 

 

𝜶(𝒕) 

 

𝜷(𝟎) 

 

𝜶(𝟎) 

t

 

 

Figure 2.1 � Exemple d'un Domaine non-cylindrique.

avec 1

α, β ∈ C1([0,+∞[), (2.1)

1. α, β ∈ C([0,+∞[) et α′, β′ ∈ L∞(0,+∞) su�t.

11
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et on suppose que

|α′(t)| , |β′(t)| < 1, (2.2)

α(t) < β(t) et ∃ t0 telle que |β(t)| < θt et |α(t)| < θt, pour t > t0 (2.3)

où θ est une constante positive. Par le changement de variable

x 7−→ x− α(0) + β(0)

2
,

on peut toujours supposer

0 < β(0) = −α(0). (2.4)

Dans le domaine non-cylindrique

QT = {(x, t) ∈ R2;x ∈ Ωt, 0 < t < T},

on considère le problème suivant :
utt − uxx = 0 dans QT ,

u(α(t), t) = u(β(t), t) = 0 pour 0 < t < T,

u(x, 0) = u0 et ut(x, 0) = u1 dans Ω0 = ]α(0), β(0)[ ,

(WE)

avec

u0 ∈ H1
0 (Ω0) ∩H2(Ω0) et u1 ∈ H1

0 (Ω0). (2.5)

Sous les hypothèses (2.1),(2.2) et (2.5), il existe une solution unique u du problème (WE)

qui satisfait

u ∈ C([0, T ];H1
0 (Ωt) ∩H2(Ωt)) et ut ∈ C([0, T ];H1

0 (Ωt)).

Pour la démonstration voire [1].

Les fonctionnelles suivantes sont liées a la solution de (WE). La première est l'énergie

(classique) :

E1(t) =
1

2

∫ β(t)

α(t)

u2
x(x, t) + u2

t (x, t)dx, pour t ≥ 0,

et les fonctionnelles :

E2(t) =

∫ β(t)

α(t)

t
[
u2
x(x, t) + u2

t (x, t)
]
+ 2xux(x, t)ut(x, t)dx,

E3(t) =

∫ β(t)

α(t)

(x2 + t2)
[
u2
x(x, t) + u2

t (x, t)
]
+ 4xtux(x, t)ut(x, t)dx.

Proposition 2.1 Si ∃ θ1 > 0 , |α′(t)| ,|β′(t)| < θ1 < θ < 1, il existe un T0 > 0 tell que

θt > max{|α(t)| , |β(t)|}, pour t > T0.
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Démonstration. On a :

−θ1 < α′(t).

Par intégration sur [0, t], on obtient

−θ1t ≤ α(t)− α(0) =⇒ α(t) ≥ α(0)− θ1t.

Pour que α(t) ≥ −θt il su�t de choisir t ≥ t0 telle que

α(0)− θ1t0 ≥ −θt0 ≥ −t0 =⇒ t0(θ1 − θ) ≤ α(0),

et comme θ1 − θ < 0 alors

t0 ≥
α(0)

θ1 − θ
=

−α(0)

θ − θ1
=

β(0)

θ − θ1
.

Donc pour t = 0, α(0) < 0 et pour t ≥ t0,

α(t) + θt ≥ 0.

Comme α ∈ C([0,+∞[), le théorème des valeurs intermédiaires implique que ∃ t1 telle que

α(t1) = −θt1 et par conséquence α(t) ≥ −θt pour t ≥ t1.

D'autre part, de (2.3) on a :

β′(t) < θ1

et par intégration on obtient

β(t)− β(0) < θ1t =⇒ β(t) < β(0) + θ1t.

Pour t ≥ t0

β(0) + θ1t0 ≤ θt0 =⇒ t0 >
β(0)

1− θ1
≥ β(0)

1− θ
, θ1 < θ < 1.

De même on peut démontre que ∃ t2 telle que β(t) ≤ θt, pour t ≥ t2.

Finalement, il su�t de prendre T0 = max {t1, t2} pour que

−θt ≤ α(t) ≤ β(t) ≤ θt, t > T0.

Lemme 2.1 Les fonctionnelles E1(t) et E3(t) sont positives pour t ≥ 0 et E2(t) ≥ 0 si

t ≥ T0. (2.6)
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Démonstration. Pour t ≥ 0 , E1(t) ≥ 0 est évidente. Pour E2(t), on a sous la condition

(2.6),

α(t) < x < β(t) =⇒ |x| < θ < t,

il vient

E2(t) ≥ t

∫ β(t)

α(t)

u2
x(x, t) + u2

t (x, t)dx− 2t

∫ β(t)

α(t)

|ux(x, t)ut(x, t)| dx

≥ T0

∫ β(t)

α(t)

(ux(x, t)− ut(x, t))
2 dx.

D'où E2(t) ≥ 0 pour t ≥ T0.

Pour E3(t) on utilise l'inégalité suivante ab ≥ −1
2
(a2 + b2) alors 4xt ≥ −2(x2 + t2), d'où

E3(t) ≥
∫ β(t)

α(t)

(x2 + t2)
[
u2
x(x, t) + u2

t (x, t)− 2ux(x, t)ut(x, t)
]
dx.

Donc pour t > 0

E3(t) ≥
∫ β(t)

α(t)

(x2 + t2) [ux(x, t)− ut(x, t)]
2 dx ≥ 0.

2.2 Quelque estimations pour E1(t) et E2(t)

Théorème 2.1 On suppose que (2.2) et (2.1) sont véei�ées. Soit u est une solution de (WE)

dans QT pour T > T0.

(i) Si β(t) et α(t) sont linéaires, alors pour t ∈ [T0, T ] on a :

E2(T ) = E2(T0).

(ii) Si tβ
′
(t)− β(t) ≥ 0 et tα

′
(t)− α(t) ≤ 0, pour t ∈ [T0, T ], alors :

E2(T ) ≤ E2(T0),

et on a :

E1(t) ≤
T0

t

(
1 + θ

1− θ

)
E1(T0).

(iii) Si tβ
′
(t)− β(t) ≤ 0 et tα

′
(t)− α(t) ≥ 0, pour t ∈ [T0, T ], alors :

E2(T ) ≥ E2(T0),

et t ≥ T0 ≥ 0 on a :

E1(t) ≥
T0

t

(
1− θ

1 + θ

)
E1(T0).
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Pour montrer ce théorème on a besoins des lemmes suivants :

Lemme 2.2 Soit u(x, t) la solution de (WE) dans QT , alors on a pour 0 ≤ t0 ≤ T

E1(T )− E1(t0) =

− 1

2

∫ T

t0

β
′
(t)

(
1−

∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2)u2

x(β(t), t)− α
′
(t)

(
1−

∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2)u2

x(α(t), t)dt. (2.7)

Démonstration. On multiple utt − uxx = 0 par ut et on intègre sur Ωt,∫ β(t)

α(t)

uttut − uxxutdx = 0.

Comme

uttut =
1

2
(u2

t )t et − uxxut = −uxxut − uxtux + uxtux =
1

2
(u2

x)t − (uxut)x,

alors :∫ β(t)

α(t)

1

2

∂

∂t
u2
t (x, t) +

1

2

∂

∂t
u2
x(x, t)− (uxut)xdx

=
1

2

∫ β(t)

α(t)

∂

∂t
(u2

t (x, t) + u2
x(x, t))dx−

∫ β(t)

α(t)

(uxut)xdx = 0.

D'après la formule d'intégration de Leibniz :

1

2

∫ β(t)

α(t)

∂

∂t

[
u2
t (x, t) + u2

x(x, t)
]
dx

=
d

dt

∫ β(t)

α(t)

1

2
u2
t (x, t) +

1

2
u2
x(x, t)dx︸ ︷︷ ︸

E1(t)

− β
′
(t)

2

[
u2
t (β(t), t) + u2

x(β(t), t)
]

+
α

′
(t)

2

[
u2
t (α(t), t) + u2

x(α(t), t)
]
.

Par intégration sur [t0, T ], on a :∫ T

t0

d

dt
E1(t)dt−

∫ T

t0

β
′
(t)

2

[
u2
t (β(t), t) + u2

x(β(t), t)
]
dt

−
∫ T

t0

α
′
(t)

2

[
u2
t (α(t), t) + u2

x(α(t), t)
]
dt−

T∫
t0

∫ β(t)

α(t)

(uxut)x dxdt = 0,

i.e.,

[E1(t)]
T
t0
−
∫ T

t0

β
′
(t)

2

[
u2
t (β(t), t) + u2

x(β(t), t)
]
dt+

∫ T

t0

α
′
(t)

2

[
u2
t (α(t), t) + u2

x(α(t), t)
]
dt

+

T∫
t0

ux(α(t), t)ut(α(t), t)− ux(β(t), t)ut(β(t), t)dt = 0.
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D'après les conditions aux limite u(α(t), t) = u(β(t), t) = 0, on a

d

dt
u(α(t), t) =

d

dt
u(β(t), t) = 0.

Ce qui implique que

ux(β(t), t)β
′
(t) + ut(β(t), t) = 0 et ut(α(t), t) + α

′
(t)ux(α(t), t) = 0,

alors :

ut(β(t), t) = −β
′
(t)ux(β(t), t) et ut(α(t), t) = −α

′
(t)ux(α(t), t). (2.8)

D'où

E1(T )− E1(t0)

− 1

2

∫ T

t0

β
′
(t)

(∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2 + 1

)
u2
x(β(t), t)− α

′
(t)

(∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2 + 1

)
u2
x(α(t), t)dt

+

∫ T

t0

(β
′
(t)u2

x(β(t), t)dt−
∫ T

t0

α
′
(t)u2

x(α(t), t)dt = 0.

Finalement on obtient

E1(T )− E1(t0) =

− 1

2

∫ T

t0

β
′
(t)

(
1−

∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2)u2

x(β(t), t)− α
′
(t)

(
1−

∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2)u2

x(α(t), t)dt.

Remarque 2.1 Du lemme 2.2, pour t0 = 0, on déduit

E1(T )− E1(0) =

− 1

2

∫ T

0

β
′
(t)

(
1−

∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2)u2

x(β(t), t)− α
′
(t)

(
1−

∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2)u2

x(α(t), t)dt. (2.9)

Théorème 2.2 Soit u(x, t) est une solution de (WE) dans QT .

i) Si α
′
(t) ≤ 0 et β

′
(t) ≥ 0 alors E1(t) est décroissante ∀t, 0 ≤ t ≤ T .

ii) Si α
′
(t) ≥ 0 et β

′
(t) ≤ 0 alors E1(t) est croissante ∀t, 0 ≤ t ≤ T .

Démonstration. Par l'équation (2.9) et la condition (2.2) on a :

i) Si α
′
(t) ≤ 0 et β

′
(t) ≥ 0 alors

E1(T )− E1(0) ≤ 0 , ∀t, 0 ≤ t ≤ T,
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i.e. E1(t) est décroissante.

ii) Si α
′
(t) ≥ 0 et β

′
(t) ≤ 0 alors

E1(T )− E1(0) ≥ 0 , ∀t, 0 ≤ t ≤ T,

i.e. E1(t) est croissante.

Lemme 2.3 Soit u(x, t) est une solution de (WE) dans QT , alors pour t ∈ [t0, T ] on a :∫ T

t0

β(t)

(
1−

∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2)u2

x(β(t), t)− α(t)

(
1−

∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2)u2

x(α(t), t)dt

= 2

∫ T

t0

E1(t)dt+ 2

∫ β(T )

α(T )

xut(x, T )ux(x, T )dx− 2

∫ β(t0)

α(t0)

xut(x, t0)ux(x, t0)dx. (2.10)

Démonstration. On multiple utt − uxx = 0 par 2xux et on intègre sur QT :∫ T

t0

∫ β(t)

α(t)

2xuttux − 2xuxxux dxdt = 0.

Comme

xuttux = (xutux)t −
1

2

(
xu2

t

)
x
+

1

2
u2
t et xuxxux =

1

2
u2
x −

1

2

(
xu2

x

)
x
,

alors pour t ∈ [t0, T ]∫ T

t0

∫ β(t)

α(t)

∂

∂t
(2xutux)dxdt−

∂

∂x
(xu2

x + xu2
t )dxdt+

T∫
t0

∫ β(t)

α(t)

u2
x + u2

tdxdt = 0. (2.11)

D'après la formule de Leibniz :∫ β(t)

α(t)

∂

∂t
(2xutux)dx =

d

dt

∫ β(t)

α(t)

2xutuxdx− 2β
′
(t) [β(t)ux(β(t), t)ut(β(t), t)]

+ 2α
′
(t) [α(t)ut(α(t), t)ux(α(t), t)]

et d'après les identités (2.8) on a :∫ T

t0

∫ β(t)

α(t)

∂

∂t
(2xutux)dxdt = 2

∫ β(T )

α(T )

xut(x, T )ux(x, T )dx

− 2

∫ β(t0)

α(t0)

xut(x, t0)ux(x, t0)dx+ 2

∫ T

t0

∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2 β(t)u2

x(β(t), t)−
∣∣∣α′

(t)
∣∣∣2 α(t)u2

x(α(t), t)dt

et ∫ T

t0

∫ β(t)

α(t)

∂

∂x
(xu2

x + xu2
t )dxdt

=

∫ T

t0

β(t)

(
1 +

∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2)u2

x(β(t), t)− α(t)

(
1 +

∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2)u2

x(α(t), t)dt.
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D'où

2

∫ β(T )

α(T )

xut(x, T )ux(x, T )dx− 2

∫ β(t0)

α(t0)

xut(x, t0)ux(x, t0)dx

+ 2

∫ T

t0

∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2 β(t)u2

x(β(t), t)−
∣∣∣α′

(t)
∣∣∣2 α(t)u2

x(α(t), t)dt

−
∫ T

t0

β(t)(1 +
∣∣∣β ′

(t)
∣∣∣2)u2

x(β(t), t)− α(t)(1 +
∣∣∣α′

(t)
∣∣∣2)dt+ 2

∫ T

t0

E1(t)dt = 0.

Finalement, on a :∫ T

t0

β(t)

(
1−

∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2)u2

x(β(t), t)− α(t)

(
1−

∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2)u2

x(α(t), t)dt

= 2

∫ T

t0

E1(t)dt+ 2

∫ β(T )

α(T )

xut(x, T )ux(x, T )dx− 2

∫ β(t0)

α(t0)

xut(x, t0)ux(x, t0)dx.

Lemme 2.4 Pour T ≥ 0, on a :

2

∫ T

t0

E1(t)dt− 2 [TE1(T )− t0E1(t0)] =

∫ T

t0

tβ
′
(t)

(
1−

∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2)u2

x(β(t), t)dt

−
∫ T

t0

tα
′
(t)

(
1−

∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2)u2

x(α(t), t)dt. (2.12)

Démonstration. On multiple utt − uxx = 0 par 2tut et on intègre sur QT :∫ β(t)

α(t)

2tuttut − 2tuxxutdx = 0.

On a :

2tuttut = (tu2
t )t − u2

t et 2tuxxut = −(tu2
x)t + (2tutux)x + u2

x,

alors ∫ β(t)

α(t)

∂

∂t
(tu2

x + tu2
t )dx−

∫ β(t)

α(t)

∂

∂x
(2tutux)dx−

∫ β(t)

α(t)

u2
x + u2

tdx = 0.

D'après la formule de Leibniz :∫ β(t)

α(t)

∂

∂t
(tu2

x + tu2
t )dx =

d

dt

∫ β(t)

α(t)

(tu2
x + tu2

t )dx

− β
′
(t)
[
tu2

x(β(t), t) + tu2
t (β(t), t)

]
+ α

′
(t)
[
tu2

t (α(t), t) + tu2
x(α(t), t)

]
.

D'après (2.8) on a par intégration sur [t0, T ],∫ T

t0

∫ β(t)

α(t)

∂

∂t
(tu2

x + tu2
t )dxdt = [2tE1(t)]

T
t0

−
∫ T

t0

tβ
′
(t)

(
1 +

∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2)u2

x(β(t), t)− tα
′
(t)

(
1 +

∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2)u2

x(α(t), t)dt. (2.13)
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D'autre part on a∫ T

t0

∫ β(t)

α(t)

∂

∂x
(2tutux)dxdt = 2

∫ T

t0

tα
′
(t)u2

x(α(t), t)− tβ
′
(t)u2

x(β(t), t)dt. (2.14)

De (2.13) et (2.14), on obtient

2TE1(T )− 2t0E1(t0)− 2

∫ T

t0

tα
′
(t)u2

x(α(t), t)− tβ
′
(t)u2

x(β(t), t)dt

−
∫ T

t0

tβ
′
(t)

(
1 +

∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2)u2

x(β(t), t)− tα
′
(t)

(
1 +

∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2)u2

x(α(t), t)dt

− 2

∫ T

t0

E1(t)dt = 0,

d'où

2

∫ T

t0

E1(t)dt− 2 [TE1(T )− t0E1(t0)]

=

∫ T

t0

tβ
′
(t)

(
1−

∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2)u2

x(β(t), t)dt−
∫ T

t0

tα
′
(t)

(
1−

∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2)u2

x(α(t), t)dt.

Remarque 2.2 Les inégalités (2.7), (2.10) et (2.12) restent valables pour t0 = 0.

Maintenant, on peut démontrer le théorème 2.1.

Démonstration du Théorème 2.1.

(i) D'après l'égalité (2.12) :

2

∫ T

t0

E1(t)dt = 2 [TE1(T )− t0E1(t0)]

+

∫ T

t0

tβ
′
(t)

(
1−

∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2)u2

x(β(t), t)− tα
′
(t)

(
1−

∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2)u2

x(α(t), t)dt (2.15)

et on substituant (2.15) dans (2.10) on obtient :∫ T

t0

[
β(t)− tβ

′
(t)
](

1−
∣∣∣β ′

(t)
∣∣∣2)u2

x(β(t), t)dt

−
∫ T

t0

[
α(t)− tα

′
(t)
](

1−
∣∣∣α′

(t)
∣∣∣2)u2

x(α(t), t)dt

= 2 [TE1(T )− t0E1(t0)] + 2

∫ β(T )

α(T )

xut(x, T )ux(x, T )dx

− 2

∫ β(t0)

α(t0)

xut(x, t0)ux(x, t0)dx. (2.16)
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D'après la dé�nition de E2(t), on a ∀ T0 ≤ t ≤ T

E2(T )− E2(T0) +

∫ T

T0

[
tβ

′
(t)− β(t)

](
1−

∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2)u2

x(β(t), t)dt

−
∫ T

T0

[
tα

′
(t)− α(t)

](
1−

∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2)u2

x(α(t), t)dt = 0. (2.17)

Si β(t) et α(t) sont linéaires sur pour t ∈ [T0, T ], alors

β(t)− tβ
′
(t) = tα

′
(t)− α(t) = 0,

et on déduit que :

E2(t) = E2(T0) ,T0 ≤ t ≤ T.

(ii) D'après (2.17) et tβ
′
(t)− β(t) ≥ 0 et tα

′
(t)− α(t) ≤ 0, alors :

pour T0 ≤ t ≤ T , on a

E2(t)− E2(T0) =

∫ t

T0

[
β(s)− sβ

′
(s)
]
(1−

∣∣∣β ′
(s)
∣∣∣2)u2

x(β(s), s)ds

−
∫ t

T0

[
α(s)− sα

′
(s)
]
(1−

∣∣∣α′
(s)
∣∣∣2)u2

x(α(s), s)ds ≤ 0

donc E2(t) ≤ E2(T0) alors E2(t) est décroissante pour t ∈ [T0, T ].

Et d'autre part , on a par la condition∫ β(t)

α(t)

(t−max {|α(t)| , |β(t)|})
[
u2
x(x, t) + u2

t (x, t)
]
dx

≤ E2(t) ≤
∫ β(t)

α(t)

(t+max {|α(t)| , |β(t)|})
[
u2
x(x, t) + u2

t (x, t)
]
dx, (2.18)

i.e.,

2(t−max {|α(t)| , |β(t)|})E1(t) ≤ E2(t) ≤ 2(t+max {|α(t)| , |β(t)|})E1(t).

D'après (2.3) , on a

max {|α(t)| , |β(t)|} ≤ θt,

pour t ≥ T0 alors on obtient

T0 +max {|α(T0)| , |β(T0)|} ≤ T0(1 + θ) (2.19)

t−max {|α(t)| , |β(t)|} ≥ t(1− θ) , t ≥ T0 (2.20)

ce qui implique

2t (1− θ)E1(t) ≤ E2(t) ≤ E2(T0) ≤ 2T0 (1 + θ)E1(T0).
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D'où

E1(t) ≤
T0

t

(
1 + θ

1− θ

)
E1(T0) , pour T0 < t < T.

(iii) D'après (2.17) et tβ
′
(t)− β(t) ≤ 0 et tα

′
(t)− α(t) ≥ 0, pour 0 < T0 < t on obtient :

E2(t) ≥ E2(T0),

alors E2(t) est croissante pour T0 < t < T.

De (2.16),(2.20) et (2.19) on obtient :

2T0(1− θ)E1(T0) ≤ E2(T0) ≤ E2(t) ≤ 2t(1 + θ)E1(t),

d'où

E1(t) ≥
T0

t

(
1− θ

1 + θ

)
E1(T0), pour T0 < t < T.

2.3 Quelque estimations pour E3(t)

Théorème 2.3 Sous les hypothèses (2.1) et (2.2). Soit u est une solution de (WE) dans

QT .

(i) Si pour certains T1, 0 < T0 ≤ T1 ≤ T telle que

β
′
(t)
[
β2(t) + t2

]
− 2tβ(t) = α

′
(t)
[
α2(t) + t2

]
− 2tα(t) = 0,

alors on a E3(T ) = E3(0).

(ii) Si pour certains T1, 0 < T0 ≤ T1 ≤ T telle que

β
′
(t)
[
β2(t) + t2

]
− 2tβ(t) ≥ 0 et α

′
(t)
[
α2(t) + t2

]
− 2tα(t) ≤ 0, (2.21)

alors E3(t) est croissante, et on a :

E1(t) ≥
1

1 + θ2

(
1− θ

1 + θ

)2
T 2
1

t2
E1(T1), pour t ≥ T1.

Démonstration. (i) On multiplie utt − uxx = 0 par 2(x2 + t2)ut + 4xtux et on intègre

sur QT , ∫ T

T1

∫ β(t)

α(t)

2(x2 + t2)uttut − 2(x2 + t2)uxxut + 4xtuttux − 4xtuxxuxdxdt = 0,
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alors

T∫
T1

β(t)∫
α(t)

∂

∂t

[
4xtutux + (x2 + t2)(u2

x + u2
t )
]
dxdt

︸ ︷︷ ︸
I1

− 2

T∫
T1

β(t)∫
α(t)

∂

∂x

[
(x2 + t2)utux + xt(u2

x + u2
t )
]
dxdt

︸ ︷︷ ︸
I2

= 0.

On utilise la formule de Leibniz, on trouve :

I1 =

∫ T

T1

d

dt

∫ β(t)

α(t)

4xtutux + (x2 + t2)(u2
x + u2

t )dxdt

−
∫ T

T1

β
′
(t)
[
4β(t)tut(β(t), t)ux(β(t), t) +

[
β2(t) + t2

] [
u2
x(β(t), t) + u2

t (β(t), t)
]]
dt

+

∫ T

T1

α
′
(t)
[
4α(t)tut(α(t), t)ux(α(t), t) +

[
α2(t) + t2

] [
u2
x(α(t), t) + u2

t (α(t), t)
]]

dt.

Daprès la condition (2.8) et la dé�nition de E3(t), donc

I1 = E3(T )− E3(T1)

+

∫ T

T1

(
4tβ(t)

∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2 − β

′
(t)
(
[β(t)]2 + t2

)(∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2 + 1

))
u2
x(β(t), t)dt

+

∫ T

T1

(
α

′
(t)
(
[α(t)]2 + t2

)(∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2 + 1

)
− 4tα(t)

∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2)u2

x(α(t), t)dt

et

I2 =

∫ T

T1

[
(x2 + t2)utux + xt(u2

x + u2
t )
]β(t)
α(t)

dt

=

∫ T

T1

[
β2(t) + t2

]
ut(β(t), t)ux(β(t), t) + tβ(t)

[
u2
x(β(t), t) + u2

t (β(t), t)
]
dt

−
∫ T

T1

[
α2(t) + t2

]
ut(α(t), t)ux(α(t), t) + tα(t)

[
u2
x(α(t), t) + u2

t (α(t), t)
]
dt.

Après quelques simpli�cations, on trouve

I2 =

∫ T

T1

[
−β

′
(t)
[
β2(t) + t2

]
+ tβ(t)

(∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2 + 1

)]
u2
x(β(t), t)dt

+

∫ T

T1

[
α

′
(t)
[
α2(t) + t2

]
− tα(t)

(∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2 + 1

)]
u2
x(α(t), t)dt.
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Alors, ∀t, 0 ≤ t ≤ T, I1 − 2I2 = 0 implique que

E3(T )− E3(T1) =

∫ T

T1

(
β

′
(t)
[
β2(t) + t2

]
− 2tβ(t)

)(
1−

∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2)u2

x(β(t), t)dt

+

∫ T

T1

(
2tα(t)− α

′
(t)
[
α2(t) + t2

])(
1−

∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2)u2

x(α(t), t)dt. (2.22)

Donc daprès la condition

β
′
(t)
(
[β(t)]2 + t2

)
− 2tβ(t) = 2tα(t)− α

′
(t)
(
[α(t)]2 + t2

)
= 0,

alors on a :

E3(T ) = E3(T1), pour t ∈ [T1, T ].

(ii) D'après (2.22) et la condition

β
′
(t)
[
β2(t) + t2

]
− 2tβ(t) ≥ 0 et α

′
(t)
[
α2(t) + t2

]
− 2tα(t) ≤ 0,

pour 0 < T0 ≤ T1 ≤ T, on a

E3(T )− E3(T1) =

∫ T

T1

(
β

′
(t)
[
β2(t) + t2

]
− 2tβ(t)

)(
1−

∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2)u2

x(β(t), t)dt

−
∫ T

T1

(
α

′
(t)
[
α2(t) + t2

]
− 2tα(t)

)(
1−

∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2)u2

x(α(t), t)dt ≥ 0.

Donc E3(T ) ≥ E3(T1) et E3(t) est croissante pour T ≥ T1.

D'autre part, à partir la dé�nition de E3(t) on a :

E3(t) =

∫ β(t)

α(t)

(x2 + t2)
[
u2
x(x, t) + u2

t (x, t)
]
+ 4xtux(x, t)ut(x, t)dx

et d'aprés l'inégalité de Young on a :

−2tx(u2
x(x, t) + u2

t (x, t) ≤ 4xtux(x, t)ut(x, t) ≤ 2xt(u2
x(x, t) + u2

t (x, t)).

Du lemme 1.1, on obtient

− 2θ

1 + θ2
(x2 + t2)(u2

x(x, t) + u2
t (x, t) ≤ 4xtux(x, t)ut(x, t)

≤ 2θ

1 + θ2
(x2 + t2)(u2

x(x, t) + u2
t (x, t)).

Alors, ∀t, T ≥ t ≥ T1 ≥ 0 on a :∫ β(t)

α(t)

(x2 + t2)
[
u2
x(x, t) + u2

t (x, t)
]
− 2θ

1 + θ2
(x2 + t2)

[
u2
x(x, t) + u2

t (x, t)
]
dx ≤ E3(t)

≤
∫ β(t)

α(t)

(x2 + t2)
[
u2
x(x, t) + u2

t (x, t)
]
+

2θ

1 + θ2
(x2 + t2)

[
u2
x(x, t) + u2

t (x, t)
]
dx,
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donc(
1− 2θ

1 + θ2

)∫ β(t)

α(t)

(x2 + t2)
[
u2
x(x, t) + u2

t (x, t)
]
dx ≤ E3(t)

≤
(
1 +

2θ

1 + θ2

)∫ β(t)

α(t)

(x2 + t2)
[
u2
x(x, t) + u2

t (x, t)
]
dx.

Alors, ∀t ≥ T1 ≥ 0 :

(1− θ)2

1 + θ2

∫ β(t)

α(t)

(x2 + t2)
[
u2
x(x, t) + u2

t (x, t)
]
dx ≤ E3(t)

≤ (1 + θ)2

1 + θ2

∫ β(t)

α(t)

(x2 + t2)
[
u2
x(x, t) + u2

t (x, t)
]
dx.

Rappelons que E3(t) est croissante, on obtient ∀t, 0 ≤ T1 ≤ t ≤ T

(1− θ)2

1 + θ2

∫ β(T1)

α(T1)

(x2 + T 2
1 )
[
u2
x(x, T1) + u2

t (x, T1)
]
dx ≤ E3(T1) ≤ E3(t)

≤ (1 + θ)2

1 + θ2

∫ β(t)

α(t)

(x2 + t2)
[
u2
x(x, t) + u2

t (x, t)
]
dx, (2.23)

et comme x2 est positive alors :

(1− θ)2

1 + θ2

∫ β(T1)

α(T1)

T 2
1

[
u2
x(x, T1) + u2

t (x, T1)
]
dx ≤

(1 + θ)2

1 + θ2

∫ β(t)

α(t)

(x2 + t2)
[
u2
x(x, t) + u2

t (x, t)
]
dx,

et comme

|x| ≤ θt =⇒ x2 + t2 ≤ (1 + θ2)t2,

on a,

(1− θ)2

1 + θ2

∫ β(T1)

α(T1)

T 2
1

[
u2
x(x, T1) + u2

t (x, T1)
]
dx

≤ (1 + θ)2

1 + θ2

∫ β(t)

α(t)

(1 + θ2)t2
[
u2
x(x, t) + u2

t (x, t)
]
dx. (2.24)

D'où

2
(1− θ)2

1 + θ2
T 2
1E1(T1) ≤ 2t2 (1 + θ)2E1(t).

Finalement, ∀ 0 ≤ T1 ≤ t on obtient :

E1(t) ≥
1

1 + θ2

(
1− θ

1 + θ

)2
T 2
1

t2
E1(T1).
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Remarque 2.3 Si β′(t) > 0 et α′(t) < 0, (2.21) est satisfait pour que

tβ
′
(t)− β(t) ≤ 0 et tα

′
(t)− α(t) ≥ 0.

En e�et, de (2.3) on a

β
′
(t)
[
β2(t) + t2

]
− 2tβ(t) ≤ β

′
(t)
[
θ2 + 1

]
t2 − 2tβ(t)

≤ 2t2β
′
(t)− 2tβ(t)

= 2t
(
tβ

′
(t)− β(t)

)
≤ 0

et

α
′
(t)
[
α2(t) + t2

]
− 2tα(t) ≥ α

′
(t)
[
θ2 + 1

]
t2 − 2tα(t)

≥ 2t2α
′
(t)− 2tα(t)

= 2t
(
tα

′
(t)− α(t)

)
≥ 0.

2.4 Estimations d'énergie pour certains domaines simples

On étudie les cas suivants :

2.4.1 Domaine symétrique

On suppose que :

α(t) = −β(t) =⇒ Ωt =]− β(t), β(t)[ et |α′(t)| = |β′(t)| < 1

et soit u(x, t) une solution de (WE) dans QT alors on a :

Lemme 2.5 Pour T ≥ 0

E1(T )− E1(0) = −1

2

∫ T

0

β
′
(t)

(
1−

∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2)(u2

x(β(t), t) + u2
x(−β(t), t)

)
dt.

On déduit le théorème suivant :

Théorème 2.4 Soit u(x, t) est une solution de (WE) dans QT , alors :

i) Si β
′
(t) ≥ 0 alors E1(t) est décroissante ∀T ≥ t ≥ 0.

ii) Si β
′
(t) ≤ 0 alors E1(t) est croissante ∀T ≥ t ≥ 0.
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Théorème 2.5 Soit u est une solution de (WE) dans QT . ∀ T ≥ T0 on a :

(i) Si β(t) est linéaire, ∀ t > 0. Alors on a :

E2(T ) = E2(0).

(ii) Si β(t)− tβ
′
(t) ≤ 0, ∀t > 0. Alors : E2(t) est décroissante pour t ∈ [T0, T ] et

E1(t) ≤
T0

t

(
1 + θ

1− θ

)
E1(T0).

(iii) Si β(t)− tβ
′
(t) ≥ 0, ∀t > 0. Alors : E2(t) est croissante pour t ∈ [T0, T ] et

E1(t) ≥
T0

t

(
1− θ

1 + θ

)
E1(T0).

Démonstration. Pour la démonstration on applique l'inégalité (2.17), dans ce cas s'écrit

comme suivant :

E2(T )− E2(t0) +

∫ T

t0

[
tβ

′
(t)− β(t)

](
1−

∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2)[u2

x(β(t), t) + u2
x(−β(t), t)

]
dt = 0.

2.4.2 Domaine avec longueur constant

On a Ωt =]β(t)− L, β(t)[ c'est-a-dire,

α(t) = β(t)− L =⇒ |α′(t)| = |β′(t)| < 1,

avec L est la longueur de la corde. Alors

QT = {(x, t) ∈ R2;x ∈ Ωt, t > 0}.

Théorème 2.6 Soit u est une solution de (WE) dans QT , t ≥ T0.

Si 0 ≤ β(t)− tβ
′
(t) ≤ L alors E2(t) est croissante, et

E1(t) ≥
T0 −max {|β(T0)− L| , |β(T0)|}
t+max {|β(t)− L| , |β(t)|}

E1(T0), ∀t ≥ T0.

Si β(t) ≥ 0 pour T0 ≤ t ≤ T on a :

E1(t) ≥
T0

t

(
1− θ

1 + θ

)
E1(T0).
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Démonstration. Si on substitue α(t) = β(t)− L dans (2.17) on obtient,

E2(T )− E2(T0)

=

∫ T

T0

(
1−

∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2)[[β(t)− tβ

′
(t)
]
u2
x(β(t), t)−

[
β(t)− L− tβ

′
(t)
]
u2
x(β(t)− L, t)

]
dt.

Sous la condition 0 ≤ β(t)− tβ
′
(t) ≤ L alors, pour T0 ≤ t ≤ T on a

E2(T ) ≥ E2(T0),

d'où E2(t) est croissante ∀ T ≥ t ≥ T0. On obtient :

2(T0 −max {|β(T0)− L| , |β(T0)|})E1(T0) ≤ E2(T0)

≤ E2(t) ≤ 2(t+max {|β(t)− L| , |β(t)|})E1(t).

Donc

E1(t) ≥
T0 −max {|β(T0)− L| , |β(T0)|}
t+max {|β(t)− L| , |β(t)|}

E1(T0), ∀t ≥ T0.

D'autre part, de (2.20), (2.19), et si β(t) ≥ 0 on a :

2T0(1− θ)E1(T0) ≤ E2(T0) ≤ E2(t) ≤ 2t(1 + θ)E1(t).

Ceci implique que

E1(t) ≥
T0

t

(
1 + θ

1− θ

)
E1(T0).

2.4.3 Domaine à variation constant

Soit

QT =
{
(x, t) ∈ R2; x ∈ Ωt, 0 ≤ t ≤ T

}
,

et ∑
T

=
⋃

0≤t≤T

{α(t), β(t)} × {t} .

On suppose que β(0) = −α(0) = L > 0, telle que

Ωt =

 ]−L,L[ , 0 ≤ t ≤ T0,

]−L− θ (t− T0) , L+ θ (t− T0)[ , t ≥ T0, 0 < θ < 1.
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Soit
−→
υ est le vecteur unitaire normale à la frontière latérale

∑
T , et

−→
τ le vecteur tangentiel

sur
∑

T . Les composantes de
−→
υ sont (υx, υt) , et les composantes de

−→
τ sont

(α′(t), 1) = (−θ, 1) et (β′(t), 1) = (θ, 1) ,

sur le coté gauche et droit respectivement. Alors on a
−→
υ .

−→
τ = 0, d'où

−θ(− |υx|) + 1.υt = 0 et θ |υx|+ 1.υt = 0,

sur le coté gauche et droit respectivement. Comme |υ| = 1, on a le système θ |υx|+ υt = 0,

υ2
x + υ2

t = 1,

donc

|υx| =
1√

1− θ2
et υt =

−θ√
1− θ2

.

En revenant au théorème 2.1 et 2.3, on a les cas suivantes

i) Si T0 =
L
θ
, alors

Ωt =

 ]−L,L[ , 0 ≤ t ≤ T0,

]−θt, θt[ , pour t ≥ T0,

α(t) et β(t) sont linéaires, alors E2(t) est conservé. Pour E1(t) on a

C1

t
E1(T0) ≤ E1(t) ≤

C2

t
E1(T0),

avec C1 = T0
1−θ
1+θ

et C2 = T0
1+θ
1−θ

. Comme (2.21) est véri�ée dans ce cas, alors E3(t) est

croissante et par (2.23)

E3(t) ≥ 2
(1− θ)2

1 + θ2
t2E1(t) ≥ C3tE1(T0),

où C3 = 2C1
(1−θ)2

1+θ2
.

ii) Si T0 >
L
θ
, alors L < θT0 et comme

−L− θ (t− T0) < x < L+ θ (t− T0) ,

alors

−L+ θT0 − θt < x < L− θT0 + θt,

et comme |x| < θt, et on a tα′(t)− α(t) = −θt− [−L− θ (t− T0)] = L− θT0 < 0,

tβ′(t)− β(t) = θt− [L+ θ (t− T0)] = −L+ θT0 > 0,
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donc les conditions tα′(t) − α(t) < 0 et tβ′(t) − β(t) > 0 sont véri�ées pour t ≥ T0. Ainsi,

E2(t) est décroissante pour t ≥ T0, et on a

E1(t) ≤
C2

t
E1(T0).

iii) Si T0 <
L
θ
alors L > θT0 et on a tα′(t)− α(t) = −θt− [−L− θ (t− T0)] = L− θT0 > 0,

tβ′(t)− β(t) = θt− [L+ θ (t− T0)] = −L+ θT0 < 0,

d'où tα′(t)−α(t) > 0 et tβ′(t)−β(t) < 0. Par conséquence, E2(t) est croissante pour t ≥ T0,

et on a

E1(t) ≥
C1

t
E1(T0).

De plus, la condition (2.21) est véri�ée (voire le remarque 2.2) et on déduit que E3(t) est

croissante, et par (2.23)

E3(t) ≥ 2
(1− θ)2

1 + θ2
t2E1(t) ≥ C3tE1(T0).



Chapitre 3

Équation des ondes avec

amortissement

Dans ce chapitre on étudier la stabilisation de l'équation des ondes avec le terme d'amor-

tissement, c'est-à-dire la vitesse de mouvement est retardé par une force d'amortissement à

la vitesse de la corde, on obtient l'équation des ondes avec termes d'amortissement suivante :

utt − uxx + F (ut) = 0, dans QT .

3.1 Équation avec amortissement linéaire

Dans cette section on suppose que F (ut) = 2λ1ut, où λ1 > 0 est une constante (de

fortement). On considère le problème suivante :
utt − uxx + 2λ1ut = 0 dans QT ,

u(α(t), t) = u(β(t), t) = 0 pour 0 < t < T,

u(x, 0) = u0 et ut(x, 0) = u1 dans Ω0 = ]α(0), β(0)[ .

(DWE)

avec

u0 ∈ H1
0 (Ω0) ∩H2(Ω0) et u1 ∈ H1

0 (Ω0) (3.1)

et

α, β ∈ C1([0,+∞[), (3.2)

On utilisant la méthode de la pénalisation (voire [5, 8]) le résultat suivant sous les hypothèses

(2.2), (3.1), (3.2), et on peut démontrer le problème (DWE) admet une solution unique u

qui satisfait

u ∈ L∞([0, T ];H1
0 (Ωt) ∩H2(Ωt)) et ut ∈ L∞([0, T ];H1

0 (Ωt)).

30
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3.1.1 Premier résultat de stabilité polynomiale

Théorème 3.1 On suppose que (2.2) est véri�é. Soit u une solution de (DWE) dans QT .

Si β′(t) ≥ 0 et α′(t) ≤ 0 , alors E1(t) est décroissant pour λ1 > 0 .

Soit 0 < ε < 1, et on choisi λ1 = k = 1
2ε
, alors

E1(T ) ≤

max
{
1 + ε, 1 + γ2(0)

2ε2

}
1− ε+ kT

E1(0).

Démonstration. On multiplie utt − uxx + 2λ1ut = 0 par ut et on intègre sur Ωt,∫ β(t)

α(t)

uttut − uxxut + 2λ1u
2
tdx = 0.

Comme

uttut =
1

2
(u2

t )t et − uxxut =
1

2
(u2

x)t − (uxut)x,

alors :
1

2

∫ β(t)

α(t)

∂

∂t

[
u2
t (x, t) + u2

x(x, t)
]
dx+

∫ β(t)

α(t)

2λ1u
2
t −

∂

∂x
(uxut)dx = 0. (3.3)

D'après la formule de Leibniz :

1

2

∫ β(t)

α(t)

∂

∂t

[
u2
t (x, t) + u2

x(x, t)
]
dx

=
1

2

d

dt

∫ β(t)

α(t)

u2
t (x, t) + u2

x(x, t)dx− β
′
(t)

2

[
u2
t (β(t), t) + u2

x(β(t), t)
]

+
α

′
(t)

2

[
u2
t (α(t), t) + u2

x(α(t), t)
]
.

Par intégration sur [0, T ], et de la dé�nition de E1(t) on a :

E1(T )− E1(0)−
∫ T

0

β
′
(t)

2

[
u2
t (β(t), t) + u2

x(β(t), t)
]
dt

+

∫ T

0

α
′
(t)

2

[
u2
t (α(t), t) + u2

x(α(t), t)
]
dt+

∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

2λ1u
2
t (x, t)dxdt

+

∫ T

0

ux(α(t), t)ut(α(t), t)− ux(β(t), t)ut(β(t), t)dt = 0.

D'aprés la condition (2.8) et u(α(t), t) = u(β(t), t) = 0 on a :

E1(T )− E1(0)−
1

2

∫ T

0

β
′
(t)

(∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2 + 1

)
u2
x(β(t), t)− α

′
(t)

(∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2 + 1

)
u2
x(α(t), t)dt

+

∫ T

0

β
′
(t)u2

x(β(t), t)− α
′
(t)u2

x(α(t), t)dt+

∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

2λ1u
2
t (x, t)dxdt = 0.
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De la condition initiale de (DWE), on obtient

E1(T ) = E1(0)− 2λ1

∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

u2
t (x, t)dxdt

−1

2

∫ T

0

β
′
(t)

(
1−

∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2)u2

x(β(t), t)− α
′
(t)

(
1−

∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2)u2

x(α(t), t)dt

où l'intégrale de u2
t (x, t) est positive. De plus, on a la condition α

′
(t) ≤ 0 et β

′
(t) ≥ 0,

∀0 ≤ t ≤ T, alors

E1(T ) ≤ E1(0).

Donc E1(T ) est décroissante pour 0 ≤ t ≤ T.

Maintenant, on utilise ku comme une fonction teste, on obtient

k

∫ β(t)

α(t)

uttu− uxxu+ 2λ1utudx = 0.

Comme

uttu = (utu)t − u2
t , uxxu = (uxu)x − u2

x et 2λ1utu =
(
λ1u

2
)
t
,

alors

k

∫ β(t)

α(t)

∂

∂t

[
ut(x, t)u(x, t) + λ1u

2(x, t)
]
− ∂

∂x
[ux(x, t)u(x, t)]+u2

x(x, t)−u2
t (x, t)dx = 0. (3.4)

Par addition de (3.3) et (3.4) on obtient∫ β(t)

α(t)

∂

∂t

[
1

2

[
u2
t (x, t) + u2

x(x, t)
]
+ kut(x, t)u(x, t) + kλ1u

2(x, t)

]
dx

+

∫ β(t)

α(t)

(2λ1 − k)u2
t (x, t) + ku2

x(x, t)dx

−
∫ β(t)

α(t)

∂

∂x
[ux(x, t)u(x, t) + ux(x, t)ut(x, t)] dx = 0.

Par la formule de Leibniz on a :∫ β(t)

α(t)

∂

∂t

[
1

2

[
u2
t (x, t) + u2

x(x, t)
]
+ kut(x, t)u(x, t) + kλ1u

2(x, t)

]
dx

=
d

dt

∫ β(t)

α(t)

[
1

2

[
u2
t (x, t) + u2

x(x, t)
]
+ kut(x, t)u(x, t) + kλ1u

2(x, t)

]
dx

− β
′
(t)

[
1

2

[
u2
t (β(t), t) + u2

x(β(t), t)
]
+ kut(β(t), t)u(β(t), t) + kλ1u

2(β(t), t)

]
+ α

′
(t)

[
1

2

[
u2
t (α(t), t) + u2

x(α(t), t)
]
+ kut(α(t), t)u(α(t), t) + kλ1u

2(α(t), t)

]
.
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Par intégration sur [0, T ], et comme u(α(t), t) = u(β(t), t) = 0 on a∫ β(T )

α(T )

1

2

[
u2
t (x, T ) + u2

x(x, T )
]
+ kut(x, T )u(x, T ) + kλ1u

2(x, T )dx

=

∫ β(0)

α(0)

1

2

[
u2
t (x, 0) + u2

x(x, 0)
]
+ kut(x, 0)u(x, 0) + kλ1u

2(x, 0)dx

+
1

2

∫ T

0

β
′
(t)
[
u2
t (β(t), t) + u2

x(β(t), t)
]
dt

− 1

2

∫ T

0

α
′
(t)
[
u2
t (α(t), t) + u2

x(α(t), t)
]
dt.

D'aprés la condition (2.8) on a :∫ β(T )

α(T )

1

2

[
u2
t (x, T ) + u2

x(x, T )
]
+ kut(x, T )u(x, T ) + kλ1u

2(x, T )dx

=

∫ β(0)

α(0)

1

2

[
u2
t (x, 0) + u2

x(x, 0)
]
+ kut(x, 0)u(x, 0) + kλ1u

2(x, 0)dx

+
1

2

∫ T

0

β
′
(t)

(∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2 + 1

)
u2
x(β(t), t)− α

′
(t)

(∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2 + 1

)
u2
x(α(t), t)dt.

Donc∫ β(T )

α(T )

1

2

[
u2
t (x, T ) + u2

x(x, T )
]
+ kut(x, T )u(x, T ) + kλ1u

2(x, T )dx

=

∫ β(0)

α(0)

1

2

[
u2
t (x, 0) + u2

x(x, 0)
]
+ kut(x, 0)u(x, 0) + kλ1u

2(x, 0)dx

+
1

2

∫ T

0

α
′
(t)

(
1−

∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2)u2

x(α(t), t)− β
′
(t)

(
1−

∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2)u2

x(β(t), t)dt

−
∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

(2λ1 − k)u2
t (x, t) + ku2

x(x, t)dxdt.

Et comme α
′
(t) ≤ 0 et β

′
(t) ≥ 0 , ∀ 0 ≤ t ≤ T donc∫ β(T )

α(T )

1

2

[
u2
t (x, T ) + u2

x(x, T )
]
+ kut(x, T )u(x, T ) + kλ1u

2(x, T )dx

+

∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

(2λ1 − k)u2
t (x, t) + ku2

x(x, t)dxdt

≤
∫ β(0)

α(0)

1

2

[
u2
t (x, 0) + u2

x(x, 0)
]
+ kut(x, 0)u(x, 0) + kλ1u

2(x, 0)dx.

Ainsi,∀ε > 0, nous avons, d'aprés l'inégalité de Young

−ε

2
u2
t −

1

2ε
u2 ≤ utu =

√
ε√
ε
utu ≤ ε

2
u2
t +

1

2ε
u2,
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alors∫ β(t)

α(t)

1

2

[
(1− ε)u2

t (x, t) + u2
x(x, t)

]
+ k

(
λ1 −

1

2ε

)
u2(x, t)dx

≤
∫ β(t)

α(t)

1

2

[
u2
t (x, t) + u2

x(x, t)
]
+ kut(x, t)u(x, t) + kλ1u

2(x, t)dx

≤
∫ β(t)

α(t)

1

2

[
(1 + ε)u2

t (x, t) + u2
x(x, t)

]
+ k

(
λ1 +

1

2ε

)
u2(x, t)dx.

Donc∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

(2λ1 − k)u2
t (x, t) + ku2

x(x, t)dxdt

+

∫ β(T )

α(T )

1

2

[
(1− ε)u2

t (x, T ) + u2
x(x, T )

]
+ k

(
λ1 −

1

2ε

)
u2(x, T )dx

≤
∫ β(0)

α(0)

1

2

[
(1 + ε)u2

t (x, 0) + u2
x(x, 0)

]
+ k

(
λ1 +

1

2ε

)
u2(x, 0)dx.

En choisissant k = λ1 =
1
2ε
, alors on a :∫ T

0

k

∫ β(t)

α(t)

u2
t (x, t) + u2

x(x, t)dxdt+
1

2

∫ β(T )

α(T )

(1− ε)u2
t (x, T ) + u2

x(x, T )dx

≤ 1

2

∫ β(0)

α(0)

(1 + ε)u2
t (x, 0) + u2

x(x, 0) +
1

2ε2
u2(x, 0)dx.

D'autre part, ∀x ∈ ]α(t), β(t)[ on a :

u(x, t) = u(α(t), t) +

∫ x

α(t)

ux(x, t)dx =

∫ x

α(t)

ux(x, t)dx.

Par la condition de Dirichlet, et l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

u(x, t) ≤
(∫ x

α(t)

dx

) 1
2
(∫ x

α(t)

u2
x(x, t)dx

) 1
2

.

Alors, ∀x ≤ β(t) on obtient

u(x, t) ≤ [β(t)− α(t)]
1
2

(∫ β(t)

α(t)

u2
x(x, t)dx

) 1
2

.

Puisque β(t)− α(t) = γ(t) , alors

u2(x, t) ≤ γ(t)

∫ β(t)

α(t)

u2
x(x, t)dx (3.5)

et pour t = 0, on a

u2(x, 0) ≤ γ(0)

∫ β(0)

α(0)

u2
x(x, 0)dx.
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Donc,

2k

∫ T

0

E1(t)dt+
1

2

∫ β(T )

α(T )

(1− ε)u2
t (x, T ) + u2

x(x, T )dx

≤ 1

2

∫ β(0)

α(0)

(1 + ε)u2
t (x, 0) +

(
1 +

γ2(0)

2ε2

)
u2
x(x, 0)dx

pour t ∈ [0, T ]. On a aussi

2kTE1(T ) ≤ 2k

∫ T

0

E1(t)dt,

donc

2kTE1(T ) +
min {1− ε, 1}

2

∫ β(T )

α(T )

u2
t (x, T ) + u2

x(x, T )dx

≤
max

{
1 + ε, 1 + γ2(0)

2ε2

}
2

∫ β(0)

α(0)

u2
t (x, 0) + u2

x(x, 0)dx.

Ceci implique que, ∀ε > 0

(kT + 1− ε)E1(T ) ≤ max

{
1 + ε, 1 +

γ2(0)

2ε2

}
E1(0).

D'où

E1(T ) ≤

max
{
1 + ε, 1 + γ2(0)

2ε2

}
1− ε+ kT

E1(0).

3.1.2 Résultats de stabilité exponentielle et polynomiale

Dans cette section, nous donnons quelques lemmes qui seront un support à la démonstra-

tion de notre résultat sur la décroissance exponentielle de l'énergie quand t tend vers l'in�ni.

Ensuite, nous tournons vers le théorème qui nous donne ce résultat.

Soit φ une fonction telle que

φ(t) ≥ 0 et φ ∈ C1([0,+∞[). (3.6)

Lemme 3.1 Soit u(x, t) est une solution de (DWE) dans QT , alors pour 0 ≤ t ≤ T on a :

φ(T )E1(T )− φ(0)E1(0)−
∫ T

0

β
′
(t)

φ(t)

2

(∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2 + 1

)
u2
x(β(t), t)dt

+

∫ T

0

α
′
(t)

φ(t)

2

(∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2 + 1

)
u2
x(α(t), t) + φ(t)

[
β

′
(t)u2

x(β(t), t)− α
′
(t)u2

x(α(t), t)
]
dt

− 1

2

∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

φ′(t)(u2
x + u2

t )dx+ λ1φ(t)u
2
t (x, t)dxdt = 0.
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Démonstration. On multiplie utt − uxx + 2λ1ut = 0 par φ(t)ut et on intégré sur ΩT ,∫ β(t)

α(t)

φ(t)uttut − φ(t)uxxut + 2λ1φ(t)ututdx = 0.

Comme

φ(t)uttut =

(
φ(t)

2

[
u2
x + u2

t

])
t

− 1

2
φ′(t)

[
u2
x + u2

t

]
− φ(t)uxtux,

φ(t)uxxut = [φ(t)utux]x − φ(t)uxtux,

alors∫ β(t)

α(t)

∂

∂t

(
φ(t)

2

[
u2
x + u2

t

])
dx− φ(t)

∫ β(t)

α(t)

∂

∂x
(utux) dx

− 1

2

∫ β(t)

α(t)

φ′(t)
[
u2
x + u2

t

]
dx+

∫ β(t)

α(t)

2λ1φ(t)u
2
tdx = 0. (3.7)

D'aprés Leibniz on a pour le premier intégrale de (3.7) :∫ β(t)

α(t)

∂

∂t

(
φ(t)

2

[
u2
x + u2

t

])
dx =

d

dt

∫ β(t)

α(t)

φ(t)

2

[
u2
x + u2

t

]
dx

− β
′
(t)

φ(t)

2

[
u2
x(β(t), t) + u2

t (β(t), t)
]

+ α
′
(t)

φ(t)

2

[
u2
t (α(t), t) + u2

x(α(t), t)
]
.

Par intégration sur [0, T ] ,∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

∂

∂t

(
φ(t)

2

[
u2
x + u2

t

])
dxdt =

φ(T )

2

∫ β(T )

α(T )

u2
x(x, T ) + u2

t (x, T )dx

− φ(0)

2

∫ β(0)

α(0)

u2
x(x, 0) + u2

t (x, 0)dx−
∫ T

0

β
′
(t)

φ(t)

2

[
u2
x(β(t), t) + u2

t (β(t), t)
]
dt

+

∫ T

0

α
′
(t)

φ(t)

2

[
u2
t (α(t), t) + u2

x(α(t), t)
]
dt.

Grâce à (2.8) et les conditions initiales, on obtient :∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

∂

∂t

(
φ(t)

2

[
u2
x + u2

t

])
dxdt =

φ(T )

2

∫ β(T )

α(T )

u2
x(x, T ) + u2

t (x, T )dx

− φ(0)

2

∫ β(0)

α(0)

(u0)
2
x + u2

1dx−
∫ T

0

β
′
(t)

φ(t)

2

(∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2 + 1

)
u2
x(β(t), t)dt

+

∫ T

0

α
′
(t)

φ(t)

2

(∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2 + 1

)
u2
x(α(t), t)dt.



3.1. ÉQUATION AVEC AMORTISSEMENT LINÉAIRE 37

Pour le deuxième intégrale de (3.7)∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

∂

∂x
(φ(t)utux) dxdt =

∫ T

0

φ(t) [ux(β(t), t)ut(β(t), t)− ux(α(t), t)ut(α(t), t)] dt

et de (2.8) on a :∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

∂

∂x
(φ(t)utux) dxdt =

∫ T

0

φ(t)
[
α

′
(t)u2

x(α(t), t)− β
′
(t)u2

x(β(t), t)
]
dt

D'aprés la dé�nition de E1 on a

φ(T )E1(T )− φ(0)E1(0)−
∫ T

0

β
′
(t)

φ(t)

2

(∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2 + 1

)
u2
x(β(t), t)dt

+

∫ T

0

α
′
(t)

φ(t)

2

(∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2 + 1

)
u2
x(α(t), t) + φ(t)

[
β

′
(t)u2

x(β(t), t)− α
′
(t)u2

x(α(t), t)
]
dt

− 1

2

∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

φ′(t)(u2
x + u2

t )dxdt+ 2

∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

λ1φ(t)u
2
t (x, t)dxdt = 0.

Lemme 3.2 Soit u(x, t) est une solution de (DWE) dans QT , ∀ 0 ≤ t ≤ T et ∀k > 0 alors :

kφ(T )

∫ β(T )

α(T )

ut(x, T )u(x, T ) + λ1u
2(x, T )dx− kφ(0)

∫ β(0)

α(0)

u1u0 + λ1u
2
0dx

+ k

∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

φ(t)
[
u2
x(x, t)− u2

t (x, t)
]
dxdt− k

∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

φ′(t)ut(x, t)u(x, t)dxdt = 0.

Démonstration. on multiplie utt − uxx + 2λ1ut = 0 par kφ(t)u et on intégre sur ΩT ,∫ β(t)

α(t)

φ(t)kuutt − φ(t)kuuxx + 2λ1φ(t)kuutdx = 0.

Comme

φuttu = (φutu)t − φu2
t − φ′(t)utu,

φuxxu = (φuxu)x − φu2
x,

2λ1φutu =
(
λ1φu

2
)
t
− λ1φ

′(t)u2,

alors,

k

∫ β(t)

α(t)

∂

∂t

[
φ(t)ut(x, t)u(x, t) + λ1φ(t)u

2(x, t)
]
dx

− k

∫ β(t)

α(t)

∂

∂x
[φ(t)ux(x, t)u(x, t)] dx+ k

∫ β(t)

α(t)

φ(t)
[
u2
x(x, t)− u2

t (x, t)
]
dx

− k

∫ β(t)

α(t)

φ′(t)ut(x, t)u(x, t)dx = 0. (3.8)
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On applique la formule de Leibniz, on obtient :∫ β(t)

α(t)

∂

∂t

[
φ(t)ut(x, t)u(x, t) + λ1φ(t)u

2(x, t)
]
dx =

d

dt

∫ β(t)

α(t)

φ(t)
[
ut(x, t)u(x, t) + λ1u

2(x, t)
]
dx

+φ(t)
(
α

′
(t)
[
ut(α(t), t)u(α(t), t) + λ1u

2(α(t), t)
]
− β

′
(t)
[
ut(β(t), t)u(β(t), t) + λ1u

2(β(t), t)
])

.

Donc par intégration sur [0, T ] , ona∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

∂

∂t

[
φ(t)

(
ut(x, t)u(x, t) + λ1u

2(x, t)
)]

dxdt

= φ(T )

∫ β(T )

α(T )

ut(x, T )u(x, T ) + λ1u
2(x, T )dx− φ(0)

∫ β(0)

α(0)

ut(x, 0)u(x, 0) + λ1u
2(x, 0)dx

−
∫ T

0

β
′
(t)φ(t)

[
ut(β(t), t)u(β(t), t) + λ1u

2(β(t), t)
]
dt

+

∫ T

0

α
′
(t)φ(t)

[
ut(α(t), t)u(α(t), t) + λ1u

2(α(t), t)
]
dt.

D'après (2.8) et comme u(β(t), t) = u(α(t), t) = 0 alors :∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

∂

∂t

[
φ(t)

(
ut(x, t)u(x, t) + λ1u

2(x, t)
)]

dxdt

= φ(T )

∫ β(T )

α(T )

ut(x, T )u(x, T ) + λ1u
2(x, T )dx− φ(0)

∫ β(0)

α(0)

u1u0 + λ1u
2
0dx.

Pour le deuxième intégrale de (3.8), et d'aprés les conditions initiales, on a :∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

φ(t)
∂

∂x
[ux(x, t)u(x, t)] dxdt

=

T∫
0

φ(t) [ux(β(t), t)u(β(t), t)− ux(α(t), t)u(α(t), t)] dt = 0.

Donc ∀ k > 0,

kφ(T )

∫ β(T )

α(T )

ut(x, T )u(x, T ) + λ1u
2(x, T )dx− kφ(0)

∫ β(0)

α(0)

u1u0 + λ1u
2
0dx

+ k

∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

φ(t)
[
u2
x(x, t)− u2

t (x, t)
]
dxdt− k

∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

φ′(t)ut(x, t)u(x, t)dxdt = 0.

Théorème 3.2 Sous les hypothèses (2.2), (3.1) et (3.2). Supposons que γ(t) = β(t)− α(t)

est bornée i.e.

∃M > 0 telle que γ(t) < M.
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Alors, pour toute fonction φ(t) ∈ C1([0,+∞[), telle que

φ(0) > 0 et 0 ≤ φ′(t) ≤ hφ(t)

pour certains constante positive h et ∀t ≥ 0. Et la solution de (DWE) satisfait :

E1(T ) ≤
(
1 + k

1− k

)
φ(0)

φ(T )
E1(0). (3.9)

Démonstration du Théorème 3.2. Par addition de (3.7) et (3.8) on obtient∫ β(t)

α(t)

∂

∂t

(
φ(t)

[
1

2

[
u2
x + u2

t

]
+ kutu+ λ1ku

2

])
dx−

∫ β(t)

α(t)

∂

∂x
(φ(t)ux [ut + u]) dx

− φ′(t)

2

∫ β(t)

α(t)

u2
x + u2

t + 2kutudx+ φ(t)

∫ β(t)

α(t)

(2λ1 − k)u2
t + u2

xdx = 0.

D'aprés la formule de Leibniz et les conditions initiales on a :∫ β(t)

α(t)

∂

∂t

(
φ(t)

[
1

2

[
u2
x + u2

t

]
+ kutu+ kλ1u

2

])
dx

=
d

dt

∫ β(t)

α(t)

φ(t)

[
1

2

[
u2
x + u2

t

]
+ kutu+ kλ1u

2

]
dx

+ α
′
(t)φ(t)

[
1

2

[
u2
x(α(t), t) + u2

t (α(t), t)
]
+ kut(α(t), t)u(α(t), t) + kλ1u

2(α(t), t)

]
− β

′
(t)φ(t)

[
1

2

[
u2
x(β(t), t) + u2

t (β(t), t)
]
+ kut(β(t), t)u(β(t), t) + kλ1u

2(β(t), t)

]
et comme u(β(t), t) = u(α(t), t) = 0, on a∫ β(t)

α(t)

∂

∂t

(
φ(t)

[
1

2

[
u2
x + u2

t

]
+ kutu+ kλ1u

2

])
dx

=
d

dt

∫ β(t)

α(t)

φ(t)

[
1

2

[
u2
x + u2

t

]
+ kutu+ kλ1u

2

]
dx

+
α

′
(t)

2
φ(t)

[
u2
x(α(t), t) + u2

t (α(t), t)
]
− β

′
(t)

2
φ(t)

[
u2
x(β(t), t) + u2

t (β(t), t)
]
.

Par intégration sur [0, T ]∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

∂

∂t

(
φ(x, t)

[
1

2

[
u2
x + u2

t

]
+ kutu+ kλ1u

2

])
dxdt

= φ(T )

∫ β(T )

α(T )

1

2

[
u2
x(x, T ) + u2

t (x, T )
]
+ kut(x, T )u(x, T ) + kλ1u

2(x, T )dx

− φ(0)

∫ β(0)

α(0)

1

2

[
u2
x(x, 0) + u2

t (x, 0)
]
+ kut(x, 0)u(x, 0) + kλ1u

2(x, 0)dx

+

∫ T

0

α
′
(t)

2
φ(t)

[
u2
x(α(t), t) + u2

t (α(t), t)
]
− β

′
(t)

2
φ(t)

[
u2
x(β(t), t) + u2

t (β(t), t)
]
dt.
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D'aprés (2.8) et comme u(x, 0) = u0 , ut(x, 0) = u1 on a∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

∂

∂t

(
φ(x, t)

[
1

2

[
u2
x + u2

t

]
+ kutu+ kλ1u

2

])
dxdt

=

∫ T

0

α
′
(t)

2
φ(t)

(∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2 + 1

)
u2
x(α(t), t)dt−

∫ T

0

β
′
(t)

2
φ(t)

(∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2 + 1

)
u2
x(β(t), t)dt

φ(T )

∫ β(T )

α(T )

1

2

[
u2
x(x, T ) + u2

t (x, T )
]
+ kut(x, T )u(x, T ) + kλ1u

2(x, T )dx

− φ(0)

∫ β(0)

α(0)

1

2

[
(u0)

2
x + u2

1

]
+ ku1u0 + kλ1u

2
0dx.

D'autre part, pour 0 ≤ t ≤ T on a∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

∂

∂x
(φ(t)ux [ut + u]) dxdt =

∫ T

0

φ(t)ux(β(t), t) [ut(β(t), t) + u(β(t), t)] dt

−
∫ T

0

φ(t)ux(α(t), t) [ut(α(t), t) + u(α(t), t)] dt.

De (2.8) et les conditions initiales on obtient∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

∂

∂x
(φ(t)ux [ut + u]) dxdt = −

∫ T

0

φ(t)β′(t)u2
x(β(t), t)dt+

∫ T

0

φ(t)α′(t)u2
x(α(t), t)dt.

Donc

φ(T )

∫ β(T )

α(T )

1

2

[
u2
x(x, T ) + u2

t (x, T )
]
+ kut(x, T )u(x, T ) + kλ1u

2(x, T )dx

+

∫ T

0

β
′
(t)

2
φ(t)

(
1−

∣∣∣β ′
(t)
∣∣∣2)u2

x(β(t), t)dt−
∫ T

0

α
′
(t)

2
φ(t)

(
1−

∣∣∣α′
(t)
∣∣∣2)u2

x(α(t), t)dt

− 1

2

∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

φ′(t)
[
u2
x + u2

t + 2kutu
]
dxdt+

T∫
0

∫ β(t)

α(t)

φ(t)
[
(2λ1 − k)u2

t + u2
x

]
dxdt

− φ(0)

∫ β(0)

α(0)

1

2

[
(u0)

2
x + u2

1

]
+ ku1u0 + kλ1u

2
0dx = 0. (3.10)

Rappelons que ∀t ≥ 0 on a 0 ≤ φ′(t) ≤ hφ(t) pour h ≥ 0 on obtient,

−h

2

∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

φ(t)
[
u2
x + u2

t

]
dxdt ≤ −1

2

∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

φ′(t)
[
u2
x + u2

t

]
dxdt. (3.11)

On utilisant l'inégalité de Young pour tout k > 0

−k

2

∫ β(t)

α(t)

u2
t + u2dx ≤

∫ β(t)

α(t)

kutudx ≤ k

2

∫ β(t)

α(t)

u2
t + u2dx. (3.12)
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Donc, si on suppose que β
′
(t) ≥ 0 et α

′
(t) ≤ 0, alors (3.10) devient

φ(T )

∫ β(T )

α(T )

1

2

[
u2
x(x, T ) + u2

t (x, T )
]
+ kut(x, T )u(x, T ) + kλ1u

2(x, T )dx

− 1

2

∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

φ′(t)
[
u2
x + u2

t + 2kutu
]
dxdt+

T∫
0

∫ β(t)

α(t)

φ(t)
[
(2λ1 − k)u2

t + u2
x

]
dxdt

≤ φ(0)

∫ β(0)

α(0)

1

2

[
u2
x(x, 0) + u2

1

]
+ ku1u0 + kλ1u

2
0dx. (3.13)

On remplace (3.11) et (3.12) dans (3.13), on obtient

φ(T )

∫ β(T )

α(T )

1

2

[
u2
x(x, T ) + u2

t (x, T )
]
− k

2

[
u2
t (x, T ) + u2(x, T )

]
+ kλ1u

2(x, T )dx

− h

2

∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

φ(t)
[
u2
x + u2

t + k
(
u2
t + u2

)]
dxdt+

∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

φ(t)
[
(2λ1 − k)u2

t + u2
x

]
dxdt

≤ φ(0)

∫ β(0)

α(0)

1

2

[
u2
x(x, 0) + u2

t (x, 0)
]
+

k

2

[
u2
t (x, 0) + u2(x, 0)

]
+ kλ1u

2(x, 0)dx.

Ce qui donne

φ(T )

2

∫ β(T )

α(T )

(1− k)u2
t (x, T ) + u2

x(x, T ) + [2kλ1 − k]u2(x, T )dx

+

∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

(1− h

2
)φ(t)u2

x −
hk

2
φ(t)u2 +

[
2λ1 − k − h

2
(1 + k)

]
φ(t)u2

tdxdt

≤ φ(0)

2

∫ β(0)

α(0)

(1 + k)u2
t (x, 0) + u2

x(x, 0) + [2kλ1 + k]u2(x, 0)dx. (3.14)

De l'inégalité (3.5) pour k et h sont positive, alors :

−hk

2

∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

φ(t)u2dxdt ≥ −hk

2

∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

φ(t)

(
γ(t)

∫ β(t)

α(t)

u2
x(x, t)dx

)
dxdt

≥ −hk

2

∫ T

0

φ(t)γ2(t)

∫ β(t)

α(t)

u2
x(x, t)dxdt.

Donc, aprés un calcule simple et pour h et k su�samment petits, on trouve :

φ(T )

2

∫ β(T )

α(T )

(1− k)u2
t (x, T ) + u2

x(x, T )dx

+

∫ T

0

∫ β(t)

α(t)

1

2

[
2− h− hkγ2(t)

]
φ(t)u2

x +

[
2λ1 − k − h

2
(1 + k)

]
φ(t)u2

tdxdt

≤ φ(0)

2

∫ β(0)

α(0)

(1 + k)u2
t (x, 0) + u2

x(x, 0)dx.
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Comme γ(t) est bornée, on peut toujours choisir h et k pour que (2 − h) − hkγ2(t) ≥ 0 et

2λ1 − k − h
2
(1 + k) ≥ 0 alors on obtient :

φ(T )

2
min {1− k, 1}

∫ β(T )

α(T )

u2
t (x, T ) + u2

x(x, T )dx

≤ φ(0)

2
max {1 + k, 1}

∫ β(0)

α(0)

u2
t (x, 0) + u2

x(x, 0)dx.

De la dé�nition de E1 et puisque min {1− k, 1} = 1− k et max {1 + k, 1} = 1 + k, alors :

(1− k)φ(T )E1(T ) ≤ (1 + k)φ(0)E1(0).

Finalement, on trouve :

E1(T ) ≤
(
1 + k

1− k

)
φ(0)

φ(T )
E1(0).

Exemple 3.1

1. Si on prend φ(t) = eht, pour h su�samment petit. Cette fonction véri�e la condition

suivant :

φ(0) = eh0 = 1 > 0 et 0 ≤ φ′(t) = heht = hφ(t), ∀t > 0

Donc de (3.9) on trouve :

E1(T ) ≤
(
1 + k

1− k

)
e−hTE1(0),

donc

E1(T ) ≤ CE1(0)e
−hT , ∀0 < t < T

avec C =
(
1+k
1−k

)
. D'où E1(t) est décroissance exponentielle.

2. Si on prend φ(t) = (1 + t)h , h > 0 alors φ′(t) = h (1 + t)h−1 donc

φ′(t) = h (1 + t)h−1 ≤ h (1 + t)h−1 (1 + t) ≤ hφ(t).

Par conséquence

E1(T ) ≤
(
1 + k

1− k

)
1

(1 + t)h
E1(0), ∀h > 0, 0 < k < 1.
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3.2 Équation avec un amortissement non linéaire

Dans cette section on considère une équation des ondes avec termes non linéaire

F (ut) = 2λ1ut + λ2 |ut|r ut,

où λ1 > 0, λ2 > 0 et r > 0 sont des constantes. Alors on a le problème suivant
utt − uxx + 2λ1ut + λ2 |ut|r ut = 0 dans QT ,

u(α(t), t) = u(β(t), t) = 0 pour 0 < t < T,

u(x, 0) = u0 et ut(x, 0) = u1 dans Ω0 = ]α(0), β(0)[

(NWE)

avec

u0 ∈ H1
0 (Ω0) ∩H2(Ω0), et u1 ∈ H1

0 (Ω0). (H1)

On suppose aussi que

α, β ∈ C1([0,+∞[). (H2)

On utilisant la méthode de la pénalisation (voire [5, 8, 3]) et sous les hypothèses (H1), (H2)

et (2.2), on peut démontrer le problème (NWE) admet une solution unique u qui satisfait

u ∈ L∞([0, T ];H1
0 (Ωt) ∩H2(Ωt)) et ut ∈ L∞([0, T ];H1(Ωt)).

Rappelons que si Ωt ⊂ R, on a

H1(Ωt) ⊂ C(Ωt) ⊂ Lp(Ωt),∀p ≥ 1.

On va démontrer le théorème suivant.

Théorème 3.3 Soit u(x, t) est un solution de (NWE). Supposons que β
′
(t) ≥ 0 , α

′
(t) ≤ 0

et γ(t) est bornée c'est-a-dire : ∃M > 0 telle que γ(t) < M, alors il existe des constantes

positive ξ, ξ′, η, η′, tel que ∀ t ∈ [0, T ]

E1(T ) ≤ e−ηTE1(0) + ξe−ηT

(∫ T

0

eηt
∫ β(t)

α(t)

|ut|2r+2 dxdt

)
,

et

E1(T ) ≤ e−η′TE1(0) + ξ′e−η′T

(∫ T

0

eη
′t

∫ β(t)

α(t)

|u|r+2 dxdt

)
.
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Démonstration. On multiplie utt−uxx+2λ1ut+λ2 |ut|r ut = 0 par ut+ku et on intégre

sur Ωt,∫ β(t)

α(t)

utt (ut + ku )− uxx (ut + ku ) + 2λ1ut (ut + ku ) + λ2 |ut|r ut (ut + ku ) dx = 0.

On a

utt (ut + ku ) =

(
1

2

(
u2
t + u2

x

)
+ kutu

)
t

− ku2
t − utxux et 2kλ1utu =

(
kλ1u

2
)
t

uxx (ut + ku ) = (utux + kuxu)x − ku2
x − utxux,

alors∫ β(t)

α(t)

∂

∂t

(
1

2

(
u2
t + u2

x

)
+ kutu+ kλ1u

2

)
dx−

∫ β(t)

α(t)

∂

∂x
(utux + kuxu) dx

+ k

∫ β(t)

α(t)

u2
x − u2

tdx+

∫ β(t)

α(t)

2λ1u
2
t + λ2 |ut|r+2 + kλ2 |ut|r utudx = 0. (3.15)

On utilise la formule de Leibniz pour le premier terme dans (3.15) on trouve,∫ β(t)

α(t)

∂

∂t

(
1

2

(
u2
t + u2

x

)
+ kutu+ kλ1u

2

)
dx

=
d

dt

∫ β(t)

α(t)

1

2

[
u2
t (x, t) + u2

x(x, t)
]
+ kut(x, t)u(x, t) + kλ1u

2(x, t)dx

− β′(t)

(
1

2

[
u2
t (β(t), t) + u2

x(β(t), t)
]
+ kut(β(t), t)u(β(t), t) + kλ1u

2(β(t), t)

)
+ α′(t)

(
1

2

[
u2
t (α(t), t) + u2

x(α(t), t)
]
+ kut(α(t), t)u(α(t), t) + kλ1u

2(α(t), t)

)
.

D'après (2.8) on obtient,∫ β(t)

α(t)

(
1

2

(
u2
t + u2

x

)
+ kutu+ kλ1u

2

)
t

dx

=
d

dt

∫ β(t)

α(t)

1

2

[
u2
t (x, t) + u2

x(x, t)
]
+ kut(x, t)u(x, t) + kλ1u

2(x, t)dx

− 1

2

[
β′(t)

(
1 + |β′(t)|2

)
u2
x(β(t), t)− α′(t)

(
1 + |α′(t)|2

)
u2
x(α(t), t)

]
.

Intégrant le deuxième terme dans (3.15) et utilisant les conditions aux limites

u(β(t), t) = u(α(t), t) = 0,

et (2.8), on obtient∫ β(t)

α(t)

(utux + kuxu)x dx = [ut(x, t)ux(x, t) + kux(x, t)u(x, t)]
β(t)
α(t)

= α′(t)u2
x(α(t), t)− β′(t)u2

x(β(t), t).
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Donc

d

dt

∫ β(t)

α(t)

1

2

[
u2
t (x, t) + u2

x(x, t)
]
+ kut(x, t)u(x, t) + kλ1u

2(x, t)dx

+
1

2

[
β′(t)

(
1− |β′(t)|2

)
u2
x(β(t), t)− α′(t)

(
1− |α′(t)|2

)
u2
x(α(t), t)

]
+

∫ β(t)

α(t)

ku2
x − ku2

tdx+

∫ β(t)

α(t)

2λ1u
2
t + λ2 |ut|r+2 + kλ2 |ut|r utudx = 0.

Si on suppose β
′
(t) ≥ 0 et α

′
(t) ≤ 0, alors

d

dt

∫ β(t)

α(t)

1

2

[
u2
t (x, t) + u2

x(x, t)
]
+ kut(x, t)u(x, t) + kλ1u

2(x, t)dx

+

∫ β(t)

α(t)

ku2
x + (2λ1 − k)u2

t + λ2 |ut|r+2 + kλ2 |ut|r utudxdt ≤ 0. (3.16)

Pour la simpli�cation on écrit (3.16) comme

d

dt
P +Q ≤ 0.

On a

kut(x, t)u(x, t) ≥ −k

2

(
u2
t (x, t) + u2(x, t)

)
Alors, d'après l'inégalité (3.5), (3.12) on a

1

2

∫ β(t)

α(t)

(1− k)u2
t (x, t) +

[
1− kγ2(t)

]
u2
x(x, t)dx ≤ P (t)

≤ 1

2

∫ β(t)

α(t)

(1 + k)u2
t (x, t) +

[
1 + k(2λ1 + 1)γ2(t)

]
u2
x(x, t)dx.

Comme γ(t) est bornée et qu'on peut choisir k su�samment petit pour que

1− kγ2(t) ≥ 1− kM2 ≥ 0,

alors

1

2
min

{
1− k, 1− kM2

}∫ β(t)

α(t)

u2
t (x, t) + u2

x(x, t)dx ≤ P (t)

≤ 1

2
max

{
1 + k, 1 + k(2λ1 + 1)M2

}∫ β(t)

α(t)

u2
t (x, t) + u2

x(x, t)dx.

De plus de la dé�nition de l'énergie E1(t) on a

K1E1(t) ≤ P (t) ≤ K2E1(t), (3.17)
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où K1 = min {1− k, 1− kM2} et K2 = max {1 + k, 1 + k(2λ1 + 1)M2} .

D'autre part, on utilise l'inégalité de Young, pour ϵ > 0, ∀t ∈ [0, T ]∫ β(t)

α(t)

kλ2 |ut|r utudx ≤ kλ2

ϵ2

∫ β(t)

α(t)

|ut|2r+2 dx+
ϵkλ2

2

∫ β(t)

α(t)

u2dx.

De plus, par (3.5) et comme γ(t) est bornée, alors on a∫ β(t)

α(t)

kλ2 |ut|r utudx ≤ kλ2

ϵ2

∫ β(t)

α(t)

|ut|2r+2 dx+
ϵM2kλ2

2

∫ β(t)

α(t)

u2
xdx,

donc

Q(t) ≥
∫ β(t)

α(t)

k

(
1− ϵM2λ2

2

)
u2
x + (2λ1 − k)u2

t + λ2 |ut|r+2 − kλ2

2ϵ
|ut|2r+2 dx.

On choisir que 0 < k < 2λ1 et ϵ su�samment petit pour que ϵM2λ2

2
< 1, on obtient

Q(t) ≥ min

{
k − ϵM2kλ2

2
, 2λ1 − k

}∫ β(t)

α(t)

u2
x + u2

tdx− kλ2

2ϵ

∫ β(t)

α(t)

|ut|2r+2 dx,

i.e.,

Q(t) ≥ 2δE1(t)−
kλ2

2ϵ

∫ β(t)

α(t)

|ut|2r+2 dx (3.18)

où δ = min
{
k − ϵM2kλ2

2
, 2λ1 − k

}
.

D'après (3.16) et les inégalités (3.17), (3.18), on trouve

K1
dE1(t)

dt
+ 2δE1(t)−

kλ2

2ϵ

∫ β(t)

α(t)

|ut|2r+2 dx ≤ d

dt
P (t) +Q(t) ≤ 0,

d'où
dE1(t)

dt
+

2δ

K1

E1(t) ≤
kλ2

2ϵK1

∫ β(t)

α(t)

|ut|2r+2 dx.

On multiplie cette inégalité par e
2δ
K1

t on obtient

e
2δ
K1

tdE1(t)

dt
+

2δ

K1

e
2δ
K1

t
E1(t) ≤

kλ2

2ϵK1

e
2δ
K1

t

∫ β(t)

α(t)

|ut|2r+2 dx,

i.e.,
d

dt

(
e

2δ
K1

t
E1(t)

)
≤ kλ2

2ϵK1

e
2δ
K1

t

∫ β(t)

α(t)

|ut|2r+2 dx.

Intégrons sur [0, T ], il vient

E1(T ) ≤ e−ηTE1(0) + ξe−ηT

(∫ T

0

eηt
∫ β(t)

α(t)

|ut|2r+2 dxdt

)
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où η = 2δ
K1

et ξ = kλ2

2ϵK1
.

De même manière, on applique l'inégalité de Young avec p = r+2
r+1

et p′ = r+ 2, on trouve∫ β(t)

α(t)

kλ2 |ut|r utudx ≤ r + 1

r + 2
kλ2

∫ β(t)

α(t)

(|ut|r ut)
r+2
r+1 dx+

kλ2

r + 2

∫ β(t)

α(t)

|u|r+2 dx

≤ r + 1

r + 2
kλ2

∫ β(t)

α(t)

|ut|r+2 dx+
kλ2

r + 2

∫ β(t)

α(t)

|u|r+2 dx,

alors

Q(t) ≥
∫ β(t)

α(t)

ku2
x + (2λ1 − k)u2

t + λ2

(
1− r + 1

r + 2
k

)
|ut|r+2 − kλ2

4
|u|r+2 dx,

Si on pose 0 < k < 2λ1 et k < r+2
r+1

, on obtient

Q(t) ≥ min {k, 2λ1 − k}
∫ β(t)

α(t)

u2
x + u2

tdx−
∫ β(t)

α(t)

kλ2

4
|u|r+2 dx.

Ceci implique que

Q(t) ≥ 2δ′E1(t)−
∫ β(t)

α(t)

kλ2

4
|u|r+2 dx,

avec δ′ = min {k, 2λ1 − k} .

Donc (3.16) devient

K1
dE1(t)

dt
+ 2δ′E1(t)−

∫ β(t)

α(t)

kλ2

4
|u|r+2 dx ≤ d

dt
P (t) +Q(t) ≤ 0

et il vient
dE1(t)

dt
≤ −2δ′

K1

E1(t) +
kλ2

4K1

∫ β(t)

α(t)

|u|r+2 dx.

Après multiplication par e
2δ′
K1

t et intégration sur [0, T ], on déduit que

E1(T ) ≤ e−η′TE1(0) + ξ′e−η′T

(∫ T

0

eη
′t

∫ β(t)

α(t)

|u|r+2 dxdt

)
,

où ξ′ = kλ2

4K1
et η′ = 2δ′

K1
.



Conclusion

Le travail exposé dans ce mémoire concerne l'étude du comportement asymptotique des

solutions de l'équation des ondes dans un intervalle dépendant du temps.

Au début, on a considéré le problème suivant
utt − uxx = 0 pour x ∈ Ωt = ]α(t), β(t)[ et t > 0 ,

u(α(t), t) = u(β(t), t) = 0 pour t > 0,

u(x, 0) = u0 et ut(x, 0) = u1 dans Ω0 = ]α(0), β(0)[ ,

et en utilisant la technique des multiplicateurs (voir [1]), nous avons établit la stabilité

polynomiale dans l'espace d'énergie H1
0 (Ωt) dans le chapitre 2. Plus précisement, à l'absence

d'amortissements, l'énergie est décroissante lorsque le domaine est time-like et croissant.

Dans le dernier chapitre, en se basant sur les techniques de Kozhanov et Lar'kin [4]

et Chen [2], on a établie des décroissance exponentielles et polynomiales de l'énergie pour

l'équation des ondes avec amortissement non linéaire si on suppose de plus que la longueur

de l'intervalle reste bornée.

Notre étude ouvre la voie sur plusieurs questions, notamment :

- Le cas d'un amortissement appliqué sur une extrémité de l'intervalle.

- Le cas ou la variation de la tensions de la corde n'est pas négligée (Voir la sous-section

1.3.2), i.e. le cas où le modèle est donné par

utt −

(
a (t) + b (t)

∫ β(t)

α(t)

u2
xdx

)
uxx + F (ut) = 0.

avec a est b des fonctions données.
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Abstract

In this work, we study the asymptotic behavior in time of a vibrating string with mo-

ving boundaries and subject to linear and nonlinear dampings. Using the multiplier method

(energy integrals), we show that the energy of the string decays in time.

Keywords : Wave equation, non-cylindrical domains , multiplier method, damping.

Résumé

Dans ce travail, nous étudions le comportement asymptotique en temps d'une corde vi-

brante aux limites variable ne temps et soumise à des amortissements linéaires et non li-

néaires. En utilisant la méthode des multiplicateurs (intégrales d'énergie), nous montrons

que l'énergie de la corde décroît dans le temps.

Mots clés : Équation des ondes, Domaines non-cylindrique, méthode de multiplicateurs,

amortissement.
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