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Introduction

Le probléme de stabilité des équations aux dérivés partielles de type hyperbolique, qui
modélise les vibrations des systémes et structures mécaniques, fait I’objet de nombreux
travaux. La stabilisation consiste a garantir la décroissance de 1’énergie des solutions, qu’on
note par E(t), vers 0, i.e. :

E(t) — 0, lorsque t — +00.

On pourra aussi s’intéresser au taux de décroissance de 1’énergie. Par exemple, on peut avoir

une décroissance trés rapide comme I’exponentielle, i.e. :
E(t) < Ce™ Vit >0,

ou C' et h sont des constantes positives avec C' qui dépende des données initiales.
Il existe d’autres types de stabilité qu’on rencontre généralement dans les problémes non-
linéaires. Dans ces cas, on essaye d’obtenir des taux de décroissance de I’énergie de facon

polynomiale ou logarithmique, par exemple :

C
Et) < ————, Vt >0
()—(1_'_t)a7 Y

ou C' et o sont des constantes positives avec C' qui dépende des données initiales.

Lorsque la taille ou la forme de la structure mécanique évolue avec le temps, ’étude de
stabilité est plus délicat. On prend comme probléme modéle ’équation des ondes, avec un
amortissement qui peut étre non linéaire, dans des domaines non-cylindriques. Ce probléme
fait I'objet de nombreuses publications intéressantes. On peut citer, par exemple, le travail

important de C. Bardos et G. Chen [1], ou il ont considérer I’équation d’onde
Ut — Ugy = 0 (*)

dans un ouvert 2; de R" dépendant du temps et satisfaisant la condition dite tzme-like, avec
des conditions de Dirichlet sur la frontiére de Q;. L’énergie (classique) de la solution dans ce

cas est définie par

1
E(t) = —/ u? 4+ udz.
2 Ja, '
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Si le domaine est croissant, au sens d’inclusion, les auteurs de |1 ont prouvé que I’énergie

est décroissante avec le taux polynomiale suivant :
C
E(t) < ?E(O),Vt > 0.
L’équation d’onde avec des termes d’amortissement de la formes
Uy — Uy + F (ug) =0 (**)

ou F est une fonction (linéaire ou non-linéaire) satisfaisant certain conditions a été considérée
par exemple dans [1, 4, 8| et des taux de décroissance exponentielles et polynomiales ont été
obtenues.

Dans ce travail on considére les équations (*) et (**) dans un domaine €2; de R la forme

ol « et 3 sont des fonctions de classe C'. On appliquant les approches de [1, 4] bases sur
la méthode de de multiplication (dite aussi méthode des intégrales d’énergie) on établie des
estimations de décroissance de I’énergie en fonction de «, (5 et leurs dérivées.

Ce mémoire est organisée comme suite :

Chapitre 1. Dans ce chapitre on va donner quelques rappels et préliminaires d’analyse
fonctionnelle qui seront utilisés dans notre travail. On abord aussi la modélisation des vi-
brations d’une corde élastique homogéne a longueur variable qui donne, dans un cas simple,
une équation d’ondes avec un terme d’amortissement dans un intervalle |a (t), 3 (t)[.

Chapitre 2. Ce chapitre est consacré a ’étude de la stabilité de ’énergie de ’équation
des ondes sans amortissement dans un intervalle dépendant du temps.

Chapitre 3. Le but de ce chapitre est d’é¢tudier la stabilisation d’énergie de ’équation
des ondes avec amortissement non linéaire. Plus précisément, on s’intéresse a 1’étude du

probléme suivant :
Ut — Ugy + 2A1Ut + AQ |Ut’rut = 07 x € Qt; t - [O,T]

avec A\, Ay et r sont des constantes positives.

Une conclusion et une liste de références sont données a la fin de ce manuscrit.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, on présente quelques notions fondamentales, espaces fonctionnels et des
inégalités qui sera utilisées dans ce mémoire. Ensuite on modélise la propagation des ondes

dans domaines cylindriques et non-cylindriques par les lois de Newton et Hooke.

1.1 Espaces fonctionnels

Dans la suite €2 est un ouvert de R.

1.1.1 Espace des fonctions continues et L?(2)

C(Q, k) est ensemble des fonctions continues définies sur 2 a valeurs dans k.
C>(€, k) est 'ensemble des fonctions u : @ — k qui sont indéfiniment dérivables.

Pour 1 < p < +00, on appelle LP(Q2) 'espace des fonctions suivante :

LP(Q)) = {u : 0 — R; u mesurable et/ lul” dz < —i—oo} :
Q

u sl oy = ( [t dw) .

— Pour cette norme LP(2) est un espace de Banach.

muni de la norme

— Pour p =2, L*(Q) est un espace de Hilbert muni de produit scalaire

(u,v)2(0) = / uv dx.
Q

1.1.2 Fonctions & valeurs vectorielles en temps

On introduit dans ce section les espaces des fonctions a valeurs vectorielles, qui dépendent

d’une variable réelle ¢t et A valeurs dans un espaces de Banach.

Définition 1.1 Soient X un espace de Banach et T > 0.
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i) Pour 1 < p < 400, on définie LP(0,T;X) comme l'espace des fonctions mesurables

définies sur [0,T] a valeurs dans X, avec

T
| Tt at <+
0

et on note
T
LP(0,T;X) = {u [0, T] — X mesurable telle que / lu(t)||% dt < +oo} ,
0

muni de la norme )
T ) >
w lullpr = ([ TuolFar)”

i) Pour p = 400, on définit L>°(0,T; X) comme [’espace des fonctions sur [0,T] & valeurs

dans X, qui ont un sup essentiel bornée, et on note
L>(0,T;X) ={u:[0,T] — X mesurable | 3C >0, ||u(t)||y < C p.p. sur [0,T]},
muni de la norme

u— [[ull oo o 7, x) =€sssup ||lu(t) ||y = inf{C" > 0; [Ju(t)x <C p.p. sur [0,T]}.
te[0,7)

L’espace LP(0,T; X) est un espace de Banach, pour 1 < p < +oc.

1.1.3 Espaces de Sobolev
1.1.3.1 Espaces H'(Q) , H*(Q)
On rappel que l'espace de Sobolev H'(2) est un sous-espace de L*(Q) définie par
H(Q) = {uel*(Q) [ eL*(Q)},
HYQ) = {uel*(Q)u" e L*(Q)}.

On définie H}(Q2) par

—Hl(Q)
Hy(Q)=D(Q)

la fermeture de D(2) dans H'(Q), et on peut démontrer que

Hy(Q) ={ue H(Q)|u=0sur 00} .
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1.2 Quelques inégalités et formules utiles

1.2.1 Inégalité de Young
Supposons que 1 < p < oo, on désigne par p’ 'exposant conjugué de p, i.e.,

Rappelons I'inégalité de Young

1 1.
ab < —a” + =07 Va > 0,Vb > 0.
b p

Exemple 1.1 Pour p = p' = 2, l'inégalité précédente s’écrit sous la forme
1 1
ab < =a* + =b°.
-2 2

Exemple 1.2 Pour p = % et p' =4 on obtient

ol

ab < Zas 4+ =b.

] w
1 =

On peut généraliser I'inégalité de Young dans le sens suivant :
g g g

Lemme 1.1 Soit 0 € [0,1] et 0 < r < 6t alors on a :

2tr < (r* +t%),vt > 0.

T 1402

Démonstration. On définie la fonction suivante :

f: [0,1] —R
0+— f(0) = 1_%%(7"2 + %) — 2tr.

f est dérivable sur [0, 1] alors

2
f’(e):zﬁ(rut?), 0<6<1

et comme r < 0t on a : f(0) =0 — 2tr =0 — 2(0)t? = 0, alors

£(6) > 0et f(0) =0,

donc f est croissante et positive V8 € [0,1] et f(f) > 0. m
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1.2.2 Inégalité de Holder

Soient u € LP(Q), v € LP () avec 1 < p < co. Alors uv € L}(Q2), Cest-a-dire
/u(x)v(x)dx < </ lu(x)[? da:)p (/ ()" d:p)p
Q Q Q

Pour p = p’ = 2, on obtient I'inégalité de Cauchy-Schwarz, i.e., u € L*(Q), v € L*(Q),
alors uv € L'(Q), C’est-a-dire

/Qu(x)v(x)da: < (/Q ’u(x)’2d$>é (/Q\v(x)ﬁdx)%

1.2.3 Formule d’intégration de Leibniz

Lemme 1.2 [9] Soit f(x,t) continue avec gt (x,t) est bornée, i.e.

dM > 0, telle que

%(x,t}’ < M,Vz € ]a(t), B(t)[,t > 0,

ol

a(t), p(t) € C'([0,T]).
Alors, on a

/ ’

% a(:) e t)de = B () F(B(E), 1) — o (8) f(a(t), £) + /a . 3@{ (0. ).

Démonstration. on pose F(t) = f((tt)) f(x,t)dz, alors Vt — t on a :

dt t—to T —ty

O f(z,t)dx — f(to) [z, to)dx

F'(t) =

B0 (to) 7
t—sto t—1to
alors,
a(to) Bt t) )
F'(t) = lim Jatey e )+ [ ) = [5G0 (s to)da — [ f (o)

t—to t— to

D’aprés la valeur moyenne de f sur [«(t), 5(t)] , on obtient

Oc(t()) Qa 0 —
lim ! / f(z,t)de = lim Mf(a(to)J)
(

t—tol — 1o Jau t—to  t— 1

= —a(to) fa(to), to),
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et
B(to) _
R /ﬁ S = iy =P 1.0
= —f'(to) f(B(to), to)-
De plus,
B(t) B(t) _
i —— | Ut = flatolds = i [ fed) S,

Comme 2 est bornée alors L&:D=/(x:l)

5 r— est bornée lorsque t —> tg, et on peut passer a la

limite sous le signe d’intégrale, donc on trouve

B(t) B(to)
lim ! / [f(z,t) — f(x,to)] dx = / g(x,to)dx.

t—tot — T al(to) a(to) ot
Donc
d [P® ) , B(1) of
G | pw0ds = 80600 - o Ofal.0 + [ S0
a(t) a(t)
||

1.3 Modélisation de I’équation des ondes

Dans cette section, on dérive le modéle mathématique qui décrit les vibrations d’une corde
homogéne. Cette équation apparait naturellement dans beaucoup des problémes physiques

comme : ondes acoustiques, ondes électromagnétique, ondes sismiques,...

1.3.1 Domaines cylindriques

On considére une corde de longueur fixé, représentée par l'intervalle [, o] avec ag < fy.

On fait les hypothéses suivantes :

— 7o est la tension initiale dans [, By] et pour tout = € [ag, o], de la corde appartient
a la courbe I'(%).

— Sp est la longueur de la déformation de la courbe I'(¢).

— Le poids de la corde est négligeable devant la tension .

— Les déplacements de la corde sont uniquement verticaux avec des amplitudes négli-

geables devant la longueur de la corde, i.e.,

ou

9| << L. (1.2)
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On note par 79 = [y — ap la longueur initiale de l'intervalle, 7 — 7 la variation de la
tension et par % la variation de la longueur de la déformation.

D’aprés 'hypothése (1.2) les composants de 7 sont :
Tcosf et Tsinf

avec 0 Pangle de la direction du (Oz) du vecteur 7. Comme le déplacement verticale la
composant horizontal 7cosf est négligeable. Soit m la masse de la corde, par le deuxiéme

loi de Newton, on a :

82
B (Tsinf) = ma—;;, (1.3)
avec % est accélération de la corde. Comme une conséquence de (1.2) on a :
ou
inf ~tanf ~ —.
sin an I
Si la tension 7 ne dépende pas de ¢, alors de (1.3) on obtient :
0 dsinf
p (Tsinf) =7 Zl;l :
d’ou
0 0?
B (Tsinf) = 7'8—3:;. (1.4)
On applique la loi de Hooke qui dit :
S —
T— 1= k= n (1.5)
Yo

Ou k = oF |, avec F est le module de Young du matériau de la corde et o est l'aire de la
coupe transversale de la corde.

Alors, la longueur de I'(t) est :

Bo 0 2
So = / 1+ (_u) dz.
o0 Ox
On développe la racine au voisinage de 0, grace a ’hypothése (1.2), on trouve :

Bo 1 [P /ou 2
SQ_/aO d$+§/a0 <%) d:zc,
1 [P /ou\?
— Y~ = — | d
SO Yo 9 /ao (ax) X,

comme Yy = [y — «, alors
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donc (1.5), devient

k bo / o\ 2
= Y e 1.
T —To 20 /. ( 83:) dx (1.6)

De (1.4) et (1.6) on trouve :

o, k[P fou\? |\ 8%u
%(TSIHQ)— (To—l—z—% » (&) dil?) @ (17)

On substitue (1.7) dans (1.3), on obtient :
2 Jo, \Ox ox2 o2’

0*u To k bo 1 ou\ > 0*u
o2 <E + o /ao (@) dx o 0. (1.8)

Donc, (1.8) est ’équation d’une corde vibrante a extrémité fixe.

alors

D’aprés (1.5), si on suppose que k << 1, alors 7 ~ 79 et 'équation (1.8) devient simple-
ment I'équation d’onde classique :

82'& 70 (92u

o mox?
1.3.2 Domaine non-cylindrique

On considére une corde a longueur variable avec le temps (), dans [a(t), 5(¢)] telle que
a(0) = ap, B(0) = By et y(t) = B(t) — a(t). On note par 7(t) la tension dans [«(t), 5(t)].
Méme hypothéses de la section précédent, d’aprés la loi de Newton on a :

0 0?
5 (r(t)sin6) = ma—;‘, (1.9)
et par la loi de Hooke, la variation de la tension de [ay, By] dans [a(t), B(t)] est :
T(t) =m0 = p20 =0 o, (1.10)
7o

et la variation de la tension dans la courbe I'(t) est :

S0 —1(@)
=t V()

avec S(t) est la longueur de la courbe I'(¢). Alors on a :

T(t) — 7(t) (1.11)
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de (1.2) et comme v(t) = B(t) — a(t), alors

B(t) 2
/ (%) da. (1.12)
alt) Ox
On substitue (1.12) dans (1.11) on obtient :

() — #(t) = %@) /::) (%)2@;,

)= |k /5“) (au> ?
Tt) =10+ k + - | dw.
t) =" Yo 29(t) Jaw \Oz

de (1.10) on a :

D’aprés (1.2), (1.9) devient :

0 . 0 92u 0%u
T(t)% sinf = T(t)% tanf = T(t)@ =mog.

Finalement, on trouve
@_ E+£’V(t)_70+ k /ﬂ(t) @ de @:O'
ot? m  m Y 2my(t) Jow \Oz 0z?

1.3.3 Equation des ondes avec amortissement

Méme hypothéses de la sous-section précédente, alors d’aprés la loi de Newton on a :

0 8u) 9*u

B (1(t)sinf) — F (E =M (1.13)

avec F' est une fonction qui représentée un amortissement qui dépend de la vitesse %. En

utilisant les argument du sous-section précédent on obtient devient :

2 _ B(t) 2 2
@_ E_f_ﬁﬁ)/(t) 70+ k / % dx 8_U+F % =0.
ot? m  m Y 2my(t) Jow \Oz Ox? ot

Si on suppose que k << 1, on retrouve aussi I’équation d’onde non linéaire

Pu 1 0%u F(au
ot

92 m o —>:0’t>0’

pour z € |a(t), B(t)].




CHAPITRE 2

EQUATION DES ONDES DANS UN DOMAINE

NON-CYLINDRIQUE

Dans ce chapitre on intéresse a I’étude du mouvement d’une corde vibrante dont la lon-

gueur est variable avec le temps.

2.1 Position du Probléme

On note
Q= Jat), B et 9 = {a(t),B(t)},

comme dans la figure suivante :

a(t) B(®)

v

a(0) B(0)

FIGURE 2.1 — Exemple d’un Domaine non-cylindrique.

avec !

a, B e CY[0,+oa), (2.1)

1. o, 8 € C([0,400[) et &/, 8 € L*°(0,+00) suffit.

11
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et on suppose que

/)], 18'(1)] < 1, (2.2)
a(t) < B(t) et 3 1o telle que |B(t)] < Ot et |a(t)] < 6t, pour t >t (2.3)
ou # est une constante positive. Par le changement de variable
oy 00+ 50)
2
on peut toujours supposer
0 < B(0) = —a(0). (2.4)
Dans le domaine non-cylindrique
Qr={(z,t) e R}z € Q,0<t<T},
on considére le probléme suivant :
Upp — Ugy =0 dans Qr ,
u(a(t),t) = u(p(t),t) =0 pour 0 <t < T, (WE)
u(x,0) = u® et ug(x,0) =u!  dans Q= Ja(0),5(0)[,
avec
u’ € Hy(Qo) N H*(Q) et u' € Hy(Qo). (2.5)

Sous les hypothéses (2.1),(2.2) et (2.5), il existe une solution unique u du probléme (WE)

qui satisfait

u e C([0,T]; Hy () N H* () et uy € C([0,T); Hy ().

Pour la démonstration voire [1].

Les fonctionnelles suivantes sont lices a la solution de (WE). La premiére est I’énergie

(classique) :

B(t)
Ei(t) = —/ u?(z,t) +ui(z, t)dz, pour t > 0,
a(t)

et les fonctionnelles :

B(t)
Eq(t) = /() t[uZ(z,t) +up(z, )] + 2zu, (2, )z, t)de,
ot

B()
E3(t) = /() (2 + ) [ul(z,t) + uf(z,t)] + dwtu, (@, t)uy(z, t)da.
a(t

Proposition 2.1 Si 360, >0, |&/(t)] ,|5(t)] <01 <8 <1, il existe un Ty > 0 tell que

Ot > max{|a(t)|,|B(t)|}, pourt > Ty.
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Démonstration. On a :

—91 < O/(t).

Par intégration sur [0,t], on obtient
—01t < a(t) — a(0) = a(t) > a(0) — 0;t.
Pour que a(t) > —0t il suffit de choisir ¢ > ¢, telle que
a(0) — ity > —0ty > —to = to(61 — 0) < a(0),

et comme 6; — 6 < 0 alors

. a(0) _ —a0) _ 5(0)
=0, -0 0-06, 0-06,

Donc pour t = 0, a(0) < 0 et pour t > o,
a(t) + 6t > 0.

Comme « € C([0, +00[), le théoréme des valeurs intermédiaires implique que 3 ¢; telle que
a(t;) = —0t; et par conséquence «(t) > —0t pour t > t;.
D’autre part, de (2.3) on a :
B'(t) < 6

et par intégration on obtient

Pour t > ¢
” BO) . B(0)
1—-6, —1-90

De méme on peut démontre que 3 to telle que 5(t) < 0t, pour t > t,.

B(0) + O1tg < Otg = to > L0 <0< 1.

Finalement, il suffit de prendre Ty = max {t1,t2} pour que

—0t < a(t) < B(t) <O, t > Ty,

Lemme 2.1 Les fonctionnelles F1(t) et Es(t) sont positives pour t > 0 et Eo(t) > 0 si

t> T (2.6)
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Démonstration. Pour ¢t > 0, Fi(t) > 0 est évidente. Pour Es(t), on a sous la condition
(2.6),

alt) <x < f(t) = |z| < 0 < t,
il vient

B(t) B(t)
B(t) > / (1) 2, ) — 2 / (2, )ty (1)
a(t) a(t)

B(#) )
> TO/ (ug(x,t) — u(z,t))” de.
a(t)

D’ou Ey(t) > 0 pour t > T.

Pour Es(t) on utilise 'inégalité suivante ab > —1(a? + b?) alors 4at > —2(2? + %), d’on

B()
Es(t) > / (2 4+ ) [ul(z, 1) + uf(z,t) — 2uy(z, uy(z, t)] da.
Donc pour t > 0

B(#) .
Es(t) > /(t) (2% + 12) [ug(z,t) — uy(z,1)]" dz > 0.

2.2  Quelque estimations pour E;(t) et Ex(t)

Théoréme 2.1 On suppose que (2.2) et (2.1) sont véeifiées. Soit u est une solution de (WFE)
dans Qr pour T > Tj.
(1) Si 5(t) et a(t) sont linéaires, alors pourt € [Ty, T] on a :

Ey(T) = Ey(Tp).
(ii) Si tB'(t) — B(t) >0 et ta'(t) — at) <0, pourt € [Ty, T), alors :
E5(T) < Ex(To),

et on a :

ett>Ty>0o0na:
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Pour montrer ce théoréme on a besoins des lemmes suivants :

Lemme 2.2 Soit u(x,t) la solution de (WE) dans Qr, alors on a pour 0 <ty <T
E\(T) = Ex(t) =

I sw (- o) eee.n - oo (1- o] ) e, ne @
[, s (i-lef) (1-[f)

Démonstration. On multiple u;; — u,, = 0 par u; et on intégre sur €2,

(t)
/ Uy — UgpUpdxr = 0.
a(t)

Comme
1 2 1 2
UUp = E(Ut)t et — Ugply = —Ugzply — UgilUy + UggUy = E(ug;)t - (uazut)xa

alors :

Bt 1 9 ) 19
/() 5 gt @) + 5 5rua (@) = (upur)oda

L B0 (1
= 5/ at(uf(x t) + ui(w,t))dx —/ (ugut)dx = 0.
(t) a(t)

D’aprés la formule d’intégration de Leibniz :

1 8@ g ) )
5 /() % [ut (x,t) +ux(x,t)] dx
ot

d (fO1 1 B(t)
=— - t) + ui(z, t)de — —= [u?
dt a(t) 2ut ('rﬂ ) + 2u$(x7 ) T 2 u

S/

-~

F1 (t)

Par intégration sur [to, 7], on a :

/to a! dt_/ 7O i, t) +u(B(t),1)] dt

N )
_ / # [2(alt), £) + w2(a(t), £)] di — / / (uyte), ddt =0,

()

w0 - [0 w0 veo.n)as [0 e, + e, @

2 to

+/ﬁawmwwwwiwwwmmwmwwxwhﬂx
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D’aprés les conditions aux limite u(a(t),t) = u(5(t),t) =0, on a

d d
—rula(t),t) = Zu(B(1),) = 0.

Ce qui implique que

alors :

D’ou
Ey(T) — Exi(to)

_ %/tT B () (]3’@)\2 + 1) u2(B(t),t) — o' (t) (\o/(t)

+ /tOT<6'(t)ui(B<t>,t)dt —~ /tOT o () (a(t), t)dt = 0.
Finalement on obtient
E\(T) — Ei(ty) =
3 [ 50 (1-[5ef ) ew.0 -0 (1- 0] ) iew.o
.

Remarque 2.1 Du lemme 2.2, pour to =0, on déduit

E\(T) — E(0) =
- %/OT B(1) (1 - \6’(0)2) w2(B(t), 1) — o (t) (1 - ‘o/(t)r) w2 (alt), ). (2.9)

Théoréme 2.2 Soit u(z,t) est une solution de (WE) dans Qr.
i) Sia'(t) <0 et f(t) >0 alors Ei(t) est décroissante Vt,0 <t < T.

>
i) Sia'(t) >0 et B(t) <

0 alors Ey(t) est croissante Vt,0 <t <T.

Démonstration. Par I'équation (2.9) et la condition (2.2) on a :

i) Sia'(t) <0et 8(t) >0 alors

E(T)—E;(0)<0,Vt, 0<t<T,
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i.e. By (t) est décroissante.

i) Si a'(t) > 0 et B'(t) <0 alors

E\(T) - E(0) >0, Vt, 0<t<T,

i.e. F(t) est croissante. m

Lemme 2.3 Soit u(x,t) est une solution de (WE) dans Qr, alors pour t € [to,T] on a :

Of ) 20,0 - ato) (1 -

o (t)f) ul(a(t), t)dt

/:/3(75) (1 -

T B(T) (to)
= 2/ Ei(t)dt + 2/ xuy(x, Tug(x, T)dx — 2/ zuy(x, to)uy(z, to)dx.

to a(T) a(to)

Démonstration. On multiple u; — u,, = 0 par 2zxu, et on intégre sur Qr :

B(t)
/ / 20U Uy — 20Uz, drdt = 0.

Comme

1 1 1
TUUy = (TUUy), — 3 (:Buf)x + éuf et TUyply, = §u§ ~5 (:Bui)x,

alors pour ¢ € [ty, T

B(t)
/ / E(qutux)dxdt — 82(33“925 + zu?)dxdt + // u? + uldrdt = 0.
a(t) xr a(t)

D’aprés la formule de Leibniz :

80) 5 PR ,
/ — (2zugu,)de = — 2zuguydr — 20 (1) [B(t)us(B(t), t)u(B(t),1)]
(t) at dt Ol(t)

(2.10)

(2.11)

+20/ (1) [a(t)ur(alt), hus(a(t), 1))

et d’aprés les identités (2.8) on a :

EONP) B(T)
/ / (2zusu,)dxdt = 2/ xug(z, Tuy(x, T)dx

®) ot o(T)
o ’ ! 2 2 ¢ 2 2
— 2/(1(“)) wuy(z, to)uq (2, to)dr + 2/t0 B ()| B(t)us(B(t),t) — ’Og )| a(t)ui(a(t),t)dt

() a
/ / (zu? + zul)dwdt
(t) (92:

- [ow (1+]sof
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D’ou

B(T) B(to)
2/ xug(z, T)ug(x, T)dx — 2/ zuy(x, to)ug(z, to)dz

(1) a(to)
T
+ 2 /
to

- [ soa+ s

Finalement, on a :

/tow(t) (1 — ‘6' (t)r) W), 1) — alt) <1 B

T B(T) B(to)
= 2/ Eq(t)dt + 2/ zug(x, Tug(x, T)dx — 2/ xug(z, to)ug(z, to)du.
to a(T) a(to)

50| Bl (8(0),1) - |o

9 T
)dt+2/ Ey(t)dt = 0.

to

YAB(), 1) — a1+ o’ (1)

o (t)f) w2 (a(t), )dt

Lemme 2.4 PourT'> 0, on a :

) / U B (0t — 2 [TEN(T) — to (1) = / 48 0) (1—

to to

T ! ! 2
- / tal (1) (1 - ’a (t)‘ ) (), tdt. (2.12)
to
Démonstration. On multiple uy — u,, = 0 par 2tu; et on intégre sur Qr :

B(t)
/ 2tugyuy — 2tugaudr = 0.
a(t)

On a:

2

x)

gy = (tul); — ul et 2tugpu; = —(tu2); + (2tusug), + u

alors

8 5 80 5 8(t)
/ —(tu? + tu?)dz — / — (2tugu,)dr — / u? + uZdr = 0.
ary Ot oty O a(t)
D’aprés la formule de Leibniz :

0y i oo
= (2 tuy )dr = — t tuy)d
/Q(t) 8t(ux+ uy )dx dt/a(t)(ux—l— uy )dx
= B(t) [tuz (B(1), 1) + tuf (B(1), )] + o (1) [tuf(a(t), 1) + tuz(a(t), )] -
D’aprés (2.8) on a par intégration sur [tg, T,
T rB@®) 9 T
/ / —(tu2 + tu})dzdt = [2tEy ()],
to Ja@ Ot 0

- / )Ttﬁl(t) (1 Hlaw

2) V(B(). 1) — ta (1) (1 + ol (1) 2) (o), Hdt. (2.13)
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D’autre part on a

/ / v O (2tusu, dxdt—2/ ta (H)ud(a(t), t) — tB () u(B(t), t)dt. (2.14)

De (2.13) et (2.14), on obtient

OTE\(T) — 2t By (tg) — 2 /T to/ (Hu(a(t), t) — t6 ()u2(B(t), t)dt

~ /: 13 (1) (1 +]80 i

) E(B(), ) — ta (1) (1 + ol (1 i

d’out
2 /T Ey(t)dt — 2[TE(T) — toEr(to)]

:/to 14 (1 (1—(5 )) (ﬁ(t),t)dt—/tOTta'(t) (1—‘0/(15)

]
Remarque 2.2 Les inégalités (2.7), (2.10) et (2.12) restent valables pour to = 0.

Maintenant, on peut démontrer le théoréme 2.1.
Démonstration du Théoréme 2.1.

(i) D’aprés 1'égalité (2.12) :

2 /T Ey(t)dt =2[TE(T) — toEn(to)]

[P

et on substituant (2.15) dans (2.10) on obtient :
! 2

[ o -w@] (1-]5 0] ) n.oa

- /tOT la(t) — ta' ()] (1 - ’a/(t)r) w2 (alt), t)dt

B(T)
=2[TE\(T) — toEr(to)] + 2/ zug(x, Tug(x, T)dx
a(T)

o0, a0 (1- o'

2) W(alt), dt (2.15)

(to)
—2/ zug(x, to)uy(z, to)dzr. (2.16)
(

@ to)
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D’aprés la définition de Es(t),ona VT <t <T
T

Ey(T) — Eqy(Ty) + /

To

19/ 0) - B0) (1 - )ﬁ'@)\z) w2 (3(0), 1)t
. /TT 1 (1) — (1) (1 - ]a'@f) 2(a(t). )i = 0. (2.17)

Si 5(t) et «(t) sont linéaires sur pour t € [Tp, T, alors
B(t) =8 (1) = ta'(t) — a(t) =0,

et on déduit que :

Eg(t> - EQ(T0> ,T() S t S T

(ii) D’aprés (2.17) et t3'(t) — B(t) >0 et ta'(t) — a(t) <0, alors :
pour Ty <t < 7T, on a

t

Ey(t) — Ey(Ty) = / Va2 (5(s), 5)ds

To

8(s) = 58'()| (1= |8 (s)

_ /T: [a(s) - so/(s)} (1-— ’a,(s)r)ui(a(s), s)ds <0

donc Fs(t) < Ey(Tp) alors Es(t) est décroissante pour ¢ € [Ty, T.

Et d’autre part , on a par la condition
B(t)
/(t) (t = max {|a(t)], B} [uz(z,t) + ui(z,1)] da
< Ey(t) g/ (t + max {|a(t)], [8()|}) [u(z,t) + ui(z,t)] dz, (2.18)
2(t — max {|a(t)], [B()|}) Er(t) < Ea(t) < 2(t + max {[a(t)], [B(t)[})Er(t).
D’aprés (2.3) , on a

max {|a(t)], [8(2)|} < 0t

pour t > Ty alors on obtient

Ty + max {|a(To)|, |B(To)|} < To(1+0) (2.19)
t —max {|a(t)],|8()]} > t(1-0),t>1T, (2.20)

ce qui implique

2t (1 — ) Ey(t) < Ey(t) < Ey(Ty) < 2Tp (1 + 0) Ey(Ty).
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D’ou
Ty (146
El(t> < 7 (1+0> El(T(]) pour 1o <t <T.

(iii) D’aprés (2.17) et t8'(t) — B(t) <0 et ta'(t) —a(t) > 0, pour 0 < Ty < t on obtient :
Es(t) = Ex(To),

alors Es(t) est croissante pour Ty <t < 7.
De (2.16),(2.20) et (2.19) on obtient :

2To(1 = 0)Er(To) < Ex(To) < En(t) < 2t(1+0)Er(),
d’ou

1-0

T
El(t) > 7 (1 +0) El(TQ) pour T() <t<T.

2.3 Quelque estimations pour Ej(t)

Théoréme 2.3 Sous les hypothéses (2.1) et (2.2). Soit u est une solution de (WE) dans

Qr.
(i) Si pour certains Ty, 0 < Ty < T1 < T telle que

B(t) [B2(t) + 2] — 2tB(t) = ' (t) [@®(t) + t*] — 2ta(t) =0,

alors on a E3(T) = E3(0).
(i1) Si pour certains Ty, 0 < Ty < Ty < T telle que

B(t) [B2(t) + 2] —2tB(t) > 0 et o' (t) [a*(t) + 2] — 2ta(t) <0, (2.21)

alors E3(t) est croissante, et on a :

1 1—9 T2

Démonstration. () On multiplie uy — uy, = 0 par 2(2? + t?)u; + 4tu, et on intégre

sur QT;

B(t)
/ / 2(2% + ) uguy — 2(2% + 1) ugpuy + 4rtug, — drtugugdedt = 0,
T
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alors

T BA(t) 5
/ / p [dztupuy, + (2 + £7) (U2 + uf)] dadt

T a(t)

J

g

I
T B(t)

9 / / (% (2 + )ugs + 2t(u2 + )] dedt = 0.

T a(t)

g

Iz

On utilise la formule de Leibniz, on trouve :
B(t)
L = /TIT % /Q(t) datuu, + (22 + 12) (u2 + ul)dodt
T
— [ B0 480w (B(E), hua(B(8), ) + [87(1) + ] [wd(B(8), ) + w7 (B(1), 1)]] dt

T

+ /T o (1) [da(t)tuy(a(t), tyug(alt),t) + [a2(t) + 7] [ul(a(t), t) + uZ(a(t), t)]] dt.

Daprés la condition (2.8) et la définition de F3(t), donc

I, = B5(T) — E5(T})
+¢j@w@wﬁ$—ﬂwqmmﬁwﬂOﬁwf+Q)@wwﬁﬁ
+ [ (20 Gator ) (Ja'o |

‘2 + 1) — 4tat) o/(t))Q) u (), t)dt
et
I = /T1 (22 + )uguy + wt(u? + )] 70 di
:/T [32(t) + ] u(B(1), )ua (B(), 1) +t8(t) [uz(B(2), 1) +uf(B(t), t)] dt
—/T [02(t) + 7] wp(u(t), thug (a(t), t) + ta(t) [ul(a(t), t) + uj(a(t), t)] dt.

Aprés quelques simplifications, on trouve

L= [ [+ e+ o0 (|f

“e)| .o
4 /T T {o/(zﬁ) [@?(t) + 7] — ta(t) ()o/@)

g 1)} u?(a(t), t)dt.
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Alors, Vt, 0 <t < T, I — 21, = 0 implique que

Es(T) = Es(Th) = /TT (8@ [82) + 2] — 2t8(1)) (1 - ]6'(t)‘2) G2(B(1), )dt
* /TlT (Qta(t) —a'(t) [@’(t) + tQD (1 - ‘o/(t) 2) w2 (alt), t)dt.

Donc daprés la condition

’

B'(t) ([B)] + 1) — 2tB(t) = 2ta(t) — o' (t) ([a(t)]” + 1) =0,

alors on a :

Eg(T) = E3(T1), pour t € [Tl,T]
(11) D’aprés (2.22) et la condition
B'(t) [B(t) + 2] —2tB(t) > 0 et o' (t) [a?(t) + ] — 2ta(t) < O,

pour 0 < Ty <T) <T,ona

T

Ba(r) = 1) = [ (50 120+ 2] —200)) (1= | 0] ) a0

- / ' (o/(t) [0%(t) + 2] — 2ta(t)> (1 -

T

Donc E5(T) > E3(17) et E5(t) est croissante pour 7' > T7.

D’autre part, a partir la définition de Fs3(t) on a :
Es(t) = / (2% 4+ ) [ul(z,t) + uf (@, t)] + dztu,(z, t)uy(z, t)do
et d’aprés l'inégalité de Young on a :
—2tw(ui(z,t) +ui(x,t) < dwtu, (v, t)u,(z,t) < 22t(ui(z,t) +ul(x,t)).

Du lemme 1.1, on obtient

o/(t)‘z) 2 (a(t), t)dt > 0.

20
1T (2 + %) (Ui (z,t) + ul (2, t) < dotug,(z, t)u(z,t)
20
< 2 | 42/, 2 2 .

Alors, Vt, T>t>1T; >0 on a :

B(t)2t22t2t 292t22t2td<Et
/a(t) (2 + %) [ul(z,t) + v (x, )]—1+02(9€ + %) [ul(z,t) + uj (z,1)] do < Fs(t)

B(t)
< / (2 + ) [ul(z, t) + i (z, t)] + 26 (2 + ) [ul(z,t) + v (z, t)] dz,

B 1+ 02
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donc

0 B(t)
(1 - 1i92) /a( (@ + ) [i2(x, 1) + w2z, 8)] do < Es(t)

t)
<1+ 20 /B(t)( Pt [uz (@, t) +ui(x, )] d
1+ 6) | x uy(x, uy (, T.

Alors, Vt > T7 > 0 :

1—6 () s ot o )

(1+ 9)2 /ﬁ(t) 2 | 4O\, 2 2
< (@2 + ) [uz (2, 1) + i (x,1)] da.
1 + 62 Oé(t) t

Rappelons que F3(t) est croissante, on obtient V¢, 0 < Ty <t <T

1-6 (T0)
(1 n 02 /( ) (2 + T}) [ui(m,Tl) + uf(x,Tl)} dr < E3(T7) < Es(t)
a(Ty

(14 6)°

<
- 1462

80
/(t) (2° + %) [ul(z,t) + uj (2, t)] dz, (2.23)

et comme 2 est positive alors :

L+60% Jom) o)+ (e 1] de <

(1+6)° /B(t) 2 42\ [,2 2
(2 + ) [ul(z,t) + uf(z, )] d,
1+6% o !

et comme

2| < 0t = 2% + 12 < (1 + 0H)¢?

on a,

L+60% Jom) o) + e T

1+6)* (50
= (1+92 / (14 6% [u2(,t) + uf(x,1)] do. (2.24)
07 Jaq
D’ou
(1-07 2
25 TTEA(Th) < 22 (14 0)° Er ().

Finalement, V 0 <717 <t on obtient :

1 1—0\"T?
> 1
Bit) 2 7 (1 n e) R
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Remarque 2.3 Si 5'(t) > 0 et &/(t) <0, (2.21) est satisfait pour que
tB (t) — B(t) <0 et ta' (t) —a(t) > 0.

En effet, de (2.3) on a

B(1) [B() + 7] —208(t) < (1) [0°+1] £ - 206(0)
< 205(t) — 2tB(t)
= 2 (18 (1) - B(H) <0
et
o (t) [@2(t) + 7] — 2ta(t) > o' (t) [0% + 1] 2 — 2ta(t)
> 2t%a(t) — 2ta(t)

2t (to/(t) — a(t)) > 0.

2.4 Estimations d’énergie pour certains domaines simples

On étudie les cas suivants :

2.4.1 Domaine symétrique

On suppose que :
aft) = —=p(t) = Q =] = B(t), B()[ et [/ ()] = [5'(1)] <1
et soit u(z,t) une solution de (WE) dans Qr alors on a :

Lemme 2.5 Pour1T >0

B - 50 = [ 80 (1-]5 0] ) (2600 -+cs0.0)

2

On déduit le théoréme suivant :

Théoréme 2.4 Soit u(z,t) est une solution de (WE) dans Qr, alors :
i) Si B'(t) > 0 alors E\(t) est décroissante YT >t > 0.
i) Si B'(t) <0 alors Ey(t) est croissante VT >t > 0.
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Théoréme 2.5 Soit u est une solution de (WE) dans Qr. ¥ T > Ty on a :
(i) Si B(t) est linéaire, ¥V t > 0. Alors on a :

E5(T) = E»(0).

(ii) Si B(t) — tB'(t) <0, Vt>0. Alors : Ey(t) est décroissante pour t € [Ty, T) et

Ei(t) < % G—fZ) Ev(T).

(iii) Si B(t) — t6'(t) >0, ¥Vt > 0. Alors : Ey(t) est croissante pour t € [Ty, T] et

B> L2 (ﬂ) Ey(Ty).

-t
Démonstration. Pour la démonstration on applique 'inégalité (2.17), dans ce cas s’écrit

comme suivant :

Bu(T) - Exlto) + | [t - 500) (1 - ]ﬁ’(t)f) [2(8(8), ) + w(=B(1),8)] dt = 0.

to

2.4.2 Domaine avec longueur constant
On a Q; =|8(t) — L, B(t)[ c’est-a-dire,
a(t) = p(t) — L= [o/(1)] = |5'()] < 1,
avec L est la longueur de la corde. Alors
Qr = {(x,t) € R*;x € O, t > 0}.

Théoréme 2.6 Soit u est une solution de (WE) dans Qr, t > Tp.
Si0 < B(t)— tB (t) < L alors Fy(t) est croissante, et

To — max {|5(To) — L, |5(To)!}
t+max {[5(t) — L[, [5(t)[}

Si B(t) >0 pour To <t <T ona:

Ey(t) > E\(Ty), Yt > Tp.

Ei(t) > % G—;Z) E\(Ty).




2.4. ESTIMATIONS D’ENERGIE POUR CERTAINS DOMAINES SIMPLES 27

Démonstration. Si on substitue «(t) = §(t) — L dans (2.17) on obtient,

Eq(T) — Eq(Tp)

yAS

Sous la condition 0 < () — t3 (t) < L alors, pour Ty <t <T on a

(1)

2) Hﬁ(t) — tﬁl(t)] u(B(t),t) — [ﬁ(t) I — tﬁ/(t) () — L, )] dt.

Ey(T) > Ey(Ty),

d’ot Es(t) est croissante V T' >t > Ty. On obtient :

2(To — max {|8(Ty) — LI, [B(T0)[}) Er(To) < Ex(To)

< Ey(t) < 2(t +max {|5(t) — L[, [B(t)[}) Er(2).

Donc
Ty — max {|3(To) — L|, |8(To)|}

t+max {|5(t) — L[, [B(£)[}
D’autre part, de (2.20), (2.19), et si (t) >0 on a :

Ey(t) > EA(Ty), Vt> T

2T0(1 — 0)E1(Ty) < Es(Ty) < Ea(t) < 2t(1+ 0)Ey(t).

Ceci implique que

Tt 1
Ei(t) > 0( +0

- 1—_9) E\(Tp).

2.4.3 Domaine a variation constant

Soit
Qr={(z,t) ER} z€Q, 0<t<T},

et
S = | {al), 800} x {1}

On suppose que $(0) = —a(0) = L > 0, telle que

t =
|—L—0(t—Ty),L+0(t—Ty)], t>Tp, 0< 6 <1.
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Soit v est le vecteur unitaire normale a la frontiére latérale o et 7 le vecteur tangentiel

— —
sur » . Les composantes de v sont (v,,v;), et les composantes de 7 sont

(O/(t)v 1) = <_07 1) et (Bl(t)7 1) = (9’ 1) )

. . . — — .
sur le coté gauche et droit respectivement. Alorson a v .7 =0, d’ou

—0(— |vg]) + Loy =0 et Olvg| + 1vy =0,
sur le coté gauche et droit respectivement. Comme |v| = 1, on a le systéme

0 v + v, =0,
v2 4 v? =1,

donc
LI — T V/1i-6

En revenant au théoréme 2.1 et 2.3, on a les cas suivantes
1) Si Ty = £, alors
]_L7L[7 0 S t S T07
|—0t,0t[, pour t > Ty,

Qt:

a(t) et B(t) sont linéaires, alors Ey(t) est conservé. Pour Ej(t) on a

C C
TIEl(To) < Fi(t) < 72E1<To),

avec Cy = TO% et Cp = TpiEs. Comme (2.21) est vérifice dans ce cas, alors Ej(t) est

croissante et par (2.23)

E(t)>2(1_9>2t2E(t)>C’tE(T)
s\ =27 1\t) =2 Gstlallo),

1-6)?2
1+62 -

ou 03:201(
1) Si Ty > £, alors L < 0T et comme
—L—-0(t—-T) <zx<L+6(t—-Tp),
alors
—L+0Ty— 0t <x < L—0T,+ 0t,

et comme |z| < 6t, et on a

LB(t) — B(E) = 0t — [L+ 6 (t = Ty)] = —L + 0Ty > 0,
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donc les conditions ta/(t) — a(t) < 0 et tf'(t) — B(t) > 0 sont vérifiees pour ¢ > Ty. Ainsi,

Es(t) est décroissante pour t > Ty, et on a
Ei(t) < TEl(TO).
1) Si Ty < £ alors L > 6T, et on a

ta/(t) —a(t)=—0t—[-L—-0(t—Ty)] =L — 0T, >0,
to'(t)—p(t) =0t —[L+0(t—Ty)]=—-L+ 0Ty <0,

d’ou ta/(t) —a(t) > 0 et t4'(t) — B(t) < 0. Par conséquence, Es(t) est croissante pour ¢ > T,
et on a

Ey(t) > TEl(TO).

De plus, la condition (2.21) est vérifiée (voire le remarque 2.2) et on déduit que F3(t) est

croissante, et par (2.23)

(1-6),
By(t) 2 25 PEA() 2 ot Bx(T).




CHAPITRE 3

EQUATION DES ONDES AVEC

AMORTISSEMENT

Dans ce chapitre on étudier la stabilisation de ’équation des ondes avec le terme d’amor-
tissement, c’est-a-dire la vitesse de mouvement est retardé par une force d’amortissement a

la vitesse de la corde, on obtient ’équation des ondes avec termes d’amortissement suivante :

Uy — Uge + F (uy) =0, dans Q.

3.1 Equation avec amortissement linéaire

Dans cette section on suppose que F (u;) = 2A\juy, on Ay > 0 est une constante (de

fortement). On considére le probléme suivante :

Upp — Ugy + 221U = 0 dans Qr ,
u(a(t),t) =u(B(t),t) =0 pour 0 <t < T, (DWE)
uw(z,0) = ug et uy(x,0) =u;  dans Qo= |a(0),3(0)[.
avec
u’ € Hy(Q0) N H*(Q) et u' € Hy () (3.1)
et
a, B € CH[0,+oa), (3.2)
On utilisant la méthode de la pénalisation (voire [5, 8|) le résultat suivant sous les hypothéses

(2.2), (3.1), (3.2), et on peut démontrer le probléme (DWE) admet une solution unique u

qui satisfait

u € L([0,T); Hy(Q) N H?()) et u, € L=([0,T]; Hy ().

30
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3.1.1 Premier résultat de stabilité polynomiale

Théoréme 3.1 On suppose que (2.2) est vérifié. Soit u une solution de (DWE) dans Qr.
Si B'(t) >0 et o/(t) <0, alors Eyi(t) est décroissant pour Ay > 0 .

Soit 0 < e <1, et on choisi \y =k = 25’ alors

max{l—l—s 1+ 252)
1l—e+ kT

E\(T) < } £,(0).

Démonstration. On multiplie u; — ., + 2A1u; = 0 par u; et on intégre sur €2,

B(t)
/ Upp Uy — UgqUp + 2>\1Ut dx = 0.
a(t)

Comime
1, L 5
Uply = §(Ut)t et — Upplly = §(u;,;)t — (ugt)s,
alors :
L e sz de s [ v = (5.3
— — |ui(z,t) + uy(z,t dx—i—/ 2 M u; — —(uzug)dr = 0. 3.3
2 a(t) 8t t alt) t al'
D’aprés la formule de Leibniz :
L2 ey e
— — |y (2, 1) +uy(x,t)| de
1d [P0 2 2 /(t) 2 2
o (t
+ D 2 a0).0) + (ot 0]

Par intégration sur [0,77, et de la définition de E;(t) on a :

0 %”[utw() )+ 2(5(0),0)]

+/OT@ W (alt), t) + dt+/ / 22 (x, t) ddt

+ / wa(a(t), us(alt), t) — un(B(E), e (B(E), H)dt = 0.

E\(T) — Ey(0) —

D’aprés la condition (2.8) et u(a(t),t) = u(B(t),t) =0 on a:

’

Ev(T) ~ Ea(0) - %/0 () ( ()

g 1) 2B, 1) — o () <‘o/(t))2 + 1) W2(alt), t)dt

B(t)

+/O B'(t)Ui(B(t),t)—a'(t)ui(oz(t),t)dw/o / 2l (z, )dzdt = 0.

()
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De la condition initiale de (DWE), on obtient

B(t)
E(T) = —2)\1/ / ul(x,t)dxdt

—%/0 5 (1-

ol 'intégrale de u?(x,t) est positive. De plus, on a la condition a'(t) < 0 et 3'(t) > 0,
VO <t <T, alors

(1) o (t)

o - o't ) stato). e

EA(T) < Ei(0).

Donc E;(T) est décroissante pour 0 <t < T.
Maintenant, on utilise ku comme une fonction teste, on obtient
B(t)
k/ Upth — UpeU + 2Murudr = 0.
aft)
Comme

ugu = (wu), — Ul UppUh = (ugu), — u? et 2\ uu = (Aluz)t,

alors

k /Q(B:) % [Ut(l“, u(z,t) + /\1u2($, t)] - % [ (2, t)u(z, t)] +ui(x’ t) —U§(ZE, )dz = 0. (3.4)

Par addition de (3.3) et (3.4) on obtient

B(t)
/ % B [ui (z,t) + ul(z, )] + kug(z, u(z, t) + kMu?(z,t) | do
a(t)

B(t)
+/ 2\ — k)ui (z,t) + kul (v, t)dx
at)

O
— / — [uz(x, )u(x, t) + ux(z, t)us(x, t)] de = 0.
a(t) or

Par la formule de Leibniz on a :

B(t)
/() % B [uf(m,t) + ui(x,t)} + kug(x, t)u(z, t) + k:/\luQ(a:,t)} dx
at

d PO T11
a(t)

= 510) |5 [63300,0) + w2500, 0] + b 50,050, 0) + EA (30,0

+a'(t) B [ui (a(t), t) + ui(o(t), £)] + ku(a(t), t)u(a(t), t) + kAu®(a(t), t)] :
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Par intégration sur [0,77], et comme u(«(t),t) = u(5(t),t) =0 on a
B(T) 1
/ — [ui(z, T) + u2(z,T)] + ku(z, T)u(z, T) + kAju?(z, T)da

50) 1
- / 3 [uf(x, 0) + u2(z, 0)} + kuy(z,0)u(x, 0) + kAju?(z, 0)dw
a(0)

+%A/ﬂwwﬂmmw+uﬂmmwhﬁ

1

~3 | @0 a0+ a0 @

D’aprés la condition (2.8) on a :

B(T) 1
/ 5 [uj(z, T) + w2 (z, T)] + kuy(z, T)u(z, T) + kAu® (2, T)dx
a(T)

BO) 1
= / 3 [uf(z,0) + u2(z,0)] + kuy(z, 0)u(z,0) + kA (2, 0)dx
a(0)

+%/OTB/<t>(

’ !/

“r) a0 - o' ([0

’

g (1)

Donc

B(T) 1
/ 3 [uj (z, T) + w2 (z, T)] + kuy(z, T)u(z, T) + kAu® (2, T)dx
o(T)
AO) 1
- 3 [uj (z,0) + u2(z,0)] + kue(z,0)u(z,0) + kA (z, 0)dx
a(0)

+ % /OT o (t) (1 — ‘o/(t)r) w2 (o), t) — B () <1 _

T rB()
— / / 2\ — k)u} (z,t) + kul(z,t)dxdt.
0 a(t)

g ) .o

Et comme o (t) <0et 3 (1) >0,V 0<¢<T donc

B(T) 1
/ 5 [uj(z, T) + w2 (z, T)] + kuy(z, T)u(z, T) + kAv®(z, T)dx
o(T)

T rB(1)
+ / / 2\ — k)ui(x,t) + kul(z, t)dzdt
0 a(t)
0) 1

A(
< / 3 [u7 (z,0) + w2 (z,0)] + kue(z,0)u(z,0) + kA (z,0)dz.
«(0)

Ainsi,Ve > 0, nous avons, d’aprés 'inégalité de Young

€ 5 1 2 5 < n
—=U; — —U Ut = —=UU —U —U
27t 2 U T B T2t e
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alors

EON] 1
—[(1 =) ud(z,t) +u(z, )] + k[ M\ — =— ) v?(z, t)dx
t T
a(t) 2 2e

Bt) 1
< / 3 [uf (2, t) +ul(z, )] + kue(z, t)u(z, t) + kAo’ (2, t)de

EON] 1
= / 5 [(1+2) up (e, t) +ui(z,t)] + k ()\1 + 2—6) u?(z, t)dz.
a(t)

Donc
T rB(1)
/ / 2\ — k)u}(z,t) + kul(z,t)dxdt
0 a(t)

B(T)
R CEEE E R RO R (M- 5 ) o 1o

T) 5

B0) 1 1
= / 5 [(1+e)u(w,0) +u(z,0)] + & (Al + %> u?(z,0)da.
a(

0)
En choisissant £ = A\ = 2%, alors on a :
B(¢) 1 BT
/ / ul(z,t) + ul(z, t)dxdt+§/ (1 —e)ul(z,T) +ul(x, T)dx
o(T)

B 1
/ (1+¢e)ul(z,0) + ui(z,0) +ﬁu ?(x,0)dx.

[\ZJI»—l

D’autre part, Vo € |a(t), 5(t)] on a :

uw(z,t) = u(a(t),t) + /93) Uy (z,t)dx = /ﬂﬂ Uy (z, t)dw.

(t a(t)
Par la condition de Dirichlet, et I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

u(z,t) < (/;) d:E) : (/a; u?(z, t)das) : :

Alors, Vo < (t) on obtient

Puisque S(t) — a(t) = (t) , alors

u?(z,t) < v(t)/ u?(z,t)dz (3.5)

et pour t =0, on a




3.1. EQUATION AVEC AMORTISSEMENT LINEAIRE 35

Donc,
T 1 8D
2k:/ E\(t)dt + 5/ (1—e)ul(z,T) + ul(x, T)dx
0 «

(1)

1 B(0) 2 O

< 5/ (1+ &) u(z,0) + (1+ il )> w2 (z,0)dz
a(0)

pour t € [0,7]. On a aussi
T
T E,(T) < 2k / Ei(t)dt,
0

donc

min{l —¢,1 A
2kTEL(T) + % /( ) u(x, T) + ui(z, T)dx
a(T

max {1 +e,1+ 7225(8)

<

} 8(0)
5 / u(x,0) + ui(z,0)dr.
a(0)

Ceci implique que, Ve > 0

(kT +1—¢)E(T) < max{l +e,1+ PY;E_S) } E(0).

22

max{l—i—&?,l—i-m

E(T) < } E,(0).

- 1—e+ kT

3.1.2 Reésultats de stabilité exponentielle et polynomiale

Dans cette section, nous donnons quelques lemmes qui seront un support a la démonstra-
tion de notre résultat sur la décroissance exponentielle de I’énergie quand ¢ tend vers l'infini.
Ensuite, nous tournons vers le théoréme qui nous donne ce résultat.

Soit ¢ une fonction telle que
o(t) >0et p € C([0,400]). (3.6)

Lemme 3.1 Soit u(z,t) est une solution de (DWE) dans Qr, alors pour 0 <t <T on a :
NI ol 2
PDED) - o OE0) - [ B ®OZ ([80] +1) s 0a
0

+/0To/(t)@ (‘a'(t)

/

S ) alal0). 0+ o) [§ 026000 - o (@(a(0).)] a

1 (T 80
- 5/ / O (1) (U2 + ul)dr + M\o(t)ud(x, t)drdt = 0.
0 a(t)
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Démonstration. On multiplie uy — uze + 2\ u; = 0 par ¢(t)u, et on intégré sur p,

B(t)
/ o(t)ugu, — @(t)ugeuy + 2M () uudr = 0.

Comme
ot = (£ [+ ] ) = 30 [+ 0] = s,
() uzgrtr = [p(O)urtis], — o()Uartis,

alors

0 8(1)
— 5/ @' (t) [ul + ;] do + / 22X\ p(tuldz = 0. (3.7)
alt) a(t)

D’aprés Leibniz on a pour le premier intégrale de (3.7) :

8O 9 (ot d [Pt
/Q(t) §(¥ [ui—l—u?])das:— (t) (w2 + u7] do

Par intégration sur [0,77],

“ 9 T [P
//t) 8t< 5 Lt “ﬂ)dxdt—#/a ui(x, T) + ui(z, T)dx

(1)
- @/@Z? 2(2,0) + u(x,0) dﬂs—/ o (¢ W) [W2(B(t),t) +u2(B(t),t)] dt

Grace & (2.8) et les conditions initiales, on obtient :

B(t) 5(T)
a(t) ot 2 2 o(T)

_@/a:)“)@o) vide— [ 80 “( <t>2

+ [ @02 (jdof 1) a0
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Pour le deuxiéme intégrale de (3.7)

/ / = (plt)ueus) drdt = /Ow(t) ua (B(E), D)ue (A1), 1) — wa(a(t), E)us(a(t), 1) dt

et de (

/ / gy (PlH)urts) dedt = / ot [0/ (O (a(), 1) = 8 (u2(B(2), )] dt

D’aprés la définition de £ on a
DB - 0B - [ 507 (|60f +1) ws0.0a
w [P (|l + 1) w(alt),1) + ¢(0) [8 0250, — o @(al0).0)] de

B(t)
——// t)(u2 + u? d:pdt+2/ /()Algp YuZ(z,t)dzdt = 0.
t

Lemme 3.2 Soit u(x,t) est une solution de (DWE) dans Qr, ¥ 0 <t <T etk > 0 alors :

’

B(T) B8(0)
k(p(T)/ wy (2, Tu(z, T) + Mu?(z, T)dx — kgp(O)/ uyuy + Mugde

B(t)
+k// ui(z,t) —up(z,t)] dedt — k // tug(x, t)u(z, t)dedt = 0.

Démonstration. on multiplie u; — ug, + 2Mu; = 0 par kp(t)u et on intégre sur Qr,

B()
/ o(t)kuuy — p(t) kutiy, + 2\ p(t) kuudr = 0.
a(t)

Comme
pugu = (puu), — oui — @' (tuu,
Plgeu = (pugu), — u?,
2hpuu = (Mpu?), — Mg (tu?,
alors

B(t)
k:/a % [g@(t)ut(x, u(z,t) + Algp(t)UQ(x,t)} dx

B(t) B(t)
- k/ 9 [o(t)uz(z, t)u(z,t)] de + k/ o(t) [ui(z,t) — ui(z,t)] do

aty 0% (*)

B(t)
— k/a(t) O (t)u(z, t)u(z, t)de = 0. (3.8)
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On applique la formule de Leibniz, on obtient :
d [P

B(1)
/a %[w(t)ut(x,t)u(x,t)+A1¢(t)u2(x,t)} do = " o(t) [ue(z, yu(e, £) + M (z, 1)) da

o(t) (' (8) [ur(a(®), ualt). ) + MuP(a(t), ] = 8(#) [m(B0), Hu(BE), 1) + Mu*(B(1), 1)] )

ﬁ
Q\
= =
SISS

o(t) (we(z, thu(z, t) + Mu?(z,t))] dedt
B(T) 8(0)
= @(T)/ we(z, Tu(z, T) + M\u?(z, T)dr — (0) /(0) we(z,0)u(x, 0) + \u?(x,0)ds

- / B (£)p(t) [un( A1), tyu(B(). 1) + MuP(B(t), 1)) dt
+/0 o ()p(t) [ug(a(t), hula(t), t) + Mu?(alt), )] dt.

D’aprés (2.8) et comme u(5(t),t) = u(a(t),t) = 0 alors :

(t) 8 2
/ / © 8t ) (ue(, t)u(z, t) + Mu’(z,t))] dedt

B(T) B(0)
= p(T) / uy(z, Tu(z, T) + Mu?(z, T)dx — (0) / uyuy + Mupdae.
@ a(0)

Pour le deuxiéme intégrale de (3.8), et d’aprés les conditions initiales, on a :

/ /(t) 5y te(@ )u(z, t)] dzdt

= /@(t) [z (B(1), Yu(B(t), 1) — ua(a(t), t)ula(t), t)] dt = 0.

Donc V k > 0,

B(T) B8(0)
kap(T)/ uy(z, Tu(z, T) + Mu?(z, T)dx — k;go(())/ uyuy + Mugde
a(0)

+k/ /B(t) (z,t) — uj(z,t)] dodt — k/OT /j(t) o () uy(z, t)u(z, t)dedt = 0.

(®)

Théoréme 3.2 Sous les hypothéses (2.2), (3.1) et (3.2). Supposons que v(t) = [(t) — a(t)
est bornée i.e.

M > 0 telle que ~(t) < M.
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Alors, pour toute fonction o(t) € C1([0, +o0|), telle que
©(0) >0 et 0 <¢/(t) < he(t)

pour certains constante positive h et ¥t > 0. Et la solution de (DWE) satisfait :

E\(T) < (%) j((% Ex(0). (3.9)

Démonstration du Théoréme 3.2. Par addition de (3.7) et (3.8) on obtient

/ "o (w(t) B [u2 + u?] + kugu + Aﬂmﬂ]) dr — / o (o (0t [tg + ] iz

a(t) ot a(t) ox

40 B(t) B(t)
- / u? + u? + 2kuudr + ¢(t) / (2\1 — k) uf + uidz = 0.
at) a(t)

D’aprés la formule de Leibniz et les conditions initiales on a :

EONP) 1
/ — (gp(t) [ [u2 + uf] + kuu + kXu ]) dx
Ol(t) at 2

B(t)
— % o o(t) B [ui + uf] + kuu + k)\luz} dx
+a' (t)p(t) E (W2 (a(t), t) + uf(e(t), )] + kug(a(t), t)u(alt), t) + kA (a(t), t)]

~ 5 006(0) | [205(0,0) 4 w2 (300) 0] + K50, Du(50),0) + EA (300, 1)

et comme u(5(t),t) = u(a(t),t) =0, on a

EONP) 1
/ — (gp(t) {— [u2 4+ uf] + kugu + k:/\1u2}> dx
Ol(t) 8t 2

d [P® 1, ) )
== o o(t) [5 [u5 + uf] + kugu + kAu 1 dx
a(t

+ 000y faztat), 1) +udta), 0] - 5 o0) 2 (80),1) + i (30),1]

Par intégration sur [0, 7]

B 9 1
/ / ot < {5 [u? + uf] + kugu + k:AluQD dzdt
®)

A(T) 1
= (p(T)/ B [u2(x,T) + uj(z,T)] + ku(z, T)u(z, T) + kM’ (z, T)dx
o(T)

B0) 1
— 90(0)/ 3 [u2(z,0) + uj (z,0)] + kug(z,0)u(z, 0) + kA’ (z, 0)dx

a(0)
EA0)
2

’

+ /0 O‘T(%@) [ (at), t) + ui(a(t), )] — ——o(t) [uz(B(1),) + w7 (5(1), 1)] dt.
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D’aprés (2.8) et comme u(z,0) = ug , us(z,0) = u; on a

[ Lo i (ste [l 4ol Ddd
u+u + kuu + kA u xdt
) ot 2 t

= [0t (oo +1) e [P0 (|5 0f +1) w00
o(T) /ﬁ(T) % (W (x,T) + i (z, T)] + kuy(z, T)u(z, T) + kAu?(z, T)dx
a(T)

£0) 1
— (0) / 3 [(uo)i + uf] + kuyug + kMuddz.
o

0)

D’autre part, pour 0 <t <7 on a

() a T
/ / ({1 g+ u]) drdt = / o (Eus (B0, £) [un(B(8), £) + u(B(8), 1)] dt
(t) 0

—/0 p(t)ua(a(t), t) fu(a(t),t) + ula(t), )] dt.

De (2.8) et les conditions initiales on obtient

B(t) T T
/ / 9 oty [y + ) dadt = — / S (N2 (B(E), t)dt+ / p(1)a (1) (alt), t)dt.

Donc
B(T) 1

o(T) / 5 (W2 (z, T) + ui(z,T)] + ku(z, T)u(z, T) + kAju?(z, T)dx

+ / %%(t) (1 ) o0, )t - / O‘T%(t) (1 -

— = u + u? + 2kugu| dxdt + 2\ — k) u? +u dxdt
t t

/

— |8 ()

’

a (1)

B0) 1

0)

Rappelons que Vt > 0 on a 0 < ¢/(t) < he(t) pour h > 0 on obtient,

LT B ﬂ(t)
—— o(t) u +u dxdt < —= u 2 1t dadt. 3.11
2 t t
0 Ja(t) at)

On utilisant 'inégalité de Young pour tout & > 0

B0 0 T
—5/ u? +udr < / kupudxr < 5/ u? + uide. (3.12)
alt) alt) alt)
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Donc, si on suppose que 3 (t) > 0 et o' (t) <0, alors (3.10) devient

A(T) 1
o(T) / 5 [0, 7) 4w (a, T)] + b, Thule, T) + KA (e, T)d

— = u + u? + 2kugu| dxdt + 2\ — k) u? —|—u dxdt
t t

B0) 1
< ¢(0) /(0) 3 [ui(x, 0) + ui] + kuiuo + kAugdz. (3.13)

On remplace (3.11) et (3.12) dans (3.13), on obtient

B(T)
cp(T)/ ; [ “(x,T) +uf(m,T)} - g [uf(m,T) + u2(;p,T)] + kM (z, T)da

B(t)
——// [u} +ut+k(ut+u)]d$dt+// () [\ — k) uf + uZ] dadt

8(0)
< (0) /( % [u2(z,0) + uj (z,0)] + g [uj (z,0) + v*(z,0)] + kMu?(z,0)dz.

0)

Ce qui donne

e(T) /B(T)(l — k)u2(x, T) + u2(x,T) + [2kA; — k] u?(x, T)dx

2
W h hk h
/ / 5 (t)uZ — jw(t)ug + [2)\1 —k— 5(1 + k‘)} o(t)ulddt
p(0) [
< T/ (1 + k)ui(x,0) + ul(z,0) + [2kA + k] u?(z,0)dz. (3.14)
(0)

De P'inégalité (3.5) pour k et h sont positive, alors :

/ / Vldrdi > / / ( /a (B:)ui(x,t)dx> daxdt
Ly | tdsr

Donc, aprés un calcule simple et pour h et k suffisamment petits, on trouve :

B(T)
@/ (1— k:)ut (x,T) + ui(x,T)aM

/ /mt 2 = h = hEY?(1)] (t)u? + l% — k- 2(1 + k;)] o(t)uldzdt

B(0)
< Z0 [ 1 0.0) + a2, 0)d
a(0)
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Comme () est bornée, on peut toujours choisir h et k pour que (2 — h) — hky?(t) > 0 et
2A1 — k — 2(1 4+ k) > 0 alors on obtient :

T B(T)
(1) min {1 — k, 1}/ ul(z, T) + ui(z, T)dx
2 a(1)
8(0)
< @ max {1+ k, 1}/ ul(x,0) + ul(z,0)dz.
«(0)

De la définition de F; et puisque min {1 — k,1} =1 — k et max {1+ k,1} =1 + k, alors :
(1= k) (T)E(T) < (1+ k) (0)E1(0).

Finalement, on trouve :

mm < (14) 20

Exemple 3.1

1. Si on prend p(t) = €™, pour h suffisamment petit. Cette fonction vérifie la condition
suivant :
00) =€ =1>0¢et0<(t)=he" =hp(t), Vt >0
Donc de (3.9) on trouve :

E\(T) < (%) e " E1(0),

donc

E(T)<CE(0)e™ Yo<t<T

avec C = (££) . Do E;(t) est décroissance exponentielle.

2. Si on prend p(t) = (1+1)", h > 0 alors ¢'(t) = h (1 + )" donc
) =hA+)"<hA+O" (1 +1) < hplt).

Par conséquence

1+k 1
E{(T) < FEi(0),Vh>0,0< k< 1.
i )—<1—k) Qoo 20, Vh>0,0<k<
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3.2 Equation avec un amortissement non linéaire
Dans cette section on considére une équation des ondes avec termes non linéaire
Fug) = 2 uy + Ao Jug|” uy,
ou A1 > 0, Ay > 0 et r > 0 sont des constantes. Alors on a le probléme suivant

Ugp — Ugy + 2Mus + Ao |ug|" ug = 0 dans Qr ,

u(a(t),t) =u(B(t),t) =0 pour 0 <t < T, (NWE)
u(z,0) = u® et u(z,0) = u! dans Qy = |a(0), B(0)[
u® € Hy(Q) N H*(Qo), et u' € Hy(Qp). (H1)

On suppose aussi que

a, B € C(]0, +00]). (H2)

On utilisant la méthode de la pénalisation (voire [5, 8, 3|) et sous les hypothéses (H1), (H2)

et (2.2), on peut démontrer le probléme (NWE) admet une solution unique u qui satisfait
u € L®([0,T); Hy () N H*()) et u, € L([0,T); H' (€)).
Rappelons que si €; C R, on a
HY(Q,) C O() C LP(Q),Vp > 1.
On va démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 3.3 Soit u(z,t) est un solution de (NWE). Supposons que B (t) >0, o (t) <0
et y(t) est bornée c’est-a-dire : AM > 0 telle que v(t) < M, alors il existe des constantes

positive £, ,n, 1, tel que ¥ t € [0,T]

T B(t)
E\(T) < e ™ E(0) 4 ¢ (/ e”t/ Jug| dxdt) ,
0 a(t)

et

/ / T / ﬁ(t)
E(T) <e "B (0) + e T (/ e t/ || dxdt) :
0 a(t)
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Démonstration. On multiplie w;; — Uz + 210 + Ao |ug|” vy = 0 par ug + ku et on intégre

sur €y,

B(1)
/ wge (g + ku ) — uge (ug + ku ) + 20wy (ug + ku ) + Ao Jug|” g (ug + ku ) dz = 0.

On a
g (ug + ku ) = (% (ut2 + ui) + kutu>t — kul — ugu, et 2k juu = (k;)\lu2)t
Uge (U + ku ) = (wpuy + kugu), — ku? — wgty,
alors

5O 9 /1 ) ) ) O
/Ol(t) g (5 (ut + Ux) + kugu + kAqu ) dr — L(t) 9z (wpuy + kugyu) de

B(t) B(t)
+ k/ u? — uldr + / 2Mu? + g Jug| "+ kg |ue| weudz = 0. (3.15)
a(t) a(t)

On utilise la formule de Leibniz pour le premier terme dans (3.15) on trouve,

/6(”2 1(uQ—i—u2)+I<:uu—|—k;/\u2 dx
apy Ot\2V T ! !

d [P® 1

- % 5 [U?(l’,t) + Ui(l’,t)] + kut(m, t)u(a:,t) —+ k)\lu2($,t)d$
a(t)

=80 (5 [05(0.0) + 2(3(0).0] + k500, 0u(5(0,0) + BA2(5(0.0))

+ /() (% [u (au(t), t) + ui(a(t), 1)] + ku(ot), t)u(a(t), t) + khu?(ot), t)) :

D’aprés (2.8) on obtient,

HONS]
/ (— (uf +u2) + kugu + k)\1u2) dz
a(t) \? t

d [P® 1
- E/ 9 [uj (z, ) + w2 (z, )] + kuy(z, )u(z, t) + kAu?(z, t)de
at)

—5 [P0 (1O 60,0 - o) (14 10 OF) 1206 1)]

Intégrant le deuxiéme terme dans (3.15) et utilisant les conditions aux limites

et (2.8), on obtient

B(t)
/ (wuy + kugu), de = [u(z, t)ug(z,t) + kug(z, )u(z, t)]flgg
a(t)
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Donc

d [P® 1
E/ 3 [uj (z,t) + w2 (z, )] + kuy(z, )u(z, t) + kMu?(z, t)de
a(t)

5[50 (1= 1B 0R) 2060, 0) - '0) (1~ 10 OF) w2 0(2), )

B(t) B() 5
+ / ku? — kuldr + / 2012 + A ||+ kg |ug|” wpuda = 0.
a(t) a(t)

Si on suppose 3 (t) > 0 et o (t) < 0, alors

EON]
% 3 [uf (z,t) + ul(z, )] + kug(z, )u(z, t) + kMu?(z, t)de
a(t)

B(t)
+/ ku? + (201 — k) u? + Ao Jug) " 4 kg |u|" weudzdt < 0. (3.16)
a(t)

Pour la simplification on écrit (3.16) comme

d
—P <
7 +Q <0.

kug(z, t)u(z, t) > —g (i (z,t) + u*(z,1))

Alors, d’aprés l'inégalité (3.5), (3.12) on a

1 [8®
= 1 — k)u?(x, 1 —ky2(t)| vi(z,t)de < P
3 [, B0+ [ k0] (e s < Pl

1 [P®
<3 / (14 k() + [1+ k@A + 1)72(0)] o2 (e, t)da.
a(t)

Comme ~(t) est bornée et qu’on peut choisir k suffisamment petit pour que
1—ky?(t) >1—kM? >0,

alors

—mln{l—k 1—kM2}/ ul(x,t) 4+ u(z,t)dz < P(t)

1 B(t)
< smax {14k, 14 k@A +1)M?) /( e )+ e e
ot

De plus de la définition de I'énergie F1(t) on a

K1E(t) < P(t) < Ky (t), (3.17)
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ot Ky =min{l — k,1 — kM?} et Ky = max {1+ k, 1+ k(2\; + 1)M?}.
D’autre part, on utilise I'inégalité de Young, pour € > 0, V¢ € [0, T]

B(t) 5 B(1) E) B(t)
/ ks |ue|” wpude < =22 g2 da + e / u?dz.
a(t) €2 Jaw 2 Jaw

De plus, par (3.5) et comme (t) est bornée, alors on a

B(t) k) B(t) M2Ek) B(t)
/ kAo [ug]” ugude < 2 |ut\2r+2 dr + € 2 / ulda,
a(t) €2 a(t) 2 a(t)

donc

Al eM2)\ . kX .
Q(t)z/ k(l— 5 2>u§+(2/\1—k)ut2+/\2|ut] P T
a(t)

On choisir que 0 < k < 2)A; et e suffisamment petit pour que % < 1, on obtient

M2k B(t) E) B(t)
Q(t) Zmin{k— ‘ 5 2,2)\1—k}/ u? +u§d:c—2—2 | do,
a(®) € Jaw

ie.,

E) B(t)
Q(t) > 20E; (t) — —= / w2 d
26 a(t)

oil 6:min{k— DR 9y, —k}.
D’aprés (3.16) et les inégalités (3.17), (3.18), on trouve

dE; (1)
dt

K

d’ou

|ut|27‘+2 dl'

dE,(t) 26 k\, PO
—1()+—E1<t)s 2/
dt Kl 2€K1 a(t)

26
On multiplie cette inégalité par e® 1" on obtient

2, dE (1) 20 2, kho 28, /ﬁ“) ort2
K7 —ekK1 Fi(t) < K d
T o T L

ie.,

Intégrons sur [0, 77, il vient

T B(®)
E((T) < e Ey(0) + g ( / et / || dxdt)
0 «

()

(3.18)
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0u77——et£ 25K1

r+2

De méme maniére, on applique I'inégalité¢ de Young avec p = et p’ = r+ 2, on trouve

(1) L , o (B
/ kg Jug|” ugude - < T kAo / (Jue|" ut)ﬁ dr + — / [ul " da
a(t) r+2 a(t) r+2 Jaw

1 B(t) k) B(t)
I m/ w2 da + —2 / | d,
r 4+ 2 alt) r 4+ 2 a(t)

IN

alors

B(t)

1 kX
T+ k)) |ut|r+2 . _2 |u|r+2 dlL’,
(®)

Sionpose 0 < k <2\ et k< Tﬁ, on obtient

B(t) B(t) ko 5
Q(t) > min {k, 2\, — k}/ u? + uldr — / e u[" da
a(t) al(t)
Ceci implique que
/ B(t) Xy pio
QW) = 20B () — [ 22 |ul2d
a(t) 4
avec 0’ = min {k,2\; — k}.

Donc (3.16) devient

dE, (t PO g d
K, 1()+25’E1(t)—/ 2| " da <
dt a(t) d

—P(t)+ Q@) <0

et il vient

dEy (t) 20/ kAo /W o
< - E )+ 22 dz.
T ARy © [ul ™ de

2"
Apres multiplication par e*i’ et intégration sur [0,7T], on déduit que

/ / T / 6(t)
E(T) <e B (0) +&e T </ e’ t/ || d:z:dt) ,
0 a(t)

!
ouf’—k’\2etn ‘5 ]




Conclusion

Le travail exposé dans ce mémoire concerne I’étude du comportement asymptotique des
solutions de 1’équation des ondes dans un intervalle dépendant du temps.

Au début, on a considéré le probléme suivant

U — Ugy = 0 pour z € Q, = ]a(t),B(t)] et t >0,
u(a(t),t) =u(p(t),t) =0 pour t > 0,
u(z,0) = u et wy(x,0) =u!  dans Qg =]a(0), 3(0)],

et en utilisant la technique des multiplicateurs (voir [1]), nous avons établit la stabilité
polynomiale dans lespace d’énergie HJ(€2;) dans le chapitre 2. Plus précisement, a ’absence
d’amortissements, 1’énergie est décroissante lorsque le domaine est time-like et croissant.

Dans le dernier chapitre, en se basant sur les techniques de Kozhanov et Lar’kin [4]
et Chen [2], on a établie des décroissance exponentielles et polynomiales de ’énergie pour
I’équation des ondes avec amortissement non linéaire si on suppose de plus que la longueur
de l'intervalle reste bornée.

Notre étude ouvre la voie sur plusieurs questions, notamment :

- Le cas d’'un amortissement appliqué sur une extrémité de I'intervalle.

- Le cas ou la variation de la tensions de la corde n’est pas négligée (Voir la sous-section

1.3.2), i.e. le cas ou le modéle est donné par

B(t)
Up — (@ (t)+b (t)/ ugdx> Upy + F (1) = 0.
a(t)

avec a est b des fonctions données.
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Abstract

In this work, we study the asymptotic behavior in time of a vibrating string with mo-
ving boundaries and subject to linear and nonlinear dampings. Using the multiplier method

(energy integrals), we show that the energy of the string decays in time.

Keywords : Wave equation, non-cylindrical domains , multiplier method, damping.

Résumé

Dans ce travail, nous étudions le comportement asymptotique en temps d’une corde vi-
brante aux limites variable ne temps et soumise a des amortissements linéaires et non li-
néaires. En utilisant la méthode des multiplicateurs (intégrales d’énergie), nous montrons

que I'énergie de la corde décroit dans le temps.

Mots clés : Equation des ondes, Domaines non-cylindrique, méthode de multiplicateurs,

amortissement.
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