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Résumé

Les estimations de type de Nikol’skii jouent un réle important dans les espaces de Besov
et de Lizorkin-Triebel(B-LT) comme la continuité de certains opérateurs linéares sur B-LT.
Dans ce mémoire on va présenté I'inégalité de type Nikol’skii par deux formes continues

et discrétes dans les espaces de Besov, par 'utilisation de certaines inégalités et fonctions.

Mots clés :L’espace de Besov, L’espace de Lizorkin-Triebel, Théorie de Littlewood-

Paley, Fonction maximale, Estimation de base, Inégalité de Nikol’skii.

Abstract

Nikol’skii type estimates are important in the spaces of Besov and Lizorkin-Triebel (B-

LT) as a continuation of some lineares operators on B-LT.

We will presente the Nikol’skii type inequality in two continuous and discrete forms in
Besov spaces by using some inequalities and functions.
Keywords :Besov space, Lizorkin-Triebel space, Littlewood-Paley theory, maximale

Function, basic estimation, Nikol’skii Inequality.
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Notation

(e1,...,e,) est la base canonique dans R”.
Yy = T1Y1 + .... + Tpy, le produit scalaire dans R".
Pour o et 8 deux multi indices, on dit que o < 3, si Vj € N*: a; < 3.
Si x € R, [z] est la partie entiére de x.
B(a,r) la boule de centre a et de rayon r.
Pour A C R",|A| est la mesure de lebesgue.
n P :
Af = ZW est le laplacien de f
=1 i
Pour a € N, o] = a1 + ... + aq.
D (R™)=Cg° (R™) est ’espace des fonctions C* (R") & support compact dans R".
D' (R™) est le dual de D (R™), 'ensemble des distributions sur R™.
S (R™) est ’espace de Schwartz des fonctions C* (R™) a décroissance rapide sur R".
Le dual &' (R™) est l'espace des distributions tempérées.
C*(R") , s € RT\N, est 'espace de Holder.

Si f € S(R"), sa transformation de Fourier est

n

Fr©) =Fe) = [ e



Notation

et sa transform ee de Fourier inverse est

FL(6) = (27r)1/ e d.

n

fxg (@)= Jg. [(x—y)g(y)dy, est le produit de convolution des fonctions f et g.

Pour s € R, p € ]1,00[, H; (R") est I'espace de potentiel de Bessel des distributions
f € S (R") vérifiant
/]

< Q.
p

Hs(Rn) "= H(I - A)% f

Pour m € Reet p € |1,00[, W (R") est I'espace de Sobolev des fonctions f € D' (R")

telle que
||f||WgL(Rn) = Z Hf(a)Hp < 0.

laj<m
Le symbole — désigne I'inclusion avec continuité de l’injection canonique.

p’ Pexposant conjugué de p € [1, 0], i.e p' := Ll
p J—

If]], on désigne la norme dans L” (R") I'espace des fonctions mésurables pour p €

i1, = (/. If(x)lpdx>;,

Avec |[f, = supess | ()].

reR™

[1, 00] défini par

C, c,...., des constantes positives, leurs valeurs peuvent dépendre de certains parametres

et certaines fonctions auxiliaires.

Opérateur de défférence:
Apf(x)=f(x+h)— f(x), z,h €R.
AP (@) = AP (Anf (1)), m e N,

apf @) =3 (P 0 s - nn.

k=0 \T
P (R™) Pensemble de tous les polynomes de degré inférieur & m.(en particulier Py (R") =

{0} et Py (R™) est 'ensemble de tous les polyndmes).



Notation

e L’espace S,, (R™) la classe de Schwartz modulo les polynomes de degré inférieur a m

e S/ (R") est l'espace des distributions modulo les polynomes de degré inférieur a m.



Introduction

Dans ce travail, nous allons étudier les inégalités de type Nikol’skii dans ’espace de Besov.
Ce mémoire se compose en trois chapitres: quelques rappels sur la théorie de Littlewood-
Paley , préparation sur les estimation de Nikoll’skiil dans espace de Besov et les inégalités
de Nikol’skii sur ’espace de Besov sous deux formes discréte et continue.

Dans le premiére chapitre on donne quelque rappeles des notions essentielles qui seront
utilisées dans la suite de cette mémoire comme la théorié de Littlewood-Paley et on définit
la série de Littlewood-Paley, on donne quelques inégalities classiques nécessaires suivie par
ces démonstrations.

L’object de deuxieme chapitre, est réprisentation des estimatins des bases, et établi
I'inégalité de Nikoll’skii.

Le troisiéeme chapitre est consacré a l'inégalité de Nikol’skii discréte et continue. Avec

pour objet I’étude des propositions principales et inégalités maximales.



Chapitre 1

La théorie de Littlewood-Paley

1.1 Introduction

La théorie de Littlewood-Paley des espaces fonctionnels, et plus particuliérement la théorie
des espaces de Besov, joue un role essentiel tout au long de ce mémoire.

Nous rappellerons dans ce qui suit les résultats que nous utilisons dans le deuxieme et le
troisiéme chapitre nous omettons certains preuves, et nous référons pour cela aux ouvrages

de Bergh et Lofstrom [3], Runst et Sickel [9] et Triebel [10].

1.2 Serie de Littlewood-Paley

Sont ¢ une fonction paire dans D (R") définie par:

() =1si]f|<letp(¢)=0sil >3
On pose la fanction ¢ € S (R") tell que:

i) ¢(8) = ¢(§) — 9 (2), V¢ e R™.
ii) suppp C {€€R": 3 <E< 3} et ¢(€) >0.

Il vient alors la partition homogeéne de lunite suivante:

Zgb (2*’“5) =1 pour £ € R™\ {0}.

keZ



1.2. Serie de Littlewood-Paley

On a aussi

(©)+> ¢ (27F) =1,V e R™.

k>1

On obtient la partion non homogéne de 'unité suivante:
O+ o(27%) =1,V  eR", (1.1.1)
k>1
Nous définissons les opérateurs
Qj : S (Rn) — C> (Rn) , par Qj - ¢<27]D) ) (] > 1) :
et
Si: 8" (R") — €= (R"), par S, = (27"D),(k >0).

Pour la partition de I'unité,on définit les opérateurs de convolutions.

{(Qm (@)= (F ' (o (2770)) % f) (x)V(j > 1).

(Skf) () = (F (@ (27%e)) x f) (x) ¥ (k > 0) (1.1.2)

ou bien

{@Jf) ©=(¢279F)©VizD
(Sif) (€ ( (2-7¢) ) V (k> 1)

Avec la notation Qg = Sp.

Ecrivons la rolation (1.1.1) au point 27%¢,alors

+ )¢ (27¢) =1,V eR.

j=k+1

On multipliant par f (€).On obtient

FO+ > o(27) F(€) = F(€), ¥ € R

j=k+1

En appliquant la transformation de Fourier inverse on obtient

F f+Zf 6 (279))xf=F

j=k+1



1.2. Serie de Littlewood-Paley

Par la relation (1.1.2),on obtien encore

Sif+ Y Qif=f (VkeN).

j=k+1

Pour k£ = 0, on trouve
f=5f+> Qif.
j=1
Ot f est une distribution tempérée de R".

On a donc la définition suivante:

Définition 1.2.1 Si f € S’ (R") alors la série de Littlewood-Paley est donnée par la formule

sutvante

f=5f+> Qif (1.1.3)
j=1
Proposition 1.2.1 La formule (1.1.3) impliques les formules suivantes:

1 f= i)c;jf.

k
2. Sef =>.0Q,f.
=0
Preuve.
1. Pour k=1, 0n a
f=5f+> Qif
j=1
par la notation (Qo = Sp),on trouve

F=YQ;f
j=0

2. Pour tout £k € N on a

f=Suf+ > Qif

j=k+1



1.3. Inégalités principales

Par la fourmule 1, on obtient

ZQ,f + Z Qif,

j=k+1

Alors

Skf + Z Qif = Z@]H ZQJ

j=k+1 j=k+1
i.e

k
Sef =D Qif.
j=0

Proposition 1.2.2 : Q;f =0 (Vj € Z) si et selement si f est un polynome.

1.3 Inégalités principales

1.3.1 Inégalité de I'nterpolation de Riesz-Thorin

Proposition 1.3.1 Soient (X, ) et (Y,v) deux espaces mesurés et 1 < pg, p1,qo, (1 < +00
, avec po # p1 et o # q1. On suppose que T est une opérateur linéaire définie de (X, p) dans
(Y,v) tel que :

1T (Pllgy < Collfll,,,  (Co>0); VfeX

1T (Nllg < Collfll,,,  (CL>0); VfeX

Alors pour 0 < 6 < 1, et

1 1-06
p Do

1—-60 40

0 1
+—, =
P11 q qo q1

On a
1T ()N, < Co’CLNfN, . Vf € X.



1.3. Inégalités principales

1.3.2 Inégalité de Holder

Proposition 1.3.2 Soient f € LP (R™) et g € L9 (R™) avec 1 < p,q,r < +o0,alors f.g €
1 1 1

L™ (R™) avec — = — + — et de plus
r p q

17-gll, < [1£11, llgll, -

Preuve. Pour démantrer cette proposition on voir [9],[10]. m

1.3.3 Inégalité de Minskovski

Proposition 1.3.3 Pour tout 1<p,q <400, et X un élément dans (P (£7) , alors

HXHEq(ZP) S HXHzp(gq) .

1.3.4 Inégalité de Young

Théoréme 1.3.1 Soient p,q et r € [1,00] tel que

1 1 1

1+=-==-+-=.

r p g
Alors pour toute f € LP (R") et g € L7 (R™) ,on a
frxgeL"(R").

et
1f =gl < [I£1l, lgll, -

Preuve. On fixe g € L9 (R") et on considére l'opérateur
Tf=fxg.

Alors on a

Tf(sc):/f(y)g(:c—y)dy.



1.3. Inégalités principales

En utilisant I'inégalité de Holder, on obtient d’une part

Tf @) <M1l gl -

D’autre part I'inégalité de Holder ,on a
1

s @)l = (f 171 @)l o)’

< (s (Juwllse- )ldy)quf;

1

<[ (f lf ()| ]g (z —y)|? dx) ' dy;(par I'inégalité de Minskovski)
Rn

~[1f@I (ot \de)‘idy

R” R

= f\f ) dy llgll,
= Hle gl -

Donc

ITf @), < Il 1lgll, -

Alors on applique le théoréme de I'interpolation de Riesz-Thorin, on a
T:L'(R") — L1 (R").
LY (R") — L™ (R") .

11 vient

T: [P (R") — L" (R"),

avec pour 6 € ]0,1[ on a

1 _1-6 4, 6 1_1_°9¢
rT g T T T i T
et on a
{121_2:_221_17
p q g  p
1_1_°9 1_1,1_
T g q:>T_q+p 1,
Alors
1 1
__|_1:_+_
r q D

Donc on obtient le résultat. m



1.3. Inégalités principales

Proposition 1.3.4 Les familles d’opérateurs {Q;}, y et {S;},.y sont bornées dans L? (R")

pour tout 1 < p < 4o0.

Preuve. Soit la relation
Qif =F (6(270))xf .

Par I'inégalite de Young on obtient
1Qi fIl, = IF71 (@ 277) = f |,
< NFH @RIDILIL

Et on a
Fl(o@2™)=2"(F"9)(277).
Comme ¢ € D (R"), sa transformée de fourier inverse appartient & S et donc a L, i.e
17~ (6277 )l = ]RL 2 (F~ ) (277.) dor
S]g;K}"’l ¢) (y)| dy
<177 ol
Donc

Qs f1l, < C (@) If 1, -

Et le méme avec [|S; f[|,. =

1.3.5 Inégalité de Bernstein

Théoréme 1.3.2 Soient 1 < p < ¢ < o0, et « € N* .1 existe C = (a,p,q,n) > 0, tel
que pour tout A > 0, pour tout f € LP (R™) , vérifiant supp f\ C{£eR":|£] < A},on

1F@), < cAtG=2) | £,

Preuve. Soit ¢ € S (R") tel que 9 =1 pour |{| <1, A > 0.
On pose 94 (§) =9 (§/A), ona:

F=vaf

11



1.4. Définition et quelques propriétés des espaces de Besov B, | (R™)

et
f (o) (Jf—l ¢A>(a) *f ]

Par I'inégalité de Young, on obtient

L, < | )@ 11,
avec
1 1 1
S+-=-+1.
r p q

Comme pour tout z € R”
(F ) (@) = A" (F ) (Ax) .

11 vient

?
s

H (F! wA)(a)

— pntlal-2 H(}-—l ?ﬂ)(a)

T

alors

1F@|, < cAFG=2) |7,
||

Proposition 1.3.5 Soient 1 <p<g< o0 ona:

1

D) 1Q1, < C2"G|Q,11, -
if) |51, < C2"G YIS, 7 -

Preuve. Pour démontrons la proposition ci-dessus nous appliquons I'inégalité de Bern-

stien. m

1.4 Définition et quelques propriétés des espaces de
Besov B;  (R")

Nous allons rappeler la définition de I'espace de Besov B, , (R™), ainsi que certianes pro-
priétés, comme la coincidance avec d’autres espaces ..., ou toutes les démonstrations se
trouvent dans les livres de H.Tribel [10], peetre [6] ; on pourra aussi voir le livre de T.Runst

et W.sickel [9].

12



1.4. Définition et quelques propriétés des espaces de Besov B, | (R™)

Définition 1.4.1 soits € R etp,q € |0, 00] .L’espace de Besov noté B;, , (R") , est I’esemble
des f € 8’ (R") telle que Sof € L, (R™) et pour k > 1,

(i (2 @mg))é <.

k=1

On définit la norme de Besov par

Q=

o0

/]

(2 HQJHZ))

B @ = [1Sofll, + (

k=1

On écrit aussi:
1
q
(ZZ‘”’“ ||Qkf||Z) < +o0 pour 1 < ¢ < +00
By, {

k>0

/1

sup 2% [|Qp f|, < 400 pour ¢ = +o0
k>0

Les propositions suivantes présentent des normes equivalentes dans B, (R™) .Pour la

preuve, voir par exemple [10], [11].

Proposition 1.4.1 Soient ¢ un entier, 0 < s < {, q,p € [1,00]. Alors l"espace B, , (R")

est 'ensemble des distributions tempérées f vérifiant

1
. v dh )"
g = 151, + [ 107 ([ Jatr@pPae)” 58] <o
P.a R R" ’ |

Preuve. Voir [9, p. 41]. =

Pour la définition de Afvoir la notation.

1.4.1 Plongements dans B, (R")

Nous rappelons quelques inclusions et égalités au sens des normes entre les espaces de Besov.

La plupart sont démontrées dans [6], [10].
Proposition 1.4.2 :

1. By, (R") est un Banach. sis € R et 1 <p,q< o0

2. B (R") =C*(R") si scRF\N .

13



1.4. Définition et quelques propriétés des espaces de Besov B, , (R™)

3. By, (R") = H?® espace de Sobolev.
4. Byo (R") = H} espace de Bessel.

5. S(R") — B (R") — S’ (R") pour s € R et 0 < p,q < 0.
Proposition 1.4.3 :

i) Soients>%—%,1§p,q§ooous: — 2 et ¢ < r,alors

n
p

By (R") — L, (R")

ii) Soients>%,1§p§ooouq:1 ets:%, alors

B:,(R") — Ly (R").

iii) Soient s =0, 1 < p < o0, alors si g = 1.
B]?,q (Rn) — Lp (Rn) )
et sig=1.
L, (B") — BY, ().

iv) Soient s =0 ,alors

BY; (R") — Ly (R").
v) Soient 1 <1 << o0 ,l<p<ocetseERona

BS (Rn) [N BS

p,q1 p,q2°

vi) Soient py <p et s — i e alors

B,  (R")— B} ..

Po,q

vii) Pour tout entier m > s on a

W™ (R") = BS (R").

14



1.4. Définition et quelques propriétés des espaces de Besov B, | (R™)

Théoréme 1.4.1 soient 1 < p; < py < o0 et 1 < q1 < ¢ < 00, alors pour tout s € R on

a
11

B (R B ) (g,

P1,q1

Preuve.

Pour la preuve ce résultat nous appliquons I'inégalite de Bernstein on trouve

150 fllp2 < cllflp,

ct
(L1
1Q;£1,, < @G @, 11,

Pour s € R, on obtient
in(L—L)—s,is
sl < 2" (r3) =231, 1,
D’ou il suffit de passer a la norme de ¢, (et comme ¢; < ¢ alors £, (N) — ¢, (N)) donc
on obtient le prolongement. m
Proposition 1.4.4 :

i) Soient seR et 1< qy<q < oo, alors

B (R") — B, (R").

p;q0 p:q1

ii) Soient sg > s1 et 1§p0§p1§oo,etso—p%:sl—pﬂl alors

B (R") — B (R").

po,q p1,9
iii) soient s€ R ete >0, et 1 < qo, 1 < 00, alors

B (R™) — B2, (R").

y2r p,q1

Proposition 1.4.5 Soient p,q € [1,+00], s < 0 et f wune distribution tempéreé .Alors
f e B (R") siet sulement si
YE ) n
(2 1,71,) € ta(®Y).

De plus lexpression ci-dessus est une norme équivalante a la norme || f|

Bqu(R”) '

15



1.4. Définition et quelques propriétés des espaces de Besov B, | (R™)

Preuve.

J
Comme S;f = > Qif alors
k=0

11, < D27 (2 1Qus |,)

k=0
c’est-a-dire

J
24|18, f1l, < 32979 (2 |Qus |,
k=0

< (Z2<>> ql (Z (2 1Qus Hp)q>

1
q

k=0
< 2| f|

Bj ,(R™)

Comme s < 0 alors on obtient le résultat dés qu’on passe a la norme de ¢, (R"). =

16



Chapitre 2

Estimation de type de Nikol’skii

2.1 Estimations de base dans B, (R")

Les preuves des propositions suivantes sont démontrées dans les travaux de M.Moussai et

S.Allaoui.[8], 7], [1] .

Proposition 2.1.1 Soient 1 <p < oo et 1 < q < oo:

Alors il existe une constante ¢ > 0; telle que

(i |25 F 10 (27.) « m")

pour tout 0 € S(R™) et {fr}ren €S (R™).

Q=

SC <Z|fk‘q) y
k=0

p p

Preuve. Voir [1],[9, Prop4,p.23]. m

Proposition 2.1.2 Sioent s > 0 et v > 1,il existe une constante ¢ > 0; telle que

(Dczkfw) < eyt (Zw) ,
k=0 k=0

p p

pour toute suite de fonctions { fi},c.y C S" (R") vérifiant supp ]?k C B(0,72%).

Preuve. Voir [23],[31, Prop 3,p.22|. =

17



2.1. Estimations de base dans B;  (R")

Proposition 2.1.3 Sotent a € |0,1[ et p € [1,00].Pour toute suite {e;},.,dans (¥ (Z), les

suites n;, = a” D <k @ ey, etwy = a=k > >k @’ej appartiennent a 7 (Z) .De plus
H77k”ep(z) + ”wkHZP(Z) =C ||5j||gp(z)
Preuve. 1l suffit d’appliquer 'inégalité de Young pour la convolution dans /* (Z). m

Proposition 2.1.4 Soient0 < b <1 et0 < q < co. Pour toute suite réelle a térmes positifs

k 00
{e)};endans (1 (N), les suites { Zbkjej} et { ijkej} appartiennent a (7 (N) .
keN kEN

=0 i=k
De plus il existe un constante ¢ > 0 telle que

Zbk Jgj + {ijkaj} < C||{5jk}keNqu(N)‘
ken || ga Jj=k kEEN|| gq

(N)

La valeur exacte de ¢ est -——

—-b
Preuve. voir [5,proposition 1.25] =

Proposition 2.1.5 Soits € R, 1 < p,q < 0o et v > 1. Nous mettons p := (1 + [s]) maz(signe

s,0). puis il existe une constante ¢ > 0, telle que

! dt\ 7 (1)
(/ 75910, * f||g 7) < eyt s+(%) (sup H9 H ) 7]
0 al<m

Alors pour toute f € B, (R") et 6 € S(R") tel que supp 0cB (0,7), (et dans le cas
s> 0, 0" (0) =0 pour |a| < [s]).
Ici 0,:=t"0(t7), t>0etm>3+ 2] +p

B;q(R™)

Preuve. Voir [7],[4]. =

Proposition 2.1.6 Soit s > 0,1 < p,q < oo ety > 1. Alors il existe une constante ¢ > 0

v dt\ "
/ft <o ([eman)
]R” 0

Preuve. Voir [7],[4]. =

tel que
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Chapitre 3

Inégalités maximales

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous rappelons d’abord la définition des fonctions maximales et certains
inégalités pour étudier I'inégalité de Nikoll’skii sous deux formes discrétes et continues.

D’apres les travaux de M.Yamazaki, G.Bourdaud et H.Triebel,nous fairs les travail suivant.

3.2 Fonctions maximales
Définition 3.2.1 :

1. Soit f est une fonction mésurable sur R" et 0 < p < oo .On définit la fonction

maimale de f de type Hardy-littlewood par la forme suivant :

B =

t>0

M, f (z) = sup ﬁ / F @) dy
)

B(x,t
ot B (z,t) ,est la boule ouvert de centre x et de rayoun t.

Awvec on note My par M.
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3.2. Fonctions maximales

2. Soit a et R des nombres positive. On définit la fonction mazimal de f(x) de type

Feffermane-Stein par la forme suivant:

£ (a, Ryz) = sup (y)~*|f (x — R™™y)].

yeR™

Les propositions suivantes concernent des estimation des suites et séries de fonction

dans les espaces LP (£9), 07 (LP) ...etc.
Proposition 3.2.1 Soit 1 <p < oo etl < q< oo Alors
i) Sife L' etge Ll ona
((t—ne <Z>> x g(x)‘ < |0l Mg (z), (¥t>0,z€R") .
ii) Il existe une constane ¢ = c(n,p) > 0 telle que pour tout g € LP on a

iii) Il existe une constane ¢ > 0 telle que l'inégalité suivante

()|

p p

est vérifiée, pour toute suite des fonctions des distributions {gj}jeN localement Lebesgue-

intégrables.
Preuve. Voir par exemple et [9.p.21] ou [10.p.89],[11] =

Proposition 3.2.2 Soit0 < r,b < co et [ une fonction telle que supp fAC {£€eR": €] <b}.

Alors pour tout x € R",on a

sup L0 < o (a1 ()

1
T

Preuve. Voir [10],[11]. =
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3.3. La méthode classique de représentation Nikol’skij

Corollaire 3.2.1 :Supposons que 0 < p < o0, 0 <7 < L AR >1eta > Iml g
q T

¢ (r) € S(R") et si f(x) est une fonction dans R™ telle que suppf(é’) C B(0,AR) on a

alors

|77 (9F) @) < orm G A= ama) o @), M (),

avec la constante C' indépendante de A, R, ¢ (x) and f ().

Preuve. On mettre p = —%= on a alors

71 (3F) (@) \<f|¢q<y )l dy
<A™y 0 Ol [(A™) ™ f (@ =)

p

1-3
< 1) 6 Ol 6y =l (sup (am) £ =l ) pan
y n
I'inégalite de Holder.
D’autre part, on a

sup (A™) " |f (x — y)| < sup (A™) " |f (z - y)|

yeR” yeR”
< R f** (@,AR;x) . [
3.3 La méthode classique de représentation Nikol’skij

Théoréme 3.3.1 Soit s > 0,1 <p,q <00, et y>1.

i) 1l existe une constante ¢ > 0 tel que

(S i) <c o 7], 10,

e (331)
>0 lal<[3]+3

est valable pour tout 0 € S tel que supp@ C{éeR : 4y 1< [¢] <}, ettout f € B o g (R7).

ii) Soit (f;),en une suite de fonctions telles que :

f; € LP, suup ]?] C B(0,277) et A := (ZQqu ||fj||g> < o0;
j=0
Donc la série ZJEN fj converge dans S" et on a

< cA. (3.3.2)

B;yq(R")

21



3.3. La méthode classique de représentation Nikol’skij

Ou ¢ ne dépend que de n,s,p,q et .

iii) Soient 0 <7y < 7, < 27,.50it (f;) ey une suite de fonctions telles que :

suup f C{E € R 7,20 <€ <72} et A= < 00

ifj
=0

By q(R™)

alors on a l’inégalité suivante

1
(ZW” ||fj|!§> < cA.

Jj=0

Ot ¢ ne dépend que de n, s,p,q et vy,

Remarque 3.3.1 :La preuve du théoréme en-dessus est basée sur [’estimation suivante:

BlE)) - mlE)

k=0 \;j=0

avec (ej)jeN € {,(N) de nombres positifs, et p € |1,00[,b € [1,00] .

L’inégalité (3.3.3) peut étre obtenu facilement par applique l’inégalité de Young sur la
suite {ZjeZ wk_jnj}kezdans by (Z) ot w; =V sij >0, w;:=0sij<0, andn; :=¢; si
J=0,m;,:=0s75<0.

Preuve.
i) Nous utilisons la définition de la norme de By, (R") et de ¢, tel que >, ., ¢, =1

Clairement on a

suppl) (277.) N suppgy, # 0 si max(j — N,0) <k < j+ N

log 2
avec 'entier N := N () = [ o8 7} :

log 2
Par I'inégalité de Young, on a
J+N

270 (27.) = £, < e Y ||F e 1, (3.3.4)

k=j—N

ou la constante ¢ dépend sup|a| < M, mais pas sur f et j.
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3.3. La méthode classique de représentation Nikol’skij

Par le preuve de proposition (2.3.5), I'inégalité (3.3.4) devient
J+N

29|20 (2.) x £, < 29 3 27 (2% | F Mg x 1],)

k=j—N

Maintenant, il suffit d’employer (3.3.3), on obtient alors

(E:fwuf4¢ww*fm) o]
k=0

By q(R™) *

ii) Convergence dans S’. Soit ¢ € S. Nous considérons une fonction n € Cg°tel que

n(§)=1si§e€B(0,7).

On met 7, := n(277e), et njfj = fj por tout j € N. D’ou
(firg) = (f;, (F'n;) *g).

Cela implique

pl

S 1) < (supzjs Hfij) 25 [[(F ) 5 g
JEN jEN

jeN
< || (F ) |l Nlgll,, (squjs Hfij) >°277¢ (Par l'inégalité de Young)
je jeN

< cA

La propriété désirée.

Zzskq

Pour la preuve de I'inégalité (3.3.2) ,on applique I'inégalité (3.3.3)
q 0o q
< 2" ( > 70 fij>
keN

(o)
JEN p  keN j=k+N
<y 2 (Zzsﬂ‘ (2” ||fj||p)>

j=k

keN

<y 2" fi1.

keN
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3.4. Inégalité de Nikol’skii déscréte

iii) Soient a,b € R et % <a <79 <7y <b<2v,.0n choise la fonction 1) € S telle que :

P (€)= 1siy <€ <y ©(6) =05i €] < aet () =0si|¢| >b.

On a alors

~ ~

w( )fk =0sij#ket 1# (279.) fr. = fx,puis par (3.3.1), nous avons

1

( 2”"Hfj||q) ( 2sjq||<2j"w(2‘j-))*fjll,‘i)q

= Y 2ve|(2myp (27) (ka>
j=0 keN

p

<c

>

By.q(R™)

3.4 Inégalité de Nikol’skii déscréte

Théoréme 3.4.1 Soit A>0, s € R,0<p,q< o0, et (f; (3:));10 une suite de distributions
tempérées telles que, pour tout 7j, suppfo € B(0.A) et suppj?j € {2A7L < €| < 27A} . Alors
nous avons la suivante:

St

(Z (2 fj|p)q); —B<x

JEZ

Alors

e La somme localement finit g (x) = Zf] (x) € §'et la transformée de Fourier inverse
=0
f@)=F"g) () =2 f; (x) € B, (R").
]:
* /]

B (Rn) = CB, avec une constante C ne dépendant que de n, A, s,p,et q.
p,q
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3.5. Inégalité de Nikol’skii continue

Preuve. .
Soit h € N; et supp ¢, (§) N supp f] (&) =0sil|j—k|>h.

D’apré le corollaire (4.2.2),0n a

5

9% -1 <¢jﬁ+k) (@HZ) ' < CB.

Et il est clairement f (z) = >_ f; (z) € ' (R") car (f; (z)),yune suit dans S’ (R").
=0

Puis nous avons
h
29F 7 (6,F) (@) = S 29F (0,5 ().

Il reste & prouver que f (z) exists et coincide avec F~1 (g) ().
Comme voir les relations :
(50 (LP) C 05 (LP) C 5751 (LP) et LP (¢%9) C LP (£5°°) C £ (LP) ,nous avons obtenir

la résult ces faits, et nous supposons ¢ = 1.

=

Nous appliquons le résultat précédent a la somme partielle f™) (z) = > f; (z), ot la

0

J
convergence est trivial.

Alors nous avons

£ (@) = £ (2)]

N
Bj 4 (R™) <C Z 27 ||fj||p>

" j=L+1
pour N > L et g=1.
Cela implique que f™) () converge vers certains f (z) dans B5, (R") donc est converge
dans &' (R").

~

Mais La somme localement finit Eﬁ (x) converge vers g () danc g = f. ®
j=0

3.5 Inégalité de Nikol’skii continue

Lemme 3.5.1 Soient a,b des réels tels que 0 < a < b. Soit t — wu; une application
faiblement mesurable de ]0,1[ dans S’ (R™) telle que pour une certaine constante v > 0 et

un entier N € N, on ait

- J/c; est port “ee par la couronne at™! < €| < bt~ 1.
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3.5. Inégalité de Nikol’skii continue

- Jug (2)] < ymax (£, 67 (14 [a)
. . 9 2 oo dt / n
Alors il existe Ny € N, tel que Uintégrale [ Uy converge dans Sy, (R™).

Preuve. Voir [4,lemme 5.3 p.14-15]. =

Théoréme 3.5.1 Soient a,b des réels tels que 0 < a < b. Soit t — u; une application

faiblement mesurable de |0, 1] dans S’ (R™) telle que

e 1w, est port ‘ee par la couronne at™! < €| < bt—1
dt\ @
0 [,_g g a
. (fo (t ||ut||p> 7) — B < .

o at .
Alors Vintégrale |, Ut existe dans S, (R™) et on a
/ < dt
Ut—
0 t

1‘ere partie. Soit f € S, (R™). On reprend les notations de la preuve du lemme ci-

<c(s,a,b)B.
Bs. ,(R")

Preuve. .

dessus. On considére un entier N € N tel que N + s > 0. Notons que pour s > 0, on
peut prendre N = 0.En utilisant la condition ¢ € Sy (R™), preve de lemme et 'inégalité de

Minkowski, on obtient,pour un certain m € N,

I1F 5l < el () ¢ mae |

,,Vt€10,1].
lal= P

Gréace a lemme précédent et a ’hypothese f € S, (R™), on en déduit

If 5 lll, < e (@) A ()¢ G), i1,

Alors d’apré lemme 22 et les deux 'inégalité précédent,il vient

o0 d 0 d
Ji s LS < 05 Wl 15 0 5
o0 d % 00 d %
S(fo (07 wal,) f) (fo (t—sumnp)q{)
o0 ad i
< et (5 ()" )

< at .
On a ainsi établi 'existence de lintégrale f := [} Ut existe dans S;, (R") .
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3.6. Extension aux espaces de Lizorkin-Triebel

2 iéme partie. Il existe des réels positifs @', ', d “ependant de a, b et du support de

p.tels que @, * u; # 0 implique ra/ < t < rbr. De plus a/ = 0 si et seulement si a = 0. 11

b/
dt
Spr*f:/ SOT*uTt77

vient

ce qui nous donne

dt

eyl < el [ el () B (7

Le second membre de cet inégalité s’écrit comme une convolution dans le groupe multi-

plicatif R . En notant que la fonction
t — t_sl]a/—17b/71[ (t) y

appartient a L* (Ri) et en appliquant I'inégalité de Young, on obtient une constante

c=c(s,a,b,p) >0 telle que
1 1
> adr\ e o0 adt\
—S _ < —S _ .
([ tee ) ) <o ([ (o))

Finalement nous allons établie les résultats précédent dans Lizorkin-Triebel comme sont

valabele pour ce espace.

3.6 Extension aux espaces de Lizorkin-Triebel

Le deuxiéme chapitre et le troisiéme chapitre sont valabes pour les espaces de Lizorkin-

Triebel.

3.6.1 Définition des espaces de Lizorkin-Triebel

Définition 3.6.1 Soient s € R, p € [1,00] et q¢ € [1,00]. L’espace de Lizorkin-Triebel
F; . (R") est ensemble des fonctions f € S"(R"), telles que:

1

o0 7
F o (Rn) = (Zzskq |Q/cf|q) < 00
j=1

p

/]
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3.6. Extension aux espaces de Lizorkin-Triebel

Et on définit une norme équivalente dans F;, (R™) pour 1 < p < oo telle que:

(/01 <t_H /hq }Aif()\pdh)q%;H < o0,

/]

r @ = 171, +

Pour le preuv voir [10].

3.6.2 Plongements dans F; (R")
Proposition 3.6.1 Les propriétés suivantes sont vérifées:
i) L,(R") = F% (R"); si 1 < p < 00;
ii) W (R") = Iy (R"); si 1 < p < oo;m € N*.
iii) By (R") = F; (R"); si1 <p<oo,s€R.
iv) H (R") = F;, (R"); si1 < p < oo.
v) Fj, (R") est une espace de Banach si min(p,q) > 1.
vi) S(R") — F; (R") — S§"(R") pour s € R et 0 < p,q < oo.
Pour la définition de H; (R™) et W (R™), voir la notation.
Proposition 3.6.2 i) Soient s > %, l<qg< xoup=1lets= %, alors

Fy (R") — L (R™).

ii) Sotent l <1 << o0 ,l<p<oetsceRona

FS (Rn) PN Fs

p,q1 Pq2”

iii) Soient py < p et s — prli R alors
F]fo,q (R") — F;fq.

iv) Pour tout entier m > s on a

W™ (R") — F?, (R).
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3.6. Extension aux espaces de Lizorkin-Triebel

v) Soient s € R, 0 <p< oo et q,t,v € [l,00]|. Alors

By (R") — FJ — By, <= 0<t<min(p,q) et max(p,q) <v < oo.

vi) Soient 0 <py <p<p; <o0,s€R. Onposea—pﬂozs—%zﬁ—pﬂl, alors

Ba

po’t(R")<—>F;q<—>Bs — 0<t<p<v <.

p1,v
vii) Soient 0 < p < p; < o0 et s — 2 =a— 2 alors

F5 (R") < F©

P1,9°

3.6.3 Théorémes de convergence

Ce paragraphe est consacrer e a des estimations du type de Yamazaki.
Proposition 3.6.3 Soit s >0, 1 < p,q < o0, et v > 1.

1. Il existe ¢ > 0, telle que

1
00 q
<c (ZQqu | fj|Q>
j=0

ij
j=0

Fyq(R™) P
Pour toute suite de fonctions {fj}jeN CSet suppfj contenue dans la boule |£]| < 27+.

2. 1l existe ¢ > 0, telle que

(ZQQijﬁ> <c s [0 11

S

Fp o (R™)
>0 lal<[5]+3

détient, pour tous f € S’ et pour tout 0 € C5° tel que supp 0 C {£ € R™ : vy~ < |¢| < v} Ici,
la séquence {f;},oy est défini par f; =0 (2 ) f.

3. Soit 0 < vy < vy < 27, .Alors il existe ¢ > 0, telle que

(ZQW |fj\q> <c|D f
p =0

320

Fs 4 (R™)

Pour toute suite de fonctions { f;},.y tel que suppfj C {2y < ¢ < 27}
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3.6. Extension aux espaces de Lizorkin-Triebel

3.6.4 Inégalité de Nikol’skii dans ’espace de Lizorkin-Triebel

Théoréme 3.6.1 Soit A > 0, s € R0 < ¢ < 00,et 0 < p < oo avec (f; (a:));’io une
suite de distributions tempérées telles que, pour tout j, suppfo C B(0.A) et suppfj -
{297A71 < |€] < 27 A} . Alors nous avons la suivante:

Si

(Zzﬂ‘sq i <:c>|q) <B.

p

Alors

o f(x) est défini de la méme maniére et appartiennent a F; (R").

° |/l

Fs ®r) < CB, avec une constante C ne dépendant que de n, A, s, p,et q.
p,q

Preuve. Voir [7],[10] =
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Conclusion générale

Conclusion générale

Nous avons présenté les istimation de type de Nikol’skii dans les espaces de Besov
B, (R") connu comme deux inégalités, inégalité de Nikol’skii discrétes et inégalité de

Nikoll’skii continues d’apreés les travaux de Triebel[10], Peetre[6],Moussai [7].Yamazaki [11].Bourdaud[4].
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