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Notation

Nous introduisons les notations et les définitions nécessaires qui sont utilisées par la suite.

N Ensemble des entiers naturels

N∗ Ensemble des entiers naturels non nuls

R Ensemble des réels

R+ Ensemble des réels positifs

RN Espace euclidien de dimension N

x vecteur de RN , x = (x1, x2, . . . , xN), xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ N

dx Mesure de Lebesgue de dimension N

B(x, r) La boule ouverte de centre x et de rayon r, B(x, r) = {y ∈ RN | |x− y| < r}
B(x,R) La boule fermée de centre x et de rayon R, telle que, B(x,R) = {y ∈ RN | |x− y| ≤ R}.
Ω Ouvert de RN muni de la mesure de Lebesgue

Ω La fermeture de Ω
u Fonction mesurable définie de Ω dans R
∇u Gradient de u,∇u = ( ∂u

∂x1
, ∂u
∂x2
, · · · , ∂u

∂xN
)

div v Divergence du vecteur v, divv = ∂v
∂x1

+ ∂v
∂x2

+ · · ·+ ∂v
∂xN

4u Laplacien de u,4u = ∂2u
∂x2

1
+ ∂2u

∂x2
2

+ · · ·+ ∂2u
∂x2

N

∆pu Le p laplacien de u, ∆pu = div
(
|∇u|p−2∇u

)
C(Ω) Espace des fonctions continues sur Ω
Ck(Ω) Dspace des fonctions continues sur Ω dont les dérivées partielles d’ordre ≤ k sont continues

sur Ω, k entier positif

C1(Ω,R) L’ensemble des fonctions différentiables et la dérivée est continue.

C∞(Ω) L’espace C∞(Ω) = ⋂∞
k=0C

k(Ω)
Lp(Ω) Lp(Ω) = {u : Ω→ Rmesurable |

∫
Ω |u|p dx <∞} (1 ≤ p <∞, constant)

L∞(Ω) L∞(Ω) = {u : Ω→ Rmesurable | ∃c ≥ 0 tell que |u(x)| ≤ c p.p x ∈ Ω}
p′ Conjugé de Hölder de p, p′ = p

p−1 si p > 1 et p′ =∞ si p = 1

p∗ L’exposant se Sobolev tel que : p∗ = Np

N − p
.

i



NOTATION

D(Ω) Espace des fonctions indéfiniment dérivables dans Ω, à support compact dans Ω
W 1,p(Ω) Espace de Sobolev des fonctions de Lp(Ω) dont les dérivées

partielles au sens des distribution d’ordre 1 sont également dans Lp(Ω),

muni de la norme ‖u‖W 1, p = ∑ ‖∂iu‖Lp

W 1,p
0 (Ω) La fermeture de D(Ω) dans W 1,p(Ω), c-à-d : D(Ω)W

1,p(Ω)

p.p. Presque partout.

T.A.F Théorème des accroissements finis.

T.C.D Théorème de convergence dominé de Lebesgue.

H1(Ω) u ∈ L2(Ω) et ∇u ∈ L2(Ω).

H1
0 (Ω) D(Ω)H

1(Ω)
.

E ↪→ F E s’injecte continûment dans F.

E ↪→c F E s’injecte d’une manière compacte dans F.

⇀ Converge faiblement.

→ Converge fortement.

E ′ Est le dual topologique de E ou l’espace des formes linéaire et continue sur E.

γ(A) Le genre de A.

D1,2(RN) est une espace de type Sobolev .

(u|v) Est la produit scalaire .

Université de M’sila



Introduction générale

Les méthodes variationnelles et la théorie des points critiques se sont révélées être des tech-

niques très utiles et populaires pour prouver l’existence de solutions aux problèmes aux limites

dans divers contextes, notamment les équations différentielles ordinaires, les équations aux dé-

rivées partielles, les problèmes impulsifs, etc.

Dans les applications, on établit que la solution proposée d’un problème aux limites (P ) est un

point critique d’une certaine fonctionnelle différentiable I : E −→ R sur un espace approprié

E, c’est à dire un point u dans l’espace où I ′(u) = 0. L’existence des points où les dérivées

s’annulent seramène à la résolution du problème. Dans ce cas là, le point critique u de la fonc-

tionnelle I est une solution faible du problème.

L’injection compacte et trés important pour résourdre les problèmes aux limites, là où nous

avons utiliser plusieur thèories afin de prouver l’existence des solutions. Mais lorsque l’expo-

sant atteint la valeur critique, nous perdons la propriété d’empilement, et de là, nous trouvons

de nombreuses difficultés aux quelles nous sommes confrontés pour trouver des solutions, et

ceci notre sujet.

L’injection compacte et trés important pour résourdre les problèmes aux limites, là où nous

avons utiliser plusieur thèories afin de prouver l’existence des solutions. Mais lorsque l’expo-

sant atteint la valeur critique, nous perdons la propriété d’empilement, et de là, nous trouvons

de nombreuses difficultés aux quelles nous sommes confrontés pour trouver des solutions, et

ceci notre sujet.

Dans le premier chapitre, on va introduire dans une section un rappel et certains notions et

propriétés des espaces de Lebesgue et à l’autre section, l’espace de Sobolev.

Dans le second chapitre, nous voulons introduit quelques définitions sur la notion de la dif-

férentiabilité, et la condition de palais smale, et le problème radial et la semi-continuité des

fonctions.

Pour le troisième chapitre, on va étudier un problème où le second membre est d’exposant

n’atteint pas la valeur critique de Sobolev, nous utilisons donc une méthode de minimisation

1



INTRODUCTION

direct pour résourdre le problème, où plus précisement, on prend le modèle suivant :{
−∆u+ q(x)u = f(u) + h(x) dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω.

Pour obtenir une solution, nous utilisons comme technique le théorème de coercivité, sous les

hypothèses suivantes :

(h1) Ω ⊂ RN est borné et ouvert, q ∈ L∞(Ω) et q(x) ≥ 0 p.p. dans Ω
(h2) h ∈ L2(Ω).

En fin, dans le quatrième chapitre. Nous nous limitons ici à un modèle tel que le second

membre d’exposant égale simple à la valeur critique{
−∆u = |u|2∗−2u,
u ∈ D1,2(RN).

La technique utilisé pour la démonstration est consacre à un modèle simple où la compacité

n’est pas guarantie, le manque de compacité peut prendre plusieurs formes, mais dans notre

modèle,les suites minimisantes sont peut être borneés mais pas pré-compactes dans l’espace

fonctionnel considéré,cela conduit à utiliser une nouvelle téchnique dans le cadre de la

Université de M’sila



CHAPITRE 1

ESPACES FONCTIONNELS CLASSIQUES ET
GÉNÉRALITÉS

théories de minimisation.

Ce chapitre constitue un rappel de quelques préliminaires et résultats nécessaires pour la

suite de ce travail. On citera en particulier certains résultats élémentaires des espaces fonction-

nels.

1.1 Définitions et propriétés élémentaires des espaces Lp(Ω)

Dans ce que suit, Ω désigne un ouvert de RN muni de la mesure de Lebesgue dx.

Définition 1.1 (Voir [1]). Soit p ∈ R avec 1 ≤ p <∞, on pose

Lp(Ω) =
{
f : Ω→ R, f mesurable et

∫
Ω
|f(x)|p dx <∞

}
.

On note

‖ f ‖Lp=
[∫

Ω
|f(x)|p dx

]1/p
.

On peut vérifier facilement que ‖ . ‖Lp définit une norme sur l’espace vectoriel Lp(Ω) ce qui

montre que Lp(Ω) est un espace normé.

Définition 1.2. On défini l’espace L∞(Ω) par,

L∞(Ω) =
{
f : Ω→ R, f est mesurable . ∃ C > 0 t.q |f(x)| ≤ C p.p. sur Ω

}
.

L∞(Ω) est une espace normé quand le munit par la norme :

‖ f ‖L∞= inf
{
C ; |f(x)| ≤ C p.p sur Ω

}
.

Notation Soit 1 ≤ p ≤ ∞, on désigne par p′ l’exposant conjugués de p c’est à dire :

1
p

+ 1
p′

= 1 ou p′ = p

p− 1

3



1.1. DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES DES ESPACES LP (Ω)

Proposition 1.1 (Inégalité de Hölder). (voir [1]) Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp′(Ω) avec

p ∈ [1,∞] alors f.g ∈ L1(Ω) et : ∫
Ω
|fg| ≤‖ f ‖Lp‖ g ‖Lp′ .

Proposition 1.2 (Inégalité de Hölder généralisé). (voir [1]) Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp
′(Ω) avec

1 ≤ p ≤ ∞ et soit r > 0 tel que :
1
p

+ 1
p′

= 1
r

, on a :

‖ fg ‖r≤‖ f ‖p‖ g ‖p′ .

Proposition 1.3 (Inégalité de Young). (voir [1]) ∀a ≥ 0, ∀b ≥ 0, supposons que :

1 < p <∞
ab ≤ 1

p
ap + 1

p′
bp
′
.

L’écriture fn(x) −→ f(x) p.p sur Ω, signifie que la suite fn(x) converge vers f(x) presque

partout sur Ω.

Théorème 1.1 (Convergence dominée de Lebesgue). (Voir [1])

Soit (fn) une suite des fonctions de L1(Ω). On suppose que :

(I) fn(x) −→ f(x) p.p sur Ω,

(II) il existe une fonction g ∈ L1(Ω) telle que pour chaque n, |fn(x)| ≤ g(x) p.p. sur Ω 1.

Alors f ∈ L1(Ω) et ‖ fn − f ‖L1−→ 0.

Théorème 1.2 (Convergence dominée de Lebesgue inverse). (Voir [1]) Soient (fn) une suite de

Lp et f ∈ Lp, tels que : ‖ fn − f ‖Lp−→ 0. Alors, il existe une sous suite extraite (fnk
) telle que :

a) fnk
(x) −→ f(x) p.p. sur Ω

b)
∣∣∣∣fnk

(x)
∣∣∣∣ ≤ h(x) ∀k et p.p. sur Ω avec h ∈ Lp

Le résultat suivant introduite quelques propriétés topologiques des espaces de Lebesgue.

Théorème 1.3 (Voir [1]). 1. L’espace Lp(Ω) est de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞,

2. L’espace Lp(Ω) est séparable pour 1 ≤ p <∞,

3. L’espace Lp(Ω) est réflexif pour 1 < p <∞.

Définition 1.3 (La convergence faible et forte). (voir [12]) Soit (xn)n≥1 une suite de l’espace

vectoriel normé (E, ‖ . ‖E) et soitE ′ son dual topologique 2. On dit que (xn) converge faiblement

dans E s’il existe un élément x ∈ E tel que :

∀f ∈ E ′, lim
n→+∞

f(xn) = f(x). ou
(
〈f, xn〉 → 〈f, x〉

)
1. On dit que g est une majorante intégrable des fonctions (fn)
2. l’espace des formes linéaire et continues sur E, E′ = L(E,R)

Université de M’sila



1.2. L’ESPACE W 1,P (Ω)

Notation : On notera xn ⇀ x, ou xn
E
⇀ x pour être précis, la convergence faible dans E. On

notera de même xn −→ x, ou xn
E−→ x pour être précis, la convergence forte dans E (c’est à dire

la convergence en norme).

1.2 L’espace W 1,p(Ω)

1.2.1 Définition et propriétés topologiques

Soit Ω un ouvert de RN , on note par D(Ω) l’espace des fonctions de classe C∞ et de support

compacte inclus dans Ω.

Définition 1.4 (voir [1]). L’espace de Sobolev W 1,p(Ω) est définie par :

W 1,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω), ∃gi ∈ Lp(Ω), tel que :

∫
Ω
u
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫
giϕ, ∀ϕ ∈ D(Ω),∀i ∈ 1.n

}
.

En particulier, pour p = 2, on pose :

H1(Ω) = W 1,2(Ω).

pour u ∈ W 1,2(Ω) on note

∂u

∂xi
= gi et ∇u =

(
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, ...,

∂u

∂xN

)
.

∇u est appelé la dérivé au sens faible de g.

L’espace W 1,p est muni de la norme :

‖ u ‖W 1,p=‖ u ‖Lp + ‖ ∇u ‖Lp .

(ou parfois, si 1 < p <∞, de la norme équivalente [‖ u ‖pLp + ‖ ∇u ‖pLp ]1/p).

Proposition 1.4. L’espace H1(Ω) est un espace de Hilbert quand le muni par le produit scalaire

(u, v)H1 = (u, v)L2 + (∇u,∇v)L2 ;

La norme associée :

‖ u ‖H1=
[
‖ u ‖2

L2 + ‖ ∇u ‖2
L2

]1/2
.

est équivalent de la norme de W 1,2(Ω).

Voici quelques propriétés topologiques de l’espace de Sobolev W 1,p(Ω).

Proposition 1.5.

(I) L’espace W 1,p(Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞,

(II) l’espace W 1,p(Ω) est réflexif pour 1 < p <∞ et séparable pour 1 ≤ p <∞,

(III) l’espace H1(Ω) est espace de Hilbert séparable.

Université de M’sila



1.2. L’ESPACE W 1,P (Ω)

1.2.2 Injections de Sobolev

Le but de cette section est de découvrir quelques injections continues et compactes concer-

nant aux espaces de Sobolev. Rappelons qu’un opérateur linéaire T entre deux espaces vecto-

riels topologiques (par exemple normé) E et F est dit compact si l’image par T de toute partie

bornée de E est relativement compact (adhérance compacte) dans F . Plus précisément Pour

toute suite (xn) une suite bornée dans E, on peut extraire une sous suite un = (T (xnk
))nk∈N de

la suite un = T (xn) converge dans F .

Si E s’injecte continûment dans F , le caractère compacte de cette injection entraîne que toute

suite faiblement convergente est fortement convergente dans l’espace d’arrivée.

Notation

1.E s’injecte d’une manière continue dans F , signifie que l’injection canonique j : E → F est

continue et on le note par E ↪→ F .

2.E s’injecte d’une manière compacte dans F , signifie que l’injection j : E → F est compacte et

on le note par E ↪→c F .

Si 1 ≤ p < N , l’exposant de Sobolev de p est définie par :

p∗ = Np

N − p
.

ou :
1
p∗

= 1
p
− 1
N
.

Théorème 1.4. ([1]) Soit 1 ≤ p ≤ ∞. On suppose que Ω est un ouvert de classe C1, borné, ou

bien Ω = RN
+ :

(I) Si 1 ≤ p < N , alors W 1,p ↪→ Lp
∗(Ω),

(II) Si p = N , alors W 1,p ↪→ Lq(Ω) ∀q ∈ [p,+∞[ ,

(III) Si p > N , alors W 1,p ↪→ L∞(Ω).

Théorème 1.5 (Rellich-Kondrachov). ([1]). On suppose que Ω borné de classe C1. On a

(I) Si p < N , alors W 1,p ↪→c L
q(Ω), ∀q ∈ [1, p∗[ ,

(II) Si p = N , alors W 1,p ↪→c L
q(Ω), ∀q ∈ [1,+∞[ ,

(III) Si p > N , alors W 1,p ↪→c C(Ω̄),

1.2.3 L’espace W 1,p
0 (Ω)

Définition 1.5 ([1]). Étant donné 1 ≤ p <∞, on désigne par W 1,p
0 (Ω) la fermeture de D(Ω) dans

W 1,p(Ω) c’est à dire W 1,p
0 (Ω) = D(Ω)W

1,p(Ω)
.

Université de M’sila



1.2. L’ESPACE W 1,P (Ω)

On note H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω).

L’espace W 1,p
0 (Ω) est munit de la norme induite par W 1,p(Ω), l’espace H1

0 (Ω) est munit du pro-

duit scalaire induit par H1(Ω).

Proposition 1.6 ([1]). L’espace W 1,p
0 (Ω) est un espace de Banach séparable, il est de plus réflexif pour

1 < p <∞. L’espace H1
0 (Ω) est un espace de Hilbert séparable.

Remarque 1.1. Lorsque Ω = RN . On sait queD(RN) est dense dans W 1,p(RN) et par conséquent

W 1,p
0 (RN) = W 1,p(RN).

Le résultat suivant fournit une caractérisation essentielle de base des fonctions dans l’es-

pace W 1,p
0 (Ω).

Théorème 1.6. ([1]) Soit u ∈ W 1,p(Ω), alors u ∈ W 1,p
0 (Ω) si et seulement si u = 0 sur ∂Ω.

Proposition 1.7 (Inégalité de Poincaré). ([1]) Soit Ωun ouvert, borné alors il existe une constante C

(dépendant de |Ω| et p) telle que :

‖ u ‖Lp≤ C ‖ ∇u ‖Lp ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω) (1 ≤ p <∞).

Autrement dit, sur W 1,p
0 (Ω) la quantité ‖ ∇u ‖Lp est une norme équivalente à la norme usuelle de

W 1,p(Ω).

1.2.4 L’espace D1,2(RN)

Définition 1.6. Soit N ≥ 3 et soit le nombre critique 2∗ = 2N
N − 2 . On définit l’espace D1,2(RN)

par :

D1,2(RN) =
{
u ∈ L2∗(RN)| ∂u

∂xi
∈ L2(RN), i = 1, 2, ...N

}
Cet espace a une structure Hilbert lorsqu’il est muni du produit scalaire :

(u|v) =
∫
RN
∇u.∇vdx,

de sorte que la norme correspondante est

‖u‖ =
√

(u|u) =
( ∫

RN
|∇u|2dx

) 1
2
.

L’espace C∞0 (RN) est dense dans D1,2(RN). On a H1(RN) ⊂ D1,2(RN), mais il existe des

fonctions, par exemple

u(x) = 1
(1 + |x|)N

2
,

qui sont dans D1,2(RN) mais n’est pas dans L2∗(RN), et par suite n’est pas dans H1(RN).
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1.2. L’ESPACE W 1,P (Ω)

L e résultat suivant introduit une injection important pour ce type des espaces.

Théorème 1.7. soit N ≥ 3. On a

D1,2(RN) ↪→ L2∗(RN)

Cet injection est continue et n’est pas compacte. plus précisement, il existe une constante C > 0
ne dépend pas de u telle que :

|u|q ≤ C‖u‖ ∀u ∈ H1
0 (Ω),

Les inégalités de ce type sont souvent appelées inégalités de type Sobolev.

Université de M’sila



CHAPITRE 2

RAPPEL SUR LA THÉORIE DU POINTS
CRITIQUES

2.1 Définitions et principe de minimisation

Définition 2.1. 1. On dit qu’une fonctionnelle f : X → R est semi-continue inférieurement

(s.c.i) au point x0, si pour chaque suite (xn) ⊂ Ω, telle que xn → x0, on a

f(x0) ≤ lim inf
n→∞

f(xn).

2. On dit que f est semi-continue supérieurement (s.c.s.) au point x0, si pour toute suite

(xn) ⊂ Ω, telle que xn → x0, on a

f(x0) ≥ lim sup
n→∞

f(xn).

exe 2.1. 1. Soit la fonctionnelle f : R→ R définie par

f(x) =
{
−2 si x ≤ 0
2 si x > 0.

Alors f est semi-continue inférieurement (s.c.i.) à x0 = 0 mais n’est pas semi-continue

supérieurement.

2. Soit la fonctionnelle f : R→ R définie par

f(x) =
{
−2 si x < 0
2 si x ≥ 0.

Alors f est semi-continue supérieurement (s.c.s.) à x0 = 0 mais n’est pas semi-continue

inférieurement.

Définition 2.2. 1. Une fonctionnelle f : X → R est dite faiblement semi-continue inférieu-

rement (f.s.c.i.) au point x0, si pour chaque suite (xn) ⊂ Ω telle que xn ⇀ x0, on a

f(x0) ≤ lim inf
n→∞

f(xn).
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2.2 Dérivés d’une fonctionnelle et points critiques

2. On dit que f est faiblement semi-continue supérieurement (f.s.c.s.) au point x0, si pour

toute suite (xn) ⊂ Ω, telle que xn ⇀ x0, on a

f(x0) ≥ lim sup
n→∞

f(xn).

Remarque 2.1. 1. On remarque que la fonctionnelle J définie sur un espace de Hilbert H

par

J : u→ ‖u‖2,

est faiblement semi-continue inférieure (f.s.c.i.).

2. Il est facile de voir que si f est continue en x0, alors f est (s.c.s.) et (s.c.i) et inversement.

3. Si f est faiblement continue en x0, alors f est (f.s.c.s.) et (f.s.c.i.) et inversement.

2.1.1 Faiblement semi-continue inférieurement

Définition 2.3. (Suite minimisante) Une suite minimisante d’une fonctionnelle J : X −→ RN

est une suite (xn) telle que

lim
n−→+∞

J(xn) = inf
x∈X

J(x).

Théorème 2.1. Soit X un espace de Banach réflexif, et J une fonctionnelle définie sur X , telle

que

1. J est (f.s.c.i),

2. La suite minimisante de J est bornée sur X,

alors J atteint son infimum sur X .

Fonction radiale

Définition 2.4. Une fonction radiale est une fonction définie sur Rn dont la valeur à chaque

point ne dépend que la distance entre ce point et l’origine

Autrement-dit :une fonction f : Rn → R est dite radiale si elle est invariante pour toute les

rotations conservant l’origine.

Autrement dit : une fonction f : Rn → R est dite radiale autour de l’origine s’il existe une

fonction F sur intervalle ]0, ε] telle que f(x) = F (r) (ou r = d(0, x))

2.2 Dérivés d’une fonctionnelle et points critiques

Dans ce que suit, on introduit quelque notions des dérivées pour des fonctions définies sur

des espaces de Banach. Nous commençons par celle de la dérivée directionnelle.
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2.2 Dérivés d’une fonctionnelle et points critiques

2.2.1 Dérivé au sens de Gâteau

Définition 2.5. ([4]) Soit E un espace de Banach, Ω ⊆ E un ensemble ouvert et soit I : Ω −→ R
une fonctionnelle. On dit que I est différentiable au sens de Gâteau (G-différentiable) en u ∈ Ω,

s’il existe A ∈ E ′ (A linéaire et continue), noté par I ′G(u) tel que, pour tout v ∈ E, où I(u + tv)
existe pour t > 0 assez petit, la dérivée directionnelle DI(u) existe c-à-d :

lim
t→0

I(u+ tv)− I(u)
t

= 〈A, v〉. (2.1)

Si I est différentiable au sens de Gâteau en u, il existe seulement une fonctionnelle linéaire

vérifié (2.1).

exe 2.2. Soit I : Lp(Ω)→ R ; I(u) =
∫
Ω |u|

p dx, I est G-différentielle et on a :

〈I ′G(u), v〉 = p
∫

Ω
|u|p−2uvdx

En effet, soit x ∈ Ω, t suffisamment petit fixé et on définie

gu,v(s) = |u+ sv|p , s ∈ [0, t]

Soit gu,v : [0, t] → R, on a gu,v est continue sur l’intervalle fermé [0, t] et dérivable sur l’inter-

valle ouvert ]0, t[, alors d’après le théorème des accroissements finis, il existe un réel ct ∈]0, t[
vérifiant :

|u+ tv|p − |u|p = gu,v(t)− gu,v(0)

= g′u,v(ct)t
|u+ tv|p − |u|p

t
= g′u,v(ct)

= p|u+ ctv|p−2(u+ ctv)v.

et lorsque t→ 0, On a : ct → 0

lim
t→0

|u+ tv|p − |u|p

t
= lim

ct→0
p|u+ ctv|p−2(u+ ctv)v

= p |u|p−2 uv

d’après le théorème de convergence de Lebesgue, on a :

〈I ′(u), v〉 = p
∫

Ω
|u|p−2uv

Et on définit :

A : Lp(Ω) −→ R

v −→ A(v) = p
∫

Ω
|u|p−2uv
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2.2 Dérivés d’une fonctionnelle et points critiques

On démontre que A ∈ (Lp(Ω))′ = Lp
′(Ω). I.e. A est linéaire et continue.

A est linéaire, en effet : Soit v1, v2 ∈ Lp(Ω) et soit α, β ∈ R :

A(αv1 + βv2) = p
∫
|u|p−2u(αv1 + βv2)

= p
[∫
|u|p−2uαv1 +

∫
|u|p−2uβv2

]
= αp

∫
|u|p−2uv1 + βp

∫
|u|p−2uv2

= αA(v1) + βA(v2)

Donc, A est linéaire.

A est continue, en effet : Pour tout u, v ∈ Lp(Ω)∣∣∣∣p ∫ |u|p−2uv

∣∣∣∣ ≤ p
∫
|u|p−1|v|

≤ p
( ∫
|u|(p−1)p′

) 1
p′
( ∫
|v|p

)1
p

≤ p
( ∫
|u|

(p−1)(
p

p− 1 ))p− 1
p

( ∫
|v|p

)1
p

=‖ u ‖p−1
Lp ‖ v ‖Lp .

Alors A est continue. Donc, la fonctionnelle est G-différentiable.

2.2.2 Dérivé au sens de Fréchet

Définition 2.6. ([4]) Soit E un espace de Banach, Ω ⊆ E un ensemble ouvert et soit I : Ω −→ R
une fonctionnelle. On dit que I est différentiable au sens de Fréchet en u ∈ Ω, s’il existe A ∈ E ′

tel que :

lim
‖v‖→0

I(u+ v)− I(u)− Av
‖ v ‖

= 0.

ou

I(u+ v)− I(u) = Av + o(‖ v ‖).

si I est différentiable, alors A est unique et on note I ′(u) = A. L’ensemble des fonctions diffé-

rentiables sera noté C1(Ω,R).

Proposition 2.1. Supposons que Ω ⊆ E un ensemble ouvert, tel que I Gâteau différentiable dans Ω et

que I ′G est continue en u ∈ Ω. Alors I est aussi différentiable en u, et bien sur I ′G(u) = I ′(u).

Remarque 2.2. L’importance de la proposition 2.1 réside dans le fais qu’il est souvent techni-

quement plus facile de calculer la dérivée au sens de Gâteau et ensuite de prouver qu’il est

continu, plutôt que de prouver directement la différentiabilité au sens de Fréchet.
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2.3 Condition de Palais Smale

2.2.3 Points critiques

Définition 2.7. ([4]) Soient Ω un ouvert d’un espace de Banach E. Supposons que I ∈ C1(Ω,R)
On dit que u ∈ Ω est un point critique de I , si :

I ′(u) = 0.

Si u n’est pas un point critique, alors on dit que u est un point régulier de I .

Si c ∈ R, alors on dit que c est une valeur critique de I , s’il existe u ∈ Ω tel que

I(u) = c et I ′(u) = 0.

Si c n’est pas une valeur critique, alors on dit que c est une valeur régulière de I .

2.3 Condition de Palais Smale

La condition de Palais Smale joue un rôle assez semblable pour des suites sur lesquelles la

fonctionnelle prend des valeurs tendant vers une valeur critique potentielle et pas seulement

vers la borne inférieure. C’est une condition à priori, à vérifier au cas par cas sur chaque fonc-

tionnelle. Indépendamment de l’existence ou non des valeurs critiques. Elle sera par contre un

ingrédient essentiel pour montrer cette existence dans un certain de nombre de cas.

Définition 2.8. Soit E un espace de Banach et I : Ω −→ R de classe C1. On dit que I vérifie la

condition de Palais Smale (au niveau c) si de toute suite un de Ω telle que :

I(un) −→ c dans R et I ′(un) −→ 0 dans E ′.

Alors, on peut extraire une sous suite convergente.

Remarque 2.3.

i) La condition de Palais Smale ne préjuge pas de l’existence d’une valeur critique. Elle dit

seulement que si on a une telle suite un, celle ci est nécessairement relativement compacte. Pour

l’utiliser effectivement de façon utile, il faudra pouvoir démontrer par un autre biais qu’une

telle suite existe.

ii) Les deux hypothèses sont indépendantes. En effet même si c = infΩ I , on peut parfaitement

avoir une sous suite minimisante un telle que I ′(un) 9 0.
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CHAPITRE 3

ETUDE D’UN POBLÈME COMPACT PAR UNE
TECHNIQUE DE MINIMISATION

Tout au long de ce chapitre, nous montrons comment les techniques basées sur des argu-

ments de minimisation peut être utilisé pour établir des résultats d’existence pour divers types

de problèmes.Où on possède la compacité des injection.

3.1 Présentation du problème coercitif

On commence par le problème suivant, en tout au long de ce chapiter ,on vent trouver une

solution (faible) de : {
−∆u+ q(x)u = f(u) + h(x) dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω. (3.1)

Dans cette section, le cadre général est spécifié par les hypothèses

(h1) Ω ⊂ RN est borné et ouvert, q ∈ L∞(Ω) et q(x) ≥ 0 p.p. dans Ω
(h2) h ∈ L2(Ω).

On munit H1
0 (Ω) par le produit scalaire suivant :

〈u, v〉 =
∫

Ω
∇u.∇vdx+

∫
Ω
q(x)uvdx, (3.2)

et on note par ‖.‖ la norme induite, équivalente à la norme standard.

Remarque 3.1. En hypothèse (h1), l’exigence q(x) ≥ 0, p.p. est utilisé uniquement pour obtenir

λ1(−∆ + q(x)) > 0, ce qui garantit que (3.2) est en effet un produit scalaire et que la norme

induite est équivalente à la norme standard de H1
0 (Ω), on commence par faire l’hypothèse sui-

vante sur le terme non linéaire f.

(h3) f : R→ R est continue et bornée.

On pose F (t) =
∫ t

0 f(s)ds pour démontrer le résultat d’existence, on a besoin de définire la

fonctionnelle I : H1
0 (Ω)→ R qui définie par :

I(u) = 1
2

∫
Ω
|∇u|2dx+ 1

2

∫
Ω
q(x)u2dx−

∫
Ω
F (u)dx−

∫
Ω
hudx

= 1
2‖u‖

2 −
∫

Ω
F (u)dx−

∫
Ω
hudx

14



3.1 Présentation du problème coercitif

Lemme 3.1. I est une fonctionelle de classe C1 et :

〈I ′(u), φ〉 =
∫

Ω
∇u.∇ϕdx+

∫
Ω
q(x)uϕdx−

∫
Ω
f(u)ϕdx−

∫
Ω
hϕdx

De plus, les points critiques de I sont des solutions faibles de (3.1)

3.1.1 Résultats d"existence

Théorème 3.1. Sous les hypothèses (h1), (h2), et (h3) Problème (3.1) admet au moins une solu-

tion dans H1
0 (Ω).

Remarque 3.2. L’idée de la preuve est que puisque f est bornée, le terme
∫

Ω F (u)dx devrait

croître au plus linéairement par rapport à ‖u‖, ainsi que le dernier terme. Si cela est vrai, la

fonctionnelle I peut être vue comme une perturbation «au plus linéaire» du terme quadratique

‖u‖2. Cela suggère l’existence d’un minimum global. Maintenant,on voit comment tout ça fonc-

tionne vraiment

Démonstration. Preuve Nous le décomposons en deux étapes. Nous utilisons à plusieurs re-

prises Hölder et Sobolev inégalités.

Étape 1. La fonctionnel I est coercitive. Notez d’abord que puisque f est borné, alors il existe

M > 0 telle que pour tout t ∈ R on a :

|F (t)| ≤M |t|.... (∗∗)

D’où : ∣∣∣∣ ∫
Ω
F (u)dx

∣∣∣∣ ≤M
∫

Ω
|u|dx ≤ C‖u‖,

où la dernière inégalité vient de la continuité de l’injection de H1
0 (Ω) dans L1(Ω). Cela confirme

l’idée de la croissance linéaire comme dans la remarque précédente. Ainsi

I(u) = 1
2‖u‖

2 −
∫

Ω
F (u)dx−

∫
Ω
hudx

≥ 1
2‖u‖

2 − C‖u‖ − |h|2|u|2

≥ 1
2‖u‖

2 − C‖u‖,

ce qui montre que I est coercive .

Étape 2. Le minimum de I est atteint : en effet, on pose :

m = inf
u∈H1

0 (Ω)
I(u).
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3.1 Présentation du problème coercitif

L’étape 1 montre que m > −∞, donc il suffit du fait qu’il est atteint.

Soit {uk}k ⊂ H1
0 (Ω) une suite minimisante de I, à partir de l’étape 1, on a immédiatement que

{uk}k est borné dans H1
0 (Ω), et donc on peut supposer qu’il y a une sous-suite, notée uk, vérifie

que :

1. • uk ⇀ u dans H1
0 ; (faiblement)

2. • uk −→ u dans L2(Ω); (faiblement)

3. • uk(x) −→ u(x) p.p dans Ω;

4. • il existe w ∈ L2(Ω) tel que |uk(x)| ≤ w(x) p.p dans Ω pour tout k.

Puisque F est continue, on déduit que F (uk(x)) −→ F (u(x)), p.p dans Ω, et d’après la relation

(**),on a également

|F (uk(x))| ≤M |uk(x)| ≤Mw(x) p.p dans Ω

Pour tout k. comme Ω est borné, w ∈ L1(Ω), et par la convergence dominée de Lebesgue on

obtient F (uk) −→ F (u) dans L1(Ω); en particulier,∫
Ω
F (uk)dx −→

∫
Ω
F (u)dx.

On a aussi, bien sûr, ∫
Ω
hukdx −→

∫
Ω
hudx et ‖u‖2 ≤ lim inf

k
‖uk‖,

par faiblement la semi-continuité inférieurement de la norme. Ainsi

I(u) = 1
2‖u‖

2 −
∫

Ω
F (u)dx−

∫
Ω
hudx

≤ lim inf
k

1
2‖uk‖

2 − lim
k

∫
Ω
F (uk)dx− lim

k

∫
Ω
hukdx

= lim inf
k

(1
2‖u‖

2 −
∫

Ω
F (uk)dx−

∫
Ω
hukdx

)
= lim inf

k
I(uk) = m.

Mais u ∈ H1
0 (Ω), de sorte que I(u) ≥ m, ce qui montre que I(u) = m. Par conséquent u est un

minimum global pour I, et donc c’est un point critique, d’ou u une solution de (3.1).

Remarque 3.3. La bornétude de f dans le résultat précédent a été utilisée pour montrer que le

terme non linéaire
∫

Ω F (u)dx ne détruit pas les propriétés de croissance de I hérité par le terme

‖u‖2. Cela était du, comme on a vu, le terme non linéaire croît au plus linéairement. ça ce n’est
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3.1 Présentation du problème coercitif

pas vraiment nécessaire, il suffit que ce terme pousse moins que quadratiquement. Voyons quel

genre d’hypothèses nous pouvons utiliser dans ce sens les deux résultats suivants.

On commençe par remplacer la condition de bornétude (h3) par l’hypothèse de croissance

(h4) f : R→ R est continue et il existe σ ∈ (0, 1) et a, b > 0 tel que

|f(t)| ≤ a+ b|t|σ ∀t ∈ R.

Ainsi f n’est pas bornée, mais est autorisé à croître de manière soulinéaire (σ < 1). Ça implique

que F croît au plus "sous quadratiquement", en ce sens que pour certains a1, b1 > 0,

|F (t)| ≤ a1 + b1|t|σ+1 ∀t ∈ R

avec σ + 1 < 2.

Théorème 3.2. Sous les hypothèses (h1), (h2) et (h4), le problème (3.1) admet ou moins une

solution dans H1
0 (Ω).

Démonstration. En travaillant comme dans la preuve précédente, nous montrons d’abord que I

est coercitive. En utilisant le fait que σ + 1 < 2 on a∣∣∣∣ ∫
Ω
F (u)dx

∣∣∣∣ ≤ a1|Ω|+ b1

∫
Ω
|u|σ+1dx ≤ C1 + C2‖u‖1+σ,

grâce à la continuité de l’encastrement H1
0 (Ω) ↪→ Lσ+1(Ω). Puis

I(u) = 1
2‖u‖

2 −
∫

Ω
F (u)dx−

∫
Ω
hudx

≥ 1
2‖u‖

2 − C1 − C2‖u‖σ+1 − |h|2|u|2

≥ 1
2‖u‖

2 − C2‖u‖σ+1 − C3‖u‖ − C1

D’où la coercivité de I .

Soit maintenant {uk}k ⊂ H1
0 (Ω) est une suite minimisante pour I. Comme dans la preuve de

Theorem 3.1 dessus,{uk}k est bornée et donc, admet une sous-suites, il converge faiblement à

certains u ∈ H1
0 (Ω) et satisfait aux mêmes propriétés que dans le précédent cas. Ensuite, en

raisonnant comme nous l’avons fait ci-dessus, nous obtenons à nouveau∫
Ω
F (uk)dx→

∫
Ω
F (u)dx,

de sorte que

I(u) ≤ lim inf
K

(1
2‖uk‖

2 −
∫

Ω
F (uk)dx−

∫
Ω
hukdx

)
= lim inf

K
I(uk) = inf

H1
0 (Ω)

I

La fonction u est un minimum global, donc un point critique de I, et nous avons trouvé une

solution de (3.1).
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3.1 Présentation du problème coercitif

(h5) f : R→ R est continue et il existe a > 0 et b ∈ (0, λ1) tel que

|f(t)| ≤ a+ b|t| ∀t ∈ R.

En intégrant, il s’ensuit immédiatement que en intégrant, il s’ensuit immédiatement que

|F (t)| ≤ a|t|+ b

2 |t|
2 ∀t ∈ R.

Théorème 3.3. Sous les hypothèses (h1), (h2) et (h5), le problème (3.1) admet au moins une

solution.

Démonstration. Pour vérifie le terme
∫

Ω F (u)dx on utilise la caractérisation de la première valeur

propre, Théorème 1.7.6 (voir [3], page 33), on a∣∣∣∣ ∫
Ω
F (u)dx

∣∣∣∣ ≤ a
∫

Ω
|u|dx+ b

2

∫
Ω
|u|2dx ≤ C‖u‖+ b

2λ1
‖u‖2,

de sorte que

I(u) = 1
2‖u‖

2 −
∫

Ω
F (u)dx−

∫
Ω
hudx ≥ 1

2‖u‖
2 − C‖u‖ − 1

2
b

λ1
‖u‖2 − |h|2|u|2

≥ 1
2

(
1− b

λ1

)
‖u‖2 − C1‖u‖.

Depuis b < λ1, le fonctionnel est coercive. Le reste de la preuve est exactement comme dans les

théorèmes précédents.
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CHAPITRE 4

PROBLÈME AVEC L’EXPOSANT CRITIQUE DE
SOBOLEV

Nous discutons dans ce chapitre un example où le terme non linéaire a une croissance cri-

tique. C’est l’un des cas les plus dramatiques de perte de compacité et a été étudié de manière

intensive au cours des 35 dernières années, à commencer par l’article pionnier [10]. On va pré-

senter ici un cas simple, dans le but de maitriser quelques techniques impliquées.

4.1 Présentation du problème du prototype

On considère dans RN , avec N ≥ 3, l’équation suivante

−∆u = |u|2∗−2u. (4.1)

Formellement, les solutions de (4.1) devraient apparaître comme des points critiques de la fonc-

tionnelle

J(u) = 1
2

∫
RN
|∇u|2dx− 1

2

∫
RN
|u|2∗dx. (4.2)

Il n’est pas commode de penser à J est défini sur H1(RN), car dans cet espace le premier inté-

grale dans J n’est pas une norme, ce qui pose des difficultés. Pour cela on travaille dans l’espace

D1,2(RN) que nous avons introduit dans la sous-section 1.2.4. Le problème devient alors :{
−∆u = |u|2∗−2u,
u ∈ D1,2(RN). (4.3)

On sait que l’injection D1,2(RN) ↪→ L2∗(RN) est continue, mais n’est pas compacte, même pas

au sens local, comme nous le précisons maintenant. Clairement, puisque nous travaillons dans

RN , il y a un manque de compacité dû au l’invariance sous les translations. Cependant dans ce

cas il y a un problème encore plus sérieux, qui découle de l’invariance sous mises à l’échelle,

comme suit. Soit v ∈ C∞0 (RN) (Par conséquent v ∈ D1,2(RN)) est une fonction fixée, pour λ > 0,
on pose

vλ(x) = λ
N−2

2 v(λx).

On a le résultat préliminaire suivant :
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4.2 Résolution du problème(4-3)

Lemme 4.1. On a : ∫
RN
|∇vλ|2dx =

∫
RN
|∇v|2dx pour tout λ > 0

et

vλ ⇀ 0 dans D1,2(RN) pour λ −→ 0 ou λ −→ +∞.

et on a aussi ∫
RN
|vλ|2

∗
dx =

∫
RN
|v|2∗dx pour chaque λ > 0. (4.4)

De sorte que {vλ} n’est pas précompacte dans L2∗(RN). Cela se produit exactement parce

que l’exposant est 2∗. En ce qui concerne la discussion informelle sur la perte de compacité

menée dans la section précédente, nous devons faire face ici à de nouvelles manières dont ce

phénomène se déroule. En effet, en supposant fixer les idées que v(0) 6= 0, on voit que lorsque

λ −→ 0 les fonctions vλ ∈ C∞0 (RN) tendent à zéro uniformément, tandis que
∫
RN |u|2∗dx est

maintenu constant (voir (4.4)). On peut dire que la «masse» se répand partout. Au contraire,

sie λ −→ +∞, alors vλ(x) −→ 0 pour tout x 6= 0, tandis que vλ(0) −→ +∞, et encore (4.4)

est vrai, c’est la fameuse perte de compacité par concentration, que l’on rencontre dans chaque

problème de croissance critique, même sur des domaines bornés.

4.2 Résolution du problème(4-3)

La partie difficile de la preuve du résultat principal de cette section sera consacrée l’analyse

des suites minimisantes pour comprendre les conséquences de la concentration de masse. La

première chose à faire si l’on veut résoudre (4.3), on a besoin de introduire l’espace suivant :

Dr = {u ∈ D1,2(RN)|u est radial}

Définition 4.1. On dit que u ∈ D1,2(RN) est une solution faible du problème (4.3) si et seulement

si : ∫
RN
∇u.∇vdx =

∫
RN
|u|2∗−2.u.vdx ∀v ∈ D1,2(RN).

Lemme 4.2. La fonctionnelle J est de classe C1(D1,2(RN),R) et on a :

〈J ′G(u), v〉 =
∫
RN
∇u∇vdx−

∫
RN
|u|2∗−1uvdx

De plus, les pointes critiques de J sont des solutions faibles du problème (4.3)

Démonstration. De la même manière avec l’example 2.2, on peut trouver :

〈J ′G(u), v〉 =
∫
RN
∇u.∇vdx−

∫
RN
|u|2∗−2u.vdx, ∀u, v ∈ D1,2(RN).
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Il reste de prouver que J ′G(u) : D1,2(RN)→ (D1,2(RN)′) est continue ; en effet, soit (un) une suite

de D1,2(RN) telle que un → u dansD1,2(RN). on peut voire que :

• un → u dans D1,2(RN)
• un → u dans L2∗(RN) quand n→ +∞
• un(x)→ u(x) p.p dans RN quand n→ +∞ et pour une sous-suite.

Il existe w ∈ L2∗(RN) telle que |un(x)| ≤ w(x) p.p dans RN et pour tout n ∈ N, pour tout

v ∈ D1,2(RN) avec ‖v‖ = 1 on a :

|〈J ′G(un)− J ′G(u), v〉| =
∣∣∣∣ ∫

RN
∇un∇vdx−

∫
RN
|un|2

∗−2unvdx−
∫
RN
∇u∇vdx+

∫
RN
|u|2∗−2.u.vdx

∣∣∣∣
≤

∫
RN
|∇un −∇u||∇v|dx+

∫
RN

∣∣∣∣|un|2∗−2un − |u|2
∗−2u

∣∣∣∣|∇v|dx
D’une pert, d’aprés l’inégalité de cauchy-schwertz,on a :

∫
RN
|∇un −∇u|.|∇v|dx ≤

( ∫
RN
|∇un −∇u|2dx

) 1
2
.
( ∫

RN
|∇v|2dx

) 1
2

= ‖un − u‖.‖v‖

= ‖un − u‖ → 0 quand n→ +∞

D’autre part, d’aprés l’inégalité de Hölder, on a :

∫
RN

∣∣∣∣|un|2∗−2.un − |u|2
∗−2.u

∣∣∣∣.|v|dx ≤ ( ∫
RN

∣∣∣∣|un|2∗−2.un − |u|2
∗−2.u

∣∣∣∣ 2∗
2∗−1

dx
) 2∗−1

2∗

.
( ∫

RN
|v|2∗dx

) 1
2∗

D’aprés l’injection continue D1,2(RN) ↪→ L2∗(RN), on a :

∃C > 0 : ‖v‖L2∗ (RN) ≤ C‖v‖ = C, car ‖v‖ = 1 comme lim
n→+∞

∣∣∣∣|un|2∗−2.un − |u|2
∗−2.u

∣∣∣∣ = 0 p.p

dans RN et :

∣∣∣∣|un|2∗−2.un − |u|2
∗−2.u

∣∣∣∣ 2∗
2∗−1

≤
(
|un|2

∗−1 + |u|2∗−1
) 2∗

2∗−1

≤ 2
1

2∗−1

(
|un|2

∗ + |u|2∗
)

ce dernier inégalité en vertu de l’inégalité premier :

(a+ b)p ≤ 2p−b(ap + bp), ∀a, b > 0,∀p > 1

en utilisant le fait que |un(x)| ≤ w, alors on a :

∣∣∣∣|un|2∗−2.un − |u|2
∗−2.u

∣∣∣∣ 2∗
2∗−1

≤ 2
1

2∗−1

(
|un|2

∗ + |u|2∗
)

≤ 2
1

2∗−1

(
|w|2∗ + |u|2∗

)
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facilement de voir que 2
1

2∗−1

(
|w|2∗+|u|2∗

)
∈ L1(RN). En appliquent le théorème du convergence

dominé de Lebesgue,on obtient :

∫
RN

∣∣∣∣|un|2∗−2.un − |u|2
∗−2.u

∣∣∣∣ 2∗
2∗−1

dx −→ 0 quand n→ +∞

On conclut que : sup
‖v‖=1

|〈J ′G(un) − J ′G(u), v〉| −→ 0 quand n → +∞ et par suit J est de classe

C1(D1,2(RN),R)

Théorème 4.1. IL existe u ∈ Dr positive et non trivial le solution faible du Problème (4.3), en

particulier, ∫
RN
∇u.∇vdx =

∫
RN
u2∗−1vdx (4.5)

pour tout v dans D1,2(RN).

Remarque 4.1. Nous pouvons maintenant commencer par la démenstration principal, on veut

minimiser la fonctionnelle J sur la sphère unitaire de L2∗(RN). Cela revient à fixer

S = inf
{
‖u‖2 | u ∈ D1,2(RN),

∫
RN
|u|2∗dx = 1

}
, (4.6)

Remarque 4.2. La valeur S est connue comme la meilleure constante de Sobolev. C’est la plus

grande constante positive S telle que

S|u|22∗ ≤ ‖v‖2 pour tout v dans D1,2(RN).

Grâce aux inégalités de Sobolev, on sait que S > 0. On montre que le infimum S est atteint par

un certain u ∈ D1,2(RN).

On commence à effectuer l’analyse des suites minimisantes sélectionnant celle qui bénéficie de

certaines propriétés spéciales, comme on le montrera dans les trois prochains lemmes. On a

besoin d’une suite minimisante faite par des fonctions radiales.

Lemme 4.3. Il existe une suite {vk}k ⊂ Dr telle que vk ≥ 0 avec :

|vk|2∗ = 1 et ‖vk‖2 −→ S.

Soit {wk}k ⊂ D1,2(RN) une suite minimisante pour S ; bien sûr que ce n’est pas restrictif de

supposer que wk ≥ 0. On définit vk = w∗k ≥ 0, alors :

vk ∈ Dr, |vk|2∗ = |wk|2∗ = 1 et ‖vk‖2 ≤ ‖wk‖2,

de sorte que {vk}k ⊂ Dr est une suite minimisante pour S.
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Lemme 4.4. Il existe une suite minimisante {uk}k ⊂ Dr pour S et une fonction u ∈ Dr avec les

propriétés suivantes :

• {uk}k ≥ 0, u ≥ 0.
•
∫
|x|<1 |u|2

∗
k dx =

∫
|x|≥1 |u|2

∗
k dx = 1

2 .
• uk ⇀ u dans D1,2(RN) et dans L2∗(RN), uk(x) −→ u(x) p.p dans (RN)

Démonstration. Soit {vk}k ⊂ Dr une suite minimisante pour S avec vk ≥ 0 alors :

∫
RN
|v|2∗k dx = 1,

il existe Rk > 0 tel que

∫
|x|<Rk

|v|2∗k dx =
∫
|x|≥Rk

|v|2∗k dx = 1
2 .

Si on définit :

uk(x) = R
N−2

2
k vk(x)(Rkx),

il est immédiat de vérifier que uk ∈ Dr et ‖uk‖ = ‖vk‖ et |uk|2∗ = |vk|2∗ . Cela signifie que {uk}k
est aussi une suite minimisante. Bien sûr , uk ≥ 0, avec un changement de variables on montre

que :

∫
|x|<1
|u|2∗k dx =

∫
|x|≥1
|u|2∗k dx = 1

2 .

Comme {uk}k est borné dans D1,2(RN) , pour une sous-suite , uk ⇀ u faiblement dans D1,2(RN)
et dans L2∗(RN). De plus, pour chaque boule B,la suite uk est bornée dans H1(B),de sorte

que,encore autre fois pour une sous-suite, elle converge fortement dans L2(B) et satisfait aussi

uk(x) −→ u(x) presque partout dans (RN). La preuve est complète.

Ensuite, on force la suite uk à possède la propriété technique indiquée dans le lemme sui-

vant.

Lemme 4.5. Il existe une suite de minimisation {uk}k pour S qui, en plus de celles du lemme

précédent, satisfait aussi les propriétés suivantes : pour tout j ∈ N, j ≥ 1,les suites :

{ ∫
|x|<1/j

|∇uk|2dx
}
k

et
{ ∫
|x|>j
|∇uk|2dx

}
k

admettent des limites finies quand k −→∞.
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Démonstration. Soit {uk}k la suite définie dans le lemme 4.4. Comme les suites numériques :

∫
|x|<1
|∇uk|2dx et

∫
|x|>1
|∇uk|2dx

sont bornées, il existe une sous-suite {uk,1}k telle que les suites∫
|x|<1
|∇uk,1|2dx et

∫
|x|>1
|∇uk,1|2dx

admettent des limites finies. De {uk,1}k on peut extraire une nouvelle sous-suite {uk,2}k telle

que les suites

∫
|x|<1/2

|∇uk,2|2dx et
∫
|x|>2
|∇uk,2|2dx

admettent des limites finies. En procédant de cette manière, pour tout j ≥ 2, on a une suite

{uk,j}k telle que les suites

∫
|x|<1/j

|∇uk,j|2dx et
∫
|x|>j
|∇uk,j|2dx

admettrent des limites finies quand k −→ ∞ et {uk,j}k est une sous-suite de {uk,j−1}k. Alors

on renomme en uk la «diagonale», plus précisement uk = uk,k. C’est une suite minimisante

qui satisfait les conditions du lemme précédent, car elle a été extrait de la suite minimisante

d’origine. De plus, pour tout donnée j, sauf les j premiers termes, la suite est une sous-suite de

{uk,j}k, et donc la suite numériques :∫
|x|<1/j

|∇uk|2dx et
∫
|x|>j
|∇uk|2dx

Sont des sous-suites d’une suite convergente, et par conséquent elles sont également conver-

gentes.

Dans le lemme suivant, on introduit quelques quantités que nous utiliserons dans la preuve

principal.

Lemme 4.6. Les limites suivantes existent et sont finies :

1. v0 = lim
R→0+

(lim sup
k

∫
|x|<R |uk|2

∗
dx),

v∞ = lim
R→+∞

(lim sup
k

∫
|x|≥R |uk|2

∗
dx).

2. µ0 = lim
R→0+

(lim sup
k

∫
|x|<R |∇u|2kdx),

µ∞ = lim
R→∞

(lim sup
k

∫
|x|≥R |∇u|2kdx).

En outre

3. v0, v∞ ∈ [0, 1/2].
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Démonstration. On définie les fonctions suivantes :

f(R) = lim sup
k

∫
|x|<R

|uk|2
∗
dx et g(R) = lim sup

k

∫
|x≥R
|uk|2

∗
dx

il est immédiat de voir que f est borné et croissante, tandis que g est borné et décroissante. Donc

lim
R→0+

f(R) = v0 et lim
R→∞

g(R) = v∞

existent et sont finis (et positives). La même preuve faite pour µ0 et µ∞. Le fait que v0 ≤ 1/2 et

v∞ ≤ 1/2 vient de

∫
|x|<1
|uk|2

∗
dx =

∫
|x|≥1
|uk|2

∗
dx = 1

2 .

Les lemmes suivants établissent des inégalités entre les nombres introduits dans le résul-

tat ci-dessus qui sera essentiel dans la preuve du théorème 4.3, le résultat suivant établit que

lorsque k −→ ∞, la masse d’origine de uk est n’est pas inferieure que la somme des contribu-

tions de la limite faible, de la partie qui se propage (v∞) et de la partie qui se concentre (v0).

Lemme 4.7. Soit u la limite faible de la suite minimisante uk construite au dessus. Alors

1 ≤
∫
RN
|u|2∗dx+ v0 + v∞.

Démonstration. Preuve Pour tout k ∈ N et pour tout R > 1 on a

1 =
∫
RN
|uk|2

∗
dx =

∫
|x|≤1/R

|uk|2
∗
dx+

∫
1/R<|x|<R

|u|2∗k dx+
∫
|x|≥R

|u|2∗dx.

Dans l’ensemble ouvert borné

{x ∈ RN | 1/R < |x| < R}

on a |uk(x)|2∗ −→ |u(x)|2∗ presque partout et de plus :

|uk(x)|2∗ ≤ CRN ,

par le lemme 3.1.2. donc la convergence dominée de Lebesgue, on a :

lim
k

∫
1/R<|x|<R

|uk|2
∗
dx =

∫
1/R<|x|<R

|u|2∗dx.

D’où :

1 = lim sup
k

( ∫
|x|<1/R

|uk|2
∗
dx+

∫
1/R<|x|<R

|uk|2
∗
dx+

∫
|x|≥R

|uk|2
∗
dx

≤
∫

1/R<|x|<R
|u|2∗dx+ lim sup

k

∫
|x|<1/R

|uk|2
∗
dx+ lim sup

k

∫
|x|>R

|uk|2
∗
dx.
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Comme R −→ +∞, on obtient :

1 ≤
∫
RN
|u|2∗dx+ v0 + v∞.

Un comportement similaire (mais avec l’inégalité opposée) est satisfait également pour la

norme dans (D1,2).

Lemme 4.8. Soit u la limite faible de la suite minimisante uk construite au dessus. Alors on a :

S ≥
∫
RN
|∇u|2dx+ µ0 + µ∞.

Démonstration. On pose :

εk = ‖uk‖2 − S,

pour tout K et tout j, il en résulte

S + εk =
∫
RN
|∇uk|2dx

=
∫
|x|<1/j

|∇uk|2dx+
∫

1/j<|x|<j
|∇uk|2dx+

∫
|x|>j
|∇uk|2dx (4.7)

La fonctionnelle

j(u) =
∫

1/j<|x|<j
|∇u|2dx,

est continue et convexe dans D1,2(RN), de sorte qu’elle est faiblement semi-continue inférieure.

Rappelant que εk −→ 0 et que les deux suites numériques{ ∫
|x|<1/j

|∇uk|2dx
}
k

et
{ ∫
|x|>j
|∇uk|2dx

}
k

admettent des limites, si dans (4.7), on prend la lim inf par rapport à k, on obtient :

S = lim inf
k

( ∫
|x|<1/j

|∇uk|2dx+
∫

1/j<|x|<j
|∇uk|2dx+

∫
|x|>j
|∇uk|2dx

)
= lim inf

k

∫
1/j<|x|<j

|∇uk|2dx+ lim
k

∫
|x|<1/j

|∇uk|2dx+ lim
k

∫
|x|>j
|∇uk|2dx

≥
∫

1/j<|x|<j
|∇u|2dx+ lim

k

∫
|x|<1/j

|∇uk|2dx+ lim
k

∫
|x|>j
|∇uk|2dx.

Soit maintenant j −→∞, on voit que

S ≥
∫
RN
|∇u|2dx+ µ0 + µ∞.

A partir de la définition de S, on a, pour tout v ∈ D1,2(RN),

S
( ∫

RN
|v|2∗dx

)2/2∗

≤
∫
RN
|∇v|2dx. (4.8)
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Le lemme suivant est d’une importance fondamentale. Dans un certain sens, il dit que

l’inégalité (4.8) est satisfait également pour les «composantes» de uk qui se répandent ou se

concentrent.

Lemme 4.9. On a :

Sv
2/2∗
0 ≤ µ0 et Sv2/2∗

∞ ≤ µ∞.

Démonstration. Soit ϕ : R −→ R est une fonction de C∞ telle que ϕ(t) = 1 si t ∈ [0, 1] et ϕ(t) = 0
si t ≥ 2 . Pour tout R > 0 et pour tout x ∈ RN ,on pose :

ϕR(x) = ϕ
( |x|
R

)
.

Alors ϕR ∈ C∞0 (RN), 
ϕR(x) = 1 si |x| ≤ R,
ϕR(x) = 0 si |x| ≥ 2R,
|∇ϕR(x)| ≤ C/R pour chaque x ∈ RN ,

pour un certain C indépendant de x et R.

pour tout v ∈ D1,2(RN), la fonction ϕRv est aussi dans D1,2(RN). En effet ϕRv appartient à

L2∗(RN), et il suffit de vérifier que sa pente est en L2. Mais

∇(ϕRv) = v∇ϕR + ϕR∇v,

et évidemment |ϕR∇v| ∈ L2(RN). D’autre part,∫
RN
|v|2|∇ϕR|2dx =

∫
R<|x|<2R

|v|2|∇ϕR|2dx

≤
( ∫

R<|x|<2R
|v|2∗

)N−2
N
( ∫

R<|x|<2R
|∇ϕR|Ndx

)2/N

≤
( ∫

RN
|v|2∗

)N−2
N
(
C

RN

∫
R<|x|<2R

dx
)2/N

≤ C|v|22∗ < +∞.

Ainsi, le gradient de ϕRv est la somme de deux L2 les fonctions.

On considère maintenant, pour chaque K et pour chaque R, la fonction ϕRuk ∈ D1,2(RN).
Certainement,

S
( ∫

RN
|ϕRuk|2

∗
dx
)2/2∗

≤
∫
RN
|∇(ϕRuk)|2dx. (4.9)

Nous analysons ce qui arrive à cette inégalité lorsque nous calculons certaines limites. Comme

en ce qui concerne le côté gauche, nous avons∫
|x≥R
|uk|2

∗
dx ≤

∫
RN
|ϕRuk|2

∗
dx ≤

∫
|x|<2R

|uk|2
∗
dx,
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de sorte que

lim sup
K

∫
|x|<R

|uk|2
∗
dx ≤ lim sup

K

∫
RN
|ϕRuk|2

∗
dx ≤ lim sup

K

∫
|x|<2R

|uk|2
∗
dx.

Or le premier et le dernier terme de cette inégalité tendent vers v0, lorsque R tend vers zéro

(4.7), et donc le terme central, à savoir

lim
R→0

(
lim sup

K

∫
RN
|ϕRuk|2

∗
dx
)

= v0.

Nous passons à l’étude du membre de droite de (4.9). D’abord,

|∇(ϕRuk)|2 = u2
k|∇ϕR|2 + ϕR|∇uk|2 + 2ukϕR∇ϕR.∇uk.

En répétant l’argument ci-dessus, on en déduit que

∫
RN
|uk|2|∇ϕR|2dx ≤ C

( ∫
R<|x|<2R

|uk|2
∗
dx
)N−2

2
.

De plus, en travaillant comme dans le lemme 4.8 on voit que

lim
k

∫
R<|x|<2R

|uk|2
∗
dx =

∫
R<|x|<2R

|u|2∗dx

de sorte que

lim
R→0

(
lim
k

∫
R<|x|<2R

|uk|2
∗
dx
)

= lim
R→0

∫
R<|x|<2R

|u|2∗dx = 0,

qui donne

lim
R→0

(
lim
k

∫
RN
|uk|2|∇ϕR|2dx

)
= 0

De là, il est également facile de voir que

lim
R→0

(
lim
k

∫
RN
ukϕR∇ϕR.∇ukdx

)
= 0

Enfin, puisque ∫
|x|<R

|∇uk|2dx ≤
∫
RN
|ϕR∇uk|2dx ≤

∫
|x|<2R

|∇uk|2dx,

en argumentant comme ci-dessus, nous obtenons

lim
R→0

(
lim sup

K

∫
RN
|ϕR∇uk|2dx

)
= µ0.

En résumé, à partir de (4.9), en prenant d’abord la lim sup sur k, puis la limite comme R > 0 et

chaque x ∈ RN nous fixons

ψR(x) = ψ
( |x|
R

)
.
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Encore une fois, il est immédiat de vérifier que ψR ∈ C∞(RN),
ψR(x) = 0 si |x| ≤ R,
ψR(x) = 1 si |x| ≥ 2R,
|∇ψR(x)| ≤ C/R pour chaque x ∈ RN ,

pour un certain C indépendant de x et R, Comme avant,ψRv ∈ D1,2(RN) si v ∈ D1,2(RN). En

partant de l’inégalité

S
( ∫

RN
|ψRuk|2

∗
dx
)2/2∗

≤
∫
RN
|∇(ψRuk)|2dx

et en argumentant comme dans la première partie de la preuve, on obtient

lim
R→+∞

(
lim sup

k

∫
RN
|ψRuk|2

∗
dx
)

= v∞

et

lim
R→+∞

(
lim sup

k

∫
RN
|ψR∇uk|2

∗
dx
)

= µ∞

de sorte que l’inégalité

Sv2/2∗
∞ ≤ µ∞,

est établi.

Le lemme suivant est la dernière étape de la démonstration du théorème 4.1

Lemme 4.10. On a :

v0 = v∞ = 0 et
∫
RN
|u|2∗dx = 1.

Démonstration. On sait que v0, v∞ ∈ [0, 1/2] et, par la faible semi-continuité inférieurement,on

a : ∫
RN
|u|2∗dx ∈ [0, 1].

Comme 2∗ > 2, pour tout a ∈ [0, 1], on a a2/2∗ ≥ a, et l’égalité tient si et seulement si a = 0 ou

a = 1. En rassemblant les inégalités prouvées dans les lemmes précédents, on a

S ≥
∫
RN
|∇u|2dx+ µ0 + µ∞

≥ S
[( ∫

RN
|u|2∗dx

)2/2∗

+ v
2/2∗
0 + v2/2∗

∞

]
≥ S

[ ∫
RN
|u|2∗dx+ v0 + v∞

]
≥ S

L’égalité, doit donc être partout, et en particulier on a :

( ∫
RN
|u|2∗dx

)2/2∗

+ v
2/2∗
0 + v2/2∗

∞ =
∫
RN
|u|2∗dx+ v0 + v∞.
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4.2 Résolution du problème(4-3)

Mais alors, chacun des nombres
∫
RN |u|2∗dx, v0 doit être soit 0 ou 1, comme v0, v∞ ∈ [0, 1/2],

nécessairement on a v0 = v∞ = 0 comme :∫
RN
|u|2∗dx+ v0 + v∞ ≥ 1,

on déduit que
∫
RN |u|2∗dx ≥ 1 et donc

∫
RN |u|2∗dx = 1.

On a prouvé jusqu’ici qu’il existe une suite minimisantes pour S qui admet une limite faible

u satisfaisant : ∫
RN
|u|2∗dx = 1. (4.10)

Par la faiblement semi-continuité inférieurement, on a également ‖u‖2 ≤ S, et par la définition

de S et (4.10), ce doit être ‖u‖2 = S. Ainsi u est un minimiseur, la preuve du théorème 4.1 est

maintenant terminée.

Remarque 4.3. Les solutions de (4.10) que nous avons trouvées sont explicitement connues.

Les calculs élémentaires montrent qu’une solution est donnée, pour une constante appropriée

c > 0, par

U(x) = c

(1 + |x|2)N−2
2

et on peut prouver (ce n’est pas facile) que cette fonction résout bien la minimisation du pro-

blème (4.6). Actuellement, toutes les solutions de (4.6) sont connues : sont la famille des fonc-

tions

Uλ,y(x) = λ
N−2

2 U(λ(x− y))

pour toue y ∈ RNet tout λ > 0. Notez qu’ils sont générés par la fonction u ci-dessus par des

traductions et des mises à l’échelle (voir par exemple [11]).

Université de M’sila 30



Conclusion

Dans ce travail, on a étudié quelques techniques de minimisation pour résoudre deux pro-

blèmes aux limites d’equations partielles l’un posés sur un ensemble Ω ⊂ RN ouvert borné et

l’autre posés sur RN qui vient dans le cadre.

Dans le premier chapitre, on a donné quelques outils de base, qui sont nécessaires pour ce tra-

vail, comme la différentiabilité d’un opérateur dans l’espace de Banach et l’espace de Sobolev

et quelques proporiétés topologiques, comme les injections de Sobolev.

Dans le deuxième chapitre, notre objectif était donner quelques théories du point critiques. On

a introduire également une condition de compacité connue sous le nom de condition Palais-

Smale.

Dans le troisième chapitre, on a étudié l’existence de solutions pour le problème suivant,

{
−∆u+ q(x)u = f(u) + h(x) dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω.

Telle que nous avons obtenue la solution par la technique de coercive pour d’une certaine fonc-

tionnelle.

En fin, on a étudié l’existence de solutions pour le problème elliptique avec l’exposant critique

suivant,

{
−∆u = |u|2∗−2u,
u ∈ D1,2(RN).

Notre approche est variationnelle, nous avons utilisé le théorème de minimisation et la solution

est obtenue comme des minimum ou de point critique pour d’une certaine fonctionnelle.

Nous prévoyons dans le futur d’essayer d’améliorer certains résultats de ces problèmes.
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Résumé
Dans ce mémoire, on a étudié deux problèmes aux limites d’équations différentielles partielles,

sur Ω ⊂ RN . Notre objectif dans cette étude était d’appliquer la méthode variationnelle et

théorème de minimisation pour étudier l’existence de solution pour des problèmes aux limites

avec un terme d’exposant sous-critiques et d’exposant critiques (respectivement) :

1. {
−∆u+ q(x)u = f(u) + h(x) dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω.

2. {
−∆u = |u|2∗−2u,
u ∈ D1,2(RN).

Lorsque nous avons utilisé la méthode variationnelle, Il s’avère que la solution du problème

consiste à définir les points minimum ou critiques d’une fonctionnelle d’énergie.

Mots clés : méthode variationnelle, point critique, théorème de minimisation, coercive,valeur

critique de sobolev, solution faible,inégalités de sobolev
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Abstract

In this memory, we have studied two boundary problems with partial differential equations,

on Ω ⊂ RN . Our objective in this study was to apply the variational method and minimiza-

tion theorem to study the existence of solutions for the following boundary problems critical

exponents and supercritical exponents (respectively) :

1. {
−∆u+ q(x)u = f(u) + h(x) dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω.

2. {
−∆u = |u|2∗−2u,
u ∈ D1,2(RN).

When we used the variational method, it turns out that the solution of the problem consists in

defining the minimum or critical points of an energy functional.

Keywords : variational methods, critical point, minimization theorem, coercive , positive solu-

tion,critical exponant,continuous, sobolev embedding.
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