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Notation

Nous introduisons les notations et les définitions nécessaires qui sont utilisées par la suite.

Ayu
()
Cr(Q)

Ensemble des entiers naturels

Ensemble des entiers naturels non nuls

Ensemble des réels

Ensemble des réels positifs

Espace euclidien de dimension N

vecteur de RY, z = (z1,29,...,2x), 7, ER, 1 <i < N

Mesure de Lebesgue de dimension N

La boule ouverte de centre z et de rayon r, B(x,7) = {y € RN | |z —y| < r}
La boule fermée de centre = et de rayon R, telle que, B(z, R) = {y € R" | |z —y| < R}.
Ouvert de RY muni de la mesure de Lebesgue

La fermeture de 2

Fonction mesurable définie de (2 dans R

Gradient de u, Vu = ((%Ll, %2, e %)

i v = Qv 4 Qv 4y v
Divergence du vecteur v, divo = 5> + g +--- +

oxrn

: _ 9% 9%u 9%u
Laplacien de u, Au = 022 Tom2 T+ o
Le p laplacien de u, Ayu = div (\Vu\p_QVu)
Espace des fonctions continues sur 2

Dspace des fonctions continues sur €2 dont les dérivées partielles d’ordre < k sont continues

sur (2, k entier positif

CYQ,R)

> (Q)
LP(Q2)
L(Q)

/

p

*

p

L’ensemble des fonctions différentiables et la dérivée est continue.
L'espace C*(Q) = N2, C*(Q)
LP(Q) = {u: 2 — Rmesurable | [, |u|? dx < oo} (1 < p < oo, constant)
L>(Q2) = {u: Q — Rmesurable | 3¢ > 0 tell que |u(z)| <c¢ pp =€}
Conjugé de Holder de p, p’ = z% sip ]>vl etp =ocosip=1

P

L’exposant se Sobolev tel que : p* = N
-p



NOTATION

D(Q)
We(Q)

Espace des fonctions indéfiniment dérivables dans (2, a support compact dans 2

Espace de Sobolev des fonctions de LP(£2) dont les dérivées

partielles au sens des distribution d’ordre 1 sont également dans L?(2),

muni de la norme [Ju||y1.» = 3 ||Ou|| 1»

Wy (€)
p-p-
T.AF
T.C.D
H'(Q)
Hg ()
E—F
E—.F
N

o

Y(A)
D'2(RY)
(ulv)

_ wrlp
La fermeture de D(Q) dans W?(Q), c-a-d : D(Q)W @

Presque partout.

Théoreme des accroissements finis.

Théoréme de convergence dominé de Lebesgue.
u € L*(Q) et Vue L*(Q).

Dy @,

E s’injecte continliment dans F.

E s’injecte d"'une maniére compacte dans F.

Converge faiblement.

Converge fortement.

Est le dual topologique de E ou l'espace des formes linéaire et continue sur E.
Le genre de A.

est une espace de type Sobolev .

Est la produit scalaire .
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Introduction générale

Les méthodes variationnelles et la théorie des points critiques se sont révélées étre des tech-
niques tres utiles et populaires pour prouver l'existence de solutions aux problemes aux limites
dans divers contextes, notamment les équations différentielles ordinaires, les équations aux dé-
rivées partielles, les problémes impulsifs, etc.

Dans les applications, on établit que la solution proposée d'un probleme aux limites (P) est un
point critique d'une certaine fonctionnelle différentiable / : £ — R sur un espace approprié
E, c’est a dire un point v dans l'espace o1 I'(u) = 0. L'existence des points ot les dérivées
s’annulent seramene a la résolution du probleme. Dans ce cas 13, le point critique u de la fonc-
tionnelle I est une solution faible du probleme.

L’injection compacte et trés important pour résourdre les problémes aux limites, 1a oti nous
avons utiliser plusieur théories afin de prouver 1'existence des solutions. Mais lorsque 'expo-
sant atteint la valeur critique, nous perdons la propriété d’empilement, et de 1a, nous trouvons
de nombreuses difficultés aux quelles nous sommes confrontés pour trouver des solutions, et
ceci notre sujet.

L’injection compacte et trés important pour résourdre les problemes aux limites, la ott nous
avons utiliser plusieur théories afin de prouver 'existence des solutions. Mais lorsque 1’expo-
sant atteint la valeur critique, nous perdons la propriété d’empilement, et de 1a, nous trouvons
de nombreuses difficultés aux quelles nous sommes confrontés pour trouver des solutions, et
ceci notre sujet.

Dans le premier chapitre, on va introduire dans une section un rappel et certains notions et
propriétés des espaces de Lebesgue et a I’autre section, I’espace de Sobolev.

Dans le second chapitre, nous voulons introduit quelques définitions sur la notion de la dif-
férentiabilité, et la condition de palais smale, et le probleme radial et la semi-continuité des
fonctions.

Pour le troisiéme chapitre, on va étudier un probléme ot le second membre est d’exposant

n’atteint pas la valeur critique de Sobolev, nous utilisons donc une méthode de minimisation



INTRODUCTION

direct pour résourdre le probleme, o1 plus précisement, on prend le modele suivant :

—Au+q(z)u = f(u)+h(x) dansQ,
u=20 sur 0S2.
Pour obtenir une solution, nous utilisons comme technique le théoreme de coercivité, sous les
hypotheses suivantes :
(hy) Q C RY est borné et ouvert, ¢ € L=(Q2) et ¢(z) > 0 p.p. dans
(he) h e L*(9).
En fin, dans le quatrieme chapitre. Nous nous limitons ici a un modele tel que le second
membre d’exposant égale simple a la valeur critique
—Au = |ul? 2y,
u € DM?(RY).
La technique utilisé pour la démonstration est consacre a un modele simple ot la compacité
n’est pas guarantie, le manque de compacité peut prendre plusieurs formes, mais dans notre
modele,les suites minimisantes sont peut étre borneés mais pas pré-compactes dans l'espace

fonctionnel considéré,cela conduit a utiliser une nouvelle téchnique dans le cadre de la
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CHAPITRE 1

ESPACES FONCTIONNELS CLASSIQUES ET
GENERALITES

théories de minimisation.
Ce chapitre constitue un rappel de quelques préliminaires et résultats nécessaires pour la
suite de ce travail. On citera en particulier certains résultats élémentaires des espaces fonction-

nels.

1.1 Définitions et propriétés élémentaires des espaces L”((?)

Dans ce que suit, ) désigne un ouvert de R muni de la mesure de Lebesgue dz.
Définition 1.1 (Voir [1]). Soitp € Ravec 1 < p < 0o, on pose
LP(QY) = {f :Q — R, fmesurable et/ |f(2)]P dx < oo}.
Q

On note y
| fllzr= UQ|f(x)|pdx] p.

On peut vérifier facilement que || . ||.» définit une norme sur 'espace vectoriel L?(£2) ce qui

montre que LP({2) est un espace normé.
Définition 1.2. On défini I’espace L>(£2) par,
L>*(Q) = {f :Q — R, festmesurable. 3C >0t.q |f(x)| < C p.p. sur Q}

L>(£2) est une espace normé quand le munit par la norme :

| £ llzm=inf {C: (@) < C pp sur 0.

Notation Soit 1 < p < oo, on désigne par p’ 'exposant conjugués de p c’est a dire :

1 1
-+—=1 ou p’:L

p 7 p—1



1.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES ELEMENTAIRES DES ESPACES L7 ()

Proposition 1.1 (Inégalité de Holder). (voir [1]) Soient f € LP(Q2) et g € L () avec
p € [1,00] alors f.g € L'(Q) et :
L1rgl <1 fllesll g1l

Proposition 1.2 (Inégalité de Holder généralisé). (voir [1]) Soient f € LP()) et g € LP () avec
1
l<p<ooetsoitr>O0telque:—+— =—,ona:
p p r

g < f 1ol g 1l -

Proposition 1.3 (Inégalité de Young). (voir [1]) Va > 0, Vb > 0, supposons que :
l<p<oo

1 1
ab S —aP + */bp .
p p
L'écriture f,,(z) — f(z) p.p sur , signifie que la suite f,(z) converge vers f(z) presque

partout sur (2.

Théoreme 1.1 (Convergence dominée de Lebesgue). (Voir [1])

Soit (f,) une suite des fonctions de L'(©). On suppose que :

(1) fulz) — f(z) pp sur €,

(II) il existe une fonction g € L'(Q2) telle que pour chaque n, |f,.(z)| < g(x) p.p. sur Q.

Alors f e LY(Q) et || fuo— f |[L:— O.
Théoreme 1.2 (Convergence dominée de Lebesgue inverse). (Voir [1]) Soient (f,,) une suite de
LPet f e LP telsque: | f, — f ||»—> 0. Alors, il existe une sous suite extraite (f,,, ) telle que :

a) fn,(x) — f(z) p.p.sur

b) |fn. ()| < h(x) Vk et pp. sur Q avec h e LP

Le résultat suivant introduite quelques propriétés topologiques des espaces de Lebesgue.

Théoreme 1.3 (Voir [1]). 1. L'espace LP(£2) est de Banach pour 1 < p < oo,
2. L'espace LP((2) est séparable pour 1 < p < oo,
3. L'espace LP(f2) est réflexif pour 1 < p < oc.
Définition 1.3 (La convergence faible et forte). (voir [12]) Soit (z,,),>1 une suite de 1’espace

vectoriel normé (E, || . ||) et soit £’ son dual topologique 2. On dit que (z,,) converge faiblement

dans E s’il existe un élément = € E tel que :

VPEE, lim f(en) = f(o). ou(fin) > {f.3))

1. On dit que g est une majorante intégrable des fonctions (f,,)
2. 'espace des formes linéaire et continues sur E, E' = L(E,R)

Université de M’sila



1.2. VESPACE WP (Q)

. E N L . .
Notation : On notera z,, — z, ou x,, = x pour étre précis, la convergence faible dans £. On

N E R L. ey
notera de méme z,, — z, ou xz,, — x pour étre précis, la convergence forte dans E (c’est a dire

la convergence en norme).

1.2 L’espace W!?(Q)
1.2.1 Définition et propriétés topologiques

Soit 2 un ouvert de R", on note par D(2) I'espace des fonctions de classe C™ et de support
compacte inclus dans €.

Définition 1.4 (voir [1]). L'espace de Sobolev W'?(Q) est définie par :

dp —
(%idx = —/gicp, Yo € D(Q),Vi € 1.n}.

WP (Q) = {u € LP(Q), dg; € LP(Q), tel que : / u
Q
En particulier, pour p = 2, on pose :
HY(Q) = W(Q).

pour u € W2(Q) on note

ou (E)u ou ou )

— =g; et Vu= , s
ox; g Oxy’ 0xsy Oxy

Vu est appelé la dérivé au sens faible de g.
L'espace W'* est muni de la norme :
Il lwro=[l e + | Ve [|ze
(ou parfois, si 1 < p < oo, de la norme équivalente [|| u |5, + || Vu [|2,]'/7).
Proposition 1.4. L'espace H' () est un espace de Hilbert quand le muni par le produit scalaire

(u,v)m = (u,v) 12 + (Vu, Vo) 2
La norme associée :
= [ 3+ 1) Ve 3]
est équivalent de la norme de W'2(Q).
Voici quelques propriétés topologiques de I'espace de Sobolev W'?(Q).
Proposition 1.5.
(I) L'espace W' (Q) est un espace de Banach pour 1 < p < oo,
(IT) I'espace WP (Q) est réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour 1 < p < oo,
(III) lespace H' () est espace de Hilbert séparable.

Université de M’sila



1.2. VESPACE WP (Q)

1.2.2 Injections de Sobolev

Le but de cette section est de découvrir quelques injections continues et compactes concer-
nant aux espaces de Sobolev. Rappelons qu’un opérateur linéaire 7" entre deux espaces vecto-
riels topologiques (par exemple normé) E et F' est dit compact si I'image par 7" de toute partie
bornée de E est relativement compact (adhérance compacte) dans F. Plus précisément Pour
toute suite (x,) une suite bornée dans £, on peut extraire une sous suite u,, = (T(x,,))n,en de
la suite u,, = T'(x,,) converge dans F.

Si E s’injecte continiiment dans F', le caractere compacte de cette injection entraine que toute
suite faiblement convergente est fortement convergente dans I'espace d’arrivée.

Notation

1.E s’injecte d’'une maniere continue dans F, signifie que l'injection canonique j : £ — F est
continue et on le note par & — F'.

2.F s’injecte d'une maniere compacte dans F, signifie que l'injection j : £ — F est compacte et
on le note par £ —, F.

Sil <p < N,l'exposant de Sobolev de p est définie par :

. Np

p—N_p.
ou .

1 1 1

pr p N

Théoréme 1.4. ([1]) Soit 1 < p < oo. On suppose que (2 est un ouvert de classe C'!, borné, ou
bien 2 = RY :
(I) Sil<p< N, alors W'? — [P"(Q),
(II) Sip= N, alors WP — L1(Q) Vq € [p, +oo[,
(III) Sip > N, alors WP — [>(Q).

Théoréme 1.5 (Rellich-Kondrachov). ([1]). On suppose que 2 borné de classe C''. On a
(I) Sip< N, alors WY <, LYQ), Vqe€l[l,p,
(IT) Sip=N, alors WY <, L9Q), Vqe€]ll, +oo,

(IIT) Sip> N, alors WY —_ C(Q),

1.2.3 Lespace W, " (1)

Définition 1.5 ([1]). Etant donné 1 < p < 0o, on désigne par Wy () la fermeture de D(f2) dans
—  wl,p
WP (Q) c’est a dire W, *(Q) = D(Q)W @

Université de M’sila



1.2. VESPACE WP (Q)

On note H}(Q) = W, ?(Q).
L'espace WW,"(f2) est munit de la norme induite par W'*(12), 'espace H{(f2) est munit du pro-

duit scalaire induit par H'(Q2).

Proposition 1.6 ([1]). L'espace W, *(Q) est un espace de Banach séparable, il est de plus réflexif pour
1 < p < oo. L'espace H}(S2) est un espace de Hilbert séparable.

Remarque 1.1. Lorsque Q2 = R". On sait que D(R") est dense dans W'?(RY) et par conséquent
Wy (RY) = Wi#(RN).

Le résultat suivant fournit une caractérisation essentielle de base des fonctions dans l'es-
pace W, 7(Q).

Théoreme 1.6. ([1]) Soit u € W'?(Q), alors u € W, () si et seulement si u = 0 sur 9.

Proposition 1.7 (Inégalité de Poincaré). ([1]) Soit Qun ouvert, borné alors il existe une constante C

(dépendant de || et p) telle que :
| wllee< C || Vu||rr YueWyP(Q) (1<p<o0).

Autrement dit, sur Wy P (Q) la quantité | Vu | 1» est une norme équivalente a la norme usuelle de
Whp(Q).

1.24 L'espace D'?(RY)

2N
Définition 1.6. Soit N > 3 et soit le nombre critique 2* = N3 On définit 'espace D*?(RY)
par:
DMW2(RY) = {u € L2*(RN)\§“ € L*(RY),i=1,2, N}
T

Cet espace a une structure Hilbert lorsqu’il est muni du produit scalaire :
(ulv) = / Vu.Vudz,
RN

de sorte que la norme correspondante est

full = el = ( [, (9ufa)”

L'espace Ci°(RY) est dense dans D?(R™). On a H'(RY) < D'(RY), mais il existe des

fonctions, par exemple

1
(1+|z))*

qui sont dans D'?(R") mais n’est pas dans L? (R”), et par suite n’est pas dans H*(R").

u(z) =

Université de M’sila



1.2. VESPACE WP (Q)

L e résultat suivant introduit une injection important pour ce type des espaces.

Théoreme 1.7. soit N > 3.On a
D" (RY) — L*(RY)

Cet injection est continue et n’est pas compacte. plus précisement, il existe une constante C' > 0

ne dépend pas de u telle que :
[ulg < Cllull - Vu € H(),

Les inégalités de ce type sont souvent appelées inégalités de type Sobolev.

Université de M’sila



CHAPITRE 2

RAPPEL SUR LA THEORIE DU POINTS
CRITIQUES

2.1 Définitions et principe de minimisation

Définition 2.1. 1. On dit qu’une fonctionnelle f : X — R est semi-continue inférieurement

(s.c.i) au point xy, si pour chaque suite (x,,) C €, telle que z,, — 2y, on a

2. On dit que f est semi-continue supérieurement (s.c.s.) au point x, si pour toute suite

(xn) C €, telle que x,, — xp, on a

f(zo) > limsup f(z,).

n—oo

exe 2.1. 1. Soit la fonctionnelle f : R — R définie par

-2 s1x <0

f(x):{ 2 siz>0.

ors f est semi-continue inférieurement (s.c.z.) a £y = 0 mais n’est pas semi-continue
Al t t f t 0=0 ‘est t

supérieurement.

2. Soit la fonctionnelle f : R — R définie par

-2 stx <0

f(x):{ 2 siz>0.

ors [ est semi-continue supérieurement (s.c.s.) a xo = 0 mais n’est pas semi-continue
Al t t t 0=0 "est t

inférieurement.

Définition 2.2. 1. Une fonctionnelle f : X — R est dite faiblement semi-continue inférieu-

rement (f.s.c.i.) au point x, si pour chaque suite (z,,) C €2 telle que z,, — 2, on a

f(zo) < liminf f(z,).

n—oo



2.2 Dérivés d'une fonctionnelle et points critiques

2. On dit que f est faiblement semi-continue supérieurement (f.s.c.s.) au point z, si pour

toute suite (z,,) C €, telle que z,, — zp, on a

f(0) > limsup f(z,).

n—oo
Remarque 2.1. 1. On remarque que la fonctionnelle J définie sur un espace de Hilbert H
par
Ju— ||ul?,
est faiblement semi-continue inférieure (f.s.c.i.).
2. Il est facile de voir que si f est continue en x, alors f est (s.c.s.) et (s.c.i) et inversement.

3. Si f est faiblement continue en z, alors f est (f.s.c.s.) et (f.s.c.i.) et inversement.

2.1.1 Faiblement semi-continue inférieurement

Définition 2.3. (Suite minimisante) Une suite minimisante d’une fonctionnelle J : X — RN

est une suite (z,,) telle que
lim J(z,)= inf J(x).

n—7+00 zeX
Théoréme 2.1. Soit X un espace de Banach réflexif, et J une fonctionnelle définie sur X, telle
que
1. Jest (f.s.c.i),

2. La suite minimisante de .J est bornée sur X,

alors J atteint son infimum sur X.

Fonction radiale

Définition 2.4. Une fonction radiale est une fonction définie sur R"” dont la valeur a chaque
point ne dépend que la distance entre ce point et I'origine

Autrement-dit :une fonction f : R* — R est dite radiale si elle est invariante pour toute les
rotations conservant 1’origine.

Autrement dit : une fonction f : R” — R est dite radiale autour de l'origine s’il existe une

fonction F sur intervalle |0, ¢] telle que f(z) = F(r) (ou r = d(0, z))

2.2 Dérivés d'une fonctionnelle et points critiques

Dans ce que suit, on introduit quelque notions des dérivées pour des fonctions définies sur

des espaces de Banach. Nous commencons par celle de la dérivée directionnelle.

Université de M’sila 10



2.2 Dérivés d'une fonctionnelle et points critiques

2.2.1 Dérivé au sens de Gateau

Définition 2.5. ([4]) Soit £ un espace de Banach, (2 C E un ensemble ouvert et soit / : @ — R
une fonctionnelle. On dit que I est différentiable au sens de Gateau (G-différentiable) en u € €,
s’il existe A € E’ (A linéaire et continue), noté par I, (u) tel que, pour tout v € E, ott I(u + tv)
existe pour ¢t > 0 assez petit, la dérivée directionnelle DI (u) existe c-a-d :

lim I(u+ tv) — I(u)

t—0

= (A, v). (2.1)

Si [ est différentiable au sens de Gateau en wu, il existe seulement une fonctionnelle linéaire
vérifié (2.1).

exe 2.2. Soit I : LP(Q) —» R; I(u) = [, |ul’ dz, I est G-différentielle et on a :
(Te(u),v) = p [ Jul2uvda
En effet, soit x € (), t suffisamment petit fixé et on définie
Gun(s) = lu+sv’, s€0,1

Soit ¢, : [0,t] — R, on a g, est continue sur l'intervalle fermé [0, ¢] et dérivable sur l'inter-

valle ouvert |0, t[, alors d’apres le théoreme des accroissements finis, il existe un réel ¢; €]0, ¢[

vérifiant :
lu+to” — |u” = guv(t) — guw(0)
= g;,v<ct>t
u—+ tvl? — |ul?
’ ’ ‘ ’ = gqlt,v(ct)

t
= plu+ P2 (u + cv)v.
etlorsquet —+ 0,0Ona:c; = 0

Y lu + to]” — |ul”
20 n

= lim plu + ¢’ (u + cv)v
ct—0

= plulf*uw
d’apres le théoreme de convergence de Lebesgue, on a :
(1w, v) = p [ fuf 2o
Et on définit :

A:LP(Q) — R
v— A(v) = p/ |u|P~2uv
Q
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2.2 Dérivés d'une fonctionnelle et points critiques

On démontre que A € (LP(Q)) = L7 (9). Le. A est linéaire et continue.
A est linéaire, en effet : Soit vy, vy € LP(Q2) et soit o, 5 € R :

Aavy + Pug) = p/ [ulP~2u(av; + Buy)
/\u!””uowl +/]u|p2uﬁv2}

= ap/ [l uvy + Bp/ [ul" ™ uvy
= aA(vy) + SA(v9)

=P

Donc, A est linéaire.

A est continue, en effet : Pour tout u, v € LP()

b [l < p [ ful

<o) )
ST (o)

=l w Izl v oo -

Alors A est continue. Dong, la fonctionnelle est G-différentiable.

2.2.2 Dérivé au sens de Fréchet

Définition 2.6. ([4]) Soit £ un espace de Banach, (2 C E un ensemble ouvert et soit / :  — R
une fonctionnelle. On dit que ! est différentiable au sens de Fréchet en u € (), s’il existe A € £’

tel que:
Iu+wv)—1I(u) — Av

im =0.
ofl—0 | v

ou
IHu+v)—I(u) = Av+o(]| v |]).

si [ est différentiable, alors A est unique et on note I’(u) = A. L'ensemble des fonctions diffé-

rentiables sera noté C*(Q, R).

Proposition 2.1. Supposons que Q2 C E un ensemble ouvert, tel que I Giteau différentiable dans (2 et

que I(, est continue en u € . Alors [ est aussi différentiable en u, et bien sur I,(u) = I'(u).

Remarque 2.2. L'importance de la proposition 2.1 réside dans le fais qu’il est souvent techni-
quement plus facile de calculer la dérivée au sens de Gateau et ensuite de prouver qu’il est

continu, plutdt que de prouver directement la différentiabilité au sens de Fréchet.
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2.3 Condition de Palais Smale

2.2.3 Points critiques

Définition 2.7. ([4]) Soient 2 un ouvert d’un espace de Banach E. Supposons que I € C*(Q, R)

On dit que u € 2 est un point critique de /, si :
I'(u) = 0.

Si u n’est pas un point critique, alors on dit que u est un point régulier de 1.

Sic € R, alors on dit que c est une valeur critique de /, sil existe u € 2 tel que
I(u) =c et I'(u) =0.

Si cn’est pas une valeur critique, alors on dit que c est une valeur réguliere de /.

2.3 Condition de Palais Smale

La condition de Palais Smale joue un role assez semblable pour des suites sur lesquelles la
fonctionnelle prend des valeurs tendant vers une valeur critique potentielle et pas seulement
vers la borne inférieure. C’est une condition a priori, a vérifier au cas par cas sur chaque fonc-
tionnelle. Indépendamment de 1’existence ou non des valeurs critiques. Elle sera par contre un

ingrédient essentiel pour montrer cette existence dans un certain de nombre de cas.

Définition 2.8. Soit F un espace de Banach et I : & — R de classe C'. On dit que I vérifie la

condition de Palais Smale (au niveau c) si de toute suite u,, de (2 telle que :
I(u,) — ¢ dans R et I'(u,) — 0 dans E'.

Alors, on peut extraire une sous suite convergente.

Remarque 2.3.

i) La condition de Palais Smale ne préjuge pas de l'existence d’une valeur critique. Elle dit
seulement que si on a une telle suite u,, celle ci est nécessairement relativement compacte. Pour
l'utiliser effectivement de facon utile, il faudra pouvoir démontrer par un autre biais qu’une

telle suite existe.

ii) Les deux hypotheses sont indépendantes. En effet méme si ¢ = infq /, on peut parfaitement

avoir une sous suite minimisante wu,, telle que I'(u,) - 0.
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CHAPITRE 3

ETUDE D’UN POBLEME COMPACT PAR UNE
TECHNIQUE DE MINIMISATION

Tout au long de ce chapitre, nous montrons comment les techniques basées sur des argu-
ments de minimisation peut étre utilisé pour établir des résultats d’existence pour divers types

de problemes.Ou on possede la compacité des injection.

3.1 Présentation du probléme coercitif

On commence par le probleme suivant, en tout au long de ce chapiter ,on vent trouver une

solution (faible) de :

u =0 sur O0f). 3.1

{ —Au+q(z)u = f(u)+h(zx) dans
Dans cette section, le cadre général est spécifié par les hypotheses
(h1) Q C RY estborné et ouvert, ¢ € L=(2) et ¢(z) > 0 p.p. dans
(ha) h € L2(Q).

On munit Hj () par le produit scalaire suivant :

(u,v) = / Vu.Vodr + / q(x)uvde, (3.2)
Q Q
et on note par ||.|| la norme induite, équivalente a la norme standard.

Remarque 3.1. En hypothese (%), 'exigence ¢(x) > 0, p.p. est utilisé uniquement pour obtenir
AM(—A + ¢g(z)) > 0, ce qui garantit que (3.2) est en effet un produit scalaire et que la norme
induite est équivalente a la norme standard de H;(£2), on commence par faire 1’hypothese sui-
vante sur le terme non linéaire f.

(hs) f : R — R est continue et bornée.

On pose F(t) = [{ f(s)ds pour démontrer le résultat d’existence, on a besoin de définire la

fonctionnelle T : H}(Q2) — R qui définie par :
1 1
I(u) = i/ﬂ\Vude—kE/Qq(a:)UQdm—/QF(u)dx—/Q hudzx
1
- §HuH2—/QF(u)dx—/Qhudx
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3.1 Présentation du probleme coercitif

Lemme 3.1. [ est une fonctionelle de classe C' et :

(I'(u) / Vu.Vods + / )upds — / Fluw)pdzs — / heoda

De plus, les points critiques de I sont des solutions faibles de (3.1)

3.1.1 Résultats d"existence

Théoreme 3.1. Sous les hypotheses (hy), (hs), et (hs) Probleme (3.1) admet au moins une solu-
tion dans H{ ().

Remarque 3.2. L'idée de la preuve est que puisque f est bornée, le terme [, F'(u)dz devrait
croitre au plus linéairement par rapport a ||u||, ainsi que le dernier terme. Si cela est vrai, la
fonctionnelle I peut étre vue comme une perturbation «au plus linéaire» du terme quadratique
|u||?. Cela suggere l'existence d’un minimum global. Maintenant,on voit comment tout ¢a fonc-

tionne vraiment

Démonstration. Preuve Nous le décomposons en deux étapes. Nous utilisons a plusieurs re-
prises Holder et Sobolev inégalités.
Etape 1. La fonctionnel 7 est coercitive. Notez d’abord que puisque f est borné, alors il existe

M > 0 telle que pour tout ¢t € Rona:

()] < MJt|.... (%)

’/ u)dz

ot la derniére inégalité vient de la continuité de I'injection de H;(2) dans L!(2). Cela confirme

D'ou:

<M/Mm<mw

I'idée de la croissance linéaire comme dans la remarque précédente. Ainsi

1 . 3
IW):§MW—ANMM—AMM
1
§HUH2 — Cllul] = [h]2[ul2

v

v

1
Sllull® = Cllell;

ce qui montre que I est coercive .

Etape 2. Le minimum de [ est atteint : en effet, on pose :

m= inf [I(u).
u€H(Q)
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3.1 Présentation du probleme coercitif

L’étape 1 montre que m > —oo, donc il suffit du fait qu’il est atteint.
Soit {ug }x C H} () une suite minimisante de I, a partir de 1’étape 1, on a immédiatement que
{ux}x est borné dans Hy(2), et donc on peut supposer qu’il y a une sous-suite, notée w,, vérifie

que:

1. eu, — udans H}; (faiblement)
2. ey, — udans L*(Q); (faiblement)
3. euy(x) — u(z) p.pdans;

4. e il existe w € L*(Q) tel que |uy(z)| < w(z) p.p dans Q pour tout k.

Puisque F' est continue, on déduit que F'(ui(x)) — F(u(z)), p-p dans €2, et d’apres la relation
(**),on a également

|F(ug(z))| < Mug(z)| < Mw(z) p.pdans

Pour tout k. comme 2 est borné, w € L'(2), et par la convergence dominée de Lebesgue on

obtient F'(uy,) — F(u) dans L*(Q); en particulier,

/QF(uk)d:c—>/QF(u)dx.
On a aussi, bien siir,
/hukdx—>/huda: et ||ul|* < liminf |Jug]],
Q Q k
par faiblement la semi-continuité inférieurement de la norme. Ainsi
Iw) = gl ~ [ Fludr — [ hud
u) = —|ull* - w)dr — | hudzx
2 Q Q
| NRT :
< hmklnf§||uk|| —hlgnfﬂF(uk)dx—hin/Qhukdx
(] L
= hmklnf (2HuH2 - /QF(uk)dx —/Qhukdx) = hmkmf[(uk) =m.

Mais u € Hj(f2), de sorte que I(u) > m, ce qui montre que I(u) = m. Par conséquent u est un

minimum global pour I, et donc c’est un point critique, d’ou v une solution de (3.1). O

Remarque 3.3. La bornétude de f dans le résultat précédent a été utilisée pour montrer que le
terme non linéaire [, F'(u)dx ne détruit pas les propriétés de croissance de I hérité par le terme

|ul|?. Cela était du, comme on a vu, le terme non linéaire croit au plus linéairement. ¢a ce n’est
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3.1 Présentation du probleme coercitif

pas vraiment nécessaire, il suffit que ce terme pousse moins que quadratiquement. Voyons quel
genre d’hypotheses nous pouvons utiliser dans ce sens les deux résultats suivants.
On commenge par remplacer la condition de bornétude (h3) par ’hypothese de croissance

(hs) f : R — R est continue et il existe o € (0,1) et a,b > 0 tel que
fO)] < a+blt]” VteR.

Ainsi f n’est pas bornée, mais est autorisé a croitre de maniére soulinéaire (o < 1). Ca implique

que F croit au plus "sous quadratiquement”, en ce sens que pour certains a;, b, > 0,
|IF(t)| <a;+biJt]™ VteR
aveco +1 < 2.

Théoreme 3.2. Sous les hypotheses (h;), (h2) et (hy), le probleme (3.1) admet ou moins une

solution dans H} ().

Démonstration. En travaillant comme dans la preuve précédente, nous montrons d’abord que I

est coercitive. En utilisant le fait que 0 +1 < 2ona
[ Fda| <l + b0 [ ful e < €+ Collul
Q Q
grace a la continuité de 1'encastrement Hj () < L°t(Q). Puis
1
Iw) = Sl - /QF(u)dx - /Qhuda;

1 g
Sllull® = Cr = Collul 7 = |l fuls

v

v

1 g
Sllull® = Collul] 7™ = Cylull = €y

D’oti la coercivité de 1.

Soit maintenant {u;}, C Hj () est une suite minimisante pour /. Comme dans la preuve de
Theorem 3.1 dessus,{u } est bornée et donc, admet une sous-suites, il converge faiblement a
certains u € Hj(Q) et satisfait aux mémes propriétés que dans le précédent cas. Ensuite, en

raisonnant comme nous l’avons fait ci-dessus, nous obtenons a nouveau

/QF(uk)da: — /QF(u)dx,
de sorte que

e 9 o :
I(u) < thlIlf <2||uk|| —/QF(uk)d:B—/Qhukda:) —thlnf[(uk) = 1n£2 I

Hy(2)
La fonction v est un minimum global, donc un point critique de 7, et nous avons trouvé une
solution de (3.1). ]
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3.1 Présentation du probleme coercitif

(hs) f : R — R est continue et il existe « > 0 et b € (0, ;) tel que
|f(t)] <a+blt] VteR.
En intégrant, il s’ensuit immédiatement que en intégrant, il s’ensuit immédiatement que
b 2
|F(t)| < alt| + §|t| vt e R.

Théoreme 3.3. Sous les hypotheses (h;), (hs2) et (hs), le probleme (3.1) admet au moins une

solution.

Démonstration. Pour vérifie le terme [, F'(u)dz on utilise la caractérisation de la premiere valeur

propre, Théoreme 1.7.6 (voir [3], page 33), on a

‘ /Q F(u)dx

b b
<a [ Juldr+ 3 [ fuPde < Cllul + 53 ul,

de sorte que

1 1 1b
1) = glulP’ — [ P~ | hude> Sl = Cllul = 55l = Bl
1 b
> 5 (1= )l = Gilul.

Depuis b < Ay, le fonctionnel est coercive. Le reste de la preuve est exactement comme dans les

théorémes précédents. O
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CHAPITRE 4

PROBLEME AVEC L'EXPOSANT CRITIQUE DE
SOBOLEV

Nous discutons dans ce chapitre un example ot le terme non linéaire a une croissance cri-
tique. C’est 'un des cas les plus dramatiques de perte de compacité et a été étudié de maniere
intensive au cours des 35 derniéres années, a commencer par l'article pionnier [10]. On va pré-

senter ici un cas simple, dans le but de maitriser quelques techniques impliquées.

4.1 Présentation du probléme du prototype

On considere dans RY, avec N > 3, ’équation suivante
— Au = |ul* 2u. 4.1)

Formellement, les solutions de (4.1) devraient apparaitre comme des points critiques de la fonc-

tionnelle
1 .1 .
J(u) = i/RN |Vu|*dz — §/RN |ul® dx. (4.2)
Il n’est pas commode de penser a J est défini sur H!(RY), car dans cet espace le premier inté-

grale dans J n’est pas une norme, ce qui pose des difficultés. Pour cela on travaille dans I'espace

D'?(R") que nous avons introduit dans la sous-section 1.2.4. Le probleme devient alors :

—Au = |u|* "2,
e @3)

On sait que l'injection DV(RY) — L?" (R") est continue, mais n’est pas compacte, méme pas
au sens local, comme nous le précisons maintenant. Clairement, puisque nous travaillons dans
RY il y a un manque de compacité dii au I'invariance sous les translations. Cependant dans ce
cas il y a un probleme encore plus sérieux, qui découle de l'invariance sous mises a 1’échelle,
comme suit. Soit v € C5°(RY) (Par conséquent v € D*?(RY)) est une fonction fixée, pour A > 0,
on pose

—2

un(z) = A77 v(Ax).

On a le résultat préliminaire suivant :

19



4.2 Résolution du probléme(4-3)

Lemme 4.1. On a:
/ NN :/ |Vo|*dz  pour tout A > 0
RN RN

et

vy — 0 dans D"?(R") pour A — 0 ou A — +oo0.

Lo
RN

De sorte que {v,} n’est pas précompacte dans L? (R"). Cela se produit exactement parce

et on a aussi

¥ da :/ |v|*’dx  pour chaque A > 0. (4.4)
RN

que l'exposant est 2*. En ce qui concerne la discussion informelle sur la perte de compacité
menée dans la section précédente, nous devons faire face ici a de nouvelles maniéres dont ce
phénomene se déroule. En effet, en supposant fixer les idées que v(0) # 0, on voit que lorsque
A — 0 les fonctions vy, € C°(RY) tendent a zéro uniformément, tandis que [z |u|**dz est
maintenu constant (voir (4.4)). On peut dire que la «masse» se répand partout. Au contraire,
sie A\ — 400, alors vy(z) — 0 pour tout z # 0, tandis que v,(0) — +o0, et encore (4.4)
est vrai, c’est la fameuse perte de compacité par concentration, que 1’'on rencontre dans chaque

probleme de croissance critique, méme sur des domaines bornés.

4.2 Résolution du probléme(4-3)

La partie difficile de la preuve du résultat principal de cette section sera consacrée 1’analyse
des suites minimisantes pour comprendre les conséquences de la concentration de masse. La

premiere chose a faire si I’on veut résoudre (4.3), on a besoin de introduire 1'espace suivant :
D, = {u € D"*(R™)|u est radial}

Définition 4.1. On dit que u € D**(R") est une solution faible du probleme (4.3) si et seulement
Si:

/ Vu.Vvdr = / lul* 2u.vdr Vo € DYA(RY).
RN RN
Lemme 4.2. La fonctionnelle J est de classe C*'(D'?(RY),R) eton a:
/ _ . 2*—1
(Jo(u),v) = /RN VuVudz /RN |u|* tuvdz
De plus, les pointes critiques de J sont des solutions faibles du probleme (4.3)
Démonstration. De la méme maniere avec I'example 2.2, on peut trouver :

(Jo(u),v) = /RN Vu.Vodr — /RN|u|2*’2u.vd:1:, Yu,v € DY (RY).
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4.2 Résolution du probléme(4-3)

Il reste de prouver que J(u) : DV?(RY) — (DV?(RY)’) est continue; en effet, soit (u,) une suite
de D2(RYN) telle que u,, — u dansD"?*(RY). on peut voire que :

e u, - u dans DM?(RY)

e u, »u dans L (RY) quand n — +oo

e u,(r) = u(zr) p.pdans RN quand n — +oo et pour une sous-suite.
Il existe w € L* (RY) telle que |u,(z)] < w(z) p.p dans RN et pour tout n € N, pour tout

v e DVY(RY) avec |lv]| =1ona:

(5 (uy) — JG(u),v)| = ‘/RN Vu,Vodr — /RN un |* ~2upvde — /]RN VuVudzr + /RN lu|? ~2 w.vd

2 _2U

22 — u \Voldx

< / ]Vun—VuHVv]d:U—l—/ ‘|un
RN RN

D’une pert, d’aprés I'inégalité de cauchy-schwertz,on a :

— V. < — Vul2dz )’ 2 )2
/RN|Vun Vul.|Voldz < (/RN|Vun Vul dx) (/RN]VM dx

= lun —ul|flv]]

= |ju, —ul]| >0 quand n — 400

D’autre part, d’aprés l'inégalité de Holder, on a :

/ ’un 2*_2-Un i |u 2*_2.U |U|dl’ < (/ ‘|Un 2*_2'Un _ |u 2*_2'u 2 1da}> 2 (/ |U Q*dx) 2
RN RN RN
D’aprés 'injection continue D'*(RY) — L* (RY), ona:
3C > 0 : [[vllpermyy < Cllv|] = C, car |lv]| = 1 comme nl_l}ﬁl@’|un|22un — |u|2*2.u‘ =0 pp
dans R et :

un|? "2, — |ul* < (\un\z*l + |u 2*1>

< 275 (jual + ful?)
ce dernier inégalité en vertu de I'inégalité premier :
(a4 by < 207(aP +b°), Va,b>0,Yp> 1

en utilisant le fait que |u,(z)| < w, alorson a:

o*

-2 T o gy <|un|2* + |u|2*>

22*1—1<|w|2* + |u|2*)

2% -2

[, Uy — |u

IN
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4.2 Résolution du probléme(4-3)

facilement de voir que 277 <|w|2* + |u|2*) € L'(RY). En appliquent le théoréeme du convergence

dominé de Lebesgue,on obtient :

s

On conclut que : sup [(J&(un) — JG&(u),v)] — 0 quand n — o0 et par suit J est de classe
[ol=1

Cl(Dl’Q(RN),]R) n

o*

22 “dz — 0 quand n — +o00

2% -2

|, Uy — |u u

Théoréme 4.1. IL existe u € D, positive et non trivial le solution faible du Probleme (4.3), en
particulier,
Vu.Vodxr = / u* "luda (4.5)

RN RN

pour tout v dans D'2(RY).

Remarque 4.1. Nous pouvons maintenant commencer par la démenstration principal, on veut

minimiser la fonctionnelle J sur la sphere unitaire de L*" (R"). Cela revient a fixer
S — inf {HuH2 [ue DY), [ jufdr= 1}, (4.6)
R

Remarque 4.2. La valeur S est connue comme la meilleure constante de Sobolev. C’est la plus

grande constante positive S telle que

Slul3. < ||v||* pour tout v dans D"*(R"Y).

Grace aux inégalités de Sobolev, on sait que S > 0. On montre que le infimum S est atteint par
un certain u € DV2(RY).

On commence a effectuer I’analyse des suites minimisantes sélectionnant celle qui bénéficie de
certaines propriétés spéciales, comme on le montrera dans les trois prochains lemmes. On a

besoin d"une suite minimisante faite par des fonctions radiales.

Lemme 4.3. 1l existe une suite {v; };, C D, telle que v, > 0 avec:

vk

Soit {wy}r, € DY*(RY) une suite minimisante pour S; bien slir que ce n’est pas restrictif de

supposer que wy, > 0. On définit v, = w;; > 0, alors:

vg € Dy, vy, 2 = Let |lugl]* < fJwil?,

2% = ’wk

de sorte que {v };, C D, est une suite minimisante pour S.
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4.2 Résolution du probléme(4-3)

Lemme 4.4. 1l existe une suite minimisante {u; },, C D, pour S et une fonction v € D, avec les
propriétés suivantes :

o {up}tr >0,u>0.
Q*d _ Q*d _ 1
® Jiz|<1 |uly do = f\x|z1 lulf dz = 9

e uy —~u dans DM?(RY) etdans L? (RY), us(x) — u(z) p.p dans (RY)

Démonstration. Soit {v}r C D, une suite minimisante pour S avec v, > 0 alors :

/RN |v]z*dx =1,

il existe R, > 0 tel que

* * 1
/ ]vidx:/ lv[F dr = .
‘1‘|<Rk |$‘2Rk 2
Si on définit :
N-2
ur(z) = Ry,* ve(@)(Ryz),
il est immédiat de vérifier que uy, € D, et ||ui|| = ||ug|| et |ug|2- = |vk|2-. Cela signifie que {uy }

est aussi une suite minimisante. Bien stir , u;, > 0, avec un changement de variables on montre
que:

* 1
Ydr = -

2*
uly dx :/ U .
/|:s|<1 [l lz|>1 | 2

Comme {uy } est borné dans D'?(RY) , pour une sous-suite , u; — u faiblement dans D"?(R")

et dans L? (RY). De plus, pour chaque boule B,la suite u;, est bornée dans H'(B),de sorte
que,encore autre fois pour une sous-suite, elle converge fortement dans L?(B) et satisfait aussi

ug(r) — u(zx) presque partout dans (RY). La preuve est complete. O

Ensuite, on force la suite uj; a possede la propriété technique indiquée dans le lemme sui-

vant.

Lemme 4.5. Il existe une suite de minimisation {u;}; pour S qui, en plus de celles du lemme

précédent, satisfait aussi les propriétés suivantes : pour tout j € N, j > 1 ,les suites :

{/ \VukIde} et {/ \Vuklzdm}
|lz|<1/j k |z|>37 k

admettent des limites finies quand & — oo.
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4.2 Résolution du probléme(4-3)

Démonstration. Soit {uy} la suite définie dans le lemme 4.4. Comme les suites numériques :

/ |Vug*dz et / |V |2 dx
|z[<1 |z|>1
sont bornées, il existe une sous-suite {uy 1} telle que les suites

/||<1|Vuk,1|2dx et /|>1 Vg [*dx

admettent des limites finies. De {uy ;}, on peut extraire une nouvelle sous-suite {u 2} telle

que les suites

/$|<1/2|Vuk,2]2da: et /$|>2\Vuk72\2dx

admettent des limites finies. En procédant de cette maniere, pour tout ; > 2, on a une suite

{uk; }x telle que les suites

2dx

/ | Vug |Pde et / |V
lz|<1/j || >

admettrent des limites finies quand £ — oo et {uy;}, est une sous-suite de {uy ;_1},. Alors
on renomme en uy, la «diagonale», plus précisement u;, = u . C’est une suite minimisante
qui satisfait les conditions du lemme précédent, car elle a été extrait de la suite minimisante
d’origine. De plus, pour tout donnée j, sauf les j premiers termes, la suite est une sous-suite de

{uk; }x, et donc la suite numériques :

/ |Vug|?de et / |Vuy|?de
|lz|<1/j |z|>37

Sont des sous-suites d’une suite convergente, et par conséquent elles sont également conver-

gentes. [

Dans le lemme suivant, on introduit quelques quantités que nous utiliserons dans la preuve

principal.

Lemme 4.6. Les limites suivantes existent et sont finies :
o ) o
1. vy = Igirgh(hmksup Jwj<r luk|* dz),
o . 2%
Voo = Rgrfm(llmksup Sz g U] dz).
2. po = lim (limsup [, g |Vulidr),
R—0* k
Hoo = Jim (limsup fiy,  [Vulidz).
En outre

3. v, U € [0,1/2].
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4.2 Résolution du probléme(4-3)

Démonstration. On définie les fonctions suivantes :

Y dx

f(R) = limsup lup|* dz et g(R) = limsup |u
k |z|<R k [z>R

il estimmédiat de voir que f est borné et croissante, tandis que g est borné et décroissante. Donc

g, S () = woet Jim 9(R) = vee

existent et sont finis (et positives). La méme preuve faite pour (i et jioo. Le fait que vy < 1/2 et

Vo < 1/2 vient de

. 1
e = =
T

[
|z|<1

Les lemmes suivants établissent des inégalités entre les nombres introduits dans le résul-

.
*dw :/ |,
|z[>1

]

tat ci-dessus qui sera essentiel dans la preuve du théoreme 4.3, le résultat suivant établit que
lorsque k — oo, la masse d’origine de uy, est n’est pas inferieure que la somme des contribu-

tions de la limite faible, de la partie qui se propage (v.,) et de la partie qui se concentre (vy).

Lemme 4.7. Soit u la limite faible de la suite minimisante u; construite au dessus. Alors

1§/ [ul* dz + v + Voo
RN

Démonstration. Preuve Pour tout £ € N et pour tout R > 1ona

1= / g * do = / lup|* dw + lu|?" da + lu|? dx.
RN x| <1/R 1/R<|z|<R le[>R

Dans 1’ensemble ouvert borné

{reRY | 1/R < |2| < R}

ona |ug(z)|* — |u(z)|* presque partout et de plus :

¥ < COR",

Juk (@)
par le lemme 3.1.2. donc la convergence dominée de Lebesgue, on a :

Y dx.

lim lug|* dr = / lu
k J1/R<|z|<R 1/R<|z|<R

1 = limsup </ |ug|? da + |up|* da +/ ug|* da
k |z|]<1/R 1/R<|z|<R |z[>R

< / lu|?" da + lim sup |ug|? da + lim sup [ug
1/R<|z|<R k |z|<1/R k |z|>R

Y dx.
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4.2 Résolution du probléme(4-3)

Comme R — +o00, on obtient :
1 g/ \u|2*dx+vo+voo.
RN
[]

Un comportement similaire (mais avec 1'inégalité opposée) est satisfait également pour la

norme dans (D?).

Lemme 4.8. Soit u la limite faible de la suite minimisante u; construite au dessus. Alors on a :
S > / Vul2dz + 1o + foo.
RN

Démonstration. On pose :

er = |lugl|* = S,

pour tout K et tout j, il en résulte
Sten = / IV 2dz
RN

— / V|2 dz + IV Pde + / V|2 dz 4.7)
lz|<1/j 1/j<|®|<j |z|>j

x|>)

La fonctionnelle

jw=[  Vuldr,
1/j<|e|<j

est continue et convexe dans D'?(RY), de sorte qu’elle est faiblement semi-continue inférieure.

Rappelant que e, — 0 et que les deux suites numériques

{/ \Vu;ﬁdx} et {/ \Vu;fdx}
|lz|<1/j k |z|>37 k

admettent des limites, si dans (4.7), on prend la lim inf par rapport a k, on obtient :
S = liminf (/ |V 2dz + |Vuk|2dx+/ |Vuk]2dx>
F le|<1/i 1/5<lzl<j />3

= liminf |V |2 dz + lilgn/ |V 2dz + lillgn/ |V |2 dx
] |z]>j

k 1/j<|z|<j lz]<1/3

Vv

/ |Vul2dz + lim |V |*dr + lim/ |V |*dx.
1/j<|x|<j k ko Jla|>j

|z[<1/j
Soit maintenant j — oo, on voit que

52/ \VulPdz + o + floo-
RN

A partir de la définition de S, on a, pour tout v € D“2(RY),

2/2*
z < 2dzx. :
S(/RN 0] da:) < /RN Vol2da 4.8)
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4.2 Résolution du probléme(4-3)

Le lemme suivant est d'une importance fondamentale. Dans un certain sens, il dit que
I'inégalité (4.8) est satisfait également pour les «composantes» de u;, qui se répandent ou se

concentrent.

Lemme 4.9. On a:
SUS/Q* < po et SU%Q* < loo-

Démonstration. Soit ¢ : R — R est une fonction de C™ telle que (t) = 1sit € [0,1] et p(t) =0
sit > 2. Pour tout R > 0 et pour tout z € RY on pose :

or(T) = w('?)-

Alors pr € C°(RY),
or(r) =1 si |z] <R,
vr(x) =0 si |z| > 2R,
|Vor(z)] < C/R pour chaque z € RY,

pour un certain C indépendant de x et R.
pour tout v € DV(RY), la fonction prv est aussi dans D'?(RY). En effet prv appartient a

L% (RY), et il suffit de vérifier que sa pente est en L. Mais
V(grv) = vVor +prVo,
et évidemment |prVo| € L?(RY). D’autre part,

L olPIVerPde = [ ol Vienfde
RN R<|z|<2R

N 2/N
< (o) 7o)
JR<|z|<2R R<|z|<2R

N~/ C 2/N
< 2 ) (/ d > <C
- </RN v RN JRr<|z|<2R . < Clo

Ainsi, le gradient de prv est la somme de deux L? les fonctions.

5 < +00.

On considére maintenant, pour chaque K et pour chaque R, la fonction pgu; € DVA(RY).

Certainement, .
2 2
S(/RN loruk| da:) < /RN \V (pruy)|dx. 4.9)

Nous analysons ce qui arrive a cette inégalité lorsque nous calculons certaines limites. Comme

en ce qui concerne le c6té gauche, nous avons

.
dx,

J R N e ey A
lz>R RN |z|<2R
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4.2 Résolution du probléme(4-3)

de sorte que

.
2 dz.

lim sup lug|* dr < limsup/ lorurl* dr < limsup |y,
K |z|<R K RN K |z|<2R

Or le premier et le dernier terme de cette inégalité tendent vers v,, lorsque R tend vers zéro

(4.7), et donc le terme central, a savoir
. . o .
zl%lg%) (thsup /RN lorUk| dx) = 1p.
Nous passons a 1’étude du membre de droite de (4.9). D’abord,
V(prur) [ = ui|Vorl® + or|Vur|* + 2urorVor Vug.
En répétant I’argument ci-dessus, on en déduit que

/ ||V on|d < c(/ s
RN R<|x|<2R

De plus, en travaillant comme dans le lemme 4.8 on voit que

N—-2

de) T.

lim lug)? da :/ |u|* dz
k  JR<|z|<2R R<|z|<2R
de sorte que
lim (lim/ |ug|? d:z:) = lim |u|* dx = 0,
R—=0 \ k JR<|z|<2R R—0 JR<|z|<2R

qui donne
. . 2 2 _
11%1111)0 (111£H/RN k|| Vor| d:c) =0

De 13, il est également facile de voir que

Enfin, puisque
/ |V |2 dx g/ lorVuy*dz S/ |V |*da,
lz|<R RN |z|<2R

en argumentant comme ci-dessus, nous obtenons

. . 2 o
lelgb (thsup/RN lorVuy| d:c) = Lo.

En résumé, a partir de (4.9), en prenant d’abord la lim sup sur k, puis la limite comme R > 0 et

chaque z € R nous fixons
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4.2 Résolution du probléme(4-3)

Encore une fois, il est immédiat de vérifier que oz € C*(RY),

Yr(x) =0 si |z] <R,
Yr(z) =1 si |z| > 2R,
|VYr(z)] < C/R pour chaque z € RY,

pour un certain C indépendant de x et R, Comme avant,zv € D'?(RY) siv € DY?(RY). En

partant de 1'inégalité
N
S( [ ol de) " < [V (@nu) Pl
RN RN

et en argumentant comme dans la premiére partie de la preuve, on obtient

lim <limsup/ |¢Ruk|2*dx) = Vs
k RN

R—+oc0

et
lim (lim sup/ |¢RVuk|2*dm) = llso
k RN

R—+o00
de sorte que l'inégalité
S < oo,

est établi. []

Le lemme suivant est la derniére étape de la démonstration du théoreme 4.1

Lemme 4.10. On a:
Up =VUoo =0 et / lul* do = 1.
]RN

Démonstration. On sait que vy, v € [0,1/2] et, par la faible semi-continuité inférieurement,on

a:
/ lul* dz € [0,1].
RN

2/2*

Comme 2* > 2, pour tout ¢ € [0,1],onaa > a, et I'égalité tient si et seulement si a = 0 ou

a = 1. En rassemblant les inégalités prouvées dans les lemmes précédents, on a
S > / IVul2dz + o + fioe
RN

. 2/2% 9/2" 92+
> S lul* dz + vyt + v
RN

> S[/ |u|2*dx+vo—|—voo] > S
RN

L’égalité, doit donc étre partout, et en particulier on a :

(ol
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4.2 Résolution du probléme(4-3)

Mais alors, chacun des nombres [y~ |u|? dx, vy doit étre soit 0 ou 1, comme vy, v, € [0,1/2],

nécessairement on a vy = v, = 0 comme :
/ lul* dz +vg + vee > 1,
RN
on déduit que [ [u|* dx > 1 etdonc [pn |u|? dz = 1. O

On a prouvé jusqu’ici qu’il existe une suite minimisantes pour S' qui admet une limite faible

u satisfaisant :
/RN uf? da = 1. (4.10)

Par la faiblement semi-continuité inférieurement, on a également ||u||* < S, et par la définition
de S et (4.10), ce doit étre ||ul[* = S. Ainsi u est un minimiseur, la preuve du théoréme 4.1 est

maintenant terminée.

Remarque 4.3. Les solutions de (4.10) que nous avons trouvées sont explicitement connues.
Les calculs élémentaires montrent qu’une solution est donnée, pour une constante appropriée

¢ >0, par
c

(1+|2]2)"=

et on peut prouver (ce n’est pas facile) que cette fonction résout bien la minimisation du pro-

Ux) =

bleme (4.6). Actuellement, toutes les solutions de (4.6) sont connues : sont la famille des fonc-
tions
Uny(@) = AT U\ (& — y))

pour toue y € R¥et tout A > 0. Notez qu’ils sont générés par la fonction u ci-dessus par des

traductions et des mises a 1’échelle (voir par exemple [11]).
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Conclusion

Dans ce travail, on a étudié quelques techniques de minimisation pour résoudre deux pro-
blémes aux limites d’equations partielles 1'un posés sur un ensemble Q2 C RY ouvert borné et
l'autre posés sur R qui vient dans le cadre.

Dans le premier chapitre, on a donné quelques outils de base, qui sont nécessaires pour ce tra-
vail, comme la différentiabilité d'un opérateur dans 1’espace de Banach et I’espace de Sobolev
et quelques proporiétés topologiques, comme les injections de Sobolev.

Dans le deuxieme chapitre, notre objectif était donner quelques théories du point critiques. On
a introduire également une condition de compacité connue sous le nom de condition Palais-
Smale.

Dans le troisieme chapitre, on a étudié 1'existence de solutions pour le probléme suivant,

—Au+q(z)u = f(u)+h(z) dans(,
u=>0 sur 0S).

Telle que nous avons obtenue la solution par la technique de coercive pour d"une certaine fonc-
tionnelle.
En fin, on a étudié I'existence de solutions pour le probleme elliptique avec I'exposant critique

suivant,

2 72U,

—Au = |u
u € DVA(RY).

Notre approche est variationnelle, nous avons utilisé le théoréme de minimisation et la solution
est obtenue comme des minimum ou de point critique pour d'une certaine fonctionnelle.

Nous prévoyons dans le futur d’essayer d’améliorer certains résultats de ces problémes.
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Résumé

Dans ce mémoire, on a étudié deux problémes aux limites d’équations différentielles partielles,
sur Q C RY . Notre objectif dans cette étude était d’appliquer la méthode variationnelle et
théoreme de minimisation pour étudier 1'existence de solution pour des problemes aux limites
avec un terme d’exposant sous-critiques et d’exposant critiques (respectivement) :

1. 2.

—Au+q(z)u = f(u) + h(z) dans €, —Au = [u)* %,
u=20 sur 0. u € DY2(RV).

Lorsque nous avons utilisé la méthode variationnelle, Il s’avere que la solution du probleme
consiste a définir les points minimum ou critiques d’une fonctionnelle d’énergie.
Mots clés : méthode variationnelle, point critique, théoreme de minimisation, coercive,valeur

critique de sobolev, solution faible,inégalités de sobolev
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1. 2.
{ ~Au+q(x)u = f(u)+ h(z) dans Q, { —Au = |u|* ?u,
w=0 sur OQ. u e DY2(RV).
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Abstract

In this memory, we have studied two boundary problems with partial differential equations,
on Q C RY . Our objective in this study was to apply the variational method and minimiza-
tion theorem to study the existence of solutions for the following boundary problems critical

exponents and supercritical exponents (respectively) :

1. 2.

—Au+q(x)u = f(u)+ h(z) dans €, “Au = |uf? 2,
u=20 sur 0f2. = D1,2<RN)'

When we used the variational method, it turns out that the solution of the problem consists in
defining the minimum or critical points of an energy functional.
Keywords : variational methods, critical point, minimization theorem, coercive , positive solu-

tion,critical exponant,continuous, sobolev embedding.
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