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Résumé

L’espace de Besov homogene B;q (R™) est un sous-espace de l'espace S._ (R") des dis-
tributions tempérées modulo les polynémes. On peut réaliser canoniquement comme un
sous-espace, invariant par translations et par dilatations, de I'espace S/, (R™) des distribu-
tions tempérées modulo les polyndémes de degré inférieur & v, 'entier v étant minimal.

Mots-clés: Espace de Besov homogene B;,q (R™), Réalisation, Espace S/, (R") des dis-
tributions tempérées modulo les polynémes de degré inférieur a v, Translations, Dilatations,

Espace de Sobolev homogene, Inégalité de Hardy.
Abstract

The homogeneous Besov space B;jq (R™) is a subspace of the space S’ (R") of tempered
distributions modulo all polynomials. It is possible to realize it as a tanslation and dilation
invariant subspace of the space S! (R") of tempered distributions modulo polynomials of
degree less than v, for some minimal natural number v.

Key words: Homogeneous Besov space B;,q (R™), Realization, Space S! (R") of tem-
pered distributions modulo polynomials of degree less than v, Translation, Dilatation, Ho-

mogeneous Sobolev space, Inequality of Hardy.
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Notations :

Pour o € N |a| = a1 + as + -+ + ay,.

Lo . alelr , o
La dérivée partielle Foia, pang, €st notée o*f,

si f est une fonction de deux variables (z,y) on note 95 f et 05 f.

x-&= Z x; - & est le produit scalaire usuel sur R”.

=1
fxg(z)= /f (x —y)g(y)dy est la convolution des fonctions f et g.
RTL

La transformation de Fourier de la fonction f € S (R™) est définit par:

(FE) =€) = / e~ f () de, V€ € R”

R

et sa transformée de Fourier inverse est:

Flf ()= f(z)=(2m)" /eixff (&) d€.

R
Pour (u,v) € S(R™) x S"(R™), ona u*xv € S" (R") et F (ux*v) = Fux Fo.

Pour tout p € [1,4+00], on définit ’exposant conjugué par p/, telle que (% + ]% = 1).
Soit a € R, a; = max (a,0).

Sif:R" — C, supp f est le support de f.

E’ est espace dual de F.

Soient A; et A; deux espaces, on dit que A; — A, §’il existe ¢ > 0, telle que:
1fllay < cllfllay» (V€ A).

Pour tout o € N", I'opérateur différentiel % de 5}, (R") dans 57, (R").
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Le (R™) Tespace des fonctions mesurables telles que:

/|f (z)|dz < 0o, Vk compact C R™.
%

L? (R™) l'espace des fonctions mesurables f telles que || ||, gn) < 00 ot

[f @) de | sip# oo
11| oy = /

sup ess | f ()] si p = oc.
rERM
(7 (R™) l'espace des suites (ay), qui vérifient:

(@)l gagemy = (Zlak|q> < 0.

k=0

Q=

C (R™) 'espace des fonctions continues f tels que:
1f le@ny = sup [f (2)] < occ.
TER™
C™ (R™) Soit m € N, 'espace des fonctions f € C (R™) et 0*f € C (R"), tels que:

1 Nl oom ey = Z 10 fll oy < 00, avec C°(R") = C'(R").

|| <m

Soit s € RT \ N, C* (R™) I'espace de Holder des fonctions f bornées telles que:
[f () = f ()]

cs@ny = 1l pso @y + = —5— < oo

| ] )
|z —y

Soit 0 < s < 1, C* (R™) T’espace de Holder homogene défini par la condition:

C* (R") les éléments de C™ (R™), pour tout m € N.
D (R") = C§° (R™) Pespace des fonctions C'* (R") a support compact.

D' (R™) 'ensemble de toutes les formes linéaires et continues définie sur D (R™).
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S (R™) I'espace de Schwartz des fonctions C* (R") & décroissance rapide.
S’ (R™) Iespace des disributions temperées.

Seo (R™) les éléments de S (R™) orthogonaux a tous polynomes.

S’ (R™) I'espace des disributions temperées modulo les polynémes.

Soit s € R, on définit I'espace de Sobolev H® (R™) par des f € S’ (R") tels que:

1
2

1£1 f(g)fdg < 0.

e = | [ (1P

n

Soit s € R, on définit 1’espace de Sobolev homogene H® (R") par des f € S’ (R™) tels

que:

1f1

1
2
s 2
s (Rn) = <§ 4°F HQKsz) < 00

kEZ
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Introduction

Dans ce mémoire 'espace de Besov homogene sur R" est un espace de Banach des
distributions tempérées modulo les polynémes. Si E est un tel espace, une réalisation de
E est une application linéaire continue o : E — S’ (R™) telle que Vf € E, la classe
d’équivalence de o (f) égale & f, a savoir I'invariance par translations et par dilatations.

La contribution principale de ce mémoire est répartie dans trois chapitres:

Dans le premier chapitre, nous rappelons les définitions, quelques propriétés des espaces
de Sobolev et Besov homogenes suivant le formalisme de Littlewood-Paley, avec 'interpolation
et quelques résultats qu’on utilisera par la suite. Dans le cinquieme paragraphe de ce
chapitre, on donne quelques inégalilés nécessaires pour ce travail.

Dans le deuxiéme chapitre, nous traiterons de ’existence et de I'unicité de réalisations de
B;q (R™) dans S” (R™) invariantes par translations (resp. dilatations), a savoir la réalisation
de H; (R™) avec quelques généralités sur les réalisations.

Dans le troisieme chapitre, & partir la définition de 'espaces de H * (R™), on applique
I'inégalité de type Hardy sur les fonctions des espaces réalisés, avec quelques exemples de

fonctions dans By (R").



Chapitre 1

Rappel sur les espaces de Besov

homogeénes

L’objet de ce chapitre est de rappeler les notions essentielles qui seront utilisées dans
la suite a savoir les espaces de Sobolev et Besov, Sobolev et Besov homogénes et quelques

résultats principaux concernant les inégalités de Holder, Young et de Bernstein.

1.1 Séries de Littlewood-Paley

Les séries de Littlewood-Paley jouent un roéle important dans la définition des espaces de
Sobolev et Besov homogeénes. Nous allons rappeler la définition de la décomposition de

Littlewood-Paley d'une distribution temperée.

Définition 1.1.1 (Fonction Cut-off) Une fonction p est dit Cut-off si elle est: p €
C*(R"), 0 < p < 1, paire. Autrement dit p est une fonction de classe C*°, positive,
radiale sur R™ i.e: p(§) = ¢ (|€]), avec ¢ € D (R") telle que: p(&§) =1 si || <1, p(§) =0
st [€] > 3. On définit:

V(€)= p(€) = p(26), VE € R™.

Définition 1.1.2 (Décomposition de Littlewood-Paley) Soit v € S (R™) telle que:

e suppy C {{ € R" - 1 < ¢ < 3}



1.1. Séries de Littlewood-Paley

® 7 (&) =0 pour 3 < ¢ < 3.

e ) v(27%¢) =1,v¢ e R"\ {0}.

kEZ

On pose: p(§) =1— Z’y (2_’“5), alors on obtient une fonction p € C* (R") telle que:
k>1

3
supp p C {f cR" : [ < 5},

donc pour tout £ € R™ la partition de [’unité non homogéne est:

O+ v (2F) =1. (1.1.1)

k>1

+o00o
Si & # 0, alors Z y (2”“5) = 1 est appelée partition de l’unité homogéne. La partition
k=—0oc0
(1.1.1) on associe une suite d’opérateurs de convolutions notés

Qr : S'(R") — C*(R")
R; : S'(R") — C*(R")
définis par
Quf(x) = F
Rif(x) = F ' (p(27))*f(x) >0
ou bien
F@Qef)(€) = 72*)f ) k=1
FRE) = p(27)f ) =0

avec la notation: Qo = Ry. Si dans la relation (1.1.1) on change & par 277 et on multiplie

par f (€) on obtient

F@OpRIY+F©) > 727 =F©). (1.1.2)
k>j+1
En appliquant Uapplication F~* sur (1.1.2) on obtient
Rif+ > Quf=/f. (1.1.3)

k>j+1



1.2. Espaces de Sobolev et Besov

Pour j =0 on trouve

Rof+ Quf = f-

k>1

Pour tout f € S" (R™) la décomposition de Littlewood-Paley de f est alors l'identité
F=Y Q. (1.1.4)
k>0
La série (1.1.4) converge au sens des distributions temperées. De (1.1.3) et (1.1.4) alors
J
Rif+ ) Quf =) Quf+ Y, Qil-
k>j+1 k=0 k>j+1

Donc

Rif =Y Qul.
k=0

1.2 Espaces de Sobolev et Besov

Nous donnons dans ce paragraphe les définitions de I’espace de Sobolev et Besov, quelques

propriétés sur ces espaces.

Définition 1.2.1 (Espace de Sobolev) Soit m = 1,2,... et 1 < p < oo, l'espace de
Sobolev noté par W (R") est ’ensemble des f € S"(R"), 0°f € LP (R") tels que:

||f||W;L(Rn) = Z ||6af||LP(R”) < 0.

laj<m

Définition 1.2.2 Soit s € R et 1 < p < oo, l'espace de potentiel de Bessel noté Hy (R™)
est définit par des f € S’ (R") tels que:

/1

< 0.

wyey = | F (141677 4©) )

Lp(Rn)
Remarque 1.2.1 H; (R") est l’espace de Sobolev usuel.
Proposition 1.2.1 Les propriétés suivantes sont vérifiées:

e HS(R") = H*(R"), Vs € R.

o H"(R") =W (R"),Vm €N, (1 <p < o0).



1.2. Espaces de Sobolev et Besov

o H)(R") =LP(R"), 1 <p < oo.

Théoréme 1.2.1 (Sobolev) Si0 <s <3, on a:
o I3(R") — H!(R"), 0 <t <s.
o Hy(R") — LT(R"), =~ < (Injection de Sobolev).

Preuve. Voir [1]. =

Définition 1.2.3 (Espace de Besov) Soit s € R et p,q € |0, 4+00[ lespace de Besov noté
B, (R") est défini par des f € S' (R") tels que:

Q=

+o0
ZQSkq ||Qkf|’g < 00, pour q # oo
HfHBaq(Rn) =

k=0
SUP;> sk HQkap < 00, pour q = oo.

Proposition 1.2.2 Les propriétés suivantes sont vérifiées:
e By (R") est un espace de Banach si min (p,q) > 1.
e B (R")=C"(R") sis € R\ N.
e B3, (R") = H*(R"), Vs € R.
e B, (R") = H(R"), Vs € R.
Preuve. Voir [9,10,11]. =
Proposition 1.2.3 Soit s € R, alors:
e S(R") — B, (R") — S (R").
o Byt (R") — By (R"), Ve > 0.
e B (R") — LP(R"), si s> 0.

Preuve. Voir [8,9]. m



1.3. Espace de Sobolev et Besov homogéne

1.3 Espace de Sobolev et Besov homogeéne

Rappelons dnas ce paragraphe les définitions des espaces de Sobolev et Besov homogénes

qui seront utilisées dans la réalisation et quelques propriétés sur ces espaces.

Définition 1.3.1 (Espace de Sobolev homogéne) L’espace de Sobolev homogéne noté

par W;” (R™) est l’ensemble des f € S (R"™), 0*f € LP (R™) pour tout m € N tels que:
1 gy = D 10°F1l, < 0.
|a|=m
Définition 1.3.2 Soit s € R et 1 < p < 00, l’espace de potentiel de Bessel homogéne noté
aussi par H; (R™) est définit par des f € S. (R") tels que:

1
2
Hy(Rm) = (Z 4 ||Qkf||;2,) < 0.

keZ

/1

Proposition 1.3.1 Soit s € R, alors:

. H; (R™) est un espace de Banach.
o [ (R") = H*(R").
o [1°(R") < SI_ (R").
Définition 1.3.3 (Espace de Besov homogeéne) Soit s € R et p,q € [1,+00], l’espace

de Besov homogéne noté B;,q (R™) est défini par des f € S (R™) tels que:

1

+oo q q
( Z <25k ||Qkf\|p) ) < 00, 81 q # 00
/] By ,(R") —

k=—o00

sup 2% | Qfl, < oo, si g = oo.
keZ
Proposition 1.3.2 On a:

° B;q (R™) est un espace de Banach.

o B3, (R") = C (R"), pour s € R*\N.

o By, (R") = Wy (R"),Vm € N.



1.4. L’interpolation

o B, (R") — B3 (R") sis>0.
« B, (R") = B}, (R") siqy < a.

p:q1 p,q2

Preuve. Voir [4]. =
Proposition 1.3.3 Soit s € R, alors:
o Su(B") = By, (RY) — 5L, (RY).

o B (R™) — Bs2 (R™), sip; < po et s3 — pﬂl = 59 — .

P1,9 p2,9

Preuve. Voir [4]. =

Proposition 1.3.4 ] existe deux constantes 0 < ¢y < ¢y telles que pour tout f € B;’q (R™)

et tout A > 0, alors:

n

e 11y g <A 1F O]

Bs (R < e ||f] Bs J(R") *

1.4 L’interpolation

Théoréme 1.4.1 (Riesz-Thorin) Soit T' un opérateur linéaire une (application linéaire)
de LP° (R™) dans L% (R") et de LP* (R™) dans L (R™) avec 1 < po, qo,p1,q1 < 00, po # D1
et qo # q1 avec p < q telles que

1T fllgy < AN, et ITflly, < B, -

q0 — q1 —

Alors T applique de LP (R™) dans L1 (R™) avec

ITfll, < CIfIL, -
L AL-0o 1120, 6 1_1-6, 6 (.
telle que: C = A'7"BY avec 0 < 6 < 1 et =t i T e Ta Ou: p entre pgy et py,

q entre qy et q;.

Remarque 1.4.1 Pour [’interpolation des espaces LP (R"), H} (R") ou Bj (R") on peut

consulter le livre de Bergh et Lifstrom [1].



1.5. Inégalités de Holder, Young et Bernstein

1.5 Inégalités de Holder, Young et Bernstein

Quelques inégalités classiques, dans les espaces LP (R™) sont nécessaires pour la suite de ce

mémoire.

Théoréme 1.5.1 (Inégalité de Holder) Soient f € L (R") et g € L9 (R™) avec 1 <

p,q < o0 et (]13 + % = %) alors:

fge L"(R") et | fgll, < \If1l, lgll, -

Théoréme 1.5.2 (Inégalité de Young) Soient p,q,t € [1,+00] tel que %+% =i+1,
avec t > p et t > q alors pour toute f € LP (R™) et g € L7 (R") on a:

frge L' (R") et [If =gll, <Ifl,llgll,-

Preuve. On fixe g € L?(R™) et on considére 'opérateur T'f = f % g, on a

Tf(x) = /f<y>ég<x—y>f<y>idy

R’I’L

1 7
rr@) < [1EEF s - nllf )"
RTL
en utilisant 'inégalité de Holder, on obtient d’une part

I7f @), < If1 gl -

D’autre part I'inégalité de Holder donne :

Tf (@) < A fll gl -

Alors on applique le théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin, i.e:
T : L'(R") — L?(R")
LY (R") — L= (R").
Il vient:
T:LF(R") — L'(R"),

1 1-0 1 _ 0 J1 1 1
avec;—HJrT,;—5et0<9<1,enelem1nantt9,ona.}—)—l—a—g—i-l. [ ]



1.5. Inégalités de Holder, Young et Bernstein

Théoréme 1.5.3 (Inégalité de Bernstein) Soient 1 < p <t < oo et a € N, il existe

c=c(a,p,q,n), telle que pour toute f € LP (R™), avec supp f C {£€R™ : |&| < R}, on a:
|£l, < er GO g,
Preuve. Soit p € S (R") telle que p(§) = 1 pour |£] < 1, on pose pg (§) = p (f—%), on a

JE: pr et f(a) = (}—APR)(&) * f.

Par I'inégalité de Young, on obtient

1 1 1
||f||p, avec — + — = —+1,
q p q

£, < H(]:—IIOR)(a) t

comme pour tout x € R"

(Fom) " (@) = R (F ) (Ba),

il vient
H(FlpR)m) q _ pretlal-2 H(Flp)(co ;
donc
£, < RGOl £
| |

L’inégalité précédente est connue sous le nom de Bernstein.



Chapitre 2

Réalisation des espaces de Besov

homogeénes

Dans ce chapitre, nous traiterons de 'existence et de 'unicité de réalisations de B;,q (R™)

dans S" (R") invariantes par translations ou dilatations, on se limitera au cas s < % ouq > 1.

2.1 Généralités sur les réalisations

Définition 2.1.1 (Distributions modulo les polynémes) Pour tout m € NU{oo}, on
désigne par Py, (R") le sous-espace de S’ (R™) constitué des polynome de degré inférieur &

m et par Py (R") le sous-espace de S" (R™) constitué de tous les polynomes.

Proposition 2.1.1 Soit f € S"(R™) et m € N. Alors f € P, (R") si et seulement si

£ =0 pour tout |a| = m.

Définition 2.1.2 On désigne par:
o Py (R") ={0}, P1(R") ={c; ceC}
e S, (R")={fe€ SR tel que (p, f) =0 Vp € P, (R")}.
o S| (R") estle dual de S,, (R").

o [f],, la classe d’équivalence d’une disributions temperées f modulo P,, (R").

10



2.1. Généralités sur les réalisations

Définition 2.1.3 (Espace de Banach de distributions) Soit m € NU{oco}. Un espace
de Banach de distributions (E.B.D) modulo P,, (R"™) dans S!, (R™) est un sous-espace vecto-
riel E de S! (R™) muni d’une norme compléte telle que l'injection canonique E — S! (R")

soit continue.

Définition 2.1.4 Soit f est une fonction ou une (distribution) sur R™, on définit les trans-

latées et les dilatées de f par les formules:

T

(ref) (@) = fle=a) . (@) =7 (5).
pour tous a € R™ et A > 0.

Définition 2.1.5 (Invariance par translations et par dilatations) Soit E un espace

de Banach de distributions:
e F est dit invariant par translations si:

Vae R"Vfe E:7,(E)CE.

e F est dit invariant par dilatations si:
YA>0,VfeFE:hy(FE)CE.
o I est dit isométriqguement invariant par translation si:
Va e R*"Vf e E:|1afllg = Ifllg-
o [ est dit homogéne de degré r € R s’il est invariant par dilatation et si:
VA>O0Vf e E:|hafllp=XA"[flg-

Définition 2.1.6 (Reéalisations) Soient m et k des éléments de NU{oo} tels que 0 < k <
m. Soit E un E.B.D. dans S, (R"). Une réalisation de E modulo Py (R"™) dans S}, (R™) est

une application linéaire continue o : E — S} (R™) telle que Vf € E, la classe d’équivalence

de o (f) égale a f, i.e: [o(f)],, = f-

11



2.1. Généralités sur les réalisations

Remarque 2.1.1 Pour tout f € E, on a:
e o (f) est l'unique représentant de f dans o (E).

e Si k = m, il existe un unique réalisation trivial, c’est-a-dire l'injection canonique

E — S/ (R").

e Si o est une telle réalisation, alors o est un isomorphisme linéaire de E sur o (F) qui

est dés lors un E.B.D. dans S; (R"), muni de la norme
lo (NI = 11f1l -

Théoréme 2.1.1 ([4] classification des réalisations) Soit m € NU {oco}, k <m et E
un E.B.D. dans S!, (R").

o £ admet une infinité de réalisation modulo Py (R™) dans S, (R™).

o Soit o9 : E — S} (R") une réalisation de E modulo Py (R"). Si (La)<|<y une
famille finie de formes linéaires continues sur E, alors la formule suivante définit une

réalisation de E modulo Py (R™) dans S;, (R™):
o(f)@)=0oo(f) (@) + Y La(f)z"
k<|a|<N

Inversement, toute réalisation o de E modulo Py, (R™) est de la forme ci-dessus.
Preuve. Voir [4,5]. =

Théoréme 2.1.2 ([4] Reéalisations invariantes par translations) Soit £ un E.B.D. dans
SI(R™), isométriquement invariant par translations, et k < m. Soit og une réalisation de
E modulo Py, (R"), commutant auz translations. Soit (La),_, une famille finie de formes
linéaires continues sur E, invariantes par translations au sens o L, o 7, = L, pour tout
a € R™. Alors la formule suivante définit une réalisation de E modulo Py (R™), qui commute

auzx translations:

o (f) (@) = 00 (f) @) + 3 Lo (F)a".

k=|a
Inversement, toute réalisation o de E modulo Py (R™), commutant auz translations, est de

la forme ci-dessus.

12



2.2. Réalisation des espaces de potensiel de Bessel H; (R™)

Preuve. Voir [4,5]. =

Théoréme 2.1.3 ([4] Reéalisations invariantes par dilatations) Soit E un E.B.D. dans

S/ (R™), invariant par dilatations et homogéne de degré r € R, et soit k < m.

o Sir¢ {kk+1,..}, alors E admet au plus une réalisation modulo Py (R™) qui com-

mute auzx dilatations.

e Supposons que r est un entier au moins égal a k. Soit o : E — S; (R™) une

réalisation de E modulo Py (R™), commutant aux dilatations, et (L,) une famille

laf=r

de formes linéaires continues sur E, telles que L, o hy = XL, pour tout A > 0.
Alors la formule suivante définit une réalisation de E modulo Py (R™) dans S;, (R™),

qut commute aux dilatations:

o (f) (@) =00 (f) (@) + Y La(f)a".

|laf=r

Inversement, toute réalisation o de E modulo Py, (R™), commutant aux dilatations, est

de la forme ci-dessus.

Preuve. Voir [4,5]. =

2.2 Réalisation des espaces de potensiel de Bessel H - (R")

Proposition 2.2.1 L’espace H; (R™) est isométriquement invariant par translation et ho-

mogeéne de degré s — %.

Proposition 2.2.2 L’avantage de norme homogéne réside dans leur comportement simple

vis-a-vis de dilatation, on a en effet pour A > 0

[7 Gy =211

Théoréme 2.2.1 (Invariance par translations)

Hy(Rm) -

o Pour s <7, Vespace H,, (R") admet une seule réalisation invariant par translation.
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2.3. Réalisations des espaces de Besov homogénes

e Pour s > %, ’espace H, (R™) n’admet aucune réalisation invariant par translation, il

en est de méme pour Hp% (R™).
Preuve. Voir [2]. =
Théoréme 2.2.2 (Invariance par dilatations)
o Pours—% ¢ N, l’espace H; (R™) admet une seule réalisation invariant par dilatation.
e Pours— % e N, ['espace H]‘; (R™) n’admet aucune réalisation invariant par dilatation.

Preuve. Voir [2]. =

2.3 Reéalisations des espaces de Besov homogénes

Définition 2.3.1 Une réalisation de B;q (R™) modulo P, (R") dans S" (R™) est une ap-
plication linéaire continue o : B;’q (R") — S"(R") /Py, (R™) telle que Vf € stuq (R™),
o (N =T

Remarque 2.3.1 Dans le cas s < % ouq>1ona

o(f) =) Qif

kEZ

Voir les travauz de Bourdaut et Moussasi.
Proposition 2.3.1 On a:

e L’espace B;q (R™) est un E.B.D. dans S, (R"), isométriquement invariant par trans-

lation et homogéne de degré s — %.

* |7l

By (R") — 1+ pl By (Rn)r POUT P € Poo (R™).

Proposition 2.3.2 Soit f € S/ (R"). Alors f € B;’,q (R™) si et seulement si les dérivées
partielles 0; f appartiennent a B;;l (R™) pour j =1,...,n. De plus l’expression suivante est

équivalente a la norme de B;’q (R™)

By (R) -

> N0t
j=1
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2.3. Réalisations des espaces de Besov homogénes

Preuve. Voir [4]. =
Proposition 2.3.3 Soit s € ]0,2] et Va € R", alors

I7af]

Bs ,(R™) = ||f| Bs ,(Rn) -

Preuve. Pour s € ]0,1] on prend  — a = y, donc on a dz = dy, d’ou

I (= a)“B;,q(R") = HfHB;’q(]R”)'

Pour s € ]1,2] on a

1 ¢ =)z g Zuaf — )l g1y = ZuafuleRn 11 oy -

Définition 2.3.2 (Distributions nulles a I'infini) On dit qu’une distribution tempérée
fe S (R") tend vers 0 a Uinfini si on a
lim h)f =0,

A—0

dans S' (R™). L’ensemble des telles distributions est noté Co (R") vérifiant:

lim (f (X) o) = 0,Yp € S(RY).

A—0

Voici quelques exemples de distributios tend vers 0 & 'infini:
Proposition 2.3.4 ([6]) Les éléments suivants de S’ (R™) tend vers 0 a linfini:
e Les fonctions appartenant a Co (R™) ou a LP (R™), pour 1 < p < oo.
o Les dérivées des distributions appartenant o Cy (R™).
o Les dérivées des fonctions continues f sur R™ telle que f (x) = o (|z]) quand |z| — oo.

o Les éléments de tout E.B.D. E C S’ (R"), homogéne de degré r < 0.

15



2.3. Réalisations des espaces de Besov homogénes

Preuve. e Soit f € L (R"). Pour ¢ € S(R") et d’aprés 'inégalité de Holder, on a

‘(f(x>7gp>‘ < HSOHp/ f(X)Hp
= A+ flell, /1,

d’ou on déduit que

fmt (5) 9 =0
donc f € Cy (R™).

e Soit une fonction continue f telle que f () = o(|x|) & Uinfini.Pour ¢ € S (R™), on a
T
most ol <N [ 11 ()] 1o (@) da.
RTL

Pour un € > 0 donné, on choisit R > 0 tel que

|/ ()]

sup ——— < e.
>R |7]

Soit
M (R) = max | f (z)].

lz|<R

Il vient alors
0,1 ¢)] < € / 2105 (2) dz + || M (R) / 950 ()] de,
Rn R™

d’ou on déduit que

lim (720 f, ) = 0.

Remarque 2.3.2 Pour la preuve des autres voir [6].
Proposition 2.3.5 On a Py (R") N Cy (R?) = {0}.

Preuve. Voir [2]. =
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2.4. Construction des réalisations

2.4 Construction des réalisations

G.Bourdaud a donné la construction des réalisations pour les espaces de Besov B (R™)
avec s, p, ¢ et n quelconques. Cette construction dépend de ces parameétres que nous allons

la donner par le théoréme et les exemples suivants:

Théoréme 2.4.1 L’application o, est définie sur B;’q (R™). C’est une réalisation de B;q (R™)
qui commute avec les translations et avec les dilatations. o, (f) est l'unique réprésentant de

f dont toutes les dérivées d’ordre v = v (s,p,q,n) tend vers 0 & l'infini, on a en particulier

0V(f):ZQkf7

k€EZ

converge dans S, (R™), vérifie 3* (o, (f)) € Co (R™), |a| = v telle que

UV =

max([s—%]+1,0>,sis—%¢N0uq>1

s—p,szs—;ENetqzl

Preuve. Voir [4]. =

Exemple 2.4.1 B}, (R?)

SAE

° y:maxqs— ]+1,0>,sis—%§éN0uq>1,
Ona:s—%zl—%z%%N, [%]:O, et:
v =max (0+1,0) = 1, donec:

si f € B}, (R?), alors Z Qrf converge dans Sy (R?).

kEZ

Exemple 2.4.2 B2, (R?)

) y:s—%, sz’s—%ENetq:l,

Ona:s—% 2—%21:V€N, donc:

si f € B}, (R®), alors Z Qrf converge dans S (R3?).

kEZ
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2.4. Construction des réalisations

Remarque 2.4.1 Dans le cas au s, n, p et ¢ ne vérifient pas la condition

n

s<—ouq>1

p

la réalisation de B;q (R™) s’écrit
o (f) =D (Quf+pr).

keZ

Ou pi, € P (R™) défini selon chaque cas.

Théoréme 2.4.2 (Réalisations inariantes par translations)

o Pour s < et q < oo, lespace Bp;ﬁ (R™) admet une seule réalisation invariante par

translations.

e Pour s > % et ¢ > 1, l’espace Bp; ¢ (R™) n’admet aucune réalisation invariante par

translations.
Preuve. Voir [2]. =
Théoréme 2.4.3 (Réalisations invariantes par dilatatios)

o Sis— 2 &N, alors B;q (R™) admet une seule réalisation invariante par dilatations.

o Sis— 5 € N, lespace B;’l (R™) admet une infinité de réalisations invariantes par
dilatations.

e Si s — % € Netqg>1, alors B;’q (R™) n’admet aucune réalisation invariante par

dilatations.
Preuve. Voir [2]. =
Proposition 2.4.1 Les propriétés suivantes sont vérifiées:

e Pour tout f € B;q (R™), les séries Z Qrf converges dans S, (R™).
keZ
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2.4. Construction des réalisations

e sion définit o, (f) la somme des séries Z Qrf dans S! (R™), pour tout f € B;q (R™),
keZ
alors o, est une réalisation invariant par translation (resp. dilatation) de B; , (R")

dans S!, (R™).

° 0, (B;q (R”)) est l’ensemble de f € S), (R") telle que [f] € B;q (R™) et f(@) tend vers

0 a Uinfini pour tout |a| = v.
e nous avons 0% o g, = O (w—l|al), © 0%, pour tout o € N,

Preuve. Voir [6]. =

Remarque 2.4.2 De la méme maniére on réalise les espaces de Lizorkin-Triebel F]iq (R™),

voir [6].
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Chapitre 3

Applications

Dans ce chapitre, a partir la définition de I’espace de Sobolev homogene H? (R™), on

applique l'inégalité de Hardy sur les espaces réalisés, avec quelques exemples des fonctions

dans B; , (R").

3.1 Espace de Sobolev homogéne H* (R")

Définition 3.1.1 Sy (R") est le sous-espace de S (R™) constitué des fonctions u vérifiant

/xau (x)dxr =0, Yoo € N".

Rn

Et on note S (R™) le dual de Sy (R™). Cet espace s’identifie a S’ (R™) /P (R™).

Remarque 3.1.1 Pour la définition de Uespace de Sobolev homogene H* (R™), woir les

notations.
Proposition 3.1.1 Soit les inclusions de Sobolev:
o I*(R") — L7 (R") (% :§—5>, sis < 3.

o H*(R") — C*7% (R"), sis > 2.

Les fonctions des espaces réalisés vérifient une inégalité de type Hardy suivante:
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3.2. Inégalité de Hardy

Proposition 3.1.2 (Inégalité de type Hady) Soit s > 0 et s — 5 ¢ N. Il existe une

constante ¢ > 0 telle que, pour toute fonction f de l’espace eral (R™), on a
|f (95)‘2 2
o dz < c|[f |5 @ny -

R

Preuve. Voir [3]. =

3.2 Inégalité de Hardy

On définit B;q (R™) comme ’espace des distributions tempérées f, modulo les polynomes.

On note par B;:;eal (R™) la réalisation de B;”q (R™).
Proposition 3.2.1 St s — % > 0, alors:
o B3, (R") — C°r (RM).
Nous avons la caractérisation suivante:
Définition 3.2.1 5i 5 < 2, la réalisation de B]‘j’q (R™) est l’espace
Bl (R7) = { feCo(RY); [fle B, (R”)} .
On a l'inégalité de Hady suivante:

Proposition 3.2.2 Pour p > q, s > 0 avec s — % ¢ N et pour toute f € B;:;eal (R™) on a

/ s ﬁil'pd:c <c|lf]

|

Bp,q(R™)

Preuve. Voir [12]. =

n

Remarque 3.2.1 On peut remplacer B;q (R™) par B;;o; (R™) dans la proposition, voir les
travaux de Moussai [7].
Remarque 3.2.2 L’7inégalité de Hardy est aussi valable pour les F;q (R™) car on a le pro-

longement F;q (R") — Byt (R™).
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3.3. Exemples de fonctions dans B,  (R")

Corollaire 3.2.1 Ya € N, l'opérateur de dérivation 0* envoie By, (R™) dans By (R).

Autrement dit, si f € By (R") alors
le’ s—|a n
o“f e B, " (R").
Preuve. D’apres I'inégalité de Bernstein on a:

1Qr (0 )1, < 2" Qr S,

car
Qr (0°f) = 0% (Qxf),

ce qui donne le résultat:

1

(Z (21D <aaf>||p)q) < (Z (2 ||Qkf||p)q)

k>0 k>0

1
q

3.3 Exemples de fonctions dans B, (R")

Exemple 3.3.1 Si f = 6, (§ mesure de dirac). Alors Ff =1 donc on a f € B;é’i (R™)

avec (i + ]% = 1). Un calcul formel donne

Qud =F 1y () %6 =F 1y ()

ol

Fliy (w) = 2" F 1y (2%2)

|7, = 2% 17141,
1l vient alors

1QufN, =27 |71,
c-a-d
sup (275 1Qudl,) = | F74]l,-

D’ou

§ € Bpk (R").
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3.3. Exemples de fonctions dans B,  (R")

Exemple 3.3.2 Si f € S'(R") tel que f(£) = |€]™", t > 0 donc on a f € B;,_j (R™).On

démontre cet exemple, on a:

AE) =F (Rof) (&) = €] p(€),

tel que
supp F (Rof) C {€ e R" : |¢] < 2}.

vo=] 1O s
€7 p© 161> 1.

Par l'inégalité de Bernstein, on obtient

Avec

[1Rofll, < cllRofll,

alors
[F7IA, < e[| 77, [ 7, < oo
Et on a
F(@Quf)(©) = [ v (27%)
— okt ‘2—k§|_t7 (Q—kg) ’
avec
Ly 3k
52 < e = 52%
Alors on a

1Qufll, < ellF (e y )],
= | F (2 (7)) Hp

Cka:tJrkﬁ 2knf'—l (‘gyft,y(g) (2]@'))H

F (el 7 ()]

p
n
Rt

p J
ce qui implique le résultat
1Bofl, +sup25) @, < < oo.
D’ou
f € Bt (RY).
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3.3. Exemples de fonctions dans B,  (R")

Exemple 3.3.3 Plus généralement, si f € S (R") tel que

F(&) = ¢l (log e~

avect >0 et o > 0, alors
t—2 1
f E Bp7qp, (Rn) SZ q > ;

Pour la démonstration de cet exemple voir Peetre [8].

Remarque 3.3.1 Les exemples précédents sont valables dans B;q (R™), en effet

R 1 1
e Byl (RY oh — =1 -,
b p

fe B, (R)

et

fe By (R") sig> %
Nous donnons quelques exemples de réalisations:
Exemple 3.3.4 Pour 0 < s < % et q=1. Soit
S B;,l (R"),

en utilisant l'inégalité de Bernstein pourt > p on a

3=

1Qufll, < ™G QurIl,

< Cznk(%_%)_Ska

ou €, € (' (Z). En choisissant t telle que

on réalise By | (R"), en ayant démontré la continuité de l'inclusion

B (R") C L'(R™).

24



3.3. Exemples de fonctions dans B,  (R")

Exemple 3.3.5 Pour s = %, p < oo etq=1. Dans ce cas l'inégalité de Bernstein pour

t = oo donnent
nk
1Qufll < 2% Qufl, < c 1.

Ainsi

> Quf

keZ

converge normalemant dans Cy. Or
ConNP = {0}.

On réalise alors

B (R") C Cy.
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Conclusion

Dans ce mémoire si f € B, (R") avec s < % ouq > 1, on a la série E Q[ converge dans
keZ

S! (R™), en notant o, (f) la somme de cette série dans S/, (R") ot ¥ = max ([s — %] +1, O),
on définit ainsi une réalisation de B;q (R™) dans S/, (R"), qui commute aux translations et

aux dilatations.
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