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Chapitre 1

Analyse fonctionnelle des
équation intégrales

1.1 Opérateur intégral linéaire

Soit

k : C ([a; b])� C ([a; b])! R

une fonction continue, Alors on dé�nit l�opérateur intégral linéaire surC([a; b])

par la formule suivante

A : 	 2 C ([a; b])! C ([a; b]) (1.1)

(A	) (x) =

Z b

a

K (x; y)	 (y) dy (1.2)

la fonction K s�appelle noyau de l�opérateur intégral A

1.1.1 Opérateur compact

Un opérateur linéaire A entre deux espaces normés est dit compact si l�image

de la boule unité BX de X est relativement compact i.e ; si A(Bx) est compac.

Ceci est équivalent à dire que pour toute suite bornée ('n) de X, On peut

extraire de (A'n) une sous suite convergente dans Y:

Remarque 1 L�identité sur un espace normé X n�est pas compacte sauf si x

est de dimension �nie .
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Aussi, en dimension in�nie, un opérateur compact n�est jamais bijectif .

1.1.2 Opérateur adjoint

On considère C(D)muni du produit scalaire identique à celui dé�ni sur L2(D)

par

8 (f; g) 2 C([a; b])2 : hf:gi =
Z b

a

f(x):g(x)dx

Ce produit scalaire permet de dé�nir la notion d�orthogonalité, Ainsi que

celle d�adjoint, On dit que

A : C ([a; b])! C ([a; b]) ; B : C ([a; b])! C([a; b])

Sont adjoints s�ils véri�ent

8 (f; g) 2 C
�
[a; b]2

�
: hAf:gi = hf:Bgi (1.3)

Si un opérateur A admet un adjoint B, alors cet adjoint est unique et unique

.

1.2 Classi�cation des équations intégrales

a-Equations intégrales linéaires
Une équation à une inconnue ' de la forme

' (x) + f (x) = �

Z



k (x; t)' (t) dt (1.4)

est appelée équation intégrale, avec f(x) et k(x; t) sont deux fonctions connues,

� un paramètre numérique et 
 un ensemble borné et fermé d�un espace euclidien

.

1-Equations intégrales de Fredholm
i) Une équation à une inconnue ' de la forme

'(x) + f(x) = �

Z b

a

k(x; t)'(t)dt

est appelée équation intégrales de Fredholm de deuxième espèce .

ii) Si '(x) = 0 l�équation (1.4) s�écrit sous la forme
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f(x) = �

Z



k(x; t)'(t)dt (1.5)

est appelée équation intégrale de Fredholm de première espèce .

1- Si f(x) 6= 0 l�équation (1.4) est dite non homogène
2- Si f(x) = 0 l�équation (1.4) est dite homogène

2- Equation intégrales de Volterra
a) On appelle équation intégrale de Volterra de deuxième espèce une équation

de la forme :

'(x) + f(x) = �

Z x

a

k(x; t)'(t)dt (1.6)

b) Si '(x) = 0 l�équation (1.6) s�écrit sous la forme :

f(x) = �

Z x

a

k(x; t)'(t)dt (1.7)

est appelée équation intégrale de Volterra de première espèce .

i) Si f(x) 6= 0 l�équation (1.6)est dite non homogène .
ii) Si f(x) 6= 0 l�équation (1.6) est dite homogène .
b) Equation intégrales non linéaire
1) Equations intégrales de Fredholm
a) Une équation de la forme

'(x) + f(x) = �

Z b

a

k(x; t; '(t))dt (1.8)

est appelée équation intégrale de Fredholm de deuxième espèce non linéaire .

b) Si '(x) = 0 l�équation (1.8) s�écret sous la forme :

f(x) = �

Z b

a

k(x; t; '(t))dt (1.9)

est appelée équation intégrale de Fredholm de première espèce non linéaire.

2) Equations intégrale de Volterra
a)On appelle équation intégrale de volterra de deuxième espèce non linéaire

une équation de la forme :

'(x) + f(x) = �

Z x

a

k(x; t'(t))dt (1.10)

b)Si '(x) = 0 l�équation(1.10) s�écrite sous la forme :
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�

Z x

a

k(x; t; '(t))dt (1.11)

Est appelée équation intégrale de volterra de première espèce non linéaire .

1.3 Existence et unicité de la solution

1.3.1 Théorème de Riesz et Alternative de Fredholm

On considère un opérateur compact A dé�nie d�un espace normé E dans lui

mème .

Alors l�opérateur L = I � A a les propriétés suivante :

a) L�espace nul de l�opérateur L i.e. le noyau de l�opérateur L

ker(L) = f' 2 X : L' = 0g

est un sous-espace de dimension �nie.

b) L�image de l�opérateur L i.e.

ImL = fL' : ' 2 Xg

est un sous-espace linéaire fermé et de co-dimension �ni .

c) Il existe un unique r 2 N nombre de Riesz de l�opérateur A tel que

f0g = ker
�
L0
�
� ker

�
L1
�
� ::::: � ker (Lr) = ker

�
Lr+1

�
= ::::::

E = Im
�
L0
�
� Im

�
L1
�
� :::::: � Im (Lr) = Im

�
Lr+1

�
= ::::::::

Et on a la somme directe

E = ker (Lr)� Im (Lr)

De plus (I � A) est injectif si et seulement si il est surjectif.

Dans ce cas (I � A) inversible, et son inverse (I � A)�1 est un opérateur

borné.
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Alternative de Fredholm :

On considère les deux équations de deuxième duale l�une de l�autre :

(I � A)u = f (1.12)

(I � A�) v = g (1.13)

où A� est l�adjoint de A , alors on a l�alternative suivante :

i) Ou bien les deux équations homogènes

(I � A)u = 0

et

(I � A�) v = 0

ne possèdent que les solutions triviales u = 0 et v = 0:

- Dans ce cas (1.12) et (1.13) admettent une solution unique pour toute f et

g dans E

ii) Ou bien les deux équations homogènes

(I � A)u = 0

et

(I � A�) v = 0

possèdent le même nombres des solutions m linéairement indépendantes

uj etvj (j = 1; 2; :::::;m) respectivement et les solutions de (1.12) et (1.13)

existent si et seulement si huj:fi = 0 et hvj:gi = 0 pour tout j = 1; 2; ::::::;m.



Chapitre 2

Méthodes approximatives et
implémentations

2.1 Méthode de colocation :

On considère l�équation intégrale de Fredholm de deuxième espèce

' (x)�
Z b

a

k (x; t)' (t) dt = f(x) ; a � x � b (2.1)

Remarque générales :
Récrivons l�équation intégrale de Fredholm de deuxième espèce sous la forme

R [' (x)] = ' (x)�
Z b

a

k (x; t)'n (t) dt� f (x) (2.2)

Cherchons la solution approchée de l�équation (2.1) dans le cas spécial

'n (x) = � (x;A1; A2; :::::; An) (2.3)

Avec les paramètres libres A1; A2; :::::; An (coe¢ cient indéterminé), dessus

substitution de l�expression (2.3) dans l�équation (2.1) nous obtenons le résidu

R ['n (x)] = 'n (x)�
Z b

a

k (x; t)'n (t) dt� f (x)

Si ' (x) est une solution exacte, alors le résidu R [' (x)] = 0

Le résidu R ['n (x)] peut être réduit au minimum de plusieurs manière, habi-

tuellement à simpli�er les calcules, à fonctions 'n (x) linéairements dépendentes

6
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selon les paramètres A1; A2; :::::; An est prend à la conclusion des paramètres

A1; A2; :::::; An nous obtenons la solution approchée (2.3).

Si limn!+1 'n(x) =' (x) ; alors en prenant su¢ samment grand nombre des

paramètres A1; A2; :::::; An nous constatons que la solution ' (x) peut être trouvé

pour un arbitraire précision donnée.

Décrivons maintenant la méthode concrète de construction d�une solution

approchée

'n (x):

Soit la solution approchée 'n donée par

'n (x) = �0(x) +

nX
i=1

Ai�i(x) (2.4)

où

�0 (x) ; �1 (x) ; :::::; �n (x)

sont des fonctions données (fonctions de même rang) et A1; A2; :::::; An sont des

coe¢ cients indéterminés, où les fonctions 'i(x) (i = 1; 2; :::::; n) sont linéairement

indépendant.

De particulier nous pouvons prend '0 (x) = f(x) où '0 (x) = 0 à la substi-

tution de l�expression (2.4) dans l�équation (2.2) on obtient le résidu :

R ['n (x)] = �0 (x) +
nX
i=1

Ai�i(x)� f(x)� �

Z b

a

k (x; t)

"
�0 (t) +

nX
i=1

Ai�i (t)

#
dt

Avec

R ['n (x)] =  0(x; �) +
nX
i=1

Ai i (x; �) (2.5)

où

 0 (x; �) = �0 (x)� f(x)� �

Z b

a

k(x; t)�0 (t) dt

 i (x; �) = �i (x)� �

Z b

a

k (x; t)�i (t) dt (2.6)

On a

R ['n (xi)] = 0

j = 1; 2; :::::; n
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où

0 � x1 � x2 � ::::: � xn�1 � xn � b

Il est pratique commune de placer x1 = a et xn = b, ceci, ainsi que la formule

(2.5) implique le système linéaire algébrique

nX
i=1

Ai i (xj; �) =  0 (xj; �) (2.7)

j = 1; 2; :::::; n

pour les coe¢ cient A1; A2; :::::; An si le déterminant du système (2.7) est non

nul

det ({j; �) =

������������

 1 (x1; �)  1 (x2; �) :::::::: 1 (xn; �)

 2 (x1; �)  2 (x2; �) :::::::: 2 (xn; �)

:

:

 n (x1; �)  n (x2; �) :::::::: n (xn; �)

������������
6= 0::::::(8)

Le système (2.7) détermine les nombres A1; A2; :::::::; An et par conséquent la

solution approximative 'n de l�équation intégrale.

Convergence et estimation de l�erreur :
Soit A : C ([a; b]) ! C ([a; b]) un opérateur borné et soit l�opérateurPn :

C ([a; b])! Xn de projection

Avec Xn = span
n
'
(n)
0 ; :::::; '

(n)
n

o
� C [a; b] satifait :

i) kPnA� Ak1 ! 0; n! +1
ii)Pnf (xi) = f (xi) ; i = 1; 2; :::::; n

Alors por tout n � N , l�opérateur (I � �PnA)
�1 : C ([a; b]) ! C ([a; b]) ;

existe et est borné, tel que

sup


(I � �PnA)

�1

 <1:

Et on a '� 'n = (I � �PnA)
�1 ('� �Pn') tel que Pn' =

Pn
i=1Ai i (x)

et les deux coté de l�erreue est estimée par :
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j�j
kI � �PnAk

k'� Pn'k � k'� 'nk � j�j


(I � �PnA)

�1

 k'� Pn'k

Ce qui veut dire que k'� 'nk convergence ver zéro exactement avec la mème
vitesse que k'� Pn'k :

2.2 Séries de Neumann :

2.2.1 Noyaux itérés :

On dé�nit les noyaux itérés kn (x; t) par la formule suivante :

kn (x; t) =

Z b

a

k (x; s) kn�1 (s; t) ds (2.8)

où n = 1; 2; ::::.

Et nous avons k0 (x; t) = k (x; t)

Ces noyaux satisfont la relation

kn (x; t) =

Z b

a

km (x; s) kn�m (s; t) ds (2.9)

Où m est entier positif quelconque.

Les noyaux itérés kn (x; t) peuvent être directement exprimés par le noyeu de

k (x; t) par la formule :

kn (x; t) =

Z b

a

Z b

a

:::::

Z b

a

k (x; s1) k (s1; s2) :::::K (sn�1; t) ds1ds2:::::dsn�1

2.2.2 Séries de Neumann :

Cette méthode n�utilise pas les propriétés hilbertiennes telles que le produit

scalaire, le projections.

Soit l�équation intégrale de Fredholm

' (x) = f(x) + �

Z b

a

k (x; t)' (t) dt

qu�on peut écrire aussi sous la forme

'� �A(') = f
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L�existence de la solution pour cette équation dépend de l�existence de l�in-

verse de l�opérateur (I � A) i,e (I � A)�1

Théorème :(de Banach)

Soit E un espace de banach et A un opérature linéaire contnue de E ! E

Si kAk � q < 1:

Alors l�opérateur (I � A) est inversible et son inverse (I � A)�1 est donné

par

(I � A)�1 =

1X
n=0

An:

On approche donc la solution ' par 'n =Mnf ,OÙ Mn =
Pn

i=1 �
nki

En réalité, on calcule cette somme par récurrence, Et par l�utilisation des

noyaux itérés

Alors l�expression de 'n (x) est dé�nie par :

'n (x) =

Z b

a

Mn (x; t) f (t) dt

Avec

Mn (x; t) =
nX
i=1

�nki (x; t)

Méthode de Nyström
Les formes quadrateures :

La méthode de nyström utilise les formules des quadratures consistent à

construire la solution d�une équation intégrale en besoin de la formule suivante :

Q ( ) =

Z b

a

 (x) dx

=
nX
i=1

�i (xi) + �n [ ] ::::(20)

Avec

-xi (i = 1; 2; :::::; n) :Les noeudes d�interpolations de la qiadrateure.

-�i (i = 1; 2; :::::; n) :Les coe¢ cient numériques indépendants de  (x).

-�n [ ] : L�erreur de trancateure de la formule (20) ,telles que

�i � 0 et
nX
i=1

�i = b� a
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Cette méthode, aussi appelée méthode de quadrateur, consiste à appliquer les

les méthodes numériques de calcul d�intégrales pour abtenir un système linéaire.

On souhaite approximer l�opérateur A dé�nit par :

8x 2 [a; b] ; (A') (x) =
Z b

a

k (x; t)' (t) dt

pour ce �re, on se donne des règles de qudrateure (Qn) por calculer l�inté-

grale de noyau via des points (xni )1�i�n ainsi que des points
�
�
(n)
i

�
1�i�n

d�où

l�introduction d�un nouvel opérateur An

8x 2 [a; b] (An') (x) =
nX
k=1

�
(n)
k k

�
x; x

(n)
k

�
'
�
x
(n)
k

�
Remarque

On peut voir ces règles de quadrateures comme une suite des opérateurs

Qn : C ([a; b])! C ([a; b]) :

On dira que ces règles seront convergente si elles convergent point à point,

i.e. si :

8f 2 C ([a; b]) : Qn (f)!n!1

Z b

a

f

Alors on va approcher la solution ' de l�équation '�A' = f par la solution

'n de problème 'n � An'n = f .

Théorème :Méthode de Nyström

Soit 'n comme décrit précédement.

Alors les valeurs '(n)j = 'n

�
x
(n)
j

�
sont des solutions du système linéaire

suivant :

2666666664

(1� �1k11)(��2k12):::::::: (�nkn)
(��1k21) (1� �2k22) :::::::: (�nk2n)

:

:

:

(��1k11) (��2Kn2) :::::::: (1� �nknn)

3777777775

2666666664

'
(n)
1

'2(n)

:

:

:

'
(n)
n

3777777775
=

26666666664

f(x
(n)
1 )

f(x
(n)
2 )

:

:

:

f
�
x
(n)
n

�

37777777775
::::: (30)

Où kij = k(xi; xj)

Riciproquement, si on donne une solution ('(n)j )1�i�n du système (30) alors

la fonction 'n dé�nie par :
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'n (x) = f(x) +
nX
k=1

�
(n)
k k

�
x; x

(n)
k

�
'
(n)
k

D�aprés le regle de Simpson, on a

�1 = �2m+1 =
1
n
h; �2 = ::::: = �2m =

4
3
h; �3 = ::::: = �2m+3 =

2
3
h

h = b�a
n�1 ; xi = a+ h (i� 1) ; (n = 2m+ 1; i = 1; 2; :::::; n)

2.2.3 Méthode de produit d�intégration :

Considérons l�équation intégrales de Fredholm de deuxième espèce

' (x)�
Z b

a

k (x; t)' (t) = f (x) ; a � x � b (2.10)

Le problème a de trouver la fonction ', où la fonction f (x) est donnée et le

noyau k (x; t) sous la forme de singularités

on utilise deux forme :

i)k (x; t) = L (x; t) log jx� tj (2.11)

ii)k (x; t) = L (x; t) jx� tj�� ; � < 1 (2.12)

Où L (x; t) n�admet pas de singularité

Dans cette partie on applique la méthode de produit d�intégration pour ob-

tenir la solution ' de l�équation (2.10) avec la forme de noyau (2.11) ou (2.12).

On trouve la forme (2.11) pour le noyau singulière k (x; t) :

Alors on peut écrire l�équation (2.10) sous la forme

' (x) = f (x) +

Z b

a

L (x; t) log jx� tj' (t) dt; a � x � b

Soit

a = x0 < x1 < :::::: < xn�1 < xn = b

Une subdivision de [a; b] avec h = xi+1 � xi

L(x; t)'(t) = Li (x) (xi+1 � t)'i + Li+1 (t� xi)'i+1:

Où

Li (x) = L (x; xi) et 'i = ' (xi) :
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Donc

' (x) =
N�1X
i=1

Li (x)'i�
1
ii+1 (x) + Li+1 (x)'i+1�

2
ii+1 (x) + f (x) (2.13)

Où

�1ii+1 =
1

xi+1 � xi

Z xi+1

xi

(xi+1 � t) log jx� tj dt:

Et

�2ii+1 =
1

xi+1 � xi

Z xi+1

xi

(t� xi) log jx� tj dt:

Substitution x = xj dans (2.13) et la combinaison des deux sommes, alors on

a le système des équations suivante :

'j =
NX
j=1

Lji'i
�
�1ii+1j (x) + �2i�1ij (x)

�
+ fj; j = 1; 2; :::::; N: (2.14)

Où

�`ijk = �`ij (xk) ; ` = 1; 2::::: et fj = f (xj)

Erreur analytique et convergence :
Considèrons l�équation suivante :

' (x)� �

Z b

a

L (x; t) g(x; t)' (t) dt = f (x)

avec L(x; t) est continue, pour le noyau g(x; t); on trouve :

Cg = sup
a�x�b

Z b

a

jg(x; t)j dt <1:::::(21)

lim
h!0

wg(h) = 0

Où

wg(h) = sup
jx�zj�h
a�x;z�b

Z b

a

jg(x; z)g(z; t)j dt::::(22)

Les deux propriétés sont juste pour log jx� tj et jx� tj��1 ; � > 0
Théorème :

on considère la fonction g(x; t) satisfait les deux propriétie (21) et (22), avec

L (x; t) est continue pour tout a � x; t � b, et soit l�équation intégrale suivante :
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' (x)� �

Z b

a

L(x; t)g(x; t)' (t) dt = f(x); a � x � b

Alors l�èquation admette une solution unique.

Considèrons l�équation

kn' (x) =

Z b

a

[L(x; t)' (t)]n g(x; t)dt:::::(23)

Avec

[L(x; t)' (t)]n =
1

h
[(xj � t)L (x; xj�1)' (xj�1) + (t� xj�1)L (x; xj)' (xj)]

Alors, pour n assez grand, l�équation (23) admet une solution unique, avec

inverse borné

k'� 'nk1 � c kk'� kn'k1 ; n � N

pour c > 0:

2.2.4 Méthode de collocation et la méthode de Nyström

Soit l�équation intégrale de Fredholm de deuxième espèce

' (x)�1
2

Z 1

0

(x+ 1) exp (�xt)' (t) dt = exp (�x)�1
2
+
1

2
exp (�(x+ 1)) ; 0 � x � 1

Avec la solution exacte '(x) = exp (�x)
- Méthode de collocation donne

n
x=0

erreue j'� 'nj
x=0,25

erreue j'� 'nj
x=0,5

erreue j'� 'nj
x=0,75

erreur j'� 'nj
x=1

erreur j'� 'nj
4 0,004808 0,005430 0,006178 0,007128 0,008331

8 0,001199 0,001354 0,001541 0,001778 0,002078

16 0,000300 0,000338 0,000385 0,000444 0,00519

Tableau 1
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- Méthode de Nyström donne

n
x=0

erreue j'� 'nj
x=0,25

erreue j'� 'nj
x=0,5

erreue j'� 'nj
x=0,75

erreur j'� 'nj
x=1

erreur j'� 'nj
4 0,00006652 0,00008311 0,000109 0,00015066 0,0002141

8 0,00000422 0,00000527 0,00000692 0,000000956 0,000013

16 0,00000066 0,00000033 0,00000043 0,00000060 0,00000086

2.2.5 Méthode de Produit intégration

Soit l�équation intégrale de fredholm de deuxième espèce

' (x)�
Z �

0

log jcosx� cos tj' (t) dt = 1; 0 � x � 1::::: (2)

avec la solution exacte ' (t) = 1
1+log 2

On a

log jcosx� cos tj = log

�
sin((x� t)=2) sin((x+ t)=2)

((x� t)=2)(x+ t)(2� � x� t)

�
+ log jx� tj+ log (2� � x� t)

+ log (x+ t)

Alors

log jcosx� cos tj =
4X
i=1

pi (x; t) ~ki (x; t)

Tel que

pi (x; t) = 1; p2(x; t) = log jx� tj ; p3 = log (2� � x� t) ; p4 (x; t) = log (x+ t)

Et
~k1(x; t) log

n
sin((x�t)=2) sin((x+t)=2)
((x�t)=2)(x+t)(2��x�t)

o
; ~k2 (x; t) = ~k3 (x; t) = ~k4 (x; t) = 1

Donc on peut écrire l�équation (2) sous la forme

' (x) = 1 +

Z �

0

p1 (x; t) ~k1 (x; t) dt+

Z �

0

p2 (x; t) ~k2 (x; t) dt

+

Z �

0

p3 (x; t) ~k3 (x; t) dt+

Z �

0

p4 (x; t) ~k4 (x; t) dt
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n 3 5 9 17 33

xn (0) 0,31449048 0,31468781 0,31470316 0,31470422 0,31470429

erreur 2,14E-4 1,64E-5 1,13E-6 7,25E-8 4,56E69

Tablau2
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