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Chapitre 1

Analyse fonctionnelle des

équation intégrales

1.1 Opérateur intégral linéaire
Soit
k2 C(la,0]) x C([a,b]) — R

une fonction continue, Alors on définit 'opérateur intégral linéaire sur C'([a, b])

par la formule suivante

A:¥ e C([a,b]) — C([a,b]) (1.1)

(AT) (x) = / K (2,9) U (y) dy (1.2)

la fonction K s’appelle noyau de I'opérateur intégral A

1.1.1 Opérateur compact

Un opérateur linéaire A entre deux espaces normés est dit compact si I'image
de la boule unité By de X est relativement compact i.e; si A(B,) est compac.
Ceci est équivalent a dire que pour toute suite bornée (p,) de X, On peut

extraire de (Ayp,,) une sous suite convergente dans Y.

Remarque 1 L’identité sur un espace normé X n’est pas compacte sauf si x

est de dimension finie .
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Aussi, en dimension infinie, un opérateur compact n’est jamais bijectif .

1.1.2 Opérateur adjoint

On considére C'(D) muni du produit scalaire identique & celui défini sur L?(D)

par

b
¥(£.9) € Clla b (fg) = [ Fla)glarts
Ce produit scalaire permet de définir la notion d’orthogonalité, Ainsi que
celle d’adjoint, On dit que
A5 C (ja,b]) = C ([a,8]), B : C ([a,8]) — C([a, b])

Sont adjoints s’ils vérifient

V(f.9) € C([a. b)) : (Af.g) = (f.Byg) (1.3)

Si un opérateur A admet un adjoint B, alors cet adjoint est unique et unique

1.2 Classification des équations intégrales

a-Equations intégrales linéaires

Une équation a une inconnue ¢ de la forme

p@) +fle) = [ kg0 (1.4)

Q
est appelée équation intégrale, avec f(z) et k(z, t) sont deux fonctions connues,

A un parametre numérique et {2 un ensemble borné et fermé d’un espace euclidien

1-Equations intégrales de Fredholm

i) Une équation a une inconnue ¢ de la forme

(@) + F(x) = A / Ko, )p(t)dt

est appelée équation intégrales de Fredholm de deuxiéme espeéce .

i1) Si p(z) = 0 I'équation (1.4) s’écrit sous la forme
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ﬂ@:AKﬁ@¢m@ﬁ (1.5)

est appelée équation intégrale de Fredholm de premiére espece .

1- Si f(x) # 0 I'équation (1.4) est dite non homogene

2- Si f(x) = 0 I’équation (1.4) est dite homogene

2- Equation intégrales de Volterra

a) On appelle équation intégrale de Volterra de deuxiéme espéce une équation

de la forme :

o)+ fx) = | " k(a, p(t)dt (1.6)

b) Si p(z) = 0 I'équation (1.6) s’écrit sous la forme :

flz) = )\/r k(x,t)p(t)dt (1.7)

est appelée équation intégrale de Volterra de premiére espéce .
i) Si f(z) # 0 I'équation (1.6)est dite non homogene .
i1) Si f(x) # 0 I'équation (1.6) est dite homogene .
b) Equation intégrales non linéaire
1) Equations intégrales de Fredholm

a) Une équation de la forme

w@+ﬂ@_A/kum¢®Mt (1.8)

est appelée équation intégrale de Fredholm de deuxiéme espéce non linéaire .

b) Si p(z) = 0 I'équation (1.8) s’écret sous la forme :

ﬂ@:A/k@m¢®Mt (1.9)

est appelée équation intégrale de Fredholm de premiére espéce non linéaire.
2) Equations intégrale de Volterra
a)On appelle équation intégrale de volterra de deuxiéme espéce non linéaire

une équation de la forme :

o(x)+ f(z) = )\/x E(x, tp(t))dt (1.10)

b)Si p(z) = 0 I'équation(1.10) s’écrite sous la forme :
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/\/xk(x,t,go(t))dt (1.11)

Est appelée équation intégrale de volterra de premiere espéce non linéaire .

1.3 Existence et unicité de la solution

1.3.1 Théoréme de Riesz et Alternative de Fredholm

On considére un opérateur compact A définie d’un espace normé E dans lui
meéme .
Alors 'opérateur L = I — A a les propriétés suivante :

a) L’espace nul de 'opérateur L i.e. le noyau de 'opérateur L

ker(L) ={p € X : Ly =0}
est un sous-espace de dimension finie.
b) L’image de l'opérateur L i.e.
ImL={Lp:pe X}
est un sous-espace linéaire fermé et de co-dimension fini .

c¢) Il existe un unique r € N nombre de Riesz de 'opérateur A tel que

{0} =ker (L°) Cker (L') C ..... C ker (L") = ker (L") = ......

E=Im(L°) >Im (L") D> ... DIm (L") =Im (L") = ...

Et on a la somme directe
E =ker (L") ®Im (L")

De plus (I — A) est injectif si et seulement si il est surjectif.

-1

Dans ce cas (I — A) inversible, et son inverse (I — A)™" est un opérateur

borné.
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Alternative de Fredholm :

On considére les deux équations de deuxiéme duale I'une de 'autre :

(I-Au = f (1.12)
(I-A"v = g (1.13)

ou A* est I’adjoint de A , alors on a l’alternative suivante :

i) Ou bien les deux équations homogenes
(I-—A)u=0
et
(I-—A"v=0

ne possédent que les solutions triviales u = 0 et v = 0.
- Dans ce cas (1.12) et (1.13) admettent une solution unique pour toute f et
g dans F

ii) Ou bien les deux équations homogénes
(I-—A)u=0

et
(I-—A")v=0

possédent le méme nombres des solutions m linéairement indépendantes



Chapitre 2

Méthodes approximatives et

implémentations

2.1 Méthode de colocation :

On consideére ’équation intégrale de Fredholm de deuxiéme espéce

b
go(a:)—/ E(x,t)p(t)dt=f(z) , a<xz<b (2.1)

Remarque générales :

Récrivons I’équation intégrale de Fredholm de deuxiéme espéce sous la forme

Rlp (2)] = o (z) - / B (o, t) o () dt — f (2) (2.2)

Cherchons la solution approchée de I’équation (2.1) dans le cas spécial

0, () =¢ (2, A1, Ag, ..., Ay) (2.3)

Avec les parametres libres Aj, A, ....., A, (coefficient indéterminé), dessus

substitution de ’expression (2.3) dans I’équation (2.1) nous obtenons le résidu

Rl (2)] = i, (2) — / k(1) oy (1) dt — f (2)

Si ¢ () est une solution exacte, alors le résidu R [p (z)] =0
Le résidu R [p,, (z)] peut étre réduit au minimum de plusieurs maniére, habi-

tuellement & simplifier les calcules, a fonctions ¢,, (x) linéairements dépendentes
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selon les paramétres Aj, As, ....., A, est prend & la conclusion des parameétres
A1, Ag, .....; A, nous obtenons la solution approchée (2.3).

Si limy, 400 0, () =¢ (), alors en prenant suffisamment grand nombre des
paramétres Ay, As, ....., A, nous constatons que la solution ¢ (x) peut étre trouvée
pour un arbitraire précision donnée.

Décrivons maintenant la méthode concréte de construction d’une solution

approchée

P ().

Soit la solution approchée ¢, donée par

o (2) = do() + Y Aigy(x) (2.4)
i=1
ou
¢0 (:E> ’ ¢1 (I‘) PREEE 9 gbn (I‘)

sont des fonctions données (fonctions de méme rang) et A;, Ao, ....., A, sont des
coefficients indéterminés, ou les fonctions ¢, (z) (i = 1,2, .....,n) sont linéairement
indépendant.

De particulier nous pouvons prend ¢, (z) = f(x) ou ¢, (z) = 0 & la substi-

tution de l’expression (2.4) dans I’équation (2.2) on obtient le résidu :

Rlp, (2)) = 60 () + 3 A fa) = f(a) =1 [ h(a.) l% 0+ A, <t>] i

Avec
Rl (0)] = ol ) + D Aut (5, ) (2.5)
ol h) = do(@) — f(2) — A / Kz, )6 (1) dt
R ACERY R TACE (2.6)
On a

Rlp, (z;)] = 0
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ou

Il est pratique commune de placer x1 = a et x,, = b, ceci, ainsi que la formule

(2.5) implique le systéme linéaire algébrique

i=1
i = 1,2,...n
pour les coefficient A;, A,, ....., A, si le déterminant du systéme (2.7) est non
nul

det ) (3¢, \) = . £0......(8)

wn (l’l, )\) Z/Jn (.IQ, )\) ........ wn (Qin, )\)

Le systéme (2.7) détermine les nombres A, As, ....... , A,, et par conséquent la
solution approximative ¢, de ’équation intégrale.

Convergence et estimation de I’erreur :

Soit A : C([a,b]) — C([a,b]) un opérateur borné et soit l'opérateurP,, :
C ([a,b]) — X,, de projection

Avec X,, = span { go(()n), ..... , go%n)} C C'[a, ] satifait :

i) || PhA—All, — 0,n— +oo
i) Pof (x;) = f(z),i=1,2,.....n

Alors por tout n > N, opérateur (I — AP,A)"" : C ([a,b]) — C ([a,b]),

existe et est borné, tel que
sup || (1 — )\PHA)_lH < 00.

Etonap—y, = (- )\PnA)_1 (o — AP,p) tel que P =" A, (x)

et les deux coté de 'erreue est estimée par :
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Al

s 19 = Pagll < llo = @l S IA(T = AP A) 7 [l — Pa

Ce qui veut dire que ||¢ — ¢, || convergence ver zéro exactement avec la méme

vitesse que ||¢ — P,p]| .

2.2 Séries de Neumann :

2.2.1 Noyaux itérés :

On définit les noyaux itérés k,, (z,t) par la formule suivante :

b
ky (x,t) :/ k(x,s)ky_1(s,t)ds (2.8)

Et nous avons kg (z,t) = k (x,t)

Ces noyaux satisfont la relation

b (2,1) = / o (2,5 b (5, 1) ds (2.9)

Ou m est entier positif quelconque.
Les noyaux itérés k,, (x,t) peuvent étre directement exprimés par le noyeu de

k (x,t) par la formule :

2.2.2 Séries de Neumann :

Cette méthode n’utilise pas les propriétés hilbertiennes telles que le produit
scalaire, le projections.

Soit I’équation intégrale de Fredholm

w(x)zf(wHA/ (o, t) o (1) dt

qu’on peut écrire aussi sous la forme

p—ANp)=f
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L’existence de la solution pour cette équation dépend de l'existence de I'in-
verse de Popérateur (I — A) i,e (I — A)~"

Théoréme :(de Banach)

Soit F un espace de banach et A un opérature linéaire contnue de £ — E

Si |4 <g<1.

Alors Popérateur (I — A) est inversible et son inverse (I — A)~"

est donné

par

(I—-A4)"= iA”.

On approche donc la solution ¢ par ¢, = M, f ,OU M, = 3" A"k
En réalité, on calcule cette somme par récurrence, Et par 'utilisation des
noyaux itérés

Alors I'expression de ¢, () est définie par :

Avec

Méthode de Nystrom
Les formes quadrateures :
La méthode de nystrom utilise les formules des quadratures consistent &

construire la solution d’une équation intégrale en besoin de la formule suivante :

QW) = /awa)d:v

= > (@) + o [8] (20)

Avec
-z; (i =1,2,.....,n) :Les noeudes d’interpolations de la giadrateure.
-a; (i =1,2,.....,n) :Les coefficient numériques indépendants de ¢ (z).

-€n, [¢V] : L'erreur de trancateure de la formule (20) ,telles que

a; > 0 et Zn:ai:b—a

=1
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Cette méthode, aussi appelée méthode de quadrateur, consiste a appliquer les
les méthodes numériques de calcul d’intégrales pour abtenir un systéme linéaire.

On souhaite approximer 'opérateur A définit par :

vz € [a,B], (A) (2) = / k (2,1) o (1) dt

pour ce fire, on se donne des régles de qudrateure (Q,) por calculer l'inté-
(n)
a

; d’ou

grale de noyau via des points (z7'), <i<pn ainsi que des points e
<i<n

I'introduction d’un nouvel opérateur A,

Va € [a,b] ( Zak <x z, )(,0 <m,(€")>

Remarque

On peut voir ces régles de quadrateures comme une suite des opérateurs
Qu: C ([a,8)) — C ([a,b]).

On dira que ces régles seront convergente si elles convergent point & point,
ie. si:

Vf € C (b)) Qu(f) —nomo / f

Alors on va approcher la solution ¢ de I’équation ¢ — Ap = f par la solution
¢,, de probleme ¢, — A, p,, = f .

Théoréme :Méthode de Nystrom

Soit ¢, comme décrit précédement.

(n)

Alors les valeurs ;7 = ¢, <x§n)> sont des solutions du systeme linéaire

suivant :
(]_ - Oélk‘ll)(—&gk’lg) ........ (oznkn) ] QOgn) i [ f(xgn)) |
(—Oélk’gl) (]_ — Oégk‘gg) ........ (Oénl{fgn) Po(n) f(xg”))
. (30)
| (k) (—02Ke) o (1= ankn) ] Lo ]| £ (2)

Ofl ]{Zi]’ = k‘(IZ',ZEj)
Riciproquement, si on donne une solution (<p§”))1§i§n du systéme (30) alors

la fonction ¢,, définie par :
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2.2.3 Meéthode de produit d’intégration :

Considérons I’équation intégrales de Fredholm de deuxiéme espéce

@(x)—/ E(o ()= F(r).a<z<b (2.10)

Le probléme a de trouver la fonction ¢, ou la fonction f (x) est donnée et le
noyau k (z,t) sous la forme de singularités

on utilise deux forme :

i)k (z,t) = L(x,t)logl|x—t| (2.11)
ik (x,t) = L(z,t)|jz—t ", a<l (2.12)

Ou L (z,t) n’admet pas de singularité
Dans cette partie on applique la méthode de produit d’intégration pour ob-
tenir la solution ¢ de I’équation (2.10) avec la forme de noyau (2.11) ou (2.12).

On trouve la forme (2.11) pour le noyau singuliére k (z,t) .

Alors on peut écrire I’équation (2.10) sous la forme

go(:z:):f(:c)—i—/ L(z,t)loglz —tlp(t)dt,a<x<b

Soit

a=29 <21 <...... < Tp1 < xp=02>

Une subdivision de [a, b] avec h = x;11 — x;
Lz, t)p(t) = Li (v) (wix1 — 1) @; + Liva (t — i) 941

Li(z) = L (z,x;) et ¢; = ¢ ().



2. Méthodes approximatives et implémentations

Donc
N-1
_ 1 2
() = Z Li (2) ;i1 (%) + Liv (%) 931105541 () + f (@)
i—1
O |
1 1 Ti4+1
D1 = m /m (i1 — t)log |z — t| dt.
Et
5 1 Tit1
Diig1 = i — 1 /x (t — x;) log |z — t|dt.

Substitution = z; dans (2.13) et la combinaison des deux sommes, alors on

a le systéme des équations suivante :

Ou
G =0 (@r) £ =1,2. et f; = f(x;)

Erreur analytique et convergence :

Considérons 1’équation suivante :

b
o(x) A / L (x,) gl t)p (£) di = f ()

avec L(z,t) est continue, pour le noyau g(z,t), on trouve :

b
C, = sup / lg(z,t)| dt < o0.....(21)

a<a<b
;llii% wy(h) = 0
Ou ,
wy(h) = |Isg|p<h/a lg(x, 2)g(z,t)| dt....(22)
a<w,z<b
Les deux propriétés sont juste pour log |z — t| et |z — ¢t/

Théoréme :

ya >0

on consideére la fonction g(z,t) satisfait les deux propriétie (21) et (22), avec

L (z,t) est continue pour tout a < x,t < b, et soit I’équation intégrale suivante :
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b
o(x) A / L(z,)g(z, ) () dt = f(z),a <z <b

Alors I'équation admette une solution unique.
Considérons 1’équation

Avec

[L(x,t)p (1)], = ’ [(zj —t) L (2, 2j-1) ¢ (¥j-1) + (t — 2j-1) L (2, 25) ¢ ()]

Alors, pour n assez grand, ’équation (23) admet une solution unique, avec
inverse borné

I = Pullo < cllkp = Fnplly,n = N

pour ¢ > 0.

2.2.4 Méthode de collocation et la méthode de Nystrom

Soit I’équation intégrale de Fredholm de deuxiéme espéce

© (x)—§/0 (x + 1) exp (—at) ¢ (t) dt = exp (—x)—%—i—% exp(—(x+1)),0<z<1

Avec la solution exacte p(z) = exp (—x)

- Méthode de collocation donne

=0 x=0,25 x=0,5 x=0,75 x=1

" erreue o —p,| erreue|p —,| erreue|p —¢,| erreur|p —p,|  erreur|y — ¢,]
4 0,004808 0,005430 0,006178 0,007128 0,008331

8 0,001199 0,001354 0,001541 0,001778 0,002078

16 0,000300 0,000338 0,000385 0,000444 0,00519

Tableau 1
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- Méthode de Nystrom donne

x=0 x=0,25 x=0,5 x=0,75 x=1
Y erreue lp —p,| erreuelp —,| erreue|p —¢,| erreur|p —,| erreur|p — @,
4 0,00006652 0,00008311 0,000109 0,00015066 0,0002141
8 0,00000422 0,00000527 0,00000692 0,000000956 0,000013
16 0,00000066 0,00000033 0,00000043 0,00000060 0,00000086

2.2.5 Meéthode de Produit intégration

Soit ’équation intégrale de fredholm de deuxiéme espéce

cp(x)—/ log [cosx — cost|p (t)dt = 1,0 <z < 1....(2)
0

avec la solution exacte ¢ (t) = —

1+log2
On a
sin((x —t)/2) sin((x +t)/2)
1 — tf =1
g |cos = cost] Og{((w—t)/2)(x+t)(27r—x—t)
+log |z —t| + log (2m — x — t)
+log (z + t)
Alors A
log |cosz — cost| = Zpi (z,t) ki (x,1)
i=1
Tel que

pi(z,t) =1, pa(x,t) =log |z — t|,ps =log (2m — 2z — 1) ,ps (x,t) = log (x + 1)

Et

Fa(a, 1) log { S0/t L, (1, 1) = Fy (2, ) = o (1) = 1

Donc on peut écrire ’équation (2) sous la forme
p(r) = 1 +/ pr (@, t) iy (x,t)dt—i—/ po (@, 1) ko (a2, ) dt
0 0

+/ pS(mat)l;S(xat)dt—i_/ p4($,t)]%4($,t)dt
0 0
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n 3 ) 9 17 33
x, (0) | 0,31449048 | 0,31468781 | 0,31470316 | 0,31470422 | 0,31470429
erreur | 2,14E-4 1,64E-5 1,13E-6 7,25E-8 4,56E69

Tablau2
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