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Introduction générale  
 

1- Généralité  
            La description  du comportement  de la matière et de la lumière, à l’échelle microscopique 

-l’échelle de Planck- fait par la mécanique quantique, ce qui est considéré comme une révolution 

scientifique majeure comme la relativité d’Eisenstein. Les études approfondi sur le comportement 

microscopique de la matière, durant le premier quart du dernier siècle, ont données des 

informations très importantes sur la façon  dont la matière se comporte et a conduit ensuite à la 

formulation  de la théorie quantique par Schrödinger, Heisenberg et Dirac [1-2]. 

         Il existe des plusieurs phénomènes physiques à l’échelle microscopique ou  la mécanique 

quantique, basé sur l’équation de Schrödinger, satisfait un grand sucées, par exemples : l’atome 

d’hydrogène, pour un potentiel purement Coulombien, et l’Oscillateur Harmonique. Actuellement, 

l’équation de Schrödinger développé par plusieurs méthodes : la méthode de Nikiforov-Uvarov, 

super-symétrique mécanique quantique, calcule numérique, intéraction asymptotique, l’approché 

de  l’intégrale de chemin  …etc. pour étudier les différents un modèles quantique, dans les 

différents domaines de la science atomique, nucléaire, moléculaire….etc [3-31]. 

        En cas particulière l’équation de Schrödinger peut être décriée  «Quarkouniom»,  qui 

considéré comme méson constitué d’un quark lourd s)et  ,( du et son anti quark, )set  ,( du  en basé 

sur  le potentiel de Cornell à trois dimensions [32].  

2 Le but principal : 

        L’objectif principal de ce travail est d’étudier l’équation de Schrödinger modifiée  de  

Quarkouniom  avec un potentiel de Cornell dans l’espace-phase non commutatif à trois dimensions  

pour approfondie l’étude S. M. Kuchin et N. V. Maksimenko présente dans l’article [32]. 

3- Représentation du mémoire : 

Ce mémoire est constitué  de trois chapitres sont structuré comme suit : 
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 Chapitre I :  

Nous avons exposé  quelques notions et hypothèses caractérisé  la structure quantique et physique 

de l’espace-phase non commutatif, 

 Chapitre II :  

    Nous avons présenté les résolutions de l’équation de Schrödinger sur le potentiel central de 

Cornell dans l’espace ordinaire à 3 dimensions. 

 Chapitre III : 

    Nous avons étudié l’équation de Schrödinger modifiée pour le potentiel de Cornell dans 

l’espace-phase non commutatif à trois dimensions, on plus on va calculer la correction en énergie. 

Et en termine par une conclusion qui résume les résultats obtenus de notre travail. 
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Chapitre I : 

La structure quantique  
de l’espace-phase non 

commutative 



Chapitre I :   La structure quantique de l’espace-phase non-commutatif 

I.1. Introduction: 

        Dans ce chapitre on traité les postulats et les hypothèses caractérisé  la structure quantique et 

physique de l’espace-phase non-commutatif, les éléments principales sont : 

1-Rappelle sur la structure quantique ordinaire, 

2-Les nouveaux postulats de l’espace-phase non-commutatif, 

3- Produit star et ces propriétés, la formule de Moyal-Weyl 

4-La méthode de Boopp’s Shift et ces application pour un potentiel centrale spéciale de la forme

( )
r
barrV −=  qui connait par le potentiel de Cornell.

I.2. Rappelle sur la structure physique de la mécanique quantique ordinaire: 

        La naissance de la physique quantique environ 1900, lorsque Planck introduit  la notion 

d’’énergie νhE =  d’un quanta, ce bas  est la première marche dans ce route de quantification, qui 

caractérisée par le constante ondejoulh sec10.6262,6 34 −≈ − . Actuellement,  la mécanique quantique 

ordinaire est formulée sur l’espace des coordonnées et des moments qui sont considéré comme des 

opérateurs hermétiques ( )ji px ,  suivants [1,2] :

[ ]
[ ]
[ ]








=

=

=

0,

0,

,

ji

ji

ijji

pp

xx

ipx δ

…………………………………………………………………..……………………(I-1) 

Ou 
∏

=
2
h

 et 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖   sont  la constant de Planck réduit et le symbole ordinaire de Kronecker, 

respectivement, la structure présenté par (I-1) connue par les relations des commutations canonique 

(canonical commutation relations CCRs), les procédures de quantification satisfait par les deux 

principes fondamentales concernant l’énergie el l’impulsion E  et ip : 

ii xi
p

t
iE

∂
∂

→

∂
∂

→





…………………………………..………………………………………………………...(I-2) 

  En mécanique classique l’énergie d’une particule de masse 0m  soumise des forces produit par 

potentiel extérieurs ( )trV ,  est donnée par :

( )trV
m
PE ,

2 0

2

+= …………………………………………………...……………………...……...……(I-3) 
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Chapitre I :   La structure quantique de l’espace-phase non-commutatif 

       Maintenant on applique les deux principes de quantification canonique présentée dans 

l’équation (I-2), on trouve directement: 

( ) ( ) ( )
t

tritrtrV
m ∂

Ψ∂
=Ψ












+∆−

,,,
2 0

2


 ……………………………………..………………………………(I-4) 

 L’équation (I-4) connait par l’équation de Schrödinger dans l’espace-temps ordinaire, cette 

équation fondamentale basée sur les postulats présentés par (I-1). ( )tr,Ψ  Est connue par la fonction

d’onde, qui déterminer la probabilité de trouver d’une particule à l’ instant t dans un volume rd 3

entourant le point r  : 

( ) rdtrdP 3
2

,Ψ= …………………………………………………………...…………………….……(I-5) 

Et ∆  est l’opérateur Laplacien, en trois dimensions prendre l’expression suivant: 

2

2

2

2

2

2

zyx ∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=∆ …………………………………………………………...………………………(I-6) 

Le point fondamentale qui représente la déférence entre la mécanique classique et la mécanique 

quantique ordinaire est appelée relation d’incertitude d’ Heisenberg : 

2

2

2







≥∆∆

≥∆∆

≥∆∆

z

y

x

pz

py

px

………………………………………………………………………...……………..……(I-7) 

       Une valeur très important caractérisée la mécanique quantique ordinaire, connait par la valeur 

moyenne d’un operateur  Â  noté par a , prendre les deux expressions dans le cas à deux et trois 

dimensions, respectivement :  

( ) ( )∫ ΨΨ= rdtrAtra 2*
,ˆ, …………………………………...………………………….……………….(I-8) 

Et 

( ) ( )∫ ΨΨ= rdtrAtra 3*
,ˆ, ……………………………………………………………………………….(I-9) 

Avec l’élément de surface rd 2  et l’élément de volume rd 3 . 

 En mécanique quantique le moment angulaire global J


 est  la somme des  deux moments 

angulaire L


 et le moment de spin S


, donc [30,31]:

SLJ


+= …………………………………………………………………………...………..………...(I-10) 
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Chapitre I :   La structure quantique de l’espace-phase non-commutatif 

Ce qui permit de trouver  le couplage spin-orbite SL


 de la façon suivante [30,31]: 

][
2
1 222 SLJSL


−−= …………………………………………………………..……………………...….(I-11) 

Les valeurs propres des operateurs 22, LJ


 et 2S


 en mécanique quantique ( )1== c  : 

Ψ+=Ψ

Ψ+=Ψ

Ψ+=Ψ

)1(

)1(

)1(

2

2

2

ssS

L

jjJ








……………………..………………………………….……………………………...(I-12) 

Les relations (I-11) et (I-12) permettent d’obtenir : 

Ψ+−+−+=Ψ )]1()1()1([
2
1 ssjjSL 

 ……………………………………………….….………….…….….(I-13) 

Avec
2
1

2
1

+≤≤− ljl , ce qui permit de donnée deux valeurs possible :










−=

+=

2
1
2
1

lj

lj
……………………………………………………………………………………........….(I-14) 

Si 
2
1

+= lj  on dit que l’électron de spin up et si
2
1

−= lj , l’électron de spin down.

I.3. La structure quantique de l’espace-phase non-commutatif : 

       L’idée principale de la noncommutativité de l’espace introduit par H. Syndre en  1947,  satisfait par 

nouveaux structure algébrique, connait par : les relations non commutatif canoniques des commutations 

suivant [33-36]:  

[ ]
[ ]
[ ] ijji

ijji

ijji

ipp

ixx

ipx

θ

θ

δ







=

=

=

ˆ,ˆ

ˆ,ˆ

ˆ,ˆ

……………………………………………………..…….…………………….….……(I-15) 

Ou ( )Dji ,1, =  et D la dimensions de l’espace. Les deux paramètres ( )θθεθθθθ µννµνµµνµν ,,, =




 =−≡





 =

sont deux tenseurs antisymétriques induits par la noncommutativité  position-position et impulsion-

impulsion, respectivement. Il est très important de noter les dimensions 




 =

µνµν θθ ,  est 
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Chapitre I :   La structure quantique de l’espace-phase non-commutatif 

( ) ( )( )22 Im pulsionLenngth =  respectivement. L’espace –phase  non commutatif  est définie en terme d’un

ensemble des générateur ( ix̂  et ip̂  ) dits coordonnées et moments non commutatif: 

( )
( )iiii

iiii

pxgpp
pxfxx

,ˆ
,ˆ

=→

=→ ……………………………………….…………………………………………..(I-16) 

 Dans ce mémoire de master on sintérisé par l’espace-phase a trois dimensions N=3, donc les indices   

prendre les valeurs ( )3,1, =ji ), dans ce cas particulière, les règles de commutations canonique devient :

⎩
⎨

⎧
[𝑥𝑥�1, 𝑝̂𝑝2] = [𝑥𝑥�1, 𝑝̂𝑝3] = [𝑥𝑥�2, 𝑝̂𝑝3] = 0
[𝑥𝑥�1, 𝑥𝑥�2] = 𝑖𝑖𝜃𝜃12  
[𝑥𝑥�1, 𝑥𝑥�3] = 𝑖𝑖𝜃𝜃13  
[𝑥𝑥�2, 𝑥𝑥�3] = 𝑖𝑖𝜃𝜃23  

�  ……………………………………………..……………….…(I-17) 

Et 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧[𝑥𝑥�1, 𝑝̂𝑝1] = [𝑥𝑥�2, 𝑝̂𝑝2] = [𝑥𝑥�3, 𝑝̂𝑝3] = 𝑖𝑖,

[𝑝̂𝑝1, 𝑝̂𝑝2] = 𝑖𝑖𝜃̅𝜃12  
[𝑝̂𝑝1, 𝑝̂𝑝3] = 𝑖𝑖𝜃̅𝜃13 
[𝑝̂𝑝2, 𝑝̂𝑝3] = 𝑖𝑖𝜃̅𝜃23 

� …………………………………………………………………(I-18) 

Remarque : 

  Les relations (I-17) et (I-18) écriées en système d’unité naturelle (c=ħ=1). 

 Dans l’espace-phase non commutatif la construction des théories de jauge se fait de la même manière 

qu’en théorie de jauge sur un espace ordinaire, 

1 -Les champs ordinaires remplacés par les champs non commutatifs, 

2-Le produit ordinaire remplacé par le nouveaux produit connait par le produit de Moyal-Weyl    

(produit star). 

         Il très important de noter que les relations de commutation dans l’espace non commutatif, satisfait 

par nouveaux produit connue  par  le produit star. 

I.4.La théorie de jauge     

    En 1919, le terme  ‘jauge’ est introduit a la première fois par Harman Weyl dans le cadre  d’unifier 

l’électromagnétisme et la gravitation. Mais par la suite, Weyl donna en 1929 le premier exemple d’une 

théorie de jauge locale basée sur le groupe (1)U . L’idée a été généralisée par Dirac, puis Yang et Mills 

en utilisant des groupes plus grands que (1)U , ce sont les groupes (2)SU et (3)SU . 

8 



Chapitre I :   La structure quantique de l’espace-phase non-commutatif 

I.4.1. Rappelle sur les groupes : 

        La théorie des groupes joue un rôle fondamental en théorie quantique des champs, parce que  toutes 

les transformations considérées forment des groupes. Le plus souvent même des groupes de Lie. Soit G 

un ensemble, et  *  une application de GG × [34-38]: 





→
→×

2121 *),(    
,:*

gggg
GGG   ………………………………………………………………………………...(I-19) 

Le couple ( ),*G  est construit un groupe si les axiomes suivants sont satisfaits : 

a-La relation de L’associativité : 

( ) ( )321321 **** gggggg =   …………………………….………………………………………………………………….(I-20)

b- La relation de L’élément neutre : 

∃ e ∈G,       e*g=g*e=g       ;  ∀g ∈G     ………………………………………………………………(I-21)

c- La relation de L’élément inverse : 

eggggGgGg ==∈∃∈∀ −−− 111 **,,      ………………………….…………………….............(I-22) 

Si 1g  et  2g  sont des éléments deG , le groupe sera qualifiée abélienne si la relation suivant est satisfait : 

1221 ** gggg =  ……………………………………………………………………..….……………(I-23)

I.5.Le produit  star : 

  I.5.1.Formule de Moyal-Weyl : 

        Le formalisme du produit star initie pour Harman Weyl et Wigner pour permettre une description 

de la mécanique quantique en termes d’espace phases [9].  La quantification de Weyl est une technique 

utilisée pour décrire la mécanique quantique à partir de l’espace de phase de la mécanique classique, 

c’est une prescription qui nous  permet d’associer un opérateur quantique à une fonction classique qui 

dépend des variable de l’espace de phase (variable  canonique). 

       Soit f(x) une fonction quelconque définie sur l’espace phase, pour chaque fonction  f(x)  on note 

𝑓𝑓 � (k) transformation de Fourier [11, 5,6] : 

�
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = (2𝜋𝜋)

−𝐷𝐷
2 ∫ 𝑑𝑑𝐷𝐷 𝑘𝑘 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑘𝑘𝑚𝑚 𝑥𝑥𝑚𝑚 𝑓𝑓 � (𝑘𝑘) 

𝑓𝑓(𝑘𝑘) = (2𝜋𝜋)
−𝐷𝐷

2 ∫ 𝑑𝑑𝐷𝐷𝑙𝑙𝑒𝑒𝑖𝑖𝑙𝑙𝑚𝑚 𝑥𝑥�𝑚𝑚 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
�…………………………….……………………(I-24) 

9 



Chapitre I :   La structure quantique de l’espace-phase non-commutatif 

𝑓𝑓 devient en opérateur de Weyl : 

𝑤𝑤(𝑓𝑓) = (2𝜋𝜋)
−𝐷𝐷

2 ∫ 𝑑𝑑𝐷𝐷𝑘𝑘𝑒𝑒𝑖𝑖𝑘𝑘𝑚𝑚 𝑥𝑥�𝑚𝑚 𝑓𝑓  (𝑘𝑘)   …………………………………………………….(I-25) 

𝑤𝑤(𝑔𝑔) = (2𝜋𝜋)
−𝐷𝐷

2 ∫ 𝑑𝑑𝐷𝐷𝑙𝑙𝑒𝑒𝑖𝑖𝑙𝑙𝑛𝑛 𝑥𝑥�𝑛𝑛 𝑔𝑔�  (𝑙𝑙)    ………………………………………….…………...(I-26) 

On multiplie les opérateurs w(f) et w(g) pour donnée d’autres opérateurs : 

𝑤𝑤(𝑓𝑓). 𝑤𝑤(𝑔𝑔) = 𝑤𝑤(𝑓𝑓 ∗ 𝑔𝑔)  …………………………………………………………….………………(I-27) 

𝑤𝑤(𝑓𝑓). 𝑤𝑤(𝑔𝑔) = (2𝜋𝜋)−𝐷𝐷 ∫ 𝑑𝑑𝐷𝐷𝑘𝑘𝑑𝑑𝐷𝐷𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑘𝑘𝑚𝑚 𝑥𝑥�𝑚𝑚 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑙𝑙𝑛𝑛 𝑥𝑥�𝑛𝑛 𝑓𝑓 (𝑘𝑘)𝑔𝑔�(𝑙𝑙)    ………………………………………..(I-28) 

  En utilisant la formule de Campbell-Baker-Hausdorff  [8, 1,2] : 

1
2eA eB = eA+B+ [A,B]+12

1 �[A ,B],B�−12
1 �[A,B],A�…….

Valable pour les opérateurs A et B tel que [1] :   

�A, [A, B]� = �B, [A, B]� = 0……………………………...……………………………………….….(I-29) 

Donc : 

𝑤𝑤(𝑓𝑓). 𝑤𝑤(𝑔𝑔) = (2𝜋𝜋)−𝐷𝐷 � 𝑑𝑑𝐷𝐷𝑘𝑘𝑘𝑘𝐷𝐷𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑖𝑖(𝑘𝑘𝑚𝑚 +𝑙𝑙𝑛𝑛 )𝑥𝑥�𝑚𝑚 −𝑖𝑖
2𝑘𝑘𝑚𝑚 𝑙𝑙𝑛𝑛 𝜃𝜃𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑓𝑓 � (𝑘𝑘)𝑔𝑔�(𝑙𝑙) 

= 𝑤𝑤(𝑓𝑓 ∗ 𝑔𝑔)      ….…………………………………………………………………….…(I-30) 

Et (f*g) c’est la fonction de 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 − 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊𝑊 : 

𝑤𝑤(𝑓𝑓 ∗ 𝑔𝑔) = 𝑤𝑤 �(2𝜋𝜋)−𝐷𝐷 � 𝑑𝑑𝐷𝐷𝑘𝑘𝑘𝑘𝐷𝐷𝑙𝑙[𝑒𝑒
𝑖𝑖𝜃𝜃𝑚𝑚𝑚𝑚

2  𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝑚𝑚  𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑦𝑦 𝑛𝑛 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑘𝑘𝑚𝑚 𝑥𝑥�𝑚𝑚 +𝑖𝑖𝑙𝑙𝑛𝑛 𝑦𝑦 𝑛𝑛 ]𝑓𝑓(𝑘𝑘)𝑔𝑔�(𝑙𝑙)� 

= 𝑤𝑤 �𝑒𝑒
𝑖𝑖
2 𝜃𝜃𝑚𝑚𝑚𝑚 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑚𝑚  𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑛𝑛 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑔𝑔(𝑦𝑦)�………………………………..……………(I-31) 

(𝑓𝑓 ∗ 𝑔𝑔) = �𝑒𝑒
𝑖𝑖
2𝜃𝜃𝑚𝑚𝑚𝑚 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑚𝑚  𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑛𝑛 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑔𝑔(𝑦𝑦)� |𝑌𝑌→𝑋𝑋…..………………………..………………………….........(I-32) 

Donc  

(𝑓𝑓 ∗ 𝑔𝑔)(x, p) = ( 𝑓𝑓𝑓𝑓)(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) + 𝑖𝑖
2

𝜃𝜃𝑚𝑚𝑚𝑚 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝑚𝑚 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥 𝑛𝑛 + 𝑂𝑂(𝜃𝜃2)    …………………………………...(I-33) 

+ 𝑖𝑖
2

ℎ𝜃̅𝜃𝑚𝑚𝑚𝑚 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑚𝑚 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑛𝑛 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) + 0(𝜃̅𝜃2) 

 �𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) ∗ 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)� Représenté le nouveaux produit en mécanique quantique non commutatif. 

  I.5.2.Propriétés du produit star:  

Le produit star vérifie les déférentes propriétés suivant [9, 5] : 
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Chapitre I :   La structure quantique de l’espace-phase non-commutatif 

a)-Non commutatif : 

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) ∗ 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) ≠ 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) ∗ 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)     ………………………………………….……………...….(I-34) 

b)-Associatif : 

�𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) ∗ 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)� ∗ ℎ(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)(𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) ∗ ℎ(𝑥𝑥, 𝑝𝑝))   ………………………….……………(I-35) 

c)-La relation du complexe conjugué  

(𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) ∗ 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝))∗ = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)∗ ∗ 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)∗      ………………………………………………………(I-36) 

d)-La relation d’intégrale : 

∫ 𝑑𝑑𝐷𝐷𝑥𝑥(𝑓𝑓 ∗ 𝑔𝑔)(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = ∫ 𝑑𝑑𝐷𝐷 𝑥𝑥 (𝑔𝑔 ∗ 𝑓𝑓)(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = ∫ 𝑑𝑑𝐷𝐷𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑝𝑝)𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) …………………………….….(I-37) 

e)-Permutation cyclique : 

∫ 𝑑𝑑𝐷𝐷𝑥𝑥(𝑓𝑓 ∗ 𝑔𝑔 ∗ ℎ)(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) = ∫ 𝑑𝑑𝐷𝐷 (ℎ ∗ 𝑓𝑓 ∗ 𝑔𝑔) = ∫ 𝑑𝑑𝐷𝐷 𝑥𝑥(𝑓𝑓 ∗ ℎ ∗ 𝑔𝑔)  ……………………………..……(I-38) 

f)-Satisfait la règle de Leibniz : 

𝜕𝜕𝜇𝜇 (𝑓𝑓 ∗ 𝑔𝑔) = 𝜕𝜕𝜇𝜇 𝑓𝑓 ∗ 𝑔𝑔 + 𝑓𝑓𝜕𝜕𝜇𝜇 𝑔𝑔      …………...………………………………………………………..(I-39) 

I.6. La Méthode de Boopp’s Shift: 

        Pour écrire l’équation de Schrödinger  dans l’espace-phase non-commutatif, on applique les 

étapes suivant : 

1-On remplace la fonction d’onde ordinaire ( )tr,Ψ  par nouveaux fonction d’onde ( )tr,ˆΨ̂ ,

2- On remplace l’operateur d’Hamiltonien ordinaire ( )ii xpH ,  par nouveaux opérateur ( )ii xpH ˆ,ˆˆ , 

3- On remplace l’énergie ordinaire E  par nouveaux valeur ncE , 

4-On remplace le produit ordinaire par le produit star. 

       Les quatre étapes permirent d’obtenteur  l’équation de Schrödinger  dans l’espace-phase non-

commutatif 

( ) ( ) ( )trEtrxpH ncii ,ˆˆ,ˆˆ*ˆ,ˆˆ Ψ=Ψ  ……………………………………………………………………............(I-40)

La fonction d’onde ( )tr,ˆΨ̂  est peut être écrié

( ) ( ) )(ˆˆ,ˆˆ tfrtr Ψ=Ψ  ………………………………………………………………………………………(I-41)

Ce la permit de simplifier l’équation (I-40) : 

( ) ( ) ( )rErxpH ncii ˆˆˆˆ*ˆ,ˆˆ Ψ=Ψ   ………….……………………………………………………………..……(I-42)
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     La méthode Boopp’s Shift permit de traité  l’équation de Schrödinger  déformée (I-42) comme une 

équation ordinaire a condition d’appliquée les deux translations : 

( ) ( ) ( )rErxpH ncii ˆˆˆ,ˆ Ψ=Ψ ………………..………………………………………………………………..(I-43)

Avec l’operateur d’Hamiltonien ( )ii xpH ˆ,ˆ  peut être écrié en trois variétés : 

( ) RSP :ND-NCpour      
2

-ˆ, 
2

-ˆˆ,ˆ
ij

i

ij

i 












==≡ jijiii pxxxppHxpH θθ

....................................................(I-44) 

( ) RS :ND-NCpour      
2

-ˆ,ˆˆ,ˆ
ij

ii 









==≡ jiiii pxxppHxpH θ ……………...……..……………………….(I-45) 

( ) RP :ND-NCpour       ˆ, 
2

-ˆˆ,ˆ i

ij

i 












==≡ ijiii xxxppHxpH θ ………...…………………………..…….(I-46) 

C'est-à-dire, les variétés (I-44), (I-45) et (I-46) correspond : 











=→

=→

jii

jii

pxxx

xppp

2
-ˆ

2
-ˆ

ij

i

ij

i

θ

θ

………………………………………………..………………………………(I-47) 

Et 









=→

=→

jii

ii

pxxx

ppp

2
-ˆ

ˆ
ij

i

i

θ …………………………………………..………………………………………(I-48) 

Et 









=→

=→

ii

jii

xxx

xppp

i

ij

i

ˆ
2

-ˆ θ
…………………………………………..……………………………………..(I-49) 

        Notre travaille est fait dans l’espace-phase non commutatif a trois dimensions, on introduit les 

notations : 

�
𝑖𝑖 = 1  𝑥𝑥�1 = 𝑥𝑥�  𝑝𝑝1 = 𝑝𝑝𝑥𝑥
𝑖𝑖 = 2  𝑥𝑥�2 = 𝑦𝑦�     𝑝𝑝2 = 𝑝𝑝𝑦𝑦
𝑖𝑖 = 3  𝑥𝑥�3 = 𝑧̂𝑧  𝑝𝑝3 = 𝑝𝑝𝑧𝑧

�    …………………………………………………………..(I-50) 

Et la relation (I-47) peut être écrierai explicitement dans l’espace-phase non commutatif a trois 

dimensions 

12 



Chapitre I :   La structure quantique de l’espace-phase non-commutatif 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥𝑥�1 = 𝑥𝑥1 − 𝜃𝜃12

2
𝑝𝑝2 − 𝜃𝜃13

2
𝑝𝑝3

𝑥𝑥�2 = 𝑥𝑥2 − 𝜃𝜃21

2
𝑝𝑝1 − 𝜃𝜃23

2
𝑝𝑝3

𝑥𝑥�3 = 𝑥𝑥3 − 𝜃𝜃31

2
𝑝𝑝1 − 𝜃𝜃32

2
𝑝𝑝2

�   ……………………………………………………………………….(I-51) 

Et 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧p�1 = p1 − θ�12

2
x2 − θ�13

2
 x3

p�2 = p2 − θ�21

2
x1 − θ�23

2
 x3

p�3 = p3 − θ�31

2
x1 − θ�32

2
 x2

�   ………….…..……………………………………………………..(I-52) 

Avec la carré de 2r̂ et  2p̂ sont donné par : 

∑

∑

=

=

=

=

3

1

22

3

1

22

ˆˆ

ˆˆ

i
i

i
i

pp

xr
  ……………………………………………………………………………...………(I-53)  

        La méthode de Boopp’s Shift est considéré comme une conséquence direct du produit star elle 

permit de traité l’équation de Schrödinger déformé comme une équation ordinaire, de la façon suivant : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xExxV
m
pxExxV

m
p

ncnc Ψ==Ψ













+→Ψ=Ψ














+ ˆ

2
ˆˆˆˆˆ*ˆˆ

2
ˆ

0

2

0

2

    ……………………….…………...…..(I-54) 

 On basé sur les travaux scientifique [48-53], pour écriée les deux opérateurs 2r̂ et  2p̂   dans l’espace-

phase non commutatif à trois dimensions: 

�
𝑟̂𝑟2 = 𝑟𝑟2 − 𝐿𝐿�⃗ 𝛩𝛩�⃗

𝑝𝑝�2

2𝑚𝑚 0
= 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 0
+ 𝐿𝐿�⃗ 𝜃𝜃���⃗

2𝑚𝑚 0

�   ……………………………………………………………………...………(I-55) 

Avec les notations : 

�
𝐿𝐿𝛩𝛩 = 𝐿𝐿𝑥𝑥 𝛩𝛩1 + 𝐿𝐿𝑦𝑦 𝛩𝛩2 + 𝐿𝐿𝑧𝑧 𝛩𝛩3

𝐿𝐿�⃗ 𝜃⃗̅𝜃 = 𝐿𝐿𝑥𝑥 𝜃̅𝜃12 + 𝐿𝐿𝑦𝑦 𝜃̅𝜃23 + 𝐿𝐿𝑧𝑧 𝜃̅𝜃13

�   ……………………………………………………………………..(I-56) 

et   𝛩𝛩 = 𝜃𝜃
2
  .

I.7. Application sur le potentiel de Cornell : 

  On applique les notions du paragraphe précédent sur le potentiel ( )
r
barrV −= ,  ce potentiel connait 

par le potentiel de Cornell, ce potentiel composé en deux termes : 
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-Terme colombien  ( )
r
brV −=1

-Terme linéaire ( ) arrV =2

L’opérateur Hamiltonien ( ) 












==≡  

2
-ˆ, 

2
-ˆˆ,ˆ

ij

i

ij

i jijiii pxxxppHxpH θθ correspond, dans l’espace-phase 

non commutatif à trois dimensions : 

( ) ( ) r̂V
2

2ˆ
    

2
-ˆ, 

2
-ˆˆ,ˆ

0

ij

i

ij

i +=












==≡

m
ppxxxppHxpH jijiii

θθ …………………….………………….(I-57) 

Avec : 

( )
r
brarV
ˆ

ˆˆ −=
   ……………………………………………………..…………………………(I-58) 

Et 

𝑝𝑝�2

2𝑚𝑚 0
= 𝑝𝑝2

2𝑚𝑚 0
+ 𝐿𝐿�⃗ 𝜃𝜃���⃗

2𝑚𝑚 0
………………………………...………………………..……………….………….(I-59) 

Les résultants  de l’équation (I-55) permit de calculer les deux termes  ra ˆ   et  
r
b
ˆ

: 

32ˆ

2
ˆ

r
b

r
b

r
b

r
aarra

Θ
+=

Θ
+=





L

L

  …………………………………………………………………………...……….(I-60) 

Donc le potentiel ( )r̂V  est : 

( ) ( ) Θ





 −+=


L322

rV r̂V
r
b

r
a ……………………………………………………………….…….…(I-61) 

La combinaison entre deux équations (I-59) et (I-61) permit d’obtenir donné 

( ) 












==≡  

2
-ˆ, 

2
-ˆˆ,ˆ

ij

i

ij

i jijiii pxxxppHxpH θθ  de la façon suivant: 

( ) Θ






 −+++−=












==≡




LL
3

00

ij

i

ij

i
2222

2
 

2
-ˆ, 

2
-ˆˆ,ˆ

r
b

r
a

mm
p

r
barpxxxppHxpH jijiii

θθθ ……………………...(I-62) 

L’opérateur ( ) 












==≡  

2
-ˆ, 

2
-ˆˆ,ˆ

ij

i

ij

i jijiii pxxxppHxpH θθ est la somme deux operateurs ( )ii xpH ,  et 

( )iipert xpH ,  
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( )
r
bar

m
pxpH ii −+=

02

2
,   ……………………………………………………………………………..(I-63) 

Et 

Θ






 −+=




LL
3

0 222 r
b

r
a

m
H pert

θ   …………………………………………………………………………(I-64) 
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Chapitre II :     Etude l’équation de Schrödinger pour le potentiel de 
Cornell dans l’espace-ordinaire à 3 dimensions 

 
II.1.Introduction : 

              Il est bien connu que pour étudier un modèle quantique, dans les différents domaines de 

la science atomique, nucléaire, moléculaire, nous avons besoin de résoudre l'équation non 

relativiste  de  Schrödinger par différents  méthodes : la méthode de Nikiforov-Uvarov, 

mécanique quantique super-symétrique, calcule numérique, interaction asymptotique, l’approché 

de  l’intégrale de chemin  …etc. 

              Dans ce chapitre on va résumer les solutions de l’équation de Schrödinger pour un 

potentiel central de «Quarkonium», qui connue par ((potentiel de Cornell)) à trois dimensions  et 

on déduit les fonctions d’ondes et les énergies correspondants à l’état fondamentales et le 

premier état excité. 

               Le Quarkonium est un méson constitué d’un quark lourd s)et  ,( du et son anti quark, 

)set  ,( du , donc pour modéliser les potentiels d’interaction des systèmes quark-antiquark on utilise 

généralement les potentiels de « Hold-type » mais dans ce mémoire on va utiliser l’un de ces 

potentiels c’est le potentiel de Cornell.  

II.2. Etude de l’équation de Schrödinger pour le potentiel de Cornell dans l’espace -

ordinaire à trois dimensions : 

       En générale l’équation de Schrödinger est une équation de deuxième ordre par rapport aux 

coordonnées du système et de premier ordre par rapport au temps, peut être obtenir, si on 

applique les principes de quantification canonique[1-2] : 

t
iE
∂
∂

→    Et
ii

xi
p

∂

∂
→

 ……………………………………………………….……………...(II-1) 

L’équation de Schrödinger, donc: 

),(),( trEtrH


ψψ = ……………………………………………………………..…………..…...(II-2) 

Ou  E repèrent l’énergie total du system et H  est l’opérateur Hamiltonien, qui donnée par : 

),(
2

2

trVH +∆−=
µ
 ……………………………………………………...…..…………….(II-3) 

L’operateur  Laplacien ∆  s’écrit dans les coordonnées sphériques ( )ϕθ ,,r : 
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Cornell dans l’espace-ordinaire à 3 dimensions 

 

2

2

222
2

2 sin
1sin

sin
11

ϕθθ
θ

θθ ∂

∂
+








∂
∂

∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

=∆
rrr

r
rr

………………………….……………..(II-4) 

Et µ   est la masse réduit du système physique étudie, composé par quark et anti quark de masses  

mq   e𝑡𝑡  mq�, respectivement [32] : 

qq

qq

mm
mm
+

=µ ……………………………………………………………....…..……………..(II-5) 

Le potentiel de Cornell est un potentiel central décrie les interactions entre quark et anti quark 

sous la forme suivante [32] :   

r
barrV −=)( ………………………………………………………………………………….. (II-6) 

Où   a   et  b  sont des constantes positives,  ar   est le terme linéaire et  
r
b

−  est le terme 

coulombien. Dans l’espace ordinaire à trois dimensions la formulation mathématique plus facile 

dans l’étude actuelle est  

II.2.1.Le moment orbital :  

Les trois composantes ( zyx LLL ,, ) de l’expression analytique  du moment cinétique orbital L


:  









−=
−=
−=

=

xyz

zxy

yzx

ypxpL
xpzpL
zpypL

L


………………………………………………………...…………………..(II-7) 

    On remplace les  composantes yx pp , et zp  par   
yixi ∂
∂

∂
∂  , et 

zi ∂
∂  , respectivement, pour 

trouver : 























∂
∂

−
∂
∂

=









∂
∂

−
∂
∂

=









∂
∂

−
∂
∂

=

x
y

y
x

i
L

z
x

x
z

i
L

y
z

z
y

i
L

z

y

x







  ………………………………………………………………………….(II-8) 

    Les composantes zyx LLL ,,  de  L�⃗   en coordonnées sphérique ( )ϕθ ,,r  
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






















∂
∂

=









∂
∂

+
∂
∂

−−=









∂
∂

+
∂
∂

=

ϕ

ϕθ
ϕ

θ
ϕ

ϕθ
ϕ

θ
θ

i
L

tg
iL

tg
iL

z

y

x







sincos

cossin

 ……………………………………………..…..……………. (II-9) 

Ce qui donne 2L  en coordonnées sphériques:  

( )
( ) ( ) ( )ϕθψϕθψ

ϕθθ
θ

θθ

,,1,,ˆ

sin

1sin
sin

1

22

2

2

2
22

rllrL

L

+=















∂
∂+








∂
∂

∂
∂

−=



 …………………………………….……………...(II-10) 

Alors : 

22

2
2

2

ˆ1
r

L
r

r
rr 

−







∂
∂

∂
∂

=∆ ……………………….………………………..……………………(II-11) 

Donc l’équation de Schrödinger devient : 

 
),,(),,()(

sin
1sin

sin
11

2 2

2

222
2

2

2
ϕθψϕθψ

ϕθθ
θ

θθµ
rErrV

rrr
r

rr
=













−












∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

+







∂
∂

∂
∂− 

…………...….(II-12) 

Ou bien : 

),,(),,(
sin

1sinsin
sin
1

2 2

2
2

2

2
ϕθψϕθψ

ϕθθ
θ

θ
θ

θµ
rEr

r
bar

r
r

rr
=













+−












∂

∂
+








∂
∂

∂
∂

+







∂
∂

∂
∂−  ………(II-13) 

On peut maintenant écrire les solutions sous la forme d’un produit d’une  fonction radiale )(, rR ln

et d’une fonction angulaire ),( ϕθlm
lY  :                                                                                                                                                                                       

),()(),,( ,,, ϕθϕθψ l
l

m
llnmln YrRr =  ……………………………………………………………...(II-14) 

)(, rR ln : Fonction radiale dépend seulement de rayon  

),( ϕθlm
lY : Fonction angulaire appelée aussi harmonique sphérique dépend de θ et φ 
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Le potentiel de Cornell est un potentiel de symétrie sphérique, on remplace la fonction d’onde 

présenté par (II-14) dans l’équation (II-13) pour  l’équation de Schrödinger en fonction de )(rRnl

[32]: 

( ) 0)()1()(21
,2

,2
2

=




 +
−−+








rR

r
llrVE

dr
dR

r
dr
d

r
ln

ln µ  …………………………..….…....………..(II-15) 

On  introduit une nouvelle fonction d’onde radiale Xnl (r) : 

)()( rrRrX nlnl =  …………………………………..........……………….………………….(II-16) 

Qui satisfait la condition de normalisation:  

∫
∞

=
0

2 1)( drrX nl  ………………..…………………………….………..……………………...(II-17) 

On réécrire l’équation (II-15) comme suit : 

nlnl X
r
llrVErX 



 +

−−+ 2
'' )1())((2)( µ  ………………………………...….…..……..……………(II-18) 

Avec:    

)()( 2

2
'' rX

dr
drX nlnl = ………………….…………………………………………………......(II-19) 

On introduit maintenant le potentiel Cornell dans l’équation (II-18) on obtient : 

0)(
2

)1(2)( 2
'' =











 +
−






 +−+ rX

r
ll

r
barErX nlnl

µ
µ ………………………………………..…………..(II-20) 

On pose le changement de variable 
r

x 1
= dans l’équation (II-20) on trouve alors : 

0)(
2

22)(
,

2
4

,
22

,
2

=







−+−++ xXxbx

x
aE

xdx
dX

x
x

dx
xXd

ln
lnln

µ
γµ …………………………….(II-21) 

Et )1( += llγ . L’énergie et la fonction d’onde obtiennent par la méthode Nikiforov-Uvarov [32]: 
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( )
2

3

2

2

,
8)1(4112

32
3









+++±+







 +

−=

δ
µ

δ
µ

δ
lln

ab
aE ln   ……………………………………………...(II-22) 

Et 











=

−
−

x
A

A
B

n
n

n
x

A
A

B

nl exx
dx
dexNx

22
2
2

2
2

2
ln, )(X …………….……………………...………...(II-23) 

Donc la fonction radiale Rnl (r) devient de la forme suivant : 




















−= −

+−−−
rAA

Bnn
rAA

B

nlnl er
dr
drerNrR 222

22
22

1
2)( ………………………….……...………. (II-24) 

Tel que :   









+=







 −−=

2
3

3

δ
µ

δ
µ

abB

aEA
………………….……………………………………………………..……. (II-25) 

Avec   
0

1
r

=δ , 0r  est le rayon caractéristique de méson et  n = 0,1,2, … 

Remarque : Si a = 0 on obtient la solution d’équation de Schrödinger pour potentiel coulombien. 

 Maintenant, on résume les différents résultats obtenir pour l’étal fondamental et le premier état 

excité  

II.2.2 La fonction d’onde et  l’énergie pour l’étal fondamental : 

        La fonction d’onde ( )r
)0(ψ  et  l’énergie  lE0   correspondant l’état fondamental est résumé 

par, respectivement : 

( ) ),(22
2

2
0

)0( ϕθψ m
l

rAA
B

l YerNr −
−

=
 ……………………………………...……….……………. (II-26) 

Et 
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( )
2

3

2

2

0
8141

32
3












+++±







 +

−=

δ
µ

δ
µ

δ all

ab
aE l ……………………………………………….……………...(II-27) 

II.2.3 La fonction d’onde et  l’énergie pour le premier état excité :  

 La fonction d’onde    ( )r
)1(ψ  et  l’énergie   lE1    correspondant premier état excité est résumé 

par : 

( ) ),(22
1

2
3

2
1

)1( ϕθσηψ m
l

rAA
B

A
B

l YerrNr −
−−














+−=

 ……………………..………….……………. (II-28) 

Et 

( )
2

3

2

2

1
81413

32
3












+++±









+

−=

δ
µ

δ
µ

δ all

ab
aE l …………………….…………………………..…………. (II-29) 

Ou 







+−=

A
B

2
22η   et A22=σ . 
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Chapitre III: L’étude de l’équation de Schrödinger modifiée  pour le potentiel 
de Cornell dans l’espace-phase non commutatif  à trois dimensions 

III.1 Introduction :

       L’objectif de ce chapitre, est l’étude de l’équation de Schrödinger modifiée  pour le 

potentiel de Cornell dans l’espace-phase non commutatif  à trois dimensions, on applique la 

méthode de Boopp’s Shift au lieu de résoudre l’équation de Schrödinger modifiée directement en 

utilisant le produit star et le théorème de perturbation pour trouver les corrections des énergies 

correspondant aux  états  excité fondamentale et première état excité 

III.2. L’opérateur d’ Hamiltonien pour le potentiel de Cornell dans l’espace-

phase non commutatif (NC : 3D-RSP) : 

  On a vu dans le premier chapitre, que le potentiel de Cornell ( )
r
barrV −= peut être considéré

la somme des deux parties[32]: 

- ( ) arrV =1  : Cette partie  est responsable aux interactions des quarks à grandes distances,

  - ( )
r
brV −=2  : Cette partie  est responsable aux interactions des quarks à petite distances. 

         Ce potentiel traité dans le cadre de  l’équation de Schrödinger modifiée  en utilisant la 

méthode de Boopp’s Shift, présenté par l’équation (I-43) dans le chapitre I,  au lieu de résoudre 

directement l’équation de Schrödinger modifiée par le produit star (I-44). Donc L’expression 

explicite de   l’équation de Schrödinger devient maintenant sous la forme suivant :

( ) ( )rErpxxxppH cpncjijicpnc ˆˆ 
2

-ˆ, 
2

-ˆ
ij

i

ij

i Ψ=Ψ












== −−

θθ  ……………………….……………….(III-1) 

L’opérateur de Hamiltonien 












==−  

2
-ˆ, 

2
-ˆ

ij

i

ij

i jijicpnc pxxxppH θθ  dans l’espace-phase non 

commutatif  à trois dimensions peut être écrit sous la forme  suivant   : 

θθθ 
L

m
L

r
a

r
b

m
p

r
barpxxxppH jijiCPnc

0
3

0

ij

i

ij

i 2
1

222

2
 

2
-ˆ, 

2
-ˆ +Θ








−++−=













==−

……………..….(III-2) 

  On peut diviser l’équation (III-2) en deux termes principaux : 

1-Le première terme est L’Hamiltonien ( ) ˆ, ˆ ii iicp xxppH ==  correspond le potentiel ( )
r
barrV −=

dans l’espace ordinaire commutatif.
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( )
0

ii 2

2
 ˆ, ˆ

m
p

r
barxxppH iicp +−=== ……………………………………………….………(III-3)

2- la deuxième terme est L’Hamiltonien noté par 












==−  

2
-ˆ, 

2
-ˆ

ij

i

ij

i jijicppert pxxxppH θθ , est 

représente les contrebutions produit par les propriétés induit par de l’espace-phase non 

commutatif : 

θθθ 
L

m
L

r
a

r
bpxxxppH jijicppert

0
3

ij

i

ij

i 2
1

22
 

2
-ˆ, 

2
-ˆ +Θ








−=













==− ………………..….…………(III-4) 

D’après l’équation (I-55), on rappeler par les deux-couplages ΘL  et θL
  , qui sont donnée par 

[48-53]: 

132312 Θ+Θ+Θ≡Θ zyx LLLL ………….………………………………………………..…………...…(III-5) 

Et 

132312 θθθ zyx LLL ++≡θL


 ………….……………………...…………….……………..…….(III-6) 

Et le paramétrer
2

θ
≡Θ , et les composantes  , yx LL et  zL  : 










−=

=

−=

xyz

y

yzx

ypxpL

L

zpypL

zx xp-zp ………….………….………..…………………….………………..………..(III-7) 

III.3. L’opérateur Spin-Orbite d’ Hamiltonien pour le potentiel de Cornell dans 

l’espace-phase Non Commutatif (NC: 3D-RSP): 

  D’après, les formes mathématiques du  2-couplages ΘL  et θL


, observé dans les équations  

(III-5) et (III-6), elle est possible physiquement de remplacé Θ


L et  θ


L  par LS


Θα et LS


θα : 

LS

LS




θα

α

→

Θ→Θ

θL

L
…………………………………………………………..….……………………(III-8) 

Avec  S

  et α sont le spin de système quarkonium et constante ordinaire de proportionnalité,

respectivement. Ce qui permit de réécrire l’équation  (III.4) comme suivant : 
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( ) SL
mr

a
r
brHpxxxppH cppertjijicppert










+








−Θ=Θ≡













== −−

0
3

ij

i

ij

i 222
,, 

2
-ˆ, 

2
-ˆ θαθθθ  …………...(III-9) 

   En mécanique quantique ordinaire, les ensembles d’operateurs Â , B̂ , Ĉ …qui forment un 

ensemble complet d’observables complet sont commutent (ECOC). En applique ce règle sur les 

ensembles d’operateurs ( 2
J , 2

L , 2
S et )zJ , c'est-à-dire [1-2]: 

0,

0,

0,

2

22

22

=





=





=





zJJ

SJ

LJ

……………………………………………………..…….…………….……….(III-10) 

  Et les valeurs propres correspondent sont )1( +jj , )1( + , )1( +ss et ( )lmlm +≤≤−   dans le 

système ( )1== c , donc : 

Ψ=Ψ
Ψ+=Ψ

Ψ+=Ψ

Ψ+=Ψ

mJ
ssS

L

jjJ

z

)1(

)1(

)1(

2

2

2








……………………………..……………………………...………………..(III-11) 

Avec J

 est la somme géométrique des moments L


 et S


 :

SLJ


+= ………………………………………………………..………..…………...…......(III-12) 

Ce qui permit de trouver  le couplage spin-orbite SL


 de la façon suivante [30,31]: 

][
2
1 222 SLJSL


−−= ………………………...……………………………………………...….(III-13) 

Les relations (III-11) et (III-13) permettent d’obtenir : 

Ψ+−+−+=Ψ )]1()1()1([
2
1 ssjjSL 


……………………………………………….………….(III-14) 

Avec sljsl +≤≤− , alors : 

slslslj ++−−= ,......0,........,1, ….……………….…………..............................................….(III-

15) 

Pour les deux valeurs extrémale du moment cinétique totale, on peut écrierai : 
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( )

( )









−=Ψ≡Ψ






 +−+++−−

+=Ψ≡Ψ






 +−+++++

=Ψ

−

+

sljSipsslllsl

sljSipsslllsl
SL

   : )1()1()1
2
1(

   :)1()1()1
2
1(

2
1

2
1


………………..……………(III-16) 

Ou  +p  et −p sont donnée par ( )






 +−+++++ )1()1()1

2
1(

2
1 sslllsl  et ( )







 +−+++−− )1()1()1

2
1(

2
1 sslllsl , 

respectivement. 

       Maintenait, on peut former une matrice d’ordre  ( )33×  pour représenté  l’operateur spin-

orbite d’ Hamiltonien pour le potentiel Cornell dans l’espace-phase non commutatif (NC : 3, 

RSP) : 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 


















≡

−−−

−−−

−−−

−

333232

232221

131211

ˆˆˆ
ˆˆˆ
ˆˆˆ

ˆ

cpsocpsocpso

cpsocpsocpso

cpsocpsocpso

cpso

HHH
HHH
HHH

H …………………………………………………(III-17) 

III.4. Le spectre exacte de Spin-orbite pour le potentiel de Cornell en (NC : 3D-

RSP): 

Nous avons observé que le potentiel modifié   ( )θ,,Θ− rH cppert  est proportionnel au deux

paramètres infinitésimale ( )θ,Θ  et  cela signifie que ( )θ,,Θ− rH cppert  prend une valeur très petite

par rapport  à la partie principale ( ) ˆ, ˆ ii iicp xxppH == , Donc on peut appliquer le théorème de 

perturbation pour obtenir les modifications exacte d’énergie perncE −  au premier ordre en ( )θ,Θ .

L’énergie totale dans l’espace-temps non commutatif  cpncE −  est la somme de l’énergie 

correspondant à l’espace ordinaire E  et les corrections perncE −  : 

pernccpnc EEE −− += ……………..……………………………………………….……………(III-18) 

Le théorème de perturbation permet d’obtenir les corrections au premier ordre de la façon 

suivante [1-2]: 

( ) nrHnE cppertpernc θ,,Θ= −−  …….…………..………………………………………..…..(III-19)

On peut récrire l’équation (III-19) sous la forme : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ΨΘΨ=Θ −− τθθ drrHrE p
cppert

p
pernc

 ,,, * ………………………………...…….……(III-20) 
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  Ou  τd  représenté  l’élément de volume  en coordonnées sphériques ( )ϕθ ,,r , qui est  donnée 

par : 

Ω= drdrd 2τ …………………………..……………………………………..………...…….(III-21) 

Avec l’angle solide  ( ) ϕθθ ddd .sin=Ω  et ( ) ( )rp 
Ψ  la fonction d’onde qui est définie par : 

( )( ) ( )( ) ( )ϕθ ,m
l

pp Yrr Ψ=Ψ
 …………………………………………………..……....…...……..(III-22) 

Donc, on peut écrire l’équation (III-20), de la forme : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ΩΨ
Ψ=Θ− dYYdrrrSLrE m

l
m

l
pp

pernc ϕθϕθθ ,,, 2*
 …….............(III-23) 

La fonction d’onde ( ) ( )rp 
Ψ normalisée, cela permet d’écrire : 

( ) ( ) 1,, =Ω∫ dYY m
l

m
l ϕθϕθ ……………………..…………………………………..……...……( III-24) 

Ce qui permit de réduit les corrections trouvées par l’équation (III.24) sont  réduites  sous la 

forme: 

( ) ( ) ( )( )∫ Ψ







+







 −ΘΨ=− drrrSL
mr

a
r
brE pp

pernc
2

0
3

*

222

θ
α ……………………………..………..…(III-25) 

On remplace le terme de couplage spin-orbite SL
mr

a
r
b 









+







−Θ

0
3 222

θ  par : 

{ }








+







−Θ+−+++=









+







−Θ

mr
a

r
bsslljjSL

mr
a

r
b

0
32

1

0
3 222

)1()1()1(
222

θθ  …………………..…(III-26)

En compagne entre les équations (III-25) et (III-26) pour trouver les corrections au premier 

ordre : 

( ) { } ( ) ( ) ( ) ( )∫ Ψ







+








−ΘΨ+−+++=Θ− drrr

mr
a

r
brsslljjE pp

pernc
2

0
3

*
2
1

222
)1()1()1(, θαθ ………...…(III-27) 
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III.4.1 Le spectre exacte d’état  fondamentale de spin-orbite pour le potentiel de

Cornell en (NC : 3D-RSP): 

      Maintenant on applique le théorème de perturbation pour trouver les corrections d’énergie 

pour d’état fondamentale ( )θ,0 Θ− perncE , en utilisant la fonction d’onde présenté (II-26) et

l’équation (III-27) : 

( ) { }∫ 







+








−Θ+−+++=Θ −

−

− dr
mr

a
r
bersslljjNE rAA

B

kpernc
0

3
22

2
2

2
2

02
1

0 222
)1()1()1(, θαθ ……..…(III-28) 

On peut simplifiée (III.28) pour trouver : 

( ) { } 







+Θ+−+++=Θ ∑

=
− 3

0

2

1

2
02

1
0 2

)1()1()1(, T
m

TsslljjNE
i

ikpernc
θ

αθ ..................................................(III-29) 

Avec les trios termes ( )3,1=iTi :

drerT

dreraT

drerbT

rAA
B

rAA
B

rAA
B

22
2

2
2

0
3

22
3

2
2

0
2

22
5

2
2

0
1

2

2

−
−∞+

−
−∞+

−
−∞+

∫

∫

∫

=

−=

=

…...........................................................................................................(III-30) 

Pour obtenir les résultants d’intégrales, on appliqué l’intégrale spéciale suivant [49]: 

( )
n

m

n

nm

n

x
n

m

dxxx
1

0

,1

exp
+

∞+ 





 +

Γ
=−∫

β

β
β  …………………………...…………...…..……….…...(III-31) 

Avec 





 +

Γ nx
n

m β,1  repesent la fonction de Gamma non complète, pour appliqué l’intégrale

(III-31), les values 







==−= An

A
Bm 22   and1,5

2
2 β , 








==−= An

A
Bm 22   and1,3

2
2 β  et 









==−= An

A
Bm 22   and1,2

2
2 β , correspondant les 3-termes 





 = 3,1iT i , respectivement, donc 

on a les résultants suivants 
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( )

( )

( ) 1
2

23

2
2

22

4
2

21

22

22,1
2

2
22

22,2
2

2

2

22

22,4
2

2

2

−

−

−









−Γ

=









−Γ

−=









−Γ

=

A
B

A
B

A
B

A

rA
A

B

T

A

rA
A

B
aT

A

rA
A

B
bT

 ………………………………..……...…………………….…...(III-32) 

Ce qui permit d’obtenir les corrections ( )θ,Θ− perncE   on fonctions  des paramètres ( )θ,Θ  et les

paramétrées de potentiels a , b , 





 −−=

δ
µ aEA 3 et 






 += 2

3
δ

µ abB  : 

( ) { } 







+Θ+−+++=Θ− 3

0

2
02

1
0 2

)1()1()1(, T
m

LsslljjNE okpernc
θαθ …………….…..……….…...(III-33) 

Avec oL est donnée par : 

( ) ( ) 2
2

24
2

2

22

22,2
2

2

2
22

22,4
2

2

2 −−









−Γ

−








−Γ

=

A
B

A
Bo

A

rA
A

B
a

A

rA
A

B
bL ………………….…..................................(III-34) 

    L’énergie totale dans l’espace-phase non commutatif pour d’état fondamentale cpncE −0  est la 

somme de l’énergie de ’état fondamentale lE0  présenté par l’équation  (II-27) et les corrections 

( )θ,0 Θ− perncE  déterminée par (III-33):

( )
{ } 








+Θ+−++++












+++±









+

−=− 3
0

2
02

1
2

3

2

2

0 2
)1()1()1(

8141

32
3 T

m
LsslljjN

all

ab
aE okcpnc

θα

δ
µ

δ
µ

δ
…….…(III-35) 
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III.4.2 Le spectre exacte de première état  excité produit par l’effet de spin-orbite

pour le potentiel de Cornell en (NC : 3D-RSP): 

       Dans ce sous paragraphe on applique aussi le théorème de perturbation pour trouver les 

corrections d’énergie ( )θ,1 Θ− perncE  pour première état  excité produit par l’effet de Spin-orbite

pour le potentiel de Cornell, en utilisant la fonction d’onde présenté (II-28)  et l’équation     

(III-27) : 

( ) { } dr
mr

a
r
berrrsslljjNE rAA

B
A

B
A

B

kpernc 







+−














−+−+−+++=Θ −

−−−∞+

− ∫
0

3
22

4
2

2
2

2
2

2
6

2
2

2

0

2
02

1
1 222

2)1()1()1(, θ
ησσηαθ (III-36) 

On peut simplifiée (III-28) pour trouver : 

( ) { } 







+Θ+−+++=Θ ∑∑

==
−

9

70

6

1

2
02

1

2
)1()1()1(,

i
i

i
ikpernc T

m
TsslljjNE θ

αθ ................................................(III-37) 

Avec les 9- termes ( )9,1=iTi :

drerbT

dreraT

drerbT

rAA
B

rAA
B

rAA
B

22
5

2
2

0

2
3

22
7

2
2

0

2
2

22
9

2
2

0

2
1

2

2

2

−
−∞+

−
−∞+

−
−∞+

∫

∫

∫

=

−=

−=

σ

η

η

…...…..........................................................................................(III-38) 

dreraT

drerbT

dreraT

rAA
B

rAA
B

rAA
B

22
5

2
2

0
6

22
7

2
2

0
5

22
3

2
2

0

2
4 2

−
−∞+

−
−∞+

−
−∞+

∫

∫

∫

−=

−=

−=

ησ

ησ

σ

..................................................................................................(III-39) 

31 



Chapitre III: L’étude de l’équation de Schrödinger modifiée  pour le potentiel 
de Cornell dans l’espace-phase non commutatif  à trois dimensions 

drerT

drerT

drerT

rAA
B

rAA
B

rAA
B

22
4

2
2

0
9

22
2

2
2

0

2
8

22
6

2
2

0

2
7

2 −
−∞+

−
−∞+

−
−∞+

∫

∫

∫

−=

=

=

ησ

σ

η

....................................................................................................(III-40) 

Pour appliqué l’intégrale (III-31), les values : 









==−= An

A
Bm 22   and1,9

2
2 β ,.....................................................................................(III-41) 









==−= An

A
Bm 22   and1,7

2
2 β ,.....................................................................................(III-42) 









==−= An

A
Bm 22   and1,6

2
2 β ......................................................................................(III-43) 









==−= An

A
Bm 22   and1,5

2
2 β  ......................................................................................(III-44) 









==−= An

A
Bm 22   and1,3

2
2 β  ......................................................................................(III-45) 









==−= An

A
Bm 22   and1,2

2
2 β  .....................................................................................(III-46) 









==−= An

A
Bm 22   and1,7

2
2 β ,.....................................................................................(III-47) 









==−= An

A
Bm 22   and1,5

2
2 β .......................................................................................(III-48) 

et 







==−= An

A
Bm 22   and1,4

2
2 β ..................................................................................(III-49) 

Correspondant les 9-termes ( )9,1=iTi , respectivement, donc on a les résultants suivants :

( ) 8
2

2

2

1

22

22,8
2

2

2 −









−Γ

−=

A
B

A

rA
A

B
bT η ,................................................................................................(III-50) 
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( ) 6
2

2

2

2

22

22,6
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







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A

rA
A

B
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( ) 4
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2

2

3
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2
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







−Γ

=
A

B

A

rA
A

B
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( ) 2
2

2

2

4
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2

2
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







−Γ

=

A
B

A

rA
A

B
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( ) 1
2

2
2

5
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2

2

−









−Γ

−=

A
B

A

rA
A

B
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







−Γ
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B

A

rA
A

B
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( ) 5
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−









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A
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B

T η ,......................................................................................................(III-56) 
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2
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−









−Γ

−=
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B

A

rA
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B
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( ) 3
2
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−









−Γ

=
A

B

A

rA
A

B
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Ce qui permit d’obtenir les corrections ( )θ,1 Θ− perncE   on fonctions  des paramètres ( )θ,Θ  et les

paramétrées de potentiels a , b , 





 −−=

δ
µ aEA 3 et 






 += 2

3
δ

µ abB  : 

( ) { } 







+Θ+−+++=Θ −−− pskpernc T

m
LsslljjNE 1

0
1

2
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1
1 2

)1()1()1(, θαθ …………….……….…...(III-59) 
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Avec sL −1  et pT −1  sont  donnée par : 

∑

∑

=
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=
−

=
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7
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i
ip

i
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………….………………………………………………………………….…...(III-60) 

    L’énergie totale dans l’espace-phase non commutatif pour premier états excité cpncE −1  est la 

somme de l’énergie de ’état fondamentale lE1  présenté par l’équation  (II-29) et les corrections 

( )θ,1 Θ− perncE  déterminée par (III-59): 
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      D’après les résultants représenté par les équations les (III.37) et (III.61), les énergies 

correspondant à  l’état fondamental ( cpncE −0 ) et le premier état excité ( cpncE −1 ), sont  produits par le 

potentiel modifié  ( SL
mr

a
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…(III.61) 

 On remarque que chaque niveaux énergétique devient ( )12 +j nivéaux, dans l’espace-phase non 

commutatif a 3 dimensions, cette dégénérescence  d’énergie se  produit sous l’effet du terme 

( SL
mr

a
r
b 









+







 −Θ
0

3 222
θα ), physiquement, ce terme est connu par l’interaction spin-orbite.

       L’interaction spin-orbite, qu’elle a été vue dans le potentiel déforme se produit automatiquement, 

cet effet des propriétés de la non commutativité de l’espace -phase, donc la symétrie de l’espace- 

ordinaire est prolongée d’inclure une nouvelle symétrie qui  égale l’ancienne symétrie et le couplage 

spin-orbite. 

Conclusions et interprétations 

Physique 
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