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1- Généralité

La description du comportement de la matiére et de la lumiére, a I’échelle microscopique
-I’échelle de Planck- fait par la mécanique quantique, ce qui est considéré comme une révolution
scientifique majeure comme la relativité d’Eisenstein. Les études approfondi sur le comportement
microscopique de la matiere, durant le premier quart du dernier siécle, ont données des
informations trés importantes sur la fagon dont la matiere se comporte et a conduit ensuite a la

formulation de la théorie quantique par Schrodinger, Heisenberg et Dirac [1-2].

Il existe des plusieurs phénomenes physiques a I’échelle microscopique ou la mécanique
quantique, basé sur I’équation de Schrddinger, satisfait un grand sucées, par exemples : I’atome
d’hydrogéne, pour un potentiel purement Coulombien, et I’Oscillateur Harmonique. Actuellement,
I’équation de Schrddinger développé par plusieurs méthodes : la méthode de Nikiforov-Uvarov,
super-symétrique mécanique quantique, calcule numérique, intéraction asymptotique, I’approché
de [Pintégrale de chemin ...etc. pour étudier les différents un modéles quantique, dans les
différents domaines de la science atomique, nucléaire, moléculaire....etc [3-31].

En cas particuliere I’équation de Schrodinger peut étre décriée «Quarkouniom», qui
considéré comme méson constitué d’un quark lourd (u,d ets) et son anti quark, (u,dets) en basé

sur le potentiel de Cornell a trois dimensions [32].
2 Le but principal :

L’objectif principal de ce travail est d’étudier I’équation de Schrodinger modifiée de
Quarkouniom avec un potentiel de Cornell dans I’espace-phase non commutatif a trois dimensions

pour approfondie I’étude S. M. Kuchin et N. V. Maksimenko présente dans I’article [32].
3- Repreésentation du mémoire :

Ce mémoire est constitué de trois chapitres sont structuré comme suit :




» Chapitre | :

Nous avons exposé quelques notions et hypotheses caractérisé la structure quantique et physique

de I’espace-phase non commutatif,
» Chapitre 11 :

Nous avons presenté les résolutions de I’équation de Schrddinger sur le potentiel central de

Cornell dans I’espace ordinaire a 3 dimensions.
> Chapitre 11 :

Nous avons étudié I’équation de Schrédinger modifiée pour le potentiel de Cornell dans

I’espace-phase non commutatif a trois dimensions, on plus on va calculer la correction en énergie.

Et en termine par une conclusion qui résume les résultats obtenus de notre travail.




Chapitre .

@l structure quantique
de [espace-phase non
commutative

J




Chapitre I: La structure quantique de I’espace-phase non-commutatif

I.1. Introduction:

Dans ce chapitre on traité les postulats et les hypothéses caractérisé la structure quantique et
physique de I’espace-phase non-commutatif, les éléments principales sont :

1-Rappelle sur la structure quantique ordinaire,
2-Les nouveaux postulats de I’espace-phase non-commutatif,
3- Produit star et ces propriétes, la formule de Moyal-Weyl

4-La méthode de Boopp’s Shift et ces application pour un potentiel centrale spéciale de la forme

V(r)= ar—2 qui connait par le potentiel de Cornell.
r

1.2. Rappelle sur la structure physique de la mécanique quantique ordinaire:

La naissance de la physique quantique environ 1900, lorsque Planck introduit la notion
d’’énergie E=hv d’un quanta, ce bas est la premiére marche dans ce route de quantification, qui

caractérisée par le constanteh~6,6262.10"% joul —seconde. Actuellement, la mécanique quantique
ordinaire est formulée sur I’espace des coordonnées et des moments qui sont considéré comme des

opérateurs hermétiques (x;, p;) suivants [1,2] :

[bi.p;]=0
Ou h:% et §; sont la constant de Planck réduit et le symbole ordinaire de Kronecker,

respectivement, la structure présenté par (I-1) connue par les relations des commutations canonique
(canonical commutation relations CCRs), les procédures de quantification satisfait par les deux

principes fondamentales concernant I’énergie el I’impulsion E et p;:

E—>ih£
ot

S

En mécanique classique I’énergie d’une particule de masse m, soumise des forces produit par

potentiel extérieurs V(F,t) est donnee par :

-2

E=2P—+V(rt)(l3)

My




Chapitre I: La structure quantique de I’espace-phase non-commutatif

Maintenant on applique les deux principes de quantification canonique présentée dans
I’équation (I-2), on trouve directement:

2m,

L’équation (1-4) connait par I’équation de Schrodinger dans I’espace-temps ordinaire, cette
équation fondamentale basée sur les postulats présentés par (I-1). \P(F,t) Est connue par la fonction
d’onde, qui déterminer la probabilité de trouver d’une particule a I’ instant t dans un volume d3r

entourant le point r :
N 2

Et A est I’opérateur Laplacien, en trois dimensions prendre I’expression suivant:

2 2 2
ox® oy° oz

Le point fondamentale qui représente la déférence entre la mécanique classique et la mécanique
quantique ordinaire est appelée relation d’incertitude d” Heisenberg :

h
AxAp, 25
h
AyApy_E(I-7)
h
AzApZZE
Une valeur trés important caractérisée la mécanique quantique ordinaire, connait par la valeur

moyenne d’un operateur A noté par(a), prendre les deux expressions dans le cas a deux et trois

dimensions, respectivement :

<a>=j‘P(F,t)*A‘P(F,t)d2r U URUSUURUURN ¢ B )
Et
(a>:j‘P(F,t)*A‘P(F,t)d3r U URPSURURPN ¢ B¢

Avec I’élément de surface d?r et I’élément de volumed®r .

En mécanique quantique le moment angulaire global J est la somme des deux moments

angulaire L et le moment de spins, donc [30,31]:




Chapitre I: La structure quantique de I’espace-phase non-commutatif

Ce qui permit de trouver le couplage spin-orbite LS de la fagon suivante [30,31]:

oo (1°12)

Les valeurs propres des operateurs J2, L2 et S en mécanique quantique (c=x=1) :

J2¥ = j(j+)V¥

e (1412)
S2Y =s(s+1)¥

Les relations (I-11) et (1-12) permettent d’obtenir :

E§‘I’=%[j(j+1)—é(f+1)—s(s+1)]‘P PSPPI ( o 1)

Avecl—; <j<

1
[+
2

, Ce qui permit de donnée deux valeurs possible :

2 s (114)
i=1-

2
Sij=1I +% on dit que I’électron de spin up et si j=1 —%, I’électron de spin down.

1.3. La structure quantique de I’espace-phase non-commutatif :

L’idée principale de la noncommutativité de I’espace introduit par H. Syndre en 1947, satisfait par

nouveaux structure algébrique, connait par : les relations non commutatif canoniques des commutations
suivant [33-36]:

Ou (i, j=1,D) et D la dimensions de I’espace. Les deux paramétres (9*” :,5‘”)5 —(0““ :,5”‘): (0,0

sont deux tenseurs antisymétriques induits par la noncommutativité position-position et impulsion-

impulsion, respectivement. 1l est trés important de noter les dimensions (9/” =0" Vj est
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((Lenngth)2 =(Im pulsion)z) respectivement. L’espace —phase non commutatif est définie en terme d’un
ensemble des générateur (%, et p; ) dits coordonnées et moments non commutatif:

X =X = f(xivpi)

b gl (116)

Dans ce mémoire de master on sintérisé par I’espace-phase a trois dimensions N=3, donc les indices

prendre les valeurs (i, j =1,_3)), dans ce cas particuliere, les regles de commutations canonique devient :

[%1,02] = [%1, 93] = [X,,P3] =0
[X1,%X,] =164,
~ A , e (1217
{ [X1, %3] = 1043 ( )
[X;, %3] = 10,3
Et
([551'151] = [55_2'152] = [553'153] =1,
[1, 2] = 1612 (1-18)

\[P2, 3] = 023
Remarque :
Les relations (1-17) et (1-18) écriées en systeme d’unité naturelle (c=h=1).

Dans I’espace-phase non commutatif la construction des théories de jauge se fait de la méme maniére

qu’en théorie de jauge sur un espace ordinaire,

1 -Les champs ordinaires remplacés par les champs non commutatifs,

2-Le produit ordinaire remplacé par le nouveaux produit connait par le produit de Moyal-Weyl
(produit star).

Il trés important de noter que les relations de commutation dans I’espace non commutatif, satisfait

par nouveaux produit connue par le produit star.

I.4.La théorie de jauge

En 1919, le terme ‘jauge’ est introduit a la premiére fois par Harman Weyl dans le cadre d’unifier
I’électromagnétisme et la gravitation. Mais par la suite, Weyl donna en 1929 le premier exemple d’une

théorie de jauge locale basée sur le groupeU (1). L’idée a été généralisée par Dirac, puis Yang et Mills

en utilisant des groupes plus grands queU (1), ce sont les groupes SU (2) et SU (3).

8



Chapitre I: La structure quantique de I’espace-phase non-commutatif

1.4.1. Rappelle sur les groupes :

La théorie des groupes joue un role fondamental en théorie quantique des champs, parce que toutes
les transformations considérées forment des groupes. Le plus souvent méme des groupes de Lie. Soit G
un ensemble, et * une application de ¢ xG [34-38]:

*GxG—>G

’ ceeeienenn(1-19
{ (91,92) > 091 %9, ( )
Le couple (G,*) est construit un groupe si les axiomes suivants sont satisfaits :
a-La relation de L’associativité :
(07020 05 =00 705) ottt (1-20)
b- La relation de L’élément neutre :
Je€G, e*g=g*e=g ; VgE€EG (1-21)
c- La relation de L’élément inverse :
V0eEG,I0 €GB, 0 1 0 =0 0 28 it s (1-22)

Si g, et g, sont des éléments deG, le groupe sera qualifiee abélienne si la relation suivant est satisfait :

1.5.Le produit star :

1.5.1.Formule de Moyal-WeylI :

Le formalisme du produit star initie pour Harman Weyl et Wigner pour permettre une description
de la mécanique quantique en termes d’espace phases [9]. La quantification de Weyl est une technique
utilisée pour décrire la mécanique quantique a partir de I’espace de phase de la mécanique classique,
c’est une prescription qui nous permet d’associer un opérateur quantique a une fonction classique qui

dépend des variable de I’espace de phase (variable canonigue).

Soit f(x) une fonction quelconque définie sur I’espace phase, pour chaque fonction f(x) on note

f (k) transformation de Fourier [11, 5,6] :

fO0) = @m)T [ dP k enon F (k)

) " - e (1-24)
fll) = 2m)z [ dPleitn®n f(x)
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f devient en opérateur de Weyl :
w(f) = ()7 [ dPkeikn®n F (k) e (1-25)

w(g) = 2m) T [ dPletn®ng (1) e (1-26)
On multiplie les opérateurs w(f) et w(g) pour donnée d’autres opérateurs :
W) W(G) =W % G) e e e e e (1227)
w(H).w(g) = @)™ [ dPkdPl e " f (k) G(1) coooeeeeeeeecieee e en.(1-28)
En utilisant la formule de Campbell-Baker-Hausdorff [8, 1,2] :

A B — A*B+ BB+, (14 BLB]-,* [[ABIA].....

e'e
Valable pour les opérateurs A et B tel que [1] :
[A TAB]] = [B,IABI] = 0ureiiiiie e (1-209)

Donc :
: om I' mn ~
w().w(g) = (2m)™ f dPkdP1 e T O (1) g (1)

Et (f*g) c’est la fonction de Moyal — Weyl:

g™ 9 0
w(f+g) =w l(zn)‘D f dPkdPl[e Z 7T oy gtkn " +iliy" | F (k) (1)

= w[eéemnaxa’" ayinf(x)g(y)](l-Sl)
(f*xg)= eéemn e ayinf(x)g(y)] S TP (1-32)
Donc
(F*@P) = (f9)06P) +50™ =2 f (0, P) s + 0(67)  covoocceciccc e (1°33)

3]
ap™

F5hO™ ST f(x,p) 5 g (o p) + 0(67)
(f(x,p) * g(x, p)) Représenté le nouveaux produit en mécanique quantique non commutatif.
1.5.2.Propriétés du produit star:

Le produit star verifie les déférentes propriétés suivant [9, 5] :

10



Chapitre I: La structure quantique de I’espace-phase non-commutatif

a)-Non commutatif :

fGxp) * g(x,p) # g(x,p) * f(x,p)

b)-Associatif :

(f(x,p) * g(x,p)) * h(x,p) = f(x,p)(g(x,p) * h(x,P))
c)-La relation du complexe conjugué

f,p)*gx,p))* = f(x,p)* * g(x,p)*

d)-La relation d’intégrale :

[dPx(f*g),p) =[dPx(g*f)xp) = [dPxf(,D)g(D) ooveereiiieiiiii e

e)-Permutation cyclique :

[dPx(f*g*h)(x,p) = [dP (hxfxg)=[dPx(f*xh*g) .cooeiiriiiiiiiiiiiiiiiii e

f)-Satisfait la regle de Leibniz :
0,(f*g)=0,f*g+fo.g

1.6. La Méthode de Boopp’s Shift:

e (1-34)

...(1-35)

...(1-36)

(1-37)

.(1-38)

e (1-39)

Pour écrire I’équation de Schrdodinger dans I’espace-phase non-commutatif, on applique les

étapes suivant :

1-On remplace la fonction d’onde ordinaire \P(F,t) par nouveaux fonction d’onde \i/(?,t),

2- On remplace I’operateur d’Hamiltonien ordinaire H(p;,x;) par nouveaux opérateur H(p;, %; ),

3- On remplace I’énergie ordinaire E par nouveaux valeur E

nc?

4-On remplace le produit ordinaire par le produit star.

Les quatre étapes permirent d’obtenteur I’équation de Schrddinger dans I’espace-phase non-

commutatif

>

La fonction d’onde \if(f,t) est peut étre écrié

Ce la permit de simplifier I’équation (1-40) :

A (81, %) B )= EreBE) v

e (1-40)

e (1-42)

e (1-42)

11



Chapitre I: La structure quantique de I’espace-phase non-commutatif

La méthode Boopp’s Shift permit de traité 1’équation de Schrodinger déformée (I-42) comme une

équation ordinaire a condition d’appliquée les deux transl

H(p,. ﬁi)\}f(?): Enc\y(?)

ations :

Avec I’operateur d’Hamiltonien H(p;,%;) peut étre écrié en trois variétes :
. . o' . o'
H(Pi %)= H| B = pi-—x K =X -==pj | pour NC-ND:IRSP |\ e (1-44)
R . . 6"
H(p;, %)=H Bi=Pi R =X-=-Pj | POUT NC-NDIRS .ot (1-45)
H(Bi. %)=H| Bi=p-—x;. % =% | pour NC-ND RP ..ttt eee et et e e e e en e, (1-46)
C'est-a-dire, les variétés (1-44), (1-45) et (1-46) correspond
. 6"
Pi = Bj pl'_xj
2 ...(1-47)
. 0"
x,—>xi:x,-7pJ
Et
Pi = Pi =P
. ol ...(1-48)
x,—>xi:x,—7pJ
Et
s PPN ( R22le)|

Xi—))A(i=Xi

Notre travaille est fait dans I’espace-phase non co

notations :

i=1 =X P1 = Dx
=2 X, =9 P2 =Dy
=3 X3 =12 P3 =P,

mmutatif a trois dimensions, on introduit les

ceeeren(1-50)

Et la relation (I-47) peut étre écrierai explicitement dans I’espace-phase hon commutatif a trois

dimensions

12



Chapitre I: La structure quantique de I’espace-phase non-commutatif

(A_ 912 913
[¥1 = X1~ P2~ P3
~ 921 923
IA 931 932
\#3 = x; B S
Et
(A 612 613
=p1—— X —— X
[P1=P1— 5 X2~ X3
“ 621 623
IA 631 632
Ps=Pp3s——5 X1 -5 X2

Avec la carré de ?et p%sont donné par :

I’;Z :iilz
i:31 TR ( ELX))
P> => P’

La méthode de Boopp’s Shift est considéré comme une conséquence direct du produit star elle

permit de traité I’équation de Schrdédinger déformé comme une équation ordinaire, de la fagon suivant :

6_+V(2) *P(R)= E V() > 6_+v(2) W(X) == EroP(X)  eeevvneeeiineee i eee e eee e e e e e, (1-54)
2

My

On basé sur les travaux scientifique [48-53], pour écriée les deux opérateurs F2et p2? dans I’espace-

phase non commutatif a trois dimensions:

Avec les notations :

{L@ZLx01+Ly02+LZ03 (I 56)
Ze_:Lx9_12+Ly9_23+L29_13

%
et O =7

1.7. Application sur le potentiel de Cornell :
On applique les notions du paragraphe précédent sur le potentiel v(r)zar—E, ce potentiel connait
r

par le potentiel de Cornell, ce potentiel composé en deux termes :

13



Chapitre I: La structure quantique de I’espace-phase non-commutatif

-Terme colombien V,(r)= -?

-Terme linéaire V,(r)=ar
L i
L"opérateur Hamiltonien H(ﬁi’*i)EH{ﬁﬁpa'?X' ?i=Xi-% p, | correspond, dans I’espace-phase

non commutatif a trois dimensions :

L ) 8" . gl p2

H(p;, X )=H| pi = p; KRN |= +V(F) TP URPRPRTPRPRTPRTN  ELoY4 |
Avec

V(l’:):af—j

Et
Pt _ vt I8
Les résultants de I’équation (1-55) permit de calculer les deux termes ar et %
af:ar+a7
b b , LO (1-60)
—=—+b—
rr 2

Donc le potentiel V(F) est:

. a b \-=
V(r):V(r)+(E—FjL®(I61)

La combinaison entre deux équations (I-59) et (I-61) permit d’obtenir  donné

A . 0 6" —
H(p;, % )=H| i = p; Xy R =X de la fagon suivant:

. . 0" o b p2 (8 (a b )-
H(plaxl)EH p|_p|'7XJ,X, XI > p] _ar—F'Fm-l-Zmo +(E—FJ (|'62)
L’opérateur H(p;. % )=H| p; = p; -—X; . % = X; p; | est la somme deux operateurs H(p;,x;) et

H pert(pi ' Xi)

14
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H(pi,xi):;n PP UPRPTPPRRPIN ( Lo XC) |

E_3+[i_ijié (168

15
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ChapitreIl: Etude I'’équation de Schrédinger pour le potentiel de
Cornell dans I’espace-ordinaire a 3 dimensions

I1.1.Introduction :

Il est bien connu que pour étudier un modele quantique, dans les différents domaines de
la science atomique, nucléaire, moléculaire, nous avons besoin de résoudre I'équation non
relativiste de Schrddinger par différents méthodes: la méthode de Nikiforov-Uvarov,
mécanique quantique super-symeétrique, calcule numérique, interaction asymptotique, I’approché

de I’intégrale de chemin ...etc.

Dans ce chapitre on va résumer les solutions de I’équation de Schrddinger pour un
potentiel central de «Quarkonium», qui connue par ((potentiel de Cornell)) a trois dimensions et
on déduit les fonctions d’ondes et les énergies correspondants a I’état fondamentales et le

premier état excité.

Le Quarkonium est un méson constitué d’un quark lourd (u,d ets) et son anti quark,
(u,d ets), donc pour modéliser les potentiels d’interaction des systemes quark-antiquark on utilise

généralement les potentiels de « Hold-type » mais dans ce mémoire on va utiliser I’'un de ces

potentiels c’est le potentiel de Cornell.

I1.2. Etude de I’équation de Schrodinger pour le potentiel de Cornell dans I’espace -

ordinaire a trois dimensions :

En générale I’équation de Schrddinger est une équation de deuxiéme ordre par rapport aux
coordonnées du systéme et de premier ordre par rapport au temps, peut étre obtenir, si on
applique les principes de quantification canonique[1-2] :

E il Etp, o2 (11FD)
ot 1 ox'

L’équation de Schrddinger, donc:
DGR ) o =172 G 3 I PSPPSR ( | 7))

Ou E reperent I’énergie total du system et H est I’opérateur Hamiltonien, qui donnée par :

2

H 2 AV (F) oo (1193)
2p

L’operateur Laplacien a s’écrit dans les coordonnées sphériques (r, 8, ¢):

17



ChapitreIl: Etude I'’équation de Schrédinger pour le potentiel de
Cornell dans I'espace-ordinaire a 3 dimensions

2
re or or) r¢sing 00 00) r<sing° op

Et « estla masse réduit du systéme physique étudie, compose par quark et anti quark de masses

m, et mg, respectivement [32] :

q q
m_ m-
mq+mq

Le potentiel de Cornell est un potentiel central décrie les interactions entre quark et anti quark

sous la forme suivante [32] :

V(r):ar—g (11-6)

Ou a et bsont des constantes positives, ar est le terme linéaire et D est le terme
r

coulombien. Dans I’espace ordinaire a trois dimensions la formulation mathématique plus facile

dans I’étude actuelle est

11.2.1.Le moment orbital :

Les trois composantes (L,,L,,L,) de I’expression analytique du moment cinétique orbital L:

Ly =Yyp, —zpy
L={L, =2zp, —Xp, TN ( | EY4)
LZ=Xpy—pr
ho ho h o :
On remplace les composantes p,,p, et p, par Ty et =, respectivement, pour
i oz
trouver :
_hf,0_,90
iV & oy
h 0 0
y i( ox 62) (11-8)
/] 0 0
L =2xZ_y<@
’ |[ oy yaxJ

Les composantes L,,L,,L, de L en coordonnées sphérique (r,e, (p)

18



ChapitreIl: Etude I'’équation de Schrédinger pour le potentiel de
Cornell dans I'espace-ordinaire a 3 dimensions

Ce qui donne L? en coordonnées sphériques:

N YA o
L= {sineae 00 ) T SN0 07 | eveeveent et ce(11-10)

L2y (r,0,0) = h21(1 + 1y (r,0,0)

Alors :
1 0(,0 L2
A:r—zg(r Ej_hzrz e e (N1-12),

Donc I’équation de Schrédinger devient :

_hz 1 0 5 0 1 o . p) 1 82
—_— == |+ —|sin@— |+ —— _V(r r0.0) = Ew(r.0,
{ 2u LZ 5r( ar] rsing 89( 5,9] 2sin0? 0y (Nt (r.0,9) =Ey(r,0,9)

................... (11-12)
Ou bien :
-n® 1 | . o9(,0) o(. .0 1 02 b
A A I -~ N = =Ew(r,0,0) ......... -1
{Zy rzsine{smearb 6rj+69(5m960)+sin95¢2:| ar+r}l//(r,c9,¢7) Ew(r,0,p) (11-13)

On peut maintenant ecrire les solutions sous la forme d’un produit d’une fonction radiale R, (r)

et d’une fonction angulaireY," (6, ¢) :

Vatm (10,0) =Ry (Y™ (6,0) «oovvviiiiiiiienn(11-14)

R, (r): Fonction radiale dépend seulement de rayon

Y,™ (6, ) : Fonction angulaire appelée aussi harmonique sphérique dépend de 6 et ¢
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ChapitreIl: Etude I'’équation de Schrédinger pour le potentiel de
Cornell dans I’espace-ordinaire a 3 dimensions

Le potentiel de Cornell est un potentiel de symétrie sphérique, on remplace la fonction d’onde

présenté par (11-14) dans I’équation (11-13) pour I’équation de Schrddinger en fonction de R, (r)

[32]:
(11-15)

1 d( ,dRy, 1(+1) -
?E(r Tj+|:2ﬂ(E—V(r))—r—2:|Rn,l(r)—o

On introduit une nouvelle fonction d’onde radiale X, (r) :
(11-16)

an (r) = arI (r)

Qui satisfait la condition de normalisation:
. (11-17)

T|xnl(r)|2dr=1
0

On réécrire I’équation (11-15) comme suit :
(11-18)

X3y (F) +[2u(E V) - '('rzl)}x

Avec:
..(11-19)

. d?
On introduit maintenant le potentiel Cornell dans I’équation (11-18) on obtient :
...(11-20)

r 2ur

. 1 , .
On pose le changement de variable x = —dans I’équation (11-20) on trouve alors :
r

e (11222)

d?X,, (x dX
—”'2'()+2—Z( ! +2—/41 E-2ipx—L x X () =0
dx X° dx X X 2u ’

Ety =1(1 +1). L’énergie et la fonction d’onde obtiennent par la méthode Nikiforov-Uvarov [32]:
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ChapitreIl: Etude I'’équation de Schrédinger pour le potentiel de
Cornell dans I'espace-ordinaire a 3 dimensions

2 [b+36l 2
3a H o’

n‘,zg— 5 e e e (11-22)
£ a1+ B4
(2n+1)_ +41(l + )+?
Et
B V2A dn —2B  2J2A
X, (X) =N, x¥2"e x o X2TXVZRE X | (11-23)
’ X
Donc la fonction radiale R, (r) devient de la forme suivant :
B, d\" _on+28
Ry (r)=Nyr V24 emr(—rzd—j PV R RV, (1n-24)
r
Tel que :
A:—y(E—?j
veeveenennnn. (11-25)

B =y[b+§—2j

Avec s-1, r, est le rayon caracteristique de mésonet n =0,1,2, ...
fo

Remargue : Si a = 0 on obtient la solution d’équation de Schrddinger pour potentiel coulombien.

Maintenant, on résume les différents résultats obtenir pour I’étal fondamental et le premier état

excité

11.2.2 La fonction d’onde et I’énergie pour I’étal fondamental :

La fonction d’onde »©(r) et I’énergie E, correspondant I’état fondamental est résumé

par, respectivement :

B
2
wO(F)=Nor V22 e 22AY M9 0) L. (11-26)

Et
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ChapitreIl: Etude I'’équation de Schrédinger pour le potentiel de
Cornell dans I'espace-ordinaire a 3 dimensions

2
3a
ard
[i /1+4I(I+1)+Ei;fl}

11.2.3 Lafonction d’onde et I’énergie pour le premier état excité :

e (N-27)

La fonction d’onde () et I’énergie E, correspondant premier état excité est résumé

par :
B, B
wO(F)=Ny| —grv?2 s orV2h e 22Ay Mg oy e (11-28)
Et
2
2,u[b+3aj
=2 0 g e (11:29)
{31 1+4|(|+1)+85“3""}
Ounz(—2+%J et o= 27A.
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Chapitre 111: L étude de I’équation de Schrodinger modifiee pour le potentiel
de Cornell dans I’espace-phase non commutatif a trois dimensions

111.1 Introduction :

L’objectif de ce chapitre, est I’étude de I’équation de Schrédinger modifiée pour le
potentiel de Cornell dans I’espace-phase non commutatif a trois dimensions, on applique la
méthode de Boopp’s Shift au lieu de résoudre I’équation de Schrodinger modifiée directement en
utilisant le produit star et le théoreme de perturbation pour trouver les corrections des énergies

correspondant aux états excité fondamentale et premiere état excité

111.2. L opérateur d’ Hamiltonien pour le potentiel de Cornell dans I’espace-
phase non commutatif (NC : 3D-RSP) :

On a vu dans le premier chapitre, que le potentiel de Cornell v(r)= ar—g peut étre considére
la somme des deux parties[32]:
-V, (r)=ar : Cette partie est responsable aux interactions des quarks & grandes distances,

-V,(r)= —g : Cette partie est responsable aux interactions des quarks a petite distances.

Ce potentiel traité dans le cadre de I’équation de Schrddinger modifiée en utilisant la
méthode de Boopp’s Shift, présenté par I’équation (1-43) dans le chapitre I, au lieu de résoudre
directement I’équation de Schrédinger modifiée par le produit star (1-44). Donc L’expression

explicite de I’équation de Schrodinger devient maintenant sous la forme suivant :

" 0 A 6" > >
ancp[pi =p; -7xj X = X; s p; ]‘P(r): Ean‘P(r) Y ¢ 11 Y

L’opérateur de Hamiltonien ancp[ﬁi = p; -% Xj . % =X -% P J dans I’espace-phase non

commutatif a trois dimensions peut étre écrit sous la forme suivant

~ o0 ~ oY b b a)-=
ancp[pi = Pim X X =X P J:ar—?+ P +(—__j|_@)+

On peut diviser I’équation (I111-2) en deux termes principaux :

1-Le premiére terme est L’Hamiltonien H,(p; = p; ,%; =x; ) correspond le potentiel V(r):ar—?

dans I’espace ordinaire commutatif.
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Chapitre 111: L étude de I’équation de Schrodinger modifiee pour le potentiel
de Cornell dans I’espace-phase non commutatif a trois dimensions

" A b p
Heo (B =P X =% )=ar——+—— .o (11123)

2- la deuxiéme terme est L’Hamiltonien noté par H pertcp[ﬁi =p; -%xj X=X P s est
représente les contrebutions produit par les propriétés induit par de I’espace-phase non
commutatif :

0

H pert—cp E)i = pi '7)(] ,)2i :Xi 'T p] J:(_—E]Eé+ I:é .................................... (“I'4)

D’aprés I’équation (1-55), on rappeler par les deux-couplages L® et C@ , qui sont donnée par
[48-53]:

G I I e (| | B
Et
L0 =L 02+ Ly 025+ L0013 cooovie it (111-6)

. 0
Et le parameétrere =—, et les composantes L,,L, et L, :
2

Ly =Yyp, —zpy
I (-7
L, = XPy — ¥YPx

111.3. L opérateur Spin-Orbite d’ Hamiltonien pour le potentiel de Cornell dans
I’espace-phase Non Commutatif (NC: 3D-RSP):

D’apreés, les formes mathématiques du 2-couplages L® et LO, observé dans les équations
(111-5) et (111-6), elle est possible physiquement de remplacé Lé&et [ par «®SL et 5L -

LO® — a®SL
vicvnennnnan(111-8)

L0 — adSL

Avec S et o sont le spin de systeme quarkonium et constante ordinaire de proportionnalité,
respectivement. Ce qui permit de réécrire I’équation (I11.4) comme suivant :
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Chapitre 111: L étude de I’équation de Schrodinger modifiee pour le potentiel
de Cornell dans I’espace-phase non commutatif a trois dimensions

—ij

. 0 . A = b a 0 |ra -
H pert—cp| Pi = Pi 'TXj Xi =X -—-Pj |=Hperop (I’,@,H)—O{@[?—EJ+ }LS --------------- (111-9)

En mécanique quantique ordinaire, les ensembles d’operateursA,B,C...qui forment un

ensemble complet d’observables complet sont commutent (ECOC). En applique ce régle sur les
ensembles d’operateurs (HZ,EZ, $%et J,), C'est-a-dire [1-2]:

[«2 2

J L }:0

:4..2 -2

3, }=0(|||10)

[-2
J ,JZ}:O

Et les valeurs propres correspondent sont j(j+1), ¢(¢+1), s(s+1) et m(-1<m<+l) dans le
systéme (c=n=1), donc :
J2¥ = j(j+)V¥
D D (D12
S2Y =s(s+1)V¥
J,¥=m¥
Avec J est la somme géométrique des moments L et S :

Ce qui permit de trouver le couplage spin-orbite LS de la fagon suivante [30,31]:

*5:%[52_[2_52] e e e (11-13)

Les relations (111-11) et (111-13) permettent d’obtenir :

[§‘P=%[j(j+1)—£(!6+1)—s(s+1)]‘11 e I18)
Avec|-s<j<|i+4, alors :
J= =8 T =s[+ L O I8 e (L

15)

Pour les deux valeurs extrémale du moment cinétique totale, on peut écrierai :
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Chapitre 111: L étude de I’équation de Schrodinger modifiee pour le potentiel
de Cornell dans I’espace-phase non commutatif a trois dimensions

%{(us)a+1+1)+|(|+1)—s(s+1)}xp5p+\11: Si j=[l+s
2 e (11-16)
%{(I—s)(l—%+1)+I(I+l)—s(s+1)}‘1’Ep‘I’: Si j=[I-9

Ou p, et p_sont donnée par %{(I+s)(|+%+1)+I(I+l)—s(s+1)} et%{(l—s)(l—%+1)+I(I+1)—s(s+1)},

respectivement.

Maintenait, on peut former une matrice d’ordre (3x3) pour représenté I’operateur spin-

orbite d” Hamiltonien pour le potentiel Cornell dans I’espace-phase non commutatif (NC : 3,
RSP) :

I
I

G

S0—Cp /11 SO0—Cp /12 S0—Cp /13
(Feoeo)=| Faocp by (Faomep yy (Fisogp g [verereeeerererermmrmmrenrermisinrenisierensve e (111-17)
Hso—cp 32 Hso—cp 32 Hso—cp 33

I11.4. Le spectre exacte de Spin-orbite pour le potentiel de Cornell en (NC : 3D-
RSP):

Nous avons observé que le potentiel modifié Hpm,cp(r,(a, 9_) est proportionnel au deux
paramétres infinitésimale (,) et cela signifie que H . ., (r,©,8) prend une valeur trés petite
par rapport & la partie principale H,(p; = p; ,%; =x; ), Donc on peut appliquer le théoreme de
perturbation pour obtenir les modifications exacte d’énergie E,. .., au premier ordre en (@,5).

L’énergie totale dans I’espace-temps non commutatif E est la somme de I’énergie

nc—cp

correspondant a I’espace ordinaire E et les corrections E :

nc— per
S T TP ¢ || BN R<))

Le théoreme de perturbation permet d’obtenir les corrections au premier ordre de la fagon
suivante [1-2]:

Eneper = (N[H pertcep (18, 0] N) v eveie ettt e s (111-19)
On peut récrire I’équation (111-19) sous la forme :

Encper (©.0)= [T (F)H port_ep (1, ©, 0PI FT oo (11-20)
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Chapitre 111: L étude de I’équation de Schrodinger modifiee pour le potentiel
de Cornell dans I’espace-phase non commutatif a trois dimensions

Ou dr représenté I’élément de volume en coordonnées sphériques (r,, ), qui est donnée

par :

Avec I’angle solide da =sin(0)d6.dep et ¥ P)(r) la fonction d’onde qui est définie par :

POE) = WP W™ (0,0) v e ee et et e e et e e (111-22)

Donc, on peut écrire I’équation (111-20), de la forme :

Ennc_ per (®,§)=I‘P(p)*(r) {®(L—%j+iJ \E§‘P(p)(r)r2drIY,m(9, PN™ (6, P)AQ v vvereen (111-23)

2r3 2mo
La fonction d’onde ¥ (P)(r)normalisée, cela permet d’écrire :

[V (0, @™ (0, @)JIQ =T (11-24)

Ce qui permit de réduit les corrections trouvées par I’équation (111.24) sont réduites sous la

forme:

Enc_ per = f‘P(p)*(r)a{(a(L—iJ + i}I:S“‘P(p)(r)rzdr ................................................. (11-25)

o 2r 2mo

On remplace le terme de couplage spin-orbite {@(%—i)+i}li§ par :

b a 0 |-z . b a 7]
{®(F_§]+2_m} S=%{j(]+l)+|(|+1)—S(S+l)}{®[ﬁ—zj+z—mo} .......................... (111-26)

En compagne entre les équations (111-25) et (I11-26) pour trouver les corrections au premier

ordre :

Eveper (0,8)=2{i(j+D)+1( +1)—S(S+1)}I‘P(p)k(r)a[G(L—ij+i}‘{’(p)(r)r2dr ............... (I1-27)
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Chapitre I11: L étude de I’equation de Schrodinger modifiée pour le
potentiel de Cornell dans I’espace-phase non commutatif a trois dimensions

I11.4.1 Le spectre exacte d’état fondamentale de spin-orbite pour le potentiel de
Cornell en (NC : 3D-RSP):

Maintenant on applique le théoréme de perturbation pour trouver les corrections d’énergie
pour d’état fondamentale €, . (©,8), en utilisant la fonction d’onde présenté (11-26) et

I’équation (111-27) :

2B

_ = ]
Enco_per (0.0)= LN [ {i(i+D +101+1) ~s(s + D)} r V22 7220 @(l—i}i A e, (111-28)
2r® 2r) 2mg
On peut simplifiée (111.28) pour trouver :
_ 2 )
Excoper (0,8)= 2o Nog (i1 + D +1(1 +D) - s(s +1))(®2Ti +iT3J .................................................. (111-29)
i=1 Mo

Avec les trios termes T, (i =13):

4o 2B ¢
T =5 j rV2A g-2V2Arg,
0

+00

2B
T=-2 ] RN T
0

.............................................................................................................. (111-30)
o 2B,
Ty = j rV2A g2V2Ary,
0
Pour obtenir les résultants d’intégrales, on appliqué I’intégrale spéciale suivant [49]:
. F[mn”.ﬂx“j
[xm exp(—,b’x”)dx:—m;l ..................................................................... (111-31)
0 nﬁ n

m+1 . A C e
Avec F(T,,Bx“j repesent la fonction de Gamma non compléte, pour appliqué I’intégrale

(11-31), les values(m=%—5, n=1 and ,B:Zﬂ}(m:%—& n=1 and /f:z\/ﬂj et

(m:%—z, n=1 and ﬁ=2\/2AJ, correspondant les 3-termes T, (i =1_3) respectivement, donc

on a les résultants suivants
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Chapitre 111: L étude de I’équation de Schrodinger modifiee pour le potentiel
de Cornell dans I’espace-phase non commutatif a trois dimensions

F[ZB - 4,2\/ﬁrj

b \W2A
=3 R
(Z\IZA)\/ﬂ
2B
I ——-2,242A
. __a (\/Z_A rj .............................................................................. (I11-32)
.2

(2@)%’2
2B
r[m - 1,2\/ﬂrJ
(zﬂ)%‘l

Ce qui permit d’obtenir les corrections E,_,(©,0) on fonctions des paramétres (0,0) et les

Ty =

parameétrées de potentielsa, b, A= _y(E —%aj et B= #(mg) ;

Emo_per (@,5)=%a|N0k|2{j(j +)+1(1+2) —s(s +1))(®L0 +ZLT3] ..................................... (|||-33)
Mo

Avec L est donnée par :

r[\/z%—mﬂr] . r[\/z%—z,zﬂrj

b
L, =— _z
T2 et 2 (e

e (111-34)

L’énergie totale dans I’espace-phase non commutatif pour d’état fondamentale E,, ., est la
somme de I’énergie de ’état fondamentale E, présenté par I’équation (11-27) et les corrections

Enco_per (@, 0) déterminée par (111-33):

3a
2u b+— _
3a /1( 52J 1 2¢.,. ]
Ennco_cp =5 5 +1aNo | 1i(i+D) +1(1 +1) - s(s+D)}f 6L, +HT3 .......... (111-35)
0
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de Cornell dans I’espace-phase non commutatif a trois dimensions

I11.4.2 Le spectre exacte de premiere état excité produit par I’effet de spin-orbite
pour le potentiel de Cornell en (NC : 3D-RSP):

Dans ce sous paragraphe on applique aussi le théoréme de perturbation pour trouver les

corrections d’énergie E, (@, 5) pour premiére état excité produit par I’effet de Spin-orbite

pour le potentiel de Cornell, en utilisant la fonction d’onde présenté (11-28) et I’équation
(1m-27) :

2B 2B 2B —
_ . b et b
Enclper((a,é?)%a|N0k|Z{J(J+1)+I(I+1)s(s+1)}j{nzr L ]ezmr[—31+ijdr(lll-36)
0 2r 2r Zmo
On peut simplifiée (111-28) pour trouver :
=\ 1 20, 8 6
Ene_per (0,0) = Lo Noy i +1) +101 +1) —s(s +1) OXTi+5 2Ty | (11-37)
i=1 0i=7
Avec les 9- termes T, (i =19):
b o+ 2B 4
T, =——n? [ ri?A e 2V2Ar gy
2 0
o 2B
Tzz_gnz [ EV2R V2R e (111-38)
0
+oo 2B
T, _bse [ ri S22 g
2 0
+oo 2B 4
T, __ 252 j rV2A o2V2Arg,
2 0
o 2B 4
To=-bno [ 1Y2A @ 22ATdr (111-39)
0

R S

2B
-5
Te =-ano [ r¥?A e 2V2Ar gy
0
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+00

28
28
T, =n? [ ri2h e 22Argr
0

+00

2B
=2
To=02 [ 1V2A @ 22ATAr e (111-40)
0

+o 2B 4
Tg =200 | ri2A e 2V2Ar gy
0

Pour appliqué I’intégrale (111-31), les values :

m=%—9, n=1 and ﬂzzﬂj, ..................................................................................... (111-41)

m=-22__7 n-1 and ﬁ:ZﬂJ, ..................................................................................... (111-42)
V2A

m=—28 _6 n=1 and ﬁzz\/ﬂj ...................................................................................... (111-43)
V2A

m=—22 5 n-1 and ﬂzz\/ﬂ) ...................................................................................... (111-44)
V2A

m=—22 _3 n-1 and ﬁzz\/ﬂj ...................................................................................... (111-45)
J2A

m=—28 5 n-1 and ﬂ:Z\/ﬂJ ..................................................................................... (111-46)
V2A
2B

mzﬁ—l n=1 and ﬁ:Z\/ﬂJ, ..................................................................................... (111-47)

m=—22_ _5 n=1 and ﬂzzﬂ] ....................................................................................... (111-48)
V2A

et (m:%—4, n=1 and /3:2@} .................................................................................. (111-49)

Correspondant les 9-termesT; (i =1,_9) respectivement, donc on a les résultants suivants :

F(zB —-8,2+/ 2ArJ
T bn? (J2A

2B (11-50)
(ov2a)iaa®

1=~
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Chapitre 111: L étude de I’équation de Schrodinger modifiee pour le potentiel
de Cornell dans I’espace-phase non commutatif a trois dimensions

5 F(zB—G,Z\/ZArJ
an

T,=- V2A e (111-51)

(2@)%’6

,T 2B _42y2Ar
T, =20 [\/ﬁ J ................................................................................................... (111-52)

loy2n o

, T 2B 5 oJ2Ar
T, =22 [\/ﬁ J ................................................................................................... (111-53)

(2@)%’2

F(ZB—l,ZVZArJ
2

T.— o2 \W2A ettt ettt ettt (111-54)

(v2A )%’1

Te =—Cno (111-55)

(2@)%’6

2B _52y2Ar
T o n? [\/ﬁ ) (111-56)

oz )er

2B
| = —4,2y2Ar
(VZA j
2B '

v2azs

.................................................................................................. (111-57)

2B
I == -32V2Ar

(\/ﬂ j
2B

v2afzs

ettt ettt n et (111-58)

Ty =2n0

Ce qui permit d’obtenir les corrections E,._,. (©,8) on fonctions des paramétres (,4) et les

paramétrées de potentielsa, b, A= _y(E —%aj et B= ;{mg) :

Eml_per (@,5):%a|N0k|2{j(j +D)+1(1+1)—s(s +1)}{®L1_S +2iTl_pJ ................................ (|||-59)
Mo
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Chapitre 111: L étude de I’équation de Schrodinger modifiee pour le potentiel
de Cornell dans I’espace-phase non commutatif a trois dimensions

Avec L, ; et T,_, sont donnée par :

Ll—s:iTi
= e (111-60)

Tl—p:zTi
i=7

L’énergie totale dans I’espace-phase non commutatif pour premier états excité E,, ., est la
somme de I’énergie de ’état fondamentale E, présenté par I’équation (I1-29) et les corrections

Enctper (©, @) déterminée par (111-59):

3a)’
2u| b+— _
3a ,u( 52j 1 2¢. .. 0
Enctcp =5 —+2aNg | {i(+D +1(1+D)—s(s+D) G)L1_5+KT1_p ...(111-61)
0
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D’aprés les résultants représenté par les équations les (111.37) et (111.61), les énergies

O

correspondant a I’état fondamental (E,, .,) et le premier état excité (E,, ), sont produits par le

—ij

potentiel modifié (Vncc{ﬁi — b, _%Xj F -H—Up,- J_ar_gwl[@( b a]+ 0 }Eg ):

2 2r% 2r 2mo
2
3a 2y(b+§jj 2 7]
ne0-cp =5~ > +2a|Ng| {iG+D+1( +1)—s(s+1))(®L0 +2—mOT3J ......... (111.35)
+ /l+4|(l+1)+8—/13a
o
2
3 2;{b+§?j 0
a o
Enctcp =5 > +%(Z|N0k|2{j(j+1)+|(| +1)—s(s+1))(®L1_s +ﬁTl‘pj ..(111.61)
0

{3i /1+4|(|+1)+i‘f‘}

On remarque que chaque niveaux énergétique devient (2j+1)nivéaux, dans I’espace-phase non
commutatif a 3 dimensions, cette dégénérescence d’énergie se produit sous I'effet du terme

(o{@[i—i}i}ﬁs"), physiquement, ce terme est connu par I’interaction spin-orbite.

o 2r 2mo

L’interaction spin-orbite, qu’elle a été vue dans le potentiel déforme se produit automatiquement,
cet effet des propriétés de la non commutativité de I’espace -phase, donc la symétrie de I’espace-
ordinaire est prolongée d’inclure une nouvelle symétrie qui égale I’ancienne symétrie et le couplage

spin-orbite.
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