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Résumé

ans ce mémoire, nous avons étudié une classe d’équations intégro-différentielles fractionnaires

de type Volterra avec une condition a la limite non locale. D’abord, nous avons démontré un
résultat d’existence et d'unicité de la solution de ce probleme en utilisant le théoreme de point fixe. Une
approche numérique proposé basée sur les polyndomes de Tchebychev décalés de la premiere espece
pour résoudre ce probleme. La fonction inconnue est écrite comme une série de Tchebychev avec des m
termes. Notre probléme est réduit a un systéme d’équations algébriques linéaires ou non linéaire suivant
la fonction F' en utilisant les propriétés des polynomes de Tchebychev et la méthode d’intégration de
Gauss-Tchebychev. Une attention particuliere est accordée a 1'étude de la convergence. Dans ce cas, la
méthode de Newton est appliquée pour résoudre ce systeme. Enfin, quatre exemples numériques sont

présentés pour confirmer la fiabilité et 1’efficacité de cette approche numérique.

Mots-Clés : Equation intégro-différentielle fractionnaire de type Volterra, Méthode de point fixe,
Méthode de Newton, Méthode de Gauss-Tchebychev, Polynémes de Tchebychev.

n this memoir, we have studied a class of fractional Volterra integro-differential equations with non-

local boundary condition. First, we have proved a result of existence and uniqueness of the solution
of this problem in a useful fixed point theorem. A proposed numerical approach based on shifted Cheby-
shev polynomials of the first kind to solve this problem. The unknown function is written as a Chebyshev
series with m terms. Our problem is reduced to a system of linear or nonlinear algebraic equations follo-
wing the function F' using the properties of Chebyshev polynomials and the gauss-Chebyshev method.
Particular attention is given to the study of convergence. In this case, Newton’s method is applied to
solve this system. Finally, four numerical examples are presented to confirm the reliability and efficiency

of this numerical approach.

Keywords : Fractional Volterra integro-differential equation, Fixed point theorem, Newton’s method,
Gauss-Chebyshev method, Chebyshev polynomials.
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Introduction générale

e nombreux problemes peuvent étre modélisés par des équations intégro-

différentielles fractionnaires issues de diverses applications des sciences et de l'in-

génierie. En outre, la plupart de ces problemes ne peuvent pas étre résolus de maniere
analytique et, par conséquent, trouver de bonnes solutions approximatives a 1’aide de méthodes
numériques sera tres utile.

Récemment, plusieurs méthodes numériques pour résoudre des équations différentielles
fractionnaires (EDF) et des équations intégro-différentielles fractionnaires (EIDF) ont été pro-
posées. Les auteurs de [2,(18] ont appliqué la méthode de collocation pour résoudre ce qui
suit : équation de Langevin fractionnaire non linéaire impliquant deux ordres fractionnaires
dans des intervalles différents et équations intégro-différentielles fractionnaires de Fredholm.
La méthode des polyndmes de Tchebychev est introduite dans [3| 4, 8] pour résoudre des équa-
tions différentielles d’ordre fractionnaire multitermique et des équations intégro-différentielles
non linéaires de Volterra et Fredholm d’ordre fractionnaire. Les auteurs de [7] ont appliqué
la méthode d’itération variationnelle pour résoudre des équations intégro-différentielles frac-
tionnaires avec les conditions aux limites non locales. La méthode de décomposition Ado-
mienne est introduite dans [11,/14] pour résoudre I'équation de diffusion fractionnaire et les
équations intégro-différentielles fractionnaires. Les références [15}16] ont utilisé la méthode de
perturbation par homotopie pour résoudre les équations intégro-différentielles non linéaires
de Fredholm d’ordre fractionnaire et le systeme d’équations linéaires intégro-différentielles
fractionnaires de Fredholm. La méthode des séries de Taylor est introduite dans [1] pour ré-
soudre des équations intégro-différentielles fractionnaires linéaires de type Volterra. Les au-
teurs dans [5,[12] donnent une application des équations différentielles fractionnaires non li-
néaires et de leurs approximations et théoreme d’existence et d’unicité pour les équations dif-
térentielles fractionnaires avec conditions aux limites intégrales.

Comme les polyndmes de Tchebychev est une famille bien connue de polynémes orthogo-
naux sur 'intervalle [—1, 1] qui ont de nombreuses applications et largement utilisées en raison
de leurs bonnes propriétés dans 'approximation des fonctions. Cela a motivé a trouver une
solution numérique d’équations intégro-différentielles fractionnaires de Volterra non linéaires

en utilisant la méthode de collocation a 1’aide de polynémes de Tchebychev pour réduire au
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systeme d’équations algébriques non linéaires et qui peut étre résolue par la méthode itérative
de Newton.
L'objectif de ce mémoire est 1'étude théorique et numérique des équations intégro-

différentielles fractionnaires de type Volterra suivantes :
CDO‘u(:U):g(aj)+/0xK(a:,t)F(t,u(t))dt, 0<z<T, (1)
avec la condition au limite non locale suivante :
au (0) 4 bu (T) = 0, (2)

ou “D* désigne la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre 0 < o < 1,9 € C([0,T],R) et K €
C ([0,T]?,R) sont des fonctions données, u (z) est la fonction inconnue et F' € C ([0, 7] x R, R)
est une fonction donnée et a,b € R avec a + b # 0.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la maniére suivante : dans le premier cha-
pitre, nous rappelons quelques définitions et propriétés de base concernant le calcul fraction-
naire, la méthode de point fixe et les polynomes de Tchebychev de premier type.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons démontré 1'existence et 1'unicité de la solution du
probleme (1)-(2), en utilisant la méthode de point fixe.

Dans le dernier chapitre, nous avons proposé une approche numérique basée sur les po-
lynomes de Tchebychev décalés de la premiere espece pour résoudre le probleme (I)-(2). La
fonction inconnue est écrite comme une série de Tchebychev avec des m termes. Le probleme
(I)-(2) est réduit a un systeme d’équations algébriques linéaires ou non linéaire suivant la fonc-
tion F' en utilisant les propriétés des polyndmes de Tchebychev et la méthode d’intégration de
Gauss-Tchebychev. Une attention particuliere est accordée a 1’étude de la convergence de la mé-
thode proposée. Dans ce cas, la méthode de Newton est appliquée pour résoudre ce systeme.
Enfin, quatre exemples numériques sont présentés pour confirmer la fiabilité et l'efficacité de
cette approche numérique.

On termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.
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CHAPITRE 1

RAPPEL SUR DES OUTILS MATHEMATIQUES

@ ans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et propriétés de base concernant le
calcul fractionnaire, la méthode de point fixe et les polynémes de Tchebychev de premier

type.



1.1. FONCTIONS MATHEMATIQUES UTILES 9

1.1 Fonctions Mathématiques Utiles

Dans ce paragraphe nous introduisons les fonctions Gamma et Béta, qui seront utilisées
ultérieurement. Ces deux fonctions jouent un role tres important dans la théorie du calcul frac-
tionnaire.

1.1.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma est tout simplement la généralisation de la notion de factoriel a tous les
nombres réels. Elle est définie par une intégale impropre.

Définition 1.1 ( [13]). La fonction Gamma est définie par l'intégrale suivante :
+o00
INa) = / e 't ldt ot a € C et Re(a) > 0.
0

Propriétés 1.1. Nous avons les propriétés suivantes :
1. T(x 4+ 1) = 2[(x) Re(a)) > 0.
2. (1) =1 et T'(—m) = %o0.
3. I'(0) = oc.
1 (2n)\\/m

4.Si neN, ona:I'(n+1)=nlet I'(n+ <) =———.

2 4rn!
Exemple1.1. 1. (1) = [ edt
2. Pour a =1 ona par définition: () = [**° e~*t~2dt posons
t=u’
donc
dt = 2udu

il s’ensuit :

d’ou

©2020, N. NEDJAI Equations intégro-différentielle de type Volterra d’ordre fractionnaire



1.1. FONCTIONS MATHEMATIQUES UTILES 10

Lemme 1.1. la fonction Gamma est une fonction de classe C* sur R, (resp. holomorphe sur le demi
plan x € C, Re(x) > 0) et

+oo
Vk € N*, Vo € R (resp.x € C, Re(x) > 0; " (z) = / (Int)* " e~ tda.
0

Corollaire 1.1. La détermination de la fonction Gamma pour les valeur négatifs non entiers par la
formule
I
I(z) = (x4 n)

= , 0<z+n< 1.
zz+D(z+2)...(x+n-1)

1.1.2 Fonction Béta

Définition 1.2 ( [13]). La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler définie pour tout com-
plexes p et g par

1
B@ﬂ%=/tpWL4ﬁlﬁ,&MD>QR4®>0
0
Proposition 1.1. La relation entre la fonction Gamma et Béta donnée par

I'(p)L'(q)

, p,q € C avec Re(p) > 0et Re(q) > 0.
I(p+q) @) @

B(p,q) =

Démonstration. Soit, D =|0,+o00[x]0,+oc0[ ona

rore - ([ ” o) (f ” iy )

+00 “+o0o
= / / e~ @) P~ Ly a1 dudy.
0 0

En utilisant le changement de variable suivant

dr = udt

y=u-z dy = du = dzxdy = dzdu
xr =ut

A . / N 2
De méme que le domaine D correspondante a D dans les cordonnées u, = est

D' = {(u,z)/u>0,0<z<1}.

©2020, N. NEDJAI Equations intégro-différentielle de type Volterra d’ordre fractionnaire



1.2. INTEGRALES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 11

Alors,
400 1
/ e "(u — x)" drdu
0

o et ( /0 l(tu)]”*l(u — tu)qludt) du

+o0o 1
(/ tpflup’luq’l(l — t)qlu) dt
0

+o0 1
= e“up+q1du/ 1 — ) dt
0 0
(p+9)B(p:q)

I
o— — S—

I
!

Par conséquent, on a
LT ()

B(p,q) = Totq)

11
Exemple 1.2. Calculons B(§, 5)

Propriétés 1.2. 1. B(p,q) = B(q,p), (symétrique).

1
2. B(p,1) =—.
(p,1) p

1.2 Intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Soient 2 = [a, b] avec (—oo < a < b < +00) un intervalle fini sur R et f € L'([a, b]) fonction
intégrable sur (2. Nous avons

o= [ ' fla)de.

La primitive seconde de f définit comme suite

zi = [ ([ sw)

Permutant 'ordre d’intégration, de plus d’apres le théoreme de Fubini, on obtient

©2020, N. NEDJAI Equations intégro-différentielle de type Volterra d’ordre fractionnaire



1.2. INTEGRALES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 12

zr) = [ ([ ao) s

() = / (t — o) f(2)de.

ieme

Le n itération l'opérateur I peut s’écrire

J{Q) :/atdtl /atdt2-~~/atnl Flt)dt, = (n—ll)! /at (tf(j’))l_ndx

Cette formule est appelée formule de Cauchy, et d’pres la propriété de Gamma I'(n) = (n —
1)!, nous avons

I = / Lt / - / T )t = (i)! / t i J (;))l_ndx

Définition 1.3. L'intégrale fractionnaire d’ordre a > 0 de Riemann-Liouville d"une fonction
f € L'(|a, b])est donnée par

1

1N O = 5 / (t — o) P (f(x))de, > a (L1)

Définition 1.4 ([9,17]]). Soient Q2 = [a,b] avec (—oco < a < b < +00) un intervalle fini sur Ret f €
L'(Ja, b]) une fonction intégrable sur Q. Les intégrales

[éi)f(t) = (;)! /a 0 ;f(;:))la dx, t > a, Re(a) > 0. (1.2)
b xr
I f) = (;)! /t 0 f (x))l_ada:, t < b, Re(a) > 0. (1.3)

sont appelés les intégrales fractionnaires a gauche (a droite) de Riemann-Louville d’ordre
a€C (Re(a)>0) respectivement.

Exemple 1.3. Soit f(z) = (t — a)’. On

L), / (t— 251 (t — a)da.

10t —a)? =
o (= 0) (a)!

Avec le changement de variable = = a + (t — a)z, nous avons

r=a%<z2=0,
r=t&sz=1,
dr = (t — a)dz.

©2020, N. NEDJAI Equations intégro-différentielle de type Volterra d’ordre fractionnaire



1.3. DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 13

19— a) = ﬁ /Ol(t Ca—(t—a)2)* Ma+ (t—a)z — a)P(t — a)dz
_ ﬁ /0 (= @) (1 — 21— @)t — a)da
- ﬁ /O (1 = 2t — )
_ %B(ﬂ + 1)

(t—a)**PT(B+ 1) (a)
I'a) T(B+a+1)
— F(ﬁ + 1) (t . a)a—i-ﬁ

Frg+a+1)
Sia=1
1 8 L(B+1) B+1
o+ (t —a) m(t—a)
1 1
ELCETA

Remarque 1.1. L'intégrale d'une fonction constante au sens Riemann-Liouville d’ordre « >
0 est donnée par

C C

I f(t) = m(t —a)® et I f(t) = m(b —1)*, f(t)=CeC.

1.3 Deérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.5 ( [9]p. 70). Soit f € L'([a,b]) une fonction intégrable sur [a,b]. Les dérivées
fractionnaires ou sens de Riemann-Liouville D¢, f et Dy f d’ordre o € C (Re(a) > 0) sont
définies par

prs) = (5) s

_ ;G)/t(ﬂﬂ n=[Re(a)] +1; t>a. (14)

['(n—a) \dt t —x)e—ntl’

et
pp s = (5 i)

_ 1 __d noorb f(z)dz n— (Rela '
- F(n—a)(dt) [—<x_t)an+17 = [Re(a)] +1; t <b. (1.5)

respectivement, ou [Re(«)] est partie entiere de Re(a).

©2020, N. NEDJAI Equations intégro-différentielle de type Volterra d’ordre fractionnaire



1.3. DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 14

d
Remarque1.2. 1. poura =0,n=1.onaD’ f(t) = i (Lo f) = f(t)
2. Toutes ces dérivées coincident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers :

dn
ey, | PO =PU0O = o)
Dy f(t) = DLf(1) = (~1)" 1 (1)

Propriétés 1.3 ([9]p.71). Pour a« >0, 5 >0, ona

L (D2, (t = 0)P) (6) = —— (¢ — )

R
2 (D6 =1)°) () = 5 g 0= 07

Démonstration. On calcul la dérivée fractionnaire d’ordre o de la fonction f = (t —a)?

Dg‘(t—a)’8 = —[["‘O‘(t—a)ﬁ}

Dt —a)’ = — (t —a)" P

Dérive n fois, on obtient

Lpg+1)

afy  N\B _ _ \B—«
Da(t a’) _F(B—Oé—Fl)(t a)
Comme cas particulier oo =1
Dt —a)® = _r(g (;)1) (t — a)*!

Dot —a)’ = pt—a)’!

Remarques 1.1. Quelques remarques pour ces dérivées

1. Tout ces dérivées coincident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers :

vmeNa{Dﬁﬂﬂ=€fﬁ%

Dy f(t) = (~1)" fo (1),

©2020, N. NEDJAI Equations intégro-différentielle de type Volterra d’ordre fractionnaire



1.4. DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE CAPUTO 15

2.51 0<a<1,alors n=[a]+1=1Donc, (L3) et (1.4) devient:

o B 1 d [P f(t)dt
Dy f(t) = —F(l—a)a/a t—2) t>a
N B 1 d [* f(t)at
DO = fmma ) e <

3.Si =1, et 0 < Re(ar) < 1, alors la dérivée au sens de Riemann-Liouville d"une fonction
en général n’est pas nulle :

(t—a) (b—t)=

l=——— et Dyl=—"—

T Tl T T TA—a)

4. Pourtoutj=1,2,...,[Re(a)] +1 avec Re(w) > 0, nous avons

O (t—a)* =Dg(b—1)*7 =0.

1.4 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.6 ( [9]). Soient & € C avec n = [Re(«o)] + 1 et f : [a,b] — C une fonction telle
que f™ € L'[a,b]. Les dérivées fractionnaires d’ordre o de f au sens de Caputo sont définies

t (n)
D f(0) = Iy = s [ 16
et
_1)" b (n)
D £16) = () ey = s [ L 1)

Théoreme 1.1 ([9]). Soit f € C([a,b]) et o > 0. Les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville
et possede les propriétés suivantes

o 2 F0)] = 1 e). (18)

[ rw] = 5 r. (19)

DI F)(1) = (1), (1.10)

ﬁmwm:ﬂ>:f$%wﬁ 1)
SY0

I (D f(1) = f(1) - (b— 1. (1.12)

©2020, N. NEDJAI Equations intégro-différentielle de type Volterra d’ordre fractionnaire
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Démonstration.

I8 I0 ()

—2)* P (f(2))dz,

- % /at(t —x)o! (ﬁ /;(x - S)’“f(S)dS) dz,

- r<a>r<5>/a / (t—2)* (& — 5)" " f(s)dsdz,
— ; t . ) t - a—1 T — s B_l T
- P(a)rw)/af“d/S(’f )o@ — 5)° e,

)1

Par le changement de variable

r=s5+(t—s)T
dx = (t — s)dr

1

r=s=7=0
=
r=t=>71=1

_ 1 / F(s)ds /0 (=5 — (t— s)r)°L((t — 8)7)*~1(t — )dr,

INCHING)
1

= —/ f(s)ds/o (t—8)* 11 = 1)t — 5)P 17711 — s)dr,

INCHINE)
1

¢ 1
= —/ f(s)ds/ (t — s) P11 — 7)o Ldr,
a 0

INCHINE)

S B R /0 U1~ rye-lgr

I+ pP)
= I ().

]

Proposition 1.2. Les relation entre les dérivées au sens de Caputo (1.6),(1.7)) et les dérivées au sens de

Riemann-Liouville (1.4),(1.5) sont données par
D+ f(t) = Dgs
et

"Dy (1) = D

v~/ (k)(a)(t—a)k , (1.13)
=kl
-/ (’Z‘(b)(b—t)’“ . (1.14)
k=0 )

©2020, N. NEDJAI
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1.5. THEOREME DU POINT FIXE DE BANACH 17

1.5 Théoreme du point fixe de Banach

Définition 1.7. 1. Soit (X;||||) un espace de Banach, f une application définit de X sur lui
méme. On appelle point fixe de f tout point 2* € Xtel que:

2. On dit que f est une application lipschitzienne si
3K >0,V y € X, [[f(2) = fy)ll < K lz =yl

Si k < 1, f est dite une contraction.

Théoréme 1.2. (Principe de contraction de Banach) Soit E un espace métrique complet et soit f : X —
X une application contractante, alors f possede un point fixe unique.

1.6 Méthode de Newton
Considérons le probleme de la résolution d"un systeme d’équations non linéaires :
F(z) =0 (1.15)

ou la fonction F' : R™ — R" est supposée étre au moins une fois différentiable. Si 2y € R™ est
une approximation de la solution cherchée, on linéarise F(x) autour de z,

F(x) = F(xo) + Jr(xo)(x — o)

ol Jr(xo) est la matrice Jacobienne de F'. On calcule le zéro de cette linéarisation. Si 1’on répete
cette procédure avec la nouvelle approximation, on obtient algorithme suivant :

Algorithme 1 (Méthode de Newton)

ege 1 . T z
1: Initialisation: V' = (2§, 29,...,22)", B = F (2§, 2),...,2) ete > 0 sont donnés.
2: Itération : Résoudre le systéme linéaire

A(VH—VF) = —B". (1.16)

3: Test d’arrét : Si HB’““H < e

1.7 Polynomes de Tchebychev de la premiere espece

Définition 1.8. Les polyndmes de Tchebychev de la premiere espece 7),(x) sont des polyndémes
en x de degré n définis a I’aide de la relation suivante :

cos(nf) = T,(z), avec x = cosb, (1.17)

pour tout x dans [—1, 1], alors § appartient a [0, 7],
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1.7. POLYNOMES DE TCHEBYCHEV DE LA PREMIERE ESPECE 18

on peut vérifier facilement que 7,,(x) est un polynéme de degré n, voici quelques polyndéme
T, (z)
TO = 1, T1 =

Ty =22% — 1,Ty = 423 — 3, ...
on donne quelques valeurs de 7, () :
T,(1) =1,T,(—1) = (=1)", T2,(0) = (—=1)", T5,,+1(0) = 0.

Proposition 1.3. Les polynomes de Tchebychev de la premiere espéece T, (x) sont orthogonaux dans

1

Vintervalle [—1, 1] par rapport a la fonction poids w(z) = (1 — 2?%) >

ie
1
e
1 1 — $2 2

Démonstration. Soient m,n € N tels que m # n,
on a par définition :

cos(nf) = T, (z) = cos(n arccos z), —1<x<1,

etona:

|
L

/ T (2) T () (1 — 2°) 2 da

1

1
/ cos(n arccos x) cos(m arccos x)(1 — %) 2 d
-1
/1 ( d arccos x J
——— | dx
-1 dx

cos(n arccos ) cos(m arccos ) (—

sion pose :
¢ = arccosx

alors I'intégrale devient :

/_ Ty ()T (2)(1 — 22) P-da = — / cos(nf) cos(m)df

01
- _ /7r i[cos(m —n)0 + cos(m + n)0)

=0,pourm # n
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1.7. POLYNOMES DE TCHEBYCHEV DE LA PREMIERE ESPECE 19

pour m=n, on a:

1 1
/ T2(x)(1 — $2)%1dx = / cos?(narccosx)(1 — )%dx

1

d arccos x
= cos? —dz

dx
= —/ cos?(nf)df

0 cos(2 1
:_/ cos(2nf) + ”

2
0
— [ 1as

us
2

d’ou T (2)
)T (x T
A = =6
1 vV 1 — 1’2 v 2

]

Proposition 1.4. Les polynomes de Tchebychev de premiere espece T,,(x) vérifiant la relation de récur-
rence d’ordre deux, [6),9] suivante :

Toi1(z) = 22T, (x) — Thma(z), Vn>1 (1.18)
To(x) =1 et Ty(z) == '
Démonstration. Soit x € [—1, 1], posons § = arccos z, ainsi § € [0, 7], pour toutn € Nona:
1)6 —1)0 1) —(n—1)0
cos(n + 1)6 + cos(n — 1)0 = 2 cos {(n—i— ) ‘5(” ) 1COS {(n—i— ) 2(n )
= 2cosnb cos b,
donc
cos(n + 1)8 + cos(n — 1)0 = 2 cos @ cosnb,
d’ou le résultat i.e.
Tn+1 - 2$Tn - Tn—l; Vn 2 1
avec
To(x) =1, Ti(x) =
O

Proposition 1.5. Les polynomes de Tchebychev de la premiere espece T,,(x) sont les solutions de I'équa-
tion différentielle suivante :

(1 — 2%y (2) — zy/(z) + n*y(z) = 0. (1.19)
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1.7. POLYNOMES DE TCHEBYCHEV DE LA PREMIERE ESPECE 20

Proposition 1.6. Les zéros du polynome T,,(x) sont de la forme :

1
x:xk:cosw, k=1,2,..,n

Démonstration. De la définition , les zéros pour t dans [—1, 1] de T},(z) doivent correspondre a
les zéros pour 6 dans [0, 7] de cosn#, i.e.

nf = <k—%) mk=1,2,...,n,

d’ou les zéros de 7T,,(z) sont

Exemple 1.4. On considere le polynome 73(z) tel que
Ts(z) = 42 — 3,

les zéros du polyndme 75(x) sont :

™ \/§
t1 = Ccos = = —,

6 2
tgzcosgz(),
t —cos57r——\/§
3 — 6_ 27

On remarque que T5(x)admet trois racines réelles, simples et distincts dans [—1, 1].

Exemple 1.5. L'orthogonalité des polyomes {7;(x),i = 0,1,...,n} dans le cas discret
On peut vérifier que les polyndme de Tchebychev de la premiere espece {7;(z),i =0, 1,...,n}

sont orthogonaux dans I’ensemble de (n + 1) points x|,
a savoir :
k— l) T
= cos O, 0 = —( 2
Tk = COSUg, Uk ntl
ie.
n+1 0 i 7& J
Y Tiawn)Ti(we) =™ i=j#0
k=1 n+1 =7 =

©2020, N. NEDJAI Equations intégro-différentielle de type Volterra d’ordre fractionnaire



1.7. POLYNOMES DE TCHEBYCHEV DE LA PREMIERE ESPECE 21
En effet, on consideére la somme suivant :
o 1 1 3 1
Sp(0) = ;cos (k - 5) 0 = cos 59 + cos 59 + ...+ cos (n + 5) 9, (1.20)
si on pose z = €%, alors
[ 1 2 n
Sn(0) = Re z§(1+z+z + ...+ 2")
1 (1=
= Re |z2 (—Z >]
1—2=2
L2
()
i z—1
i ntl ntl n
= Re Z%Z? 221_2%1
Bt z2 — 2%
= Re Zn_;l 1—2 ,
RN,
on sait que
nt1 n+t1 3 -1
— il 1 — 24 1
Z Z 2 — sin nt 0 etZ2 ,Z 2 — sin=0,
21 21
par conséquent
n+1 ) n_—i—l 9
S.(0) = Re | 2"%* (M) 9]
sing
1 1 n (241) 6
= Re |cos ntl 0 + isin nt 0 szn(?)
2 2 sinz0
_ 2 cos (”T“) 0 sin (”T“) 0
2sin %6’ ’
donc
sin(n + 1)6
Sp(0) = ————, 1.21
() 2sin 260 (121)
d’aprés ((1.20)) ,
Su(0) =n+1,
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ona:pour0<4j5<n,

n+1 n+1
ZT(xk)T = ZCOS 10 cos(j0k)
k=1 k=1

% ki: cos(i + j)0x + cos(i — 5)04]
5[5 (5) - ()]

sii =j =0, alors

S T o) = 5150 + S0l
= %[Q(n + 1)]
=n+1,

sii =j # 0, alors

— n+1
d’aprés (L.21) ona:
o (2im ) _sinl(n+ 1)(3@])]
"\n+1) 2sin|3 (2_’:1
_ sin(2i)
~ 2sin( )
=0,Vi <n,
donc
n+1
> T@)Ti(wy) = 5[0+ (n+1)]
k=1
~n+1
2
sii # j alors
n+1 . .
1 (i+j)m (i —j)m
> Tk T () —{ n( ) Sn<
—~ 2 n+1 +1
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or d’aprés (1.21) ona:
et
donc

d’ou le résultat i.e.

5 ((7; +j)7r> _sini + )

n+1 2sin (—2(1(2?;))

s ((z' - j)w) sin(i — j)m

ntl ) osin (4s)
n+1
k=1
n+1 0 Z#j?
Y Tiaw)Ti(ze) =™ i=j#0
= n+1 i=j=0.

Propriétés 1.4. 1. Le coefficient dominant des polynomes T,,(x) est 2", Vn > 1,

2. T,,(x) ala parité de n.

Démonstration. 1. Soit le polynome T,,(x) tel que

T,(2) = apx™ + ap_12™ ' + ...,

supposons que a,, # 0 on obtient :

1

o =22(ana™ ) — a2 —

Ap+1T

= 2a,2" " + ...

par identification on trouve

i.e.

Qpi1 = 20p,

2 n
Apt1 = 2a, = 2%0p—1 = 2"y,

puisque 77 (z), alors

d’ou le résultat i.e.

ap = 2", ¥n > 1.

T,(—x) = T,(— cos )
=T, (cos(d + 7))
= cos(nb + nm)
= (—1)" cos(nh)
= (=1)"T, cos(0),

To(—2) = (—=1)"Tp(x).
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1.8. METHODE D’'INTEGRATION DE GAUSS-TCHEBYCHEV 24

1.8 Méthode d’intégration de Gauss-Tchebychev

Soit f : [-1,1] — R une fonction constitue et m € N*. La méthode d’intégration de Gauss-

Tchebychev est donnée par :
1 m
/ f(z)de = quf(acq),/l — 2,
-1 =0

ol x, sont les racines de polynomes de Tchebychev 7}, (x) donné par :

2g+1
T, = COS
1 2m—|—17r

et w, sont les fonctions points données par :
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CHAPITRE 2

EXISTENCE ET UNICITE

@ ans ce chapitre, nous avons démontré un résultat d’existence et d"unicité de la solution du
probleme (I)-(2) en utilisant le théoréme de point fixe.
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2.1. POSITION DU PROBLEME 26

2.1 Position du probléme

On considere I’équation intégro-différentielle d’ordre fractionnaire de type Volterra définie
dans un domaine borne |0, 77 :

t
“Diu(t) = g(t) +/ k(t,s)f(s,u(s))ds, 0<t<T, (2.1)
0
et la condition au limite non locale :
au(0) + bu(T) = 0, (2.2)

ou g,k et f sont des fonctions données et a,b € R, a + b # 0. “Df est la dérivée fractionnaire
de Caputo d’ordre 0 < o < 1 définie par :

ey oy L L u(s)
Diu(t) = Ti—a) /0 = S)st. (2.3)

2.2 Probleme d’équivalence

Pour I'étude d’existence de la solution de probleme (2.1)-(2.2) nous avons la proposition
suivant :

Proposition 2.1. (voir [10]) soit 0 < a < 1, et u : [0,7] — R une fonction continue. Alors, le
probléeme aux limites (2.1)-(2.2) admet une solution unique donné par :

1 t s
ult) = —— [ t—5)*""{gls)+ [ k(s,7)f(r,u(r))dr ) ds
iyl [l
- m/{) (T — s)*~ (g(s) —/0 k(s,T)f(T,u(T))dT) ds.
Démonstration. On a pour t €]0, T
‘Diu(t) = g(t) + /Otk(t, s)f(s,u(s))ds. (2.5)

En composant par I'opérateur d’intégration d’ordre o dans les deux cotés de 1"équation précé-
dente, on obtient :

t
I* (“Dgu(t)) = I¢ (g(t) +/0 k(t, s)f(s,u(s))ds) . (2.6)
Pour 0 < « < 1, en utilisant la propriété [1.11]:
nl (v
2 (D) = 10 - 3 @7)
k=0 '
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2.2. PROBLEME D’EQUIVALENCE 27

Donc en appliquant a u pour a = 0, on obtient
I¢ (“Du(t)) = u(t) — u(0). (2.8)

D’autre part, d’aprés la définition (1.1)), on a:

e (g(t) + /0 tk(t, ) f(s,u(s))ds) - ﬁ /O t(t—s)afl <g(s)+ /O (s, 7) f(T,u(T))dT) ds.

2.9)

Alors, avec (2.8)) et (2.9), 'équation (2.6) on trouve

u(t) = u(0) + ﬁ /Ot(t _ gyt (g(s)ds + /O k(s,f)f(T,u(r))dT) ds.

Pour trouver u(0), on utilisant la conditions aux limites non locale (2.2) :

u(T) — u(0) = Ta) /OT(T — )t (g(s) + /0 k(s, T)f(T,u(T))dT) ds. (2.10)

On multiplie par —b, on obtient :

—b

~bu(T) + bu0) = /0 gt <g(8) + /O k(s 7) f(T,u(T))dr) is. (211)

De plus, on addition et[2.2} on trouve

—b

(a4 b)) = 775 /0 Y gt (g(s) + /0 k(s 7) f(T,U(T))dT) ds.

Donc u(0) est :

u(0) = _(a+b—b)rm) /OT(T _ gyt (g(s) + /O k;(s,f)f(f,u(T))dT) ds.

Alorsona:

)= 5 [ =9 (s + [ M atmar ) as

_ m /OT(T — )t (g(s) - /0 k(S,T)f(T,u(T))dT) ds. e
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On récrit I'équation sous la forme suivant :

u(t) =1° (g(t) + /Otk(t,s)f(s,u(s))ds> " i ) (IO‘ (g(T) + /OT k(T, s)f(s,u(s))ds)) :

(2.13)
d’ou le résultat.
Inversement on a : On applique l'opérateur “D* a 1’équation ona:
“DY(t) = D <]O‘ (g(t) +/0 k(t, s)f(s,u(s))ds))
(& (63 b (e r
—“D ((a ) (I (g(T) +/0 k(T,s)f(s, u(s))ds)))
= g(t) —i—/o k(t,s)f(s,u(s))ds.
donc il reste vérifier que si,
au(0) +bu(T) =0
ona: , .
u(0) = 1% (g(0)) — ) (IO‘ (g(T) +/O k(T, s)f(s,u(s))ds)) (2.14)
uw(T) =1I¢ (g(T) +/0 k(T, s)f(s,u(s))ds) - (aib) (IO‘ (g(T) —|—/0 k(T,s)f(s,u(s))ds))
(215)
On multiplie 2.14 par a, on obtient
au(0) = al® (g(0)) — (a(ﬁ)b) <]a (g(T) —I—/O E(T,s)f(s, u(s))ds)) (2.16)

On multiplie par b, on obtient

bu(T) = bI° (g(T) +b /0 ' k(T 5) f(s,u(s))ds> -
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En addition et on obtient

au(0) + bu(T) = al®g(0) — (a‘ﬁ’ 5 (za (g(T)+ /O KT f(s,u(s))ds))
N

vorta(r) <o [ kst — Lo (10 (o) + [ Rt

=22 (o (1 (s + [ b ssatsnas) ))
iy (IO‘ (g(T) + /0 T ) £ u(s))ds))

=0.

Alors u est solution du probléme . O

Remarque 2.1. (voir [10]) Par I'équation intégrale 2.4/, nous avons

u(t) = ﬁ /0 t(t — )" g(s)ds + ﬁ /0 t ( /0 (£ — 5 k(s, 7) f(T,u(7’))d7'> ds
- | @ as = e [ ([ atrar ) ds

En utilisant le théoréeme de Fubini, on a

)= s [ =9 s+ s ([0 k) st

_ /Otﬁ(t—s)a_lg(s)ds—i—/ot (/:ﬁ(t—ﬂa_lk(ﬂ s)) f(s,u(s))ds
v f ' e s [ ' (/ ' o - ) ) f(s ).
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2.3 Existence et Unicité

Pour étudier des résultats d’existence et d"unicité dans cette probléme on utilise le théoreme
de point fixe de Banach.

Les hypothéses Afin d’établir de la solution de probleme et nous proposons les
hypothéses suivantes :

(H1) soit f : J * R — R une fonction continue.

(H2) supposons que : Il exist une constante L > 0 telle que on a:

[f(t,2) = f(ty)| < Lz —y| Vte J=]0,T]
Si

w; < 1
sup | f(t,0)] = Lo
sup|f(t,s)] = p
lg]l = sup|g(t)|
teJ

et denotée par :

ply
['(a+2)

pLot
['(a+2)

Oy =

14
=0T +60———T°"!
w1 LTy

gl ! Il 10|
=0y + ———T 0, T T«
W=t m Ty T TRt ) et

(H3) Il existe r > 0 telque :

W2

>
r= 1-— w1
Théoréme 2.1. (voir [10]) Sous les hypotheses H1, H2 et H3.
si
wy < 1

alors le probleme ((2.1)-(2.2)) possede un unique solution sur [0,T].
Démonstration. Dans le but de démontrer 1’existence de la solution de 1’équation intégrale

on introduit le sous ensemble
B, ={Ue X |U] <r}

r étant la constant introduite dans (H3). Il est clair que c’est une partie fermé et convexe de
I'espace X muni de la norme ||.||.
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L'operateur 7" définit

sur B, par :

Tu(t):/o ﬂg(s)dﬁL/g Mg(s)ds

D brspir+ [ T k) sl

k(7,s)dr)f(s,u(s))ds.
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Montrons que 7'(B,) C B, soientu € B, ett € [0,T]ona:

Tu(t)| = | / =gt + [ ey als)ds

o[ ([ s [ ki) st
e

b_ @ k(T,S)dT) f(s,u(s))ds|
et [ AT

(a+ D)
—b(T —7)*!
/s i dr |f(s,u(s)) — f(s,0) + f(s,0)| ds

t
g| I ] /
ds —_— T — d
/ T latoTia) fy T %

,U t—T a— 1d7‘—|—/ M d7—|f(57u(5))—f($,0)+f(3a0)|d3

r (a+b)
/ —H(T — 7)o
s (a+b)

ﬁ/

P [ L
*@/o“ s Ly

[k(7, )|

dr | f(s,u(s)) — f(s,0) + f(s,0)| ds

T(a)

< M /
\15( )

+

dr | f(s,u(s)) = f(s,0) + f(s,0)| ds

L L t t b T
< plrls + Loy / / (t—7)*dr 1 (T —7)* 'dr|ds
F(a) 0 s ‘a—i_b’ s
L+ L b rrrr
,u(r 1+ 01) | | (/ (T _ T)ozldT) ds
Lla)  a+0bl )y \Js
lgll / o o] gl /T 1
4+ 2= t—s)¥ "ds+ ELLALY T —s)* 'ds
) o U e Sy
p(rLy + Loy) +1 0] +1 +1
< BT 0 et DL (7 — gyt 4 7o
- T(a+2) ( \a+b|[ ( ) )
p(rLy + Lor) bl 1 llgll l|gl| 10|
['(a+2) \a—i—bl( ) I'a+1) I(a+1)|a+0|
p(rLy + Lo1) L2 — lg]] |lgll bl .
T+ T +
- T(a+2) ( |a+b|[ D INa+1) Fla+1)|a+0)
_ ( pdn T f1L1 0] T““) i pLoy T 1Lo1|0| o+l
I'(a+2) (a+2)]a+ b I'a+2) (a+2)]a+ b

gl gl 1Bl e

+

Ia+1) F(a+1)|a+ b

0] 1) gl ( gl 0]

=r (0T +0——T | + 0T + ——T + [ T + T

"’( o+ 0] T T(a+1) 0 Ta+1) )]a+i]
= rw; + wsy
<rw; + (1 —wy)r
<r.
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Donc ||Tu|| <, ce qui implique que T'(B,.) C B,.
Supposons maintenant que u,v € C([0,T],R) et ¢t € [0, 7.
Nous avons donc :

ru) -1l =1 [ ([ ks + [ 2D ) 1Gsats) = (o005

. / ( / (b(ib—rg)k( o)t ) s u(s) = Fls, ()]l

L T T — a—1
“1|| a1d7+/ ek

(a+Db)
“Ll ||u—v||/ =

L T
b luu—vn/ (/ - alm/ la'jb,@— >w7)ds
T
M 1 |b| a—1
— T— dr | d
o [ ([ L =riar) as

ds

d7‘ ds

< ﬁuu —ollet 4 B = e e
F(ZL—I—l 2) |a’i‘ pille = el =0

< gl ol + )

< R (T Tl

bl e
< (OT +0, 5T )| |u— |

< wy||lu — vl

On obtient
[[Tu(t) — To@)|| < willu—vl|.

Donc d’apres 'hypothese (H1) ,1’opérateur 71" est une contraction. En appliquant le principe de
I'application contractante de Banach, on déduit que le probléme ((2.1)-(2.2)) admet une solution
unique in B, . [
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CHAPITRE 3

ETUDE NUMERIQUE

@ ans ce chapitre, nous avons proposé une approche numérique basée sur les polyndmes de
Tchebychev décalés de la premiére espece pour résoudre le probleme (I)-(2). La fonction
inconnue est écrite comme une série de Tchebychev avec des m termes. Le probleme (I))-(2)
est réduit a un systeme d’équations algébriques linéaires ou non linéaire suivant la fonction F
en utilisant les propriétés des polynomes de Tchebychev et la méthode d’intégration de gauss-
Tchebychev. Une attention particuliére est accordée a 1’étude de la convergence de la méthode
proposée. Dans ce cas, la méthode de Newton est appliquée pour résoudre ce systéeme. En-
fin, deux exemples numériques sont présentés pour confirmer la fiabilité et l'efficacité de cette
approche numérique.
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3.1. PROPRIETES DU DERIVEE FRACTIONNAIRE DE CAPUTO 35

3.1 Propriétés du dérivée fractionnaire de Caputo

Proposition 3.1. Nous avons :

1. La dérivée fractionnaire de Caputo est linéaire c’est a dire :
D (au + bv) (x) = a®D%u (x) + b°D (x) ,Va,b € R (3.1)
2. La dérivée fractionnaire de Caputo d’une constante est nulle :
‘Dy,C =0, VCeR. (3.2)

3. Pour la dérivée fractionnaire de Caputo, nous avons :

(3.3)

0 pour € Net § < [a],
‘D’ = (541
F(ﬁ(ﬁ_)a)xﬁ‘a pour $ € Net > [a]+1ou S ¢ Net 3 > a,

oll [« est la partie entiere de c.

3.2 Polyndmes de Tchebychev décalés T (z)

Pour un point de vue pratique, l'intervalle [0, 1] est plus important que l'intervalle [—1, 1].
En utilisant la transformation

s=2r—1ouzxz==(s+1) avecs € [-1,1] etz € [0,1],

1

2

on obtient les polyndmes de Tchebychev décalés de la premiere espece T (x) sont définis par :
T (x)=T,(s) =T, 2z —1).

Proposition 3.2. Les polynomes de Tchebychev décalés de la premiere espece T (x) sont orthogonaux
dans l'intervalle [0, 1] par rapport a la fonction poids x — \/E Le.

0 Si ,
/1T;<x>T;<x>dx o
T sin=m=0,
0 Vo — a2

w/2 sin=m#0.

Proposition 3.3. 1. Les polyndmes de Tchebychev décalés de la premiere espece T (x) vérifiant la
relation de récurrence d’ordre deux suivante :

T (2) = 1,
17 (x) = 22 — 1,
T (@) =222 - )T (x) =T, (v), n € N™.
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2. La forme explicite de T} (x) de degré n est donnée par :

- on—2k nl'(2n — k ke
Ti (@) = T (V) = 3_ (-1)" 25 (k+1) r( (2n — )2k: IEIR 34

k=0

ot I' (-) est la fonction Gamma d’Euler.

Proposition 3.4. Les racines du polyndme T': (x) sont de la forme :

xp:% (1—|—cos (W)) , p € N*. (3.5)

Une fonction u (x), qui est carrée intégrable dans [0, 1], peut étre exprimée en termes de
polyndmes de Tchebychev décalés de la premiere espece comme suit :

+o0
u(e) = ol (x),
k=0
ou
cO:l <)T*()d —z ()T*()dx 1 € N%. (3.6)

¢ =
s 0 \/l’—l’ ™ 0 \/:L'—x

Pour des raisons pratiques, nous prenons seulement les premiers (m + 1)-termes de T} (z) qui
est donnée :

=S T (). 67)
=0

3.3 Evaluation du dérivée fractionnaire de Caputo en utilisant
T (x)

La principale formule approximative de la fonction w,, () donnée en (3.7) est présentée dans
le théoreme suivant.

Théoreme 3.1 (19). Soit w,, (x) une approximation de u (x) par des polynomes de Tchebychev décalés
de la premiére espéce donnée par (3.7). Alors, pour tout o > 0 nous avons :

i—[a]—

DY (1, ( Z Z N PR (3.8)

i=[a]+1 k=0
oll [ est la partie entiere de v et N W est donné par :

222K (20 — k)T (i — k + 1)
(k+1D)T2i—2k+ )T —k+1—a)

NG = (1) (3.9)
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Démonstration. En utilisant la linéarité de la dérivée fractionnaire de Caputo donnée par (3.1)
et la définition de la fonction d’approximation u,, () donné par (3.7), on obtient

= DT, (x). (3.10)
i=0
D’apres (3.2), et (3.4) on trouve
i - T (2i — k) .
DO, _ 1 k 92i—2k ! P ik
(z) ;( ) T(k+ )T (2 — 2k + 1) (=)
i—fa]—1 (3.11)

B . i (28 — k)T (i — k+1) i—k—o
DD S I e vy oy T 1 o e s LA

k=0

oui = [a] +1,[a] +2,...,m. Mais, le polynéme 7" (x) est de degré i, donc
‘DT (x) = 0 pour touti =0,1,...,[qa]. (3.12)

En combinant (3.10)-(3.12), on obtient

o (20 —k)I(i—k+1) ik
cpe " — ’ 221 2k ! i—k—o
tm (2) Z:%:H ; & (-1 T+ DT (2 —2k+ DT (i—k+1—a)
m  i—[a]-1
_ Z C@N :Ez k—a
i=[a]+1 k=0
qui est le résultat souhaité. O

Exemple 3.1. On considere la formule (3.8) avec u,, (x) = 2%, m = 2 et a = 1/2. la série de
Tchebychev décalé de x — 22 est donnée par :

3 1. 1.
r? = gTo (x) + §T1 (x) + §T2 (x). (3.13)

En utilisant (3.3), on obtient

etz ooy _ LB) 55 8 gy
D/(x)—r(5/2)x/—3ﬁx/.

Avec Théoreme on obtient

DV () = el N{8 2 4 N2 - a2, (3.14)
Avec (3.13), (3.6) et (3.9), on obtient
e =1/2, ¢ =1/8, N{§ = 4/V7, Ny = 64/3v/7 et N3y = —16//7. (3.15)
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De (3.14) et (3.15), on obtient

epl/2 (xZ):%x:W.

3.4 Analyse des erreurs

L’objectif de cette section est d’étudier 1'erreur de troncature et ’analyse de convergence.

Théoréme 3.2 (Théoréme de convergence uniforme). Soit u € L?(0,1) une fonction deux fois
différentiable avec la deuxieme dérivée est bornée sur [0, 1] c’est a dire

AM > 0, Vx € [0,1] : |u" (z)] < M.

—+00 m
Siu(x) = ;T (x), alors la suite des sommes partielles (u,, (x)) avec u,, (r) = o T ()
i P
i=0 1=0

converge uniforme vers u (x) sur [0, 1].

Démonstration. En utilisant le changement de variable 22 — 1 = cos () dans (3.6), on obtient :

2 1u(;p)T;‘(aj)d$_z 7ru cos cos (2
R =L weosomeosiya

Avec I'intégration par partie deux fois, on obtient :

C;, =

C; = — /07r u” (cos (20)) 6; (9) db,

ou

Donc, nous avons :

|<_/ 15: (6

D’autre part, on a:

R 8M
u () — U (v |<ZlczHT* \<Z!@!< —

i=m+1 i=m+1 = m+1

Alors, g R est une série numérique convergente, donc le reste de cette série est converge
— 1% —

vers zéro. Par conséquent, la suite des sommes partielles (u,, (x)) converge uniformément vers
u (x) sur [0, 1]. O
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3.5 Meéthode collocation de Tchebychev

Dans cette section, nous appliquons la méthode de collocation de Tchebychev pour résoudre

numériquement le probleme (I))-(2).

3.5.1 Cas linéaire
Soit F' (t,u (t)) = u (t). De @.1), et Théoreme[3.1|nous avons :

m  i—1 m z
SN enia =g Y [ K et o
i=1 k=0 i=0 V0
En remplagant dans (3.16)) la variable x par m racine z,, définie par (3.5), on obtient :
m  1—1 m Tp
SN N ai e = g (@) + ) e / K (z,,t) T (t) dt.
i=1 k=0 i=0 0

Avec le changement de variable 7 = f—pt —1, (3.17) devient :

g [ K (g o)1 (G o)

E%

=0 q=0

ou 7, sont m + 1 racines de polyndmes de Tchebychev T}, (7) définies par

2¢+1
Tg = C m
1= o+ 2

et w, sont les fonctions points correspondantes définies par :

D’apres (2.2) et (3.7), nous avons :
a) T (0)+b> Ty (1) =0
=0 =0

?pf:qzm:wa((xp, Tq-i—l))T (%(Tq"‘l)) VI— 7o

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)
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Le systéme (3.19)-(3.20) est un systéme d’équations algébriques linéaire.
Exemple 3.2.

D3y (2) = %xm‘ — 2292 (9 + 72?) + [ (wt + 2?%) u (t) dt,
au (0) +bu (1) =0, aveca=1, b = 0.

La solution exacte est donnée par u(z) = z*2. Nous appliquons la méthode collocation de
Tchebychev pour m = 3,

ug (x) = Z T (x).

En utilisant le systeme linéaire (3.19)), nous calculons la solution approchée u; (). Avec un pro-
gramme sur Matlab, la solution approchée et la solution exacte sont données par Figure

1L
Solution exacte p
— — — Solution approchee
0.8
=
=S 0.6
k]
=
a
=
m
0.4k
0.2F
D — i 1 i 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

axe de x

FIGURE 3.1 - Solutions exactes et approchées de I'exemple 3.2/ pour m = 3.

La variation d’erreur absolue est donnée par Figure

©2020, N. NEDJAI Equations intégro-différentielle de type Volterra d’ordre fractionnaire



3.5. METHODE COLLOCATION DE TCHEBYCHEV 41

0.02
Erreur absolue
P
-~ o
0.015F .
/
£
/
0.01 + £
/
= s
® /
b}
o 0005 s
& /!
z /
- - ff'
AN
0 r 7
\ /
, ry
\ /
-0.005} < y
N ~
~ &
L -~
-0.01 i i i i i i i i i ]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Axe de x
FIGURE 3.2 - Variation d’erreur absolue de I'exemple
Exemple 3.3.

T x3/2 23 4 x
DY2u(n) = i — f — 5 +H + Jy (G- u®)d,
w(0)+u(l) =

La solution exacte est donnée par u (z) = = — 2. Nous appliquons la méthode collocation de
Tchebychev pour m = 3,

ug () = Z T (x).

En utilisant le systeme linéaire (3.19), nous calculons la solution approchée u; (x). Avec un pro-
gramme sur Matlab, la solution approchée et la solution exacte sont données par Figure
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0.25

0.2F

Solution exacte
— — — Solution approchée

0.05

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Axe de x

FIGURE 3.3 - Solutions exactes et approchées de 1’exemple 3.3 pour m = 3.

La variation d’erreur absolue est donnée par Figure
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05107

Erreur absolue

Axe de err
i
-k
‘_,.I"

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Axe de x

FIGURE 3.4 — Variation d’erreur absolue de I'exemple

3.5.2 Cas non linéaire

Soit F' (t,u (t)) = (u(t))” avec s € R% et s # 1. En utilisant (2.1), (3.7) et Théoréme [3.1nous
obtenons :

m  i—1 T m s
SN N a e = g (2) + / K (x,t) | YTy ()| dt (3.21)
i=1 k=0 0 i=0

En remplagant dans (3.21)) la variable x par m racine x, définie par (3.5)), on obtient :

m  i—1 zp m S
SN N PaiEe = g () + / K (2,,1) | YTy (t)| dt. (3.22)
i=1 k=0 0 i=0
Avec le changement de variable 7 = f—pt — 1, (3.22) devient :

m  1—1

DD eNa =g (x)

i=1 k=0 5 (3.23)

Lp ' Lp - « [ Lp
+ 2/, K (xp, o (1 + 1)) ; ¢ T (5 (T4 1)) dr.
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En utilisant la formule d’intégration de Gauss-Tchebychev, on obtient :

s (3.24)

,/1—7'(]2,

T x
+ Ep quK (xp, ?p (14 + 1))

>ty (Z(n+1)
=0

ol 7, sont m + 1 racines de polyndémes de Tchebychev T, (7) définies par

2¢+1
Ty = COS T
2m + 2

et w, sont les fonctions points correspondantes définies par :

T
. —
T m41

Soit ' = (Fi(co,¢1y--y¢m), Fo(co,C1ye-sCm) vy Frnga(co,cn, - ,cm))T : Rmtt — R™* yne
fonction définie par :

m  i—1

F,(co,c1,. .. 0m) = Z Z ciAfifz)x;’k’a — g (xp)
o N . (3.25)
_ﬂzw K(x E(T +1)> ZCZ'T-* (ﬂ(T +1)> \J1—172

2 = q p» 2 q p [ 2 q q’
oup=1,2,...,m,et

Foir (cos ety em) = D [Ty (0) + 0Ty (1)] ;. (3.26)

1=0

La matrice jacobienne de la fonction F' est définie par :

A=Jp(co,c1,--y6m) =(ap), p=12,....m+1,i=0,1,...,m, (3.27)
ou
an (COJ 1, ) Cm) " () i—k—a
" Oci - ; k=0 N; e
m m s—1
x x
=Y WK (w0, L (r+ D) ST (D) | Yo ali (T +) | 17
= k=0
et
A = Y aT; (0) +bT7 (1))
i=0
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Le systéme (3.24) et (3.20) est un systeme d’équations algébriques non linéaires. Pour résoudre
ce systeme, on utilise la méthode de Newton.

Algorithme 2 (Méthode de Newton)

1: Initialisation : V0 = (¢, %, ... )", B = F (&, &,...,&° ) ete > 0 sont donnés.

2: Itération : Résoudre le systéme linéaire

A(VF —VF) = —B*. (3.28)

3: Test d’arrét: Si | B¥™!|| < ¢ stop.

Exemple 3.4. Soit le probleme suivant :

‘D3 (x) = +f0 yldt, 0 <z <1,
u(0) + ()
ou
1 32 S5 gl o't 4z 4% 428 2T
At ) 4oy T
9(x) = (1/4)( )Tty T3t T T

La solution exacte est donnée par u (z) = 2> — z. Nous appliquons la méthode de Newton avec

m = 2 pour calculer la solution approchée u;, (x). Avec un programme sur Matlab, la solution
approchée et la solution exacte sont données par Figure
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-0.05

\ /
\ . /
— — — Splution exacte I
— — — Solution approchée f
- /
/
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
5 /
\ /
! 7
N % /
\ /
\\ 4
y .//'
i i i I|\hl = O | _...-"""""'T’ i i i j
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
axis of x

FIGURE 3.5 - Solutions exactes et approchées de 1'exemple 3.4 pour m = 2.

La variation d’erreur absolue est donnée par Figure
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%1072

Yariation erreur absolue

axe de Err
]
\

axe de x

FIGURE 3.6 — Variation de I'erreur absolue pour 1'exemple 3.4

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Exemple 3.5. On considére 1'équation intégro-différentielle de Volterra fractionnaire suivante :

‘D () :—1—1—/ (u®)’dt, 0<z <1, 0<a<l,
0

avec la condition initiale suivante : « (0) = 0. Nous appliquons la méthode de Newton avec
m = 2 pour calculer la solution approchée u, (). Avec un programme sur Matlab, la solution

approchée pour a = 0.7,0.8,0.9, 1 sont données par Figure[3.7}
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0.2

axis of u{x)

— — — Solution approché pour o=0.7
— — — Solution approché pour a=0.8
Solution approche pour =09

$. — — — Solution approché pour =1
-
T
s .,
N
N
T ~
R "
o, -
L . Sy -
-
N, .
L ~
- it
T, e S
- - -
- T
- S o,
- S,
- '--..
S,
- e T
i - et
it s
e - - —

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
axis of x

FIGURE 3.7 - Solution approchée de I'exemple 3.5 pour m = 2 et a = 0.7,0.8,0.9, 1.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié une classe d’équations intégro-différentielles fraction-
naires de type Volterra avec une condition au limite non locale. Ce travail se déroule en deux
étapes :

v Existence et unicité : nous avons démontré un résultat d’existence et d"unicité de la solu-

tion du probleme (I)-(2) en utilisant le théoréme de point fixe.

v Etude numérque : nous avons proposé une approche numérique basée sur les polyndmes
de Tchebychev décalés de la premiere espece pour résoudre le probleme (I)-(2). La fonc-
tion inconnue est écrite comme une série de Tchebychev avec des m termes. Le probleme
(I)-@) est réduit & un systeme d’équations algébriques linéaires ou non linéaire suivant
la fonction F' en utilisant les propriétés des polyndmes de Tchebychev et la méthode
d’intégration de gauss-Tchebychev. Une attention particuliere est accordée a 1’étude de
la convergence de la méthode proposée. Dans ce cas, la méthode de Newton est appli-
quée pour résoudre ce systeme. Enfin, deux exemples numériques sont présentés pour
confirmer la fiabilité et 1’efficacité de cette approche numérique.

Comme perspectives, nous avons prévu le sujet de recherche suivant : Etude une classe d’équa-
tions intégro-différentielles fractionnaires suivante :

D“u(x):g(x)u(a:)+f(:v)—i—/OxK(x,t,u(t))dt, l<a<2,0<z<]1,

avec les conditions aux limites non locales :

{au (0) +bu (1) =c,

a'u (0) +bu (1) =,

ou g, f et K sont des fonctions continues, et a,b,c,a’, b, ¢ sont des réels avec a + b # 0 et
a + b #0.
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@ ans ce mémoire, nous avons étudié une classe d’équations intégro-différentielles fractionnaires de
type Volterra avec une condition a la limite non locale. D’abord, nous avons démontré un résul-
tat d’existence et d’unicité de la solution de ce probleme en utilisant le théoréme de point fixe. Une
approche numérique proposé basée sur les polyndmes de Tchebychev décalés de la premiere espéece
pour résoudre ce probleme. La fonction inconnue est écrite comme une série de Tchebychev avec des
m termes. Notre probleme est réduit a un systeme d’équations algébriques linéaires ou non linéaire sui-
vant la fonction F' en utilisant les propriétés des polyndmes de Tchebychev et la méthode d’intégration
de Gauss-Tchebychev. Une attention particuliere est accordée a I’étude de la convergence. Dans ce cas, la
méthode de Newton est appliquée pour résoudre ce systeme. Enfin, quatre exemples numériques sont
présentés pour confirmer la fiabilité et 1’efficacité de cette approche numérique.

Mots-Clés : Equation intégro-différentielle fractionnaire de type Volterra, Théoreme de point fixe,
Méthode de Newton, Méthode de Gauss-Tchebychev, Polyndmes de Tchebychev.

Z:] n this memoir, we have studied a class of fractional Volterra integro-differential equations with non-
local boundary condition. First, we have proved a result of existence and uniqueness of the solution
of this problem in a useful fixed point theorem. A proposed numerical approach based on shifted Cheby-
shev polynomials of the first kind to solve this problem. The unknown function is written as a Chebyshev
series with m terms. Our problem is reduced to a system of linear or nonlinear algebraic equations follo-
wing the function F' using the properties of Chebyshev polynomials and the gauss-Chebyshev method.
Particular attention is given to the study of convergence. In this case, Newton’s method is applied to
solve this system. Finally, four numerical examples are presented to confirm the reliability and efficiency
of this numerical approach.

Keywords : Fractional Volterra integro-differential equation, Fixed point theorem, Newton’s method,
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