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Résumé

D ans ce mémoire, nous avons étudié une classe d’équations intégro-différentielles fractionnaires

de type Volterra avec une condition a la limite non locale. D’abord, nous avons démontré un

résultat d’existence et d’unicité de la solution de ce problème en utilisant le théorème de point fixe. Une

approche numérique proposé basée sur les polynômes de Tchebychev décalés de la première espèce

pour résoudre ce problème. La fonction inconnue est écrite comme une série de Tchebychev avec des m

termes. Notre problème est réduit à un système d’équations algébriques linéaires ou non linéaire suivant

la fonction F en utilisant les propriétés des polynômes de Tchebychev et la méthode d’intégration de

Gauss-Tchebychev. Une attention particulière est accordée à l’étude de la convergence. Dans ce cas, la

méthode de Newton est appliquée pour résoudre ce système. Enfin, quatre exemples numériques sont

présentés pour confirmer la fiabilité et l’efficacité de cette approche numérique.

Mots-Clés : Équation intégro-différentielle fractionnaire de type Volterra, Méthode de point fixe,

Méthode de Newton, Méthode de Gauss-Tchebychev, Polynômes de Tchebychev.

I n this memoir, we have studied a class of fractional Volterra integro-differential equations with non-

local boundary condition. First, we have proved a result of existence and uniqueness of the solution

of this problem in a useful fixed point theorem. A proposed numerical approach based on shifted Cheby-

shev polynomials of the first kind to solve this problem. The unknown function is written as a Chebyshev

series with m terms. Our problem is reduced to a system of linear or nonlinear algebraic equations follo-

wing the function F using the properties of Chebyshev polynomials and the gauss-Chebyshev method.

Particular attention is given to the study of convergence. In this case, Newton’s method is applied to

solve this system. Finally, four numerical examples are presented to confirm the reliability and efficiency

of this numerical approach.

Keywords : Fractional Volterra integro-differential equation, Fixed point theorem, Newton’s method,

Gauss-Chebyshev method, Chebyshev polynomials.
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Introduction générale

D
e nombreux problèmes peuvent être modélisés par des équations intégro-

différentielles fractionnaires issues de diverses applications des sciences et de l’in-
génierie. En outre, la plupart de ces problèmes ne peuvent pas être résolus de manière

analytique et, par conséquent, trouver de bonnes solutions approximatives à l’aide de méthodes
numériques sera très utile.

Récemment, plusieurs méthodes numériques pour résoudre des équations différentielles
fractionnaires (EDF) et des équations intégro-différentielles fractionnaires (EIDF) ont été pro-
posées. Les auteurs de [2, 18] ont appliqué la méthode de collocation pour résoudre ce qui
suit : équation de Langevin fractionnaire non linéaire impliquant deux ordres fractionnaires
dans des intervalles différents et équations intégro-différentielles fractionnaires de Fredholm.
La méthode des polynômes de Tchebychev est introduite dans [3, 4, 8] pour résoudre des équa-
tions différentielles d’ordre fractionnaire multitermique et des équations intégro-différentielles
non linéaires de Volterra et Fredholm d’ordre fractionnaire. Les auteurs de [7] ont appliqué
la méthode d’itération variationnelle pour résoudre des équations intégro-différentielles frac-
tionnaires avec les conditions aux limites non locales. La méthode de décomposition Ado-
mienne est introduite dans [11, 14] pour résoudre l’équation de diffusion fractionnaire et les
équations intégro-différentielles fractionnaires. Les références [15, 16] ont utilisé la méthode de
perturbation par homotopie pour résoudre les équations intégro-différentielles non linéaires
de Fredholm d’ordre fractionnaire et le système d’équations linéaires intégro-différentielles
fractionnaires de Fredholm. La méthode des séries de Taylor est introduite dans [1] pour ré-
soudre des équations intégro-différentielles fractionnaires linéaires de type Volterra. Les au-
teurs dans [5, 12] donnent une application des équations différentielles fractionnaires non li-
néaires et de leurs approximations et théorème d’existence et d’unicité pour les équations dif-
férentielles fractionnaires avec conditions aux limites intégrales.

Comme les polynômes de Tchebychev est une famille bien connue de polynômes orthogo-
naux sur l’intervalle [−1, 1] qui ont de nombreuses applications et largement utilisées en raison
de leurs bonnes propriétés dans l’approximation des fonctions. Cela a motivé à trouver une
solution numérique d’équations intégro-différentielles fractionnaires de Volterra non linéaires
en utilisant la méthode de collocation à l’aide de polynômes de Tchebychev pour réduire au
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système d’équations algébriques non linéaires et qui peut être résolue par la méthode itérative
de Newton.

L’objectif de ce mémoire est l’étude théorique et numérique des équations intégro-
différentielles fractionnaires de type Volterra suivantes :

cDαu (x) = g (x) +

∫ x

0

K (x, t)F (t, u (t)) dt, 0 ≤ x ≤ T, (1)

avec la condition au limite non locale suivante :

au (0) + bu (T ) = 0, (2)

où cDα désigne la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre 0 < α ≤ 1, g ∈ C ([0, T ] ,R) et K ∈
C
(
[0, T ]2 ,R

)
sont des fonctions données, u (x) est la fonction inconnue et F ∈ C ([0, T ]× R,R)

est une fonction donnée et a, b ∈ R avec a+ b 6= 0.
Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la manière suivante : dans le premier cha-

pitre, nous rappelons quelques définitions et propriétés de base concernant le calcul fraction-
naire, la méthode de point fixe et les polynômes de Tchebychev de premier type.

Dans le deuxième chapitre, nous avons démontré l’existence et l’unicité de la solution du
problème (1)-(2), en utilisant la méthode de point fixe.

Dans le dernier chapitre, nous avons proposé une approche numérique basée sur les po-
lynômes de Tchebychev décalés de la première espèce pour résoudre le problème (1)-(2). La
fonction inconnue est écrite comme une série de Tchebychev avec des m termes. Le problème
(1)-(2) est réduit à un système d’équations algébriques linéaires ou non linéaire suivant la fonc-
tion F en utilisant les propriétés des polynômes de Tchebychev et la méthode d’intégration de
Gauss-Tchebychev. Une attention particulière est accordée à l’étude de la convergence de la mé-
thode proposée. Dans ce cas, la méthode de Newton est appliquée pour résoudre ce système.
Enfin, quatre exemples numériques sont présentés pour confirmer la fiabilité et l’efficacité de
cette approche numérique.

On termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.
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CHAPITRE 1

RAPPEL SUR DES OUTILS MATHÉMATIQUES

D ans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et propriétés de base concernant le
calcul fractionnaire, la méthode de point fixe et les polynômes de Tchebychev de premier

type.
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1.1. FONCTIONS MATHÉMATIQUES UTILES 9

1.1 Fonctions Mathématiques Utiles

Dans ce paragraphe nous introduisons les fonctions Gamma et Bêta, qui seront utilisées
ultérieurement. Ces deux fonctions jouent un rôle très important dans la théorie du calcul frac-
tionnaire.

1.1.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma est tout simplement la généralisation de la notion de factoriel à tous les
nombres réels. Elle est définie par une intégale impropre.

Définition 1.1 ( [13]). La fonction Gamma est définie par l’intégrale suivante :

Γ(α) =

∫ +∞

0

e−ttα−1dt où α ∈ C et Re(α) > 0.

Propriétés 1.1. Nous avons les propriétés suivantes :

1. Γ(x+ 1) = xΓ(x) Re(α) > 0.

2. Γ(1) = 1 et Γ(−m) = ±∞.
3. Γ(0) =∞.

4. Si n ∈ N, on a : Γ(n+ 1) = n! et Γ(n+
1

2
) =

(2n)!
√
π

4nn!
.

Exemple 1.1. 1. Γ(1) =
∫ +∞

0
e−tdt

2. Pour α = 1
2

on a par définition : Γ(1
2
) =

∫ +∞
0

e−tt−
1
2dt posons

t = u2

donc
dt = 2udu

il s’ensuit :

Γ(
1

2
) =

∫ +∞

0

1

u
e−u

2

2udu

= 2

∫ +∞

0

e−u
2

du

L’intégrale de Gauss est donnée par :∫ +∞

0

e−u
2

du =
1

2

√
π

d’où
Γ(

1

2
) =
√
π.

c©2020, N. NEDJAI Équations intégro-différentielle de type Volterra d’ordre fractionnaire



1.1. FONCTIONS MATHÉMATIQUES UTILES 10

Lemme 1.1. la fonction Gamma est une fonction de classe C∞ sur R∗+, (resp. holomorphe sur le demi
plan x ∈ C, Re(x) > 0) et

∀k ∈ N∗,∀x ∈ R∗+(resp.x ∈ C, Re(x) > 0; Γk(x) =

∫ +∞

0

(ln t)ktx−1e−tdx.

Corollaire 1.1. La détermination de la fonction Gamma pour les valeur négatifs non entièrs par la
formule

Γ(x) =
Γ(x+ n)

x(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n− 1)
, 0 ≤ x+ n ≤ 1.

1.1.2 Fonction Bêta

Définition 1.2 ( [13]). La fonction Bêta est un type d’intégrale d’Euler définie pour tout com-
plexes p et q par

B(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt, Re(p) > 0, Re(q) > 0.

Proposition 1.1. La relation entre la fonction Gamma et Bêta donnée par

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
, p, q ∈ C avec Re(p) > 0 et Re(q) > 0.

Démonstration. Soit, D =]0,+∞[×]0,+∞[ on a

Γ(p)Γ(q) =

(∫ +∞

0

e−xxp−1dx

)(∫ +∞

0

e−yyq−1dy

)
=

∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−(x+y)xp−1yq−1dxdy.

En utilisant le changement de variable suivant{
y = u− x
x = ut

⇒

{
dy = du⇒ dxdy = dxdu

dx = udt

De même que le domaine D′ correspondante à D dans les cordonnées u, x est

D
′
= {(u, x)/u ≥ 0, 0 ≤ x ≤ 1}.

c©2020, N. NEDJAI Équations intégro-différentielle de type Volterra d’ordre fractionnaire



1.2. INTÉGRALES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 11

Alors,

Γ(p)Γ(q) =

∫ +∞

0

∫ 1

0

e−u(u− x)q−1dxdu

=

∫ +∞

0

e−u
(∫ 1

0

(tu)p−1(u− tu)q−1udt

)
du

=

∫ +∞

0

(∫ 1

0

tp−1up−1uq−1(1− t)q−1u

)
dt

=

∫ +∞

0

e−uup+q−1du

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt

= Γ(p+ q)B(p, q)

Par conséquent, on a

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
.

Exemple 1.2. Calculons B(
1

2
,
1

2
)

B(
1

2
,
1

2
) =

Γ(
1

2
)Γ(

1

2
)

Γ(1)

=

√
π
√
π

1
= π

Propriétés 1.2. 1. B(p, q) = B(q, p), (symétrique).

2. B(p, 1) =
1

p
.

1.2 Intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Soient Ω = [a, b] avec (−∞ < a < b < +∞) un intervalle fini sur R et f ∈ L1([a, b]) fonction
intégrable sur Ω. Nous avons

I1
af(t) =

∫ t

a

f(x)dx.

La primitive seconde de f définit comme suite

I2
af(t) =

∫ t

a

(∫ u

a

f(x)dx

)
du,

Permutant l’ordre d’intégration, de plus d’après le théorème de Fubini, on obtient

c©2020, N. NEDJAI Équations intégro-différentielle de type Volterra d’ordre fractionnaire



1.2. INTÉGRALES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 12

I2
af(t) =

∫ t

a

(∫ t

x

du

)
f(x)dx,

I2
af(t) =

∫ t

a

(t− x)f(x)dx.

Le nieme itération l’opérateur I peut s’écrire

I(n)
a =

∫ t

a

dt1

∫ t

a

dt2 · · ·
∫ tn−1

a

f(tn)dtn =
1

(n− 1)!

∫ t

a

f(x)

(t− x)1−ndx.

Cette formule est appelée formule de Cauchy, et d’près la propriété de Gamma Γ(n) = (n −
1)!, nous avons

I(n)
a =

∫ t

a

dt1

∫ t

a

dt2 · · ·
∫ tn−1

a

f(tn)dtn =
1

(n)!

∫ t

a

f(x)

(t− x)1−ndx.

Définition 1.3. L’intégrale fractionnaire d’ordre α > 0 de Riemann-Liouville d’une fonction
f ∈ L1([a, b])est donnée par

(Iαa f) (t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− x)α−1Iβ(f(x))dx, t > a (1.1)

Définition 1.4 ( [9,17]). Soient Ω = [a, b] avec (−∞ < a < b < +∞) un intervalle fini sur R et f ∈
L1([a, b]) une fonction intégrable sur Ω. Les intégrales

I
(α)

a+ f(t) =
1

(α)!

∫ t

a

f(x)

(t− x)1−αdx, t > a,Re(α) > 0. (1.2)

I
(α)

b− f(t) =
1

(α)!

∫ b

t

f(x)

(t− x)1−αdx, t < b,Re(α) > 0. (1.3)

sont appelés les intégrales fractionnaires à gauche (à droite) de Riemann-Louville d’ordre
α ∈ C (Re(α) > 0) respectivement.

Exemple 1.3. Soit f(x) = (t− a)β. On

I
(α)

a+ (t− a)β =
1

(α)!

∫ t

a

(t− x)α−1(t− a)βdx.

Avec le changement de variable x = a+ (t− a)z, nous avons
x = a⇔ z = 0,

x = t⇔ z = 1,

dx = (t− a)dz.
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I
(α)

a+ (t− a)β =
1

Γ(α)

∫ 1

0

(t− a− (t− a)z)α−1(a+ (t− a)z − a)β(t− a)dz

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

(t− a)α−1(1− z)α−1(t− a)βzβ(t− a)dz

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

zp(1− z)α−1dz(t− a)α+p

=
(t− a)α+β

Γ(α)
B(β + 1, α)

=
(t− a)α+β

Γ(α)

Γ(β + 1)Γ(α)

Γ(β + α + 1)

=
Γ(β + 1)

Γ(β + α + 1)
(t− a)α+β

Si α = 1

I1
a+(t− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β + 2)
(t− a)β+1

=
1

Γ(β + 1)
(t− a)β+1

Remarque 1.1. L’intégrale d’une fonction constante au sens Riemann-Liouville d’ordre α >
0 est donnée par

Iαa+f(t) =
C

Γ(1 + α)
(t− a)α et Iαb−f(t) =

C

Γ(1 + α)
(b− t)α, f(t) = C ∈ C.

1.3 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.5 ( [9]p. 70). Soit f ∈ L1([a, b]) une fonction intégrable sur [a, b]. Les dérivées
fractionnaires ou sens de Riemann-Liouville Dαa+f et Dαb−f d’ordre α ∈ C (Re(α) > 0) sont
définies par

Dαa+f(t) =

(
d

dt

)n
(In−αa+ f(t))

=
1

Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ t

a

f(x)dx

(t− x)α−n+1
, n = [Re(α)] + 1; t > a. (1.4)

et

Dαb−f(t) =

(
−d
dt

)n
(In−αb− f(t))

=
1

Γ(n− α)

(
−d
dt

)n ∫ b

t

f(x)dx

(x− t)α−n+1
, n = [Re(α)] + 1; t < b. (1.5)

respectivement, où [Re(α)] est partie entière de Re(α).
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Remarque 1.2. 1. pour α = 0, n = 1. on a D0
a+f(t) =

d

dt

(
I1
a+f
)

= f(t)

2. Toutes ces dérivées coïncident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers :

∀n ∈ N∗,


Dna+f(t) = Dn+f(t) =

dn

dtn
f(t)

Dnb−f(t) = Dn−f(t) = (−1)n
dn

dtn
f(t)

Propriétés 1.3 ( [9]p.71). Pour α ≥ 0, β > 0, on a

1.
(
Dαa+(t− a)β

)
(t) =

Γ(β)

Γ(β − α)
(t− a)β−α

2.
(
Dαb−(b− t)β

)
(t) =

Γ(β)

Γ(β − α)
(b− t)β−α

Démonstration. On calcul la dérivée fractionnaire d’ordre α de la fonction f = (t− a)β

Dαa (t− a)β =
dn

dtn
[
In−α(t− a)β

]
Dαa (t− a)β =

dn

dtn

[
Γ(β + 1)

Γ(n+ β − α + 1)
(t− a)n−α+β

]

Dérive n fois, on obtient

Dαa (t− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(t− a)β−α

Comme cas particulier α = 1

Da(t− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(β)
(t− a)β−1

Da(t− a)β = β(t− a)β−1

Remarques 1.1. Quelques remarques pour ces dérivées

1. Tout ces dérivées coïncident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers :

∀m ∈ N∗,

{
Dma+f(t) = f (m)(t),

Dmb−f(t) = (−1)mf (m)(t).
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2. Si 0 < α < 1, alors n = [α] + 1 = 1.Donc, (1.3) et (1.4) devient :

Dαa+f(t) =
1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

a

f(t)dt

(t− x)α
, t > a

Dαb−f(t) =
1

Γ(1− α)

d

dt

∫ b

t

f(t)dt

(x− t)α
, t < b

3. Si β = 1, et 0 < Re(α) < 1, alors la dérivée au sens de Riemann-Liouville d’une fonction
en général n’est pas nulle :

Dαa+1 =
(t− a)−α

Γ(1− α)
et Dαb−1 =

(b− t)−α

Γ(1− α)

4. Pour tout j = 1, 2, . . . , [Re(α)] + 1 avec Re(α) ≥ 0, nous avons

Dαa+(t− a)α−j = Dαb−(b− t)α−j = 0.

1.4 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.6 ( [9]). Soient α ∈ C avec n = [Re(α)] + 1 et f : [a, b] → C une fonction telle
que f (n) ∈ L1[a, b]. Les dérivées fractionnaires d’ordre α de f au sens de Caputo sont définies

cDαa+f(t) = In−αa+ f (n)(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a

f (n)(t)dt

(t− x)α−n+1
, (1.6)

et

cDαb−f(t) = (−1)nIn−αb− f (n)(t) =
(−1)n

Γ(n− α)

∫ b

t

f (n)(t)dt

(x− t)α−n+1
, (1.7)

Théorème 1.1 ( [9]). Soit f ∈ C([a, b]) et α > 0. Les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville
et possède les propriétés suivantes

Iαa+
[
Iβa+f(t)

]
= Iα+β

a+ f(t). (1.8)

Iαb−
[
Iβb−f(t)

]
= Iα+β

b− f(t). (1.9)

cDαa (Iαa f)(t) = f(t). (1.10)

Iαa+ (cDαa+f(t)) = f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k. (1.11)

Iαb− (cDαb−f(t)) = f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(b)

k!
(b− t)k. (1.12)
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Démonstration.

Iαa+I
β
a+f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− x)α−1Iβ(f(x))dx,

=
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− x)α−1

(
1

Γ(β)

∫ x

a

(x− s)β−1f(s)ds

)
dx,

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

∫ x

a

(t− x)α−1(x− s)β−1f(s)dsdx,

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

f(s)ds

∫ t

s

(t− x)α−1(x− s)β−1dx,

Par le changement de variable{
x = s+ (t− s)τ
dx = (t− s)dτ

⇒

{
x = s⇒ τ = 0

x = t⇒ τ = 1

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

f(s)ds

∫ 1

0

(t− s− (t− s)τ)α−1((t− s)τ)β−1(t− s)dτ,

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

f(s)ds

∫ 1

0

(t− s)α−1(1− τ)α−1(t− s)β−1τβ−1(1− s)dτ,

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

f(s)ds

∫ 1

0

(t− s)α+β−1τβ−1(1− τ)α−1dτ,

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

f(s)(t− s)α+β−1ds

∫ 1

0

τβ−1(1− τ)α−1dτ

=
B(α, β)

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

(t− s)α+β−1f(s)ds,

=
1

Γ(α)Γ(β)

Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)

∫ t

a

(t− s)α+β−1f(s)ds,

=
1

Γ(α + β)

∫ t

a

(t− s)α+β−1f(s)ds,

= Iα+β
a+ f(t).

Proposition 1.2. Les relation entre les dérivées au sens de Caputo (1.6),(1.7) et les dérivées au sens de
Riemann-Liouville (1.4),(1.5) sont données par

cDαa+f(t) = Dαa+

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

]
, (1.13)

et

cDαb−f(t) = Dαb−

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(b)

k!
(b− t)k

]
. (1.14)
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1.5 Théorème du point fixe de Banach

Définition 1.7. 1. Soit (X; ‖‖) un espace de Banach, f une application définit de X sur lui
même. On appelle point fixe de f tout point x∗ ∈ Xtel que :

x∗ = f(x∗).

2. On dit que f est une application lipschitzienne si

∃K > 0,∀x, y ∈ X, ‖f(x)− f(y)‖ ≤ K ‖x− y‖ .

Si k < 1, f est dite une contraction.

Théorème 1.2. (Principe de contraction de Banach) Soit E un espace métrique complet et soit f : X −→
X une application contractante, alors f possède un point fixe unique.

1.6 Méthode de Newton

Considérons le problème de la résolution d’un système d’équations non linéaires :

F (x) = 0 (1.15)

où la fonction F : Rn → Rn est supposée être au moins une fois différentiable. Si x0 ∈ Rn est
une approximation de la solution cherchée, on linéarise F(x) autour de x0

F (x) ≈ F (x0) + JF (x0)(x− x0)

où JF (x0) est la matrice Jacobienne de F . On calcule le zéro de cette linéarisation. Si l’on répète
cette procédure avec la nouvelle approximation, on obtient l’algorithme suivant :

Algorithme 1 (Méthode de Newton)

1: Initialisation : V 0 = (x0
0, x

0
1, . . . , x

0
n)
T , B0 = F (x0

0, x
0
1, . . . , x

0
n) et ε > 0 sont donnés.

2: Itération : Résoudre le système linéaire

A
(
V k+1 − V k

)
= −Bk. (1.16)

3: Test d’arrêt : Si
∥∥Bk+1

∥∥ < ε.

1.7 Polynômes de Tchebychev de la première espèce

Définition 1.8. Les polynômes de Tchebychev de la première espèce Tn(x) sont des polynômes
en x de degré n définis à l’aide de la relation suivante :

cos(nθ) = Tn(x), avec x = cos θ, (1.17)

pour tout x dans [−1, 1], alors θ appartient à [0, π],
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on peut vérifier facilement que Tn(x) est un polynôme de degré n, voici quelques polynôme
Tn(x)

T0 = 1, T1 = x

T2 = 2x2 − 1, T3 = 4x3 − 3x, ...

on donne quelques valeurs de Tn(x) :

Tn(1) = 1, Tn(−1) = (−1)n, T2n(0) = (−1)n, T2n+1(0) = 0.

Proposition 1.3. Les polynômes de Tchebychev de la première espèce Tn(x) sont orthogonaux dans
l’intervalle [−1, 1] par rapport à la fonction poids w(x) = (1− x2)

−1
2

i.e ∫ 1

−1

Tn(x)Tm(x)√
1− x2

dx =
π

2
δmn.

Démonstration. Soient m,n ∈ N tels que m 6= n,
on a par définition :

cos(nθ) = Tn(x) = cos(n arccosx), −1 ≤ x ≤ 1,

et on a :∫ 1

−1

Tn(x)Tm(x)(1− x2)
−1
2 dx =

∫ 1

−1

cos(n arccosx) cos(m arccosx)(1− x2)
−1
2 dx

=

∫ 1

−1

cos(n arccosx) cos(m arccosx)

(
−d arccosx

dx

)
dx

si on pose :
θ = arccosx

alors l’intégrale devient :∫ 1

−1

Tn(t)Tm(x)(1− x2)
−1
2 dx = −

∫ 0

π

cos(nθ) cos(mθ)dθ

= −
∫ 0

π

1

2
[cos(m− n)θ + cos(m+ n)θ]

= 0, pourm 6= n

c©2020, N. NEDJAI Équations intégro-différentielle de type Volterra d’ordre fractionnaire



1.7. POLYNÔMES DE TCHEBYCHEV DE LA PREMIÈRE ESPÈCE 19

pour m=n, on a : ∫ 1

−1

T 2
n(x)(1− x2)

−1
2 dx =

∫ 1

−1

cos2(n arccosx)(1− x2)
−1
2 dx

= −
∫ 0

π

cos2(nθ)
d arccosx

dx
dx

= −
∫ 0

π

cos2(nθ)dθ

= −
∫ 0

π

cos(2nθ) + 1

2
dθ

= −
∫ 0

π

1dθ

=
π

2

d’où ∫ 1

−1

Tn(x)Tm(x)√
1− x2

dx =
π

2
δmn.

Proposition 1.4. Les polynômes de Tchebychev de première espèce Tn(x) vérifiant la relation de récur-
rence d’ordre deux, [6, 9] suivante :{

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), ∀n ≥ 1
T0(x) = 1 et T1(x) = x

(1.18)

Démonstration. Soit x ∈ [−1, 1], posons θ = arccosx, ainsi θ ∈ [0, π], pour tout n ∈ N on a :

cos(n+ 1)θ + cos(n− 1)θ = 2 cos

[
(n+ 1)θ + (n− 1)θ

2

]
cos

[
(n+ 1)θ − (n− 1)θ

2

]
= 2 cosnθ cos θ,

donc
cos(n+ 1)θ + cos(n− 1)θ = 2 cos θ cosnθ,

d’ou le résultat i.e.
Tn+1 = 2xTn − Tn−1, ∀n ≥ 1

avec
T0(x) = 1, T1(x) = x.

Proposition 1.5. Les polynômes de Tchebychev de la première espèce Tn(x) sont les solutions de l’équa-
tion différentielle suivante :

(1− x2)y′′(x)− xy′(x) + n2y(x) = 0. (1.19)
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Proposition 1.6. Les zéros du polynôme Tn(x) sont de la forme :

x = xk = cos

(
k − 1

2

)
π

n
, k = 1, 2, ..., n.

Démonstration. De la définition , les zéros pour t dans [−1, 1] de Tn(x) doivent correspondre à
les zéros pour θ dans [0, π] de cosnθ, i.e.

nθ =

(
k − 1

2

)
π, k = 1, 2, ..., n,

d’ou les zéros de Tn(x) sont

x = cos

(
k − 1

2

)
π

n
, k = 1, 2, ..., n.

Exemple 1.4. On considère le polynôme T3(x) tel que

T3(x) = 4x3 − 3x,

les zéros du polynôme T3(x) sont :

t1 = cos
π

6
=

√
3

2
,

t2 = cos
π

2
= 0,

t3 = cos
5π

6
= −
√

3

2
,

On remarque que T3(x)admet trois racines réelles, simples et distincts dans [−1, 1].

Exemple 1.5. L’orthogonalité des polyômes {Ti(x), i = 0, 1, ..., n} dans le cas discret
On peut vérifier que les polynôme de Tchebychev de la première espèce {Ti(x), i = 0, 1, ..., n}

sont orthogonaux dans l’ensemble de (n+ 1) points xkn+1
k=1 ,

à savoir :

xk = cos θk, θk =

(
k − 1

2

)
π

n+ 1
,

i.e.

n+1∑
k=1

Ti(xk)Tj(xk) =


0 i 6= j,
n+1

2
i = j 6= 0

n+ 1 i = j = 0.
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En effet , on considère la somme suivant :

Sn(θ) =
n+1∑
k=1

cos

(
k − 1

2

)
θ = cos

1

2
θ + cos

3

2
θ + ...+ cos

(
n+

1

2

)
θ, (1.20)

si on pose z = eiθ, alors

Sn(θ) = Re

[
z

1

2
(1 + z + z2 + ...+ zn)

]
= Re

[
z

1
2

(
1− zn+1

1− z

)]
= Re

[
z

1
2

(
zn+1 − 1

z − 1

)]
= Re

[
z

1
2
z

n+1
2

z
1
2

(
z

n+1
2 − z− n+1

2

z
1
2 − z− 1

2

)]

= Re

[
z

n+1
2

(
z

n+1
2 − z− n+1

2

z
1
2 − z− 1

2

)]
,

on sait que
z

n+1
2 − z− n+1

2

2i
= sin

(
n+ 1

2
θ

)
, et

z
1
2 − z− 1

2

2i
= sin

1

2
θ,

par conséquent

Sn(θ) = Re

[
z

n+1
2

(
sin
(
n+1

2

)
θ

sin1
2

)
θ

]

= Re

[
cos

(
n+ 1

2

)
θ + i sin

(
n+ 1

2

)
θ

]
sin
(
n+1

2

)
θ

sin1
2
θ

=
2 cos

(
n+1

2

)
θ sin

(
n+1

2

)
θ

2 sin 1
2
θ

,

donc

Sn(θ) =
sin(n+ 1)θ

2 sin 1
2
θ

, (1.21)

d’aprés ((1.20)) ,
Sn(0) = n+ 1,
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on a : pour 0 ≤ i,j ≤ n ,

n+1∑
k=1

Ti(xk)Tj(xk) =
n+1∑
k=1

cos(iθk) cos(jθk)

=
1

2

n+1∑
k=1

[cos(i+ j)θk + cos(i− j)θk]

=
1

2

[
Sn

(
(i+ j)π

n+ 1

)
+ Sn

(
(i− j)π
n+ 1

)]
,

si i = j = 0, alors

n+1∑
k=1

T0(xk)T0(xk) =
1

2
[S0 + S0]

=
1

2
[2(n+ 1)]

= n+ 1,

si i = j 6= 0, alors
n+1∑
k=1

Ti(xk)Tj(xk) =
1

2

[
Sn

(
2iπ

n+ 1

)
+ S0

]
,

d’aprés (1.21) on a :

Sn

(
2iπ

n+ 1

)
=

sin[(n+ 1)( 2iπ
n+1

)]

2 sin[1
2
( 2iπ
n+1

)]

=
sin(2iπ)

2 sin( iπ
n+1

)

= 0,∀i ≤ n,

donc

n+1∑
k=1

Ti(xk)Tj(xk) =
1

2
[0 + (n+ 1)]

=
n+ 1

2

si i 6= j alors
n+1∑
k=1

Ti(xk)Tj(xk) =
1

2

[
Sn

(
(i+ j)π

n+ 1

)
+ Sn

(
(i− j)π
n+ 1

)]
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or d’aprés (1.21) on a :

Sn

(
(i+ j)π

n+ 1

)
=

sin(i+ j)π

2 sin
(

(i+j)π
2(n+1)

)
et

Sn

(
(i− j)π
n+ 1

)
=

sin(i− j)π

2 sin
(

(i−j)π
2(n+1)

)
donc

n+1∑
k=1

Ti(xk)Tj(xk) = 0,∀i, j ≤ n, i 6= j,

d’ou le résultat i.e.

n+1∑
k=1

Ti(xk)Tj(xk) =


0 i 6= j,
n+1

2
i = j 6= 0

n+ 1 i = j = 0.

Propriétés 1.4. 1. Le coefficient dominant des polynômes Tn(x) est 2n−1,∀n ≥ 1,

2. Tn(x) a la parité de n.

Démonstration. 1. Soit le polynôme Tn(x) tel que

Tn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...,

supposons que an 6= 0 on obtient :

an+1x
n+1 + ... = 2x(anx

n + ...)− an−1x
n−1 − ...

= 2anx
n+1 + ...

par identification on trouve
an+1 = 2an,

i.e.
an+1 = 2an = 22an−1 = 2na1,

puisque T1(x), alors
an = 2n−1,∀n ≥ 1.

2.

Tn(−x) = Tn(− cos θ)

= Tn(cos(θ + π))

= cos(nθ + nπ)

= (−1)n cos(nθ)

= (−1)nTn cos(θ),

d’ou le résultat i.e.
Tn(−x) = (−1)nTn(x).
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1.8 Méthode d’intégration de Gauss-Tchebychev

Soit f : [−1, 1] → R une fonction constitue et m ∈ N∗. La méthode d’intégration de Gauss-
Tchebychev est donnée par : ∫ 1

−1

f (x) dx =
m∑
q=0

ωqf (xq)
√

1− x2
q,

où xq sont les racines de polynômes de Tchebychev Tm+1 (x) donné par :

xq = cos

(
2q + 1

2m+ 1
π

)
et ωq sont les fonctions points données par :

ωq =
π

m+ 1
.
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CHAPITRE 2

EXISTENCE ET UNICITÉ

D ans ce chapitre, nous avons démontré un résultat d’existence et d’unicité de la solution du
problème (1)-(2) en utilisant le théorème de point fixe.

25



2.1. POSITION DU PROBLÈME 26

2.1 Position du problème

On considère l’équation intégro-différentielle d’ordre fractionnaire de type Volterra définie
dans un domaine bornè ]0, T [ :

cDα0 u(t) = g(t) +

∫ t

0

k(t, s)f(s, u(s))ds, 0 < t < T, (2.1)

et la condition au limite non locale :

au(0) + bu(T ) = 0, (2.2)

où g,k et f sont des fonctions données et a,b ∈ R, a + b 6= 0. cDα0 est la dérivée fractionnaire
de Caputo d’ordre 0 < α ≤ 1 définie par :

cDα0 u(t) =
1

Γ(1− α)

∫ t

0

u′(s)

(t− s)α
ds. (2.3)

2.2 Problème d’équivalence

Pour l’étude d’existence de la solution de problème (2.1)-(2.2) nous avons la proposition
suivant :

Proposition 2.1. (voir [10]) soit 0 < α ≤ 1, et u : [0, T ] −→ R une fonction continue. Alors, le
problème aux limites (2.1)-(2.2) admet une solution unique donné par :

u(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

(
g(s) +

∫ s

0

k(s, τ)f(τ, u(τ))dτ

)
ds

− b

(a+ b)Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1

(
g(s)−

∫ s

0

k(s, τ)f(τ, u(τ))dτ

)
ds.

(2.4)

Démonstration. On a pour t ∈]0, T [

cDα0 u(t) = g(t) +

∫ t

0

k(t, s)f(s, u(s))ds. (2.5)

En composant par l’opérateur d’intégration d’ordre α dans les deux côtés de l’équation précé-
dente, on obtient :

Iα (cDα0 u(t)) = Iα
(
g(t) +

∫ t

0

k(t, s)f(s, u(s))ds

)
. (2.6)

Pour 0 < α < 1, en utilisant la propriété 1.11 :

Iαa+ (cDαa+f(t)) = f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k. (2.7)
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Donc en appliquant (2.7) à u pour a = 0, on obtient

Iα (cDαu(t)) = u(t)− u(0). (2.8)

D’autre part, d’aprés la définition (1.1), on a :

Iα
(
g(t) +

∫ t

0

k(t, s)f(s, u(s))ds

)
=

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

(
g(s) +

∫ s

0

k(s, τ)f(τ, u(τ))dτ

)
ds.

(2.9)

Alors, avec (2.8) et (2.9), l’équation (2.6) on trouve

u(t) = u(0) +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

(
g(s)ds+

∫ s

0

k(s, τ)f(τ, u(τ))dτ

)
ds.

Pour trouver u(0), on utilisant la conditions aux limites non locale (2.2) :

u(T )− u(0) =
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1

(
g(s) +

∫ s

0

k(s, τ)f(τ, u(τ))dτ

)
ds. (2.10)

On multiplie 2.10 par −b, on obtient :

−bu(T ) + bu(0) =
−b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1

(
g(s) +

∫ s

0

k(s, τ)f(τ, u(τ))dτ

)
ds. (2.11)

De plus, on addition 2.11 et 2.2, on trouve

(a+ b)u(0) =
−b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1

(
g(s) +

∫ s

0

k(s, τ)f(τ, u(τ))dτ

)
ds.

Donc u(0) est :

u(0) = − b

(a+ b)Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1

(
g(s) +

∫ s

0

k(s, τ)f(τ, u(τ))dτ

)
ds.

Alors on a :

u(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1

(
g(s) +

∫ s

0

k(s, τ)f(τ, u(τ))dτ

)
ds

− b

(a+ b)Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1

(
g(s)−

∫ s

0

k(s, τ)f(τ, u(τ))dτ

)
ds.

(2.12)
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On récrit l’équation 2.12 sous la forme suivant :

u(t) = Iα
(
g(t) +

∫ t

0

k(t, s)f(s, u(s))ds

)
− b

(a+ b)

(
Iα
(
g(T ) +

∫ T

0

k(T, s)f(s, u(s))ds

))
.

(2.13)

d’ou le résultat.
Inversement on a : On applique l’opérateur cDα à l’équation 2.13 on a :

cDαu(t) =c Dα
(
Iα
(
g(t) +

∫ t

0

k(t, s)f(s, u(s))ds

))
−c Dα

(
b

(a+ b)

(
Iα
(
g(T ) +

∫ T

0

k(T, s)f(s, u(s))ds

)))
= g(t) +

∫ t

0

k(t, s)f(s, u(s))ds.

donc il reste vérifier que si,
au(0) + bu(T ) = 0

on a :

u(0) = Iα (g(0))− b

(a+ b)

(
Iα
(
g(T ) +

∫ T

0

k(T, s)f(s, u(s))ds

))
(2.14)

u(T ) = Iα
(
g(T ) +

∫ T

0

k(T, s)f(s, u(s))ds

)
− b

(a+ b)

(
Iα
(
g(T ) +

∫ T

0

k(T, s)f(s, u(s))ds

))
(2.15)

On multiplie 2.14 par a, on obtient

au(0) = aIα (g(0))− ab

(a+ b)

(
Iα
(
g(T ) +

∫ T

0

k(T, s)f(s, u(s))ds

))
(2.16)

On multiplie 2.15 par b, on obtient

bu(T ) = bIα
(
g(T ) + b

∫ T

0

k(T, s)f(s, u(s))ds

)
− b2

(a+ b)

(
Iα
(
g(T ) +

∫ T

0

k(T, s)f(s, u(s))ds

))
(2.17)

c©2020, N. NEDJAI Équations intégro-différentielle de type Volterra d’ordre fractionnaire



2.2. PROBLÈME D’ÉQUIVALENCE 29

En addition 2.16 et 2.17, on obtient

au(0) + bu(T ) = aIαg(0)− ab

(a+ b)

(
Iα
(
g(T ) +

∫ T

0

k(T, s)f(s, u(s))ds

))
+ bIαg(T ) + b

∫ T

0

k(T, s)f(s, u(s))ds− b2

(a+ b)

(
Iα
(
g(T ) +

∫ T

0

k(T, s)f(s, u(s))ds

))
= −a+ b

a+ b

(
b

(
Iα
(
g(T ) +

∫ T

0

k(T, s)f(s, u(s))ds

)))
+ b

(
Iα
(
g(T ) +

∫ T

0

k(T, s)f(s, u(s))ds

))
= 0.

Alors u est solution du problème .

Remarque 2.1. (voir [10]) Par l’équation intégrale 2.4 , nous avons

u(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1g(s)ds+
1

Γ(α)

∫ t

0

(∫ s

0

(t− s)α−1k(s, τ)f(τ, u(τ))dτ

)
ds

− b

(a+ b)Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1g(s)ds− b

(a+ b)Γ(α)

∫ T

0

(∫ s

0

(T − s)α−1k(s, τ)f(τ, u(τ))dτ

)
ds.

En utilisant le théorème de Fubini, on a

u(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1g(s)ds+
1

Γ(α)

∫ t

0

(∫ t

s

(t− τ)α−1k(τ, s)

)
f(s, u(s))ds

− b

(a+ b)Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1g(s)ds− b

(a+ b)Γ(α)

∫ T

0

(∫ T

s

(T − τ)α−1k(τ, s)

)
f(s, u(s))ds.

=

∫ t

0

1

Γ(α)
(t− s)α−1g(s)ds+

∫ t

0

(∫ t

s

1

Γ(α)
(t− τ)α−1k(τ, s)

)
f(s, u(s))ds

+

∫ T

0

−b
(a+ b)Γ(α)

(T − s)α−1g(s)ds+

∫ T

0

(∫ T

s

−b
(a+ b)Γ(α)

(T − τ)α−1k(τ, s)

)
f(s, u(s))ds.

Alors on a

u(t) =

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
g(s)ds+

∫ T

0

−b(T − s)α−1

(a+ b)Γ(α)
g(s)ds

+

∫ t

0

(

∫ t

s

(t− τ)α−1

Γ(α)
k(τ, s)dτ +

∫ T

s

−b(T − τ)α−1

(a+ b)Γ(α)
k(τ, s)dτ)f(s, u(s))ds

+

∫ T

t

(

∫ T

s

−b(T − τ)α−1

(a+ b)Γ(α)
k(τ, s)dτ)f(s, u(s))ds.
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2.3 Existence et Unicité

Pour étudier des résultats d’existence et d’unicité dans cette probléme on utilise le théorème
de point fixe de Banach.

Les hypothèses Afin d’établir de la solution de problème (2.1) et (2.2) nous proposons les
hypothéses suivantes :

(H1) soit f : J ∗ R→ R une fonction continue.
(H2) supposons que : Il exist une constante L ≥ 0 telle que on a :

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ L |x− y| ∀t ∈ J = [0, T ]

Si

w1 < 1

sup |f(t, 0)| = L01

sup |f(t, s)| = µ

‖g‖ = sup
t∈J
|g(t)|

et denotée par :

θ =
µL1

Γ(α + 2)

θ0 =
µL01

Γ(α + 2)

w1 = θT + θ
|b|
|a+ b|

Tα+1

w2 = θ0T +
‖g‖

Γ(α + 1)
T +

(
θ0T

α+1 +
‖g‖

Γ(α + 1)
Tα
)
|b|
|a+ b|

(H3) Il existe r > 0 telque :

r ≥ w2

1− w1

Théorème 2.1. (voir [10]) Sous les hypothèses H1,H2 et H3.
si

w1 < 1

alors le problème ((2.1)-(2.2)) possède un unique solution sur [0,T].

Démonstration. Dans le but de démontrer l’existence de la solution de l’équation intégrale 2.4
on introduit le sous ensemble

Br = {U ∈ X : ‖U‖ ≤ r}

r étant la constant introduite dans (H3). Il est clair que c’est une partie fermé et convexe de
l’espace X muni de la norme ‖.‖.
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L’operateur T définit sur Br par :

Tu(t) =

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
g(s)ds+

∫ T

0

−b(T − s)α−1

(a+ b)Γ(α)
g(s)ds

+

∫ t

0

(

∫ t

s

(t− τ)α−1

Γ(α)
k(τ, s)dτ +

∫ T

s

−b(T − τ)α−1

(a+ b)Γ(α)
k(τ, s)dτ)f(s, u(s))ds

+

∫ T

t

(

∫ T

s

−b(T − τ)α−1

(a+ b)Γ(α)
k(τ, s)dτ)f(s, u(s))ds.
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Montrons que T (Br) ⊂ Br soient u ∈ Br et t ∈ [0, T ] on a :

|Tu(t)| = |
∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
g(s)ds+

∫ T

0

−b(T − s)α−1

(a+ b)Γ(α)
g(s)ds

+

∫ t

0

(∫ t

s

(t− τ)α−1

Γ(α)
k(τ, s)dτ +

∫ T

s

−b(T − τ)α−1

(a+ b)Γ(α)
k(τ, s)dτ

)
f(s, u(s))ds

+

∫ T

t

(∫ T

s

−b(T − τ)α−1

(a+ b)Γ(α)
k(τ, s)dτ

)
f(s, u(s))ds|

≤ |k(τ, s)|
Γ(α)

∫ t

0

∣∣∣∣∫ t

s

(t− τ)α−1dτ +

∫ T

s

−b(T − τ)α−1

(a+ b)

∣∣∣∣ dτ |f(s, u(s))− f(s, 0) + f(s, 0)| ds

+
|k(τ, s)|

Γ(α)

∫ T

t

∣∣∣∣∫ T

s

−b(T − τ)α−1

(a+ b)

∣∣∣∣ dτ |f(s, u(s))− f(s, 0) + f(s, 0)| ds

+
||g||
Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds+
|b|
|a+ b|

||g||
Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1ds

≤ µ

Γ(α)

∫ t

0

∣∣∣∣∫ t

s

(t− τ)α−1dτ +

∫ T

s

−b(T − τ)α−1

(a+ b)

∣∣∣∣ dτ |f(s, u(s))− f(s, 0) + f(s, 0)| ds

+
µ

Γ(α)

∫ T

t

∣∣∣∣∫ T

s

−b(T − τ)α−1

(a+ b)

∣∣∣∣ dτ |f(s, u(s))− f(s, 0) + f(s, 0)| ds

+
||g||
Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds+
|b|
|a+ b|

||g||
Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1ds

≤ µ(rL1 + L01)

Γ(α)

∫ t

0

∣∣∣∣∫ t

s

(t− τ)α−1dτ +
|b|
|a+ b|

∫ T

s

(T − τ)α−1dτ

∣∣∣∣ ds
+
µ(rL1 + L01)

Γ(α)

|b|
|a+ b|

∫ T

t

(∫ T

s

(T − τ)α−1dτ

)
ds

+
||g||
Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds+
|b|
|a+ b|

||g||
Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1ds

≤ µ(rL1 + L01)

Γ(α + 2)
(tα+1 +

|b|
|a+ b|

[−(T − t)α+1 + Tα+1])

+
µ(rL1 + L01)

Γ(α + 2)

|b|
|a+ b|

(T − t)α+1 +
||g||

Γ(α + 1)
tα +

||g||
Γ(α + 1)

|b|
|a+ b|

Tα

≤ µ(rL1 + L01)

Γ(α + 2)
(T +

|b|
|a+ b|

[Tα+1]) +
||g||

Γ(α + 1)
T +

||g||
Γ(α + 1)

|b|
|a+ b|

Tα

= r

(
µL1

Γ(α + 2)
T +

µL1|b|
(α + 2)|a+ b|

Tα+1

)
+

µL01

Γ(α + 2)
T +

µL01|b|
(α + 2)|a+ b|

Tα+1

+
||g||

Γ(α + 1)
T +

||g||
Γ(α + 1)

|b|
|a+ b|

Tα

= r

(
θT + θ

|b|
|a+ b|

Tα+1

)
+ θ0T +

||g||
Γ(α + 1)

T +

(
θ0T

α+1 +
||g||

Γ(α + 1)
Tα
)
|b|
|a+ b|

= rw1 + w2

≤ rw1 + (1− w1)r

≤ r.
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Donc ||Tu|| ≤ r, ce qui implique que T (Br) ⊂ Br.
Supposons maintenant que u, v ∈ C([0, T ],R) et t ∈ [0, T ].
Nous avons donc :

|Tu(t)− Tv(t)| = |
∫ t

0

(∫ t

s

(t− τ)α−1

Γ(α)
k(τ, s)dτ +

∫ T

s

−b(T − τ)α−1

(a+ b)Γ(α)
k(τ, s)dτ

)
[f(s, u(s)− f(s, v(s))]ds

+

∫ T

t

(∫ T

s

−b(T − τ)α−1

(a+ b)Γ(α)
k(τ, s)dτ

)
[f(s, u(s))− f(s, v(s))]ds|

≤ µL1

Γ(α)
||u− v||

∫ t

0

∣∣∣∣∫ t

s

(t− τ)α−1dτ +

∫ T

s

−b(T − τ)α−1

(a+ b)
dτ

∣∣∣∣ ds
+
µL1

Γ(α)
||u− v||

∫ T

t

∣∣∣∣∫ T

s

−b(T − τ)α−1

(a+ b)
dτ

∣∣∣∣ ds
≤ µL1

Γ(α)
||u− v||

∫ t

0

(∫ t

s

(t− τ)α−1dτ +

∫ T

s

|b|
|a+ b|

(T − τ)α−1dτ

)
ds

+
µL1

Γ(α)
||u− v||

∫ T

t

(∫ T

s

|b|
|a+ b|

(T − τ)α−1dτ

)
ds

≤ µL1

Γ(α + 2)
||u− v||(tα+1 +

|b|
|a+ b|

[−(T − t)α+1 + Tα+1])

+
µL1

Γ(α + 2)

|b|
|a+ b|

||u− v||(T − t)α+1

≤ µL1

Γ(α + 2)
||u− v||(T +

|b|
|a+ b|

Tα+1)

≤ µL1

Γ(α + 2)
(T +

|b|
|a+ b|

Tα+1)||u− v||

≤ (θT + θ
|b|
|a+ b|

Tα+1)||u− v||

≤ w1||u− v||

On obtient
||Tu(t)− Tv(t)|| ≤ w1||u− v||.

Donc d’après l’hypothèse (H1) , l’opérateur T est une contraction. En appliquant le principe de
l’application contractante de Banach, on déduit que le problème ((2.1)-(2.2)) admet une solution
unique in Br .
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CHAPITRE 3

ÉTUDE NUMÉRIQUE

D ans ce chapitre, nous avons proposé une approche numérique basée sur les polynômes de
Tchebychev décalés de la première espèce pour résoudre le problème (1)-(2). La fonction

inconnue est écrite comme une série de Tchebychev avec des m termes. Le problème (1)-(2)
est réduit à un système d’équations algébriques linéaires ou non linéaire suivant la fonction F
en utilisant les propriétés des polynômes de Tchebychev et la méthode d’intégration de gauss-
Tchebychev. Une attention particulière est accordée à l’étude de la convergence de la méthode
proposée. Dans ce cas, la méthode de Newton est appliquée pour résoudre ce système. En-
fin, deux exemples numériques sont présentés pour confirmer la fiabilité et l’efficacité de cette
approche numérique.

34
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3.1 Propriétés du dérivée fractionnaire de Caputo

Proposition 3.1. Nous avons :

1. La dérivée fractionnaire de Caputo est linéaire c’est à dire :

cDα (au+ bv) (x) = acDαu (x) + bcDαv (x) ,∀a, b ∈ R (3.1)

2. La dérivée fractionnaire de Caputo d’une constante est nulle :

cDαa+C = 0, ∀C ∈ R. (3.2)

3. Pour la dérivée fractionnaire de Caputo, nous avons :

cDαxβ =

{
0 pour β ∈ N et β ≤ [α] ,

Γ(β+1)
Γ(β+1−α)

xβ−α pour β ∈ N et β ≥ [α] + 1 ou β /∈ N et β ≥ α,
(3.3)

où [α] est la partie entière de α.

3.2 Polynômes de Tchebychev décalés T ∗n (x)

Pour un point de vue pratique, l’intervalle [0, 1] est plus important que l’intervalle [−1, 1].
En utilisant la transformation

s = 2x− 1 ou x =
1

2
(s+ 1) avec s ∈ [−1, 1] et x ∈ [0, 1] ,

on obtient les polynômes de Tchebychev décalés de la première espèce T ∗n (x) sont définis par :

T ∗n (x) = Tn (s) = Tn (2x− 1) .

Proposition 3.2. Les polynômes de Tchebychev décalés de la première espèce T ∗n (x) sont orthogonaux
dans l’intervalle [0, 1] par rapport à la fonction poids x 7→ 1√

x−x2 i.e.

∫ 1

0

T ∗n (x)T ∗m (x) dx√
x− x2

=


0 si n 6= m,

π si n = m = 0,

π/2 si n = m 6= 0.

Proposition 3.3. 1. Les polynômes de Tchebychev décalés de la première espèce T ∗x (x) vérifiant la
relation de récurrence d’ordre deux suivante :

T ∗0 (x) = 1,

T ∗1 (x) = 2x− 1,

T ∗n+1 (x) = 2 (2x− 1)T ∗n (x)− T ∗n−1 (x) , n ∈ N∗.
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2. La forme explicite de T ∗n (x) de degré n est donnée par :

T ∗n (x) = T2n

(√
x
)

=
n∑
k=0

(−1)k 22n−2k nΓ (2n− k)

Γ (k + 1) Γ (2n− 2k + 1)
xn−k, (3.4)

où Γ (·) est la fonction Gamma d’Euler.

Proposition 3.4. Les racines du polynôme T ∗n (x) sont de la forme :

xp =
1

2

(
1 + cos

(
(p− 1/2) π

n

))
, p ∈ N∗. (3.5)

Une fonction u (x), qui est carrée intégrable dans [0, 1], peut être exprimée en termes de
polynômes de Tchebychev décalés de la première espèce comme suit :

u (x) =
+∞∑
k=0

ciT
∗
i (x) ,

où

c0 =
1

π

∫ 1

0

u (x)T ∗0 (x)√
x− x2

dx, ci =
2

π

∫ 1

0

u (x)T ∗i (x)√
x− x2

dx, i ∈ N∗. (3.6)

Pour des raisons pratiques, nous prenons seulement les premiers (m + 1)-termes de T ∗n (x) qui
est donnée :

um (x) =
m∑
i=0

ciT
∗
i (x) . (3.7)

3.3 Évaluation du dérivée fractionnaire de Caputo en utilisant
T ∗n (x)

La principale formule approximative de la fonction um (x) donnée en (3.7) est présentée dans
le théorème suivant.

Théorème 3.1 (19). Soit um (x) une approximation de u (x) par des polynômes de Tchebychev décalés
de la première espèce donnée par (3.7). Alors, pour tout α > 0 nous avons :

cDα (um (x)) =
m∑

i=[α]+1

i−[α]−1∑
k=0

ciN (α)
i,k x

i−k−α, (3.8)

où [α] est la partie entière de α et N (α)
i,k est donné par :

N (α)
i,k = (−1)k

22i−2kiΓ (2i− k) Γ (i− k + 1)

Γ (k + 1) Γ (2i− 2k + 1) Γ (i− k + 1− α)
. (3.9)
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Démonstration. En utilisant la linéarité de la dérivée fractionnaire de Caputo donnée par (3.1)
et la définition de la fonction d’approximation um (x) donné par (3.7), on obtient

cDαum (x) =
m∑
i=0

ci
cDαTi (x) . (3.10)

D’après (3.2), (3.3) et (3.4) on trouve

cDαTi (x) =
i∑

k=0

(−1)k 22i−2k iΓ (2i− k)

Γ (k + 1) Γ (2i− 2k + 1)
cDα

(
xi−k

)
,

=

i−[α]−1∑
k=0

(−1)k 22i−2k iΓ (2i− k) Γ (i− k + 1)

Γ (k + 1) Γ (2i− 2k + 1) Γ (i− k + 1− α)
xi−k−α,

(3.11)

où i = [α] + 1, [α] + 2, . . . ,m. Mais, le polynôme T ∗i (x) est de degré i, donc

cDαT ∗i (x) = 0 pour tout i = 0, 1, . . . , [α] . (3.12)

En combinant (3.10)-(3.12), on obtient

cDαum (x) =
m∑

i=[α]+1

i−[α]−1∑
k=0

ci (−1)k 22i−2k iΓ (2i− k) Γ (i− k + 1)

Γ (k + 1) Γ (2i− 2k + 1) Γ (i− k + 1− α)
xi−k−α

=
m∑

i=[α]+1

i−[α]−1∑
k=0

ciN (α)
i,k x

i−k−α

qui est le résultat souhaité.

Exemple 3.1. On considère la formule (3.8) avec um (x) = x2, m = 2 et α = 1/2. la série de
Tchebychev décalé de x 7→ x2 est donnée par :

x2 =
3

8
T ∗0 (x) +

1

2
T ∗1 (x) +

1

8
T ∗2 (x) . (3.13)

En utilisant (3.3), on obtient

cD1/2
(
x2
)

=
Γ (3)

Γ (5/2)
x3/2 =

8

3
√
π
x3/2.

Avec Théorème 3.1, on obtient

cD1/2
(
x2
)

= c1N (α)
1,0 x

1/2 + c2N (α)
2,0 x

3/2 + c2N (α)
2,1 x

1/2. (3.14)

Avec (3.13), (3.6) et (3.9), on obtient

c1 = 1/2, c2 = 1/8, N (α)
1,0 = 4/

√
π, N (α)

2,0 = 64/3
√
π et N (α)

2,1 = −16/
√
π. (3.15)
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De (3.14) et (3.15), on obtient

cD1/2
(
x2
)

=
8

3
√
π
x3/2.

3.4 Analyse des erreurs

L’objectif de cette section est d’étudier l’erreur de troncature et l’analyse de convergence.

Théorème 3.2 (Théorème de convergence uniforme). Soit u ∈ L2 (0, 1) une fonction deux fois
différentiable avec la deuxième dérivée est bornée sur [0, 1] c’est à dire

∃M > 0, ∀x ∈ [0, 1] : |u′′ (x)| ≤M.

Si u (x) =
+∞∑
i=0

ciT
∗
i (x), alors la suite des sommes partielles (um (x)) avec um (x) =

m∑
i=0

ciT
∗
i (x)

converge uniforme vers u (x) sur [0, 1].

Démonstration. En utilisant le changement de variable 2x− 1 = cos (θ) dans (3.6), on obtient :

ci =
2

π

∫ 1

0

u (x)T ∗i (x) dx√
x− x2

=
2

π

∫ π

0

u (cos (2θ)) cos (iθ) dθ

Avec l’intégration par partie deux fois, on obtient :

ci =
4

π

∫ π

0

u′′ (cos (2θ)) δi (θ) dθ,

où

δi (θ) =

[
sin (i− 2) θ

i (i− 2)
− sin (i+ 2) θ

i (i+ 2)

]
sin (2θ) .

Donc, nous avons :

|δi (θ)| ≤
4M

π

∫ π

0

|δi (θ)| dθ ≤
8M

i2 − 4
.

D’autre part, on a :

|u (x)− um (x)| ≤
+∞∑

i=m+1

|ci| |T ∗i (x)| ≤
+∞∑

i=m+1

|ci| ≤
+∞∑

i=m+1

8M

i2 − 4
.

Alors,
+∞∑
i=3

4M

i2 − 4
est une série numérique convergente, donc le reste de cette série est converge

vers zéro. Par conséquent, la suite des sommes partielles (um (x)) converge uniformément vers
u (x) sur [0, 1].
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3.5 Méthode collocation de Tchebychev

Dans cette section, nous appliquons la méthode de collocation de Tchebychev pour résoudre
numériquement le problème (1)-(2).

3.5.1 Cas linéaire

Soit F (t, u (t)) = u (t). De (2.1), (3.7) et Théorème 3.1 nous avons :

m∑
i=1

i−1∑
k=0

ciN (α)
i,k x

i−k−α = g (x) +
m∑
i=0

∫ x

0

K (x, t) ciT
∗
i (t) dt (3.16)

En remplaçant dans (3.16) la variable x par m racine xp définie par (3.5), on obtient :

m∑
i=1

i−1∑
k=0

ciN (α)
i,k x

i−k−α
p = g (xp) +

m∑
i=0

ci

∫ xp

0

K (xp, t)T
∗
i (t) dt. (3.17)

Avec le changement de variable τ = 2
xp
t− 1, (3.17) devient :

m∑
i=1

i−1∑
k=0

ciN (α)
i,k x

i−k−α
p = g (xp)

+
xp
2

m∑
i=0

ci

∫ 1

−1

K
(
xp,

xp
2

(τ + 1)
)
T ∗i

(xp
2

(τ + 1)
)
dτ.

(3.18)

En utilisant la formule d’intégration de Gauss-Tchebychev, on obtient :

m∑
i=1

i−1∑
k=0

ciN (α)
i,k x

i−k−α
p = g (xp)

+
xp
2

m∑
i=0

ci

m∑
q=0

ωqK
(
xp,

xp
2

(τq + 1)
)
T ∗i

(xp
2

(τq + 1)
)√

1− τ 2
q ,

(3.19)

où τq sont m+ 1 racines de polynômes de Tchebychev Tm+1 (τ) définies par

τq = cos

(
2q + 1

2m+ 2
π

)
et ωq sont les fonctions points correspondantes définies par :

ωq =
π

m+ 1
.

D’après (2.2) et (3.7), nous avons :

a
m∑
i=0

ciT
∗
i (0) + b

m∑
i=0

ciT
∗
i (1) = 0. (3.20)
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Le système (3.19)-(3.20) est un système d’équations algébriques linéaire.

Exemple 3.2.{
D1/3u (x) = 3

√
π

4Γ(13/6)
x7/6 − 2

63
x9/2 (9 + 7x2) +

∫ x
0

(xt+ x2t2)u (t) dt,

au (0) + bu (1) = 0, avec a = 1, b = 0.

La solution exacte est donnée par u (x) = x3/2. Nous appliquons la méthode collocation de
Tchebychev pour m = 3,

u3 (x) =
3∑
i=0

ciT
∗
i (x) .

En utilisant le système linéaire (3.19), nous calculons la solution approchée u3 (x). Avec un pro-
gramme sur Matlab, la solution approchée et la solution exacte sont données par Figure 3.1.

FIGURE 3.1 – Solutions exactes et approchées de l’exemple 3.2 pour m = 3.

La variation d’erreur absolue est donnée par Figure 3.2.
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FIGURE 3.2 – Variation d’erreur absolue de l’exemple 3.2.

Exemple 3.3. {
D1/2u (x) =

√
x

Γ(3/2)
− 2x3/2

Γ(5/2)
− x3

6
+ x4

12
+
∫ x

0
(x− t)u (t) dt,

u (0) + u (1) = 0.

La solution exacte est donnée par u (x) = x − x2. Nous appliquons la méthode collocation de
Tchebychev pour m = 3,

u3 (x) =
3∑
i=0

ciT
∗
i (x) .

En utilisant le système linéaire (3.19), nous calculons la solution approchée u3 (x). Avec un pro-
gramme sur Matlab, la solution approchée et la solution exacte sont données par Figure 3.3.
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FIGURE 3.3 – Solutions exactes et approchées de l’exemple 3.3 pour m = 3.

La variation d’erreur absolue est donnée par Figure 3.4.
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FIGURE 3.4 – Variation d’erreur absolue de l’exemple 3.3.

3.5.2 Cas non linéaire

Soit F (t, u (t)) = (u (t))s avec s ∈ R∗+ et s 6= 1. En utilisant (2.1), (3.7) et Théorème 3.1 nous
obtenons :

m∑
i=1

i−1∑
k=0

ciN (α)
i,k x

i−k−α = g (x) +

∫ x

0

K (x, t)

[
m∑
i=0

ciT
∗
i (t)

]s
dt (3.21)

En remplaçant dans (3.21) la variable x par m racine xp définie par (3.5), on obtient :

m∑
i=1

i−1∑
k=0

ciN (α)
i,k x

i−k−α
p = g (xp) +

∫ xp

0

K (xp, t)

[
m∑
i=0

ciT
∗
i (t)

]s
dt. (3.22)

Avec le changement de variable τ = 2
xp
t− 1, (3.22) devient :

m∑
i=1

i−1∑
k=0

ciN (α)
i,k x

i−k−α
p = g (xp)

+
xp
2

∫ 1

−1

K
(
xp,

xp
2

(τ + 1)
)[ m∑

i=0

ciT
∗
i

(xp
2

(τ + 1)
)]s

dτ.

(3.23)
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En utilisant la formule d’intégration de Gauss-Tchebychev, on obtient :

m∑
i=1

i−1∑
k=0

ciN (α)
i,k x

i−k−α
p = g (xp)

+
xp
2

m∑
q=0

ωqK
(
xp,

xp
2

(τq + 1)
)[ m∑

i=0

ciT
∗
i

(xp
2

(τq + 1)
)]s√

1− τ 2
q ,

(3.24)

où τq sont m+ 1 racines de polynômes de Tchebychev Tm+1 (τ) définies par

τq = cos

(
2q + 1

2m+ 2
π

)
et ωq sont les fonctions points correspondantes définies par :

ωq =
π

m+ 1
.

Soit F = (F1 (c0, c1, . . . , cm) , F2 (c0, c1, . . . , cm) , . . . , Fm+1 (c0, c1, . . . , cm))T : Rm+1 → Rm+1 une
fonction définie par :

Fp (c0, c1, . . . , cm) =
m∑
i=1

i−1∑
k=0

ciN (α)
i,k x

i−k−α
p − g (xp)

− xp
2

m∑
q=0

ωqK
(
xp,

xp
2

(τq + 1)
)[ m∑

i=0

ciT
∗
i

(xp
2

(τq + 1)
)]s√

1− τ 2
q ,

(3.25)

où p = 1, 2, . . . ,m, et

Fm+1 (c0, c1, . . . , cm) =
m∑
i=0

[aT ∗i (0) + bT ∗i (1)] ci. (3.26)

La matrice jacobienne de la fonction F est définie par :

A = JF (c0, c1, . . . , cm) = (api) , p = 1, 2, . . . ,m+ 1, i = 0, 1, . . . ,m, (3.27)

où

api =
∂Fp (c0, c1, . . . , cm)

∂ci
=

m∑
i=1

i−1∑
k=0

N (α)
i,k x

i−k−α
p

− xp
2

m∑
q=0

ωqK
(
xp,

xp
2

(τq + 1)
)
sT ∗i

(xp
2

(τq + 1)
)[ m∑

k=0

ckT
∗
k

(xp
2

(τq + 1)
)]s−1√

1− τ 2
q

et

a(m+1)i =
m∑
i=0

[aT ∗i (0) + bT ∗i (1)]
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Le système (3.24) et (3.20) est un système d’équations algébriques non linéaires. Pour résoudre
ce système, on utilise la méthode de Newton.

Algorithme 2 (Méthode de Newton)

1: Initialisation : V 0 = (c0
0, c

0
1, . . . , c

0
m)

T , B0 = F (c0
0, c

0
1, . . . , c

0
m) et ε > 0 sont donnés.

2: Itération : Résoudre le système linéaire

A
(
V k+1 − V k

)
= −Bk. (3.28)

3: Test d’arrêt : Si
∥∥Bk+1

∥∥ < ε stop.

Exemple 3.4. Soit le problème suivant :{
cD3/4u (x) = g (x) +

∫ x
0
xt (u (t))4 dt, 0 < x < 1,

u (0) + u (1) = 0,

où

g (x) =
1

Γ (1/4)

(
32

5
x5/4 − 4x1/4

)
+
x11

10
+

4x10

9
− 4x9

3
+

4x8

7
+
x7

6
.

La solution exacte est donnée par u (x) = x2 − x. Nous appliquons la méthode de Newton avec
m = 2 pour calculer la solution approchée u2 (x). Avec un programme sur Matlab, la solution
approchée et la solution exacte sont données par Figure 3.5.

c©2020, N. NEDJAI Équations intégro-différentielle de type Volterra d’ordre fractionnaire



3.5. MÉTHODE COLLOCATION DE TCHEBYCHEV 46

FIGURE 3.5 – Solutions exactes et approchées de l’exemple 3.4 pour m = 2.

La variation d’erreur absolue est donnée par Figure 3.6.
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FIGURE 3.6 – Variation de l’erreur absolue pour l’exemple 3.4.

Exemple 3.5. On considère l’équation intégro-différentielle de Volterra fractionnaire suivante :

cDαu (x) = −1 +

∫ x

0

(u (t))2 dt, 0 < x < 1, 0 < α ≤ 1,

avec la condition initiale suivante : u (0) = 0. Nous appliquons la méthode de Newton avec
m = 2 pour calculer la solution approchée u2 (x). Avec un programme sur Matlab, la solution
approchée pour α = 0.7, 0.8, 0.9, 1 sont données par Figure 3.7.
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FIGURE 3.7 – Solution approchée de l’exemple 3.5 pour m = 2 et α = 0.7, 0.8, 0.9, 1.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié une classe d’équations intégro-différentielles fraction-
naires de type Volterra avec une condition au limite non locale. Ce travail se déroule en deux
étapes :

3 Existence et unicité : nous avons démontré un résultat d’existence et d’unicité de la solu-
tion du problème (1)-(2) en utilisant le théorème de point fixe.

3 Étude numérque : nous avons proposé une approche numérique basée sur les polynômes
de Tchebychev décalés de la première espèce pour résoudre le problème (1)-(2). La fonc-
tion inconnue est écrite comme une série de Tchebychev avec des m termes. Le problème
(1)-(2) est réduit à un système d’équations algébriques linéaires ou non linéaire suivant
la fonction F en utilisant les propriétés des polynômes de Tchebychev et la méthode
d’intégration de gauss-Tchebychev. Une attention particulière est accordée à l’étude de
la convergence de la méthode proposée. Dans ce cas, la méthode de Newton est appli-
quée pour résoudre ce système. Enfin, deux exemples numériques sont présentés pour
confirmer la fiabilité et l’efficacité de cette approche numérique.

Comme perspectives, nous avons prévu le sujet de recherche suivant : Étude une classe d’équa-
tions intégro-différentielles fractionnaires suivante :

Dαu (x) = g (x)u (x) + f (x) +

∫ x

0

K (x, t, u (t)) dt, 1 < α < 2, 0 < x < 1,

avec les conditions aux limites non locales :{
au (0) + bu (1) = c,

a′u′ (0) + b′u′ (1) = c′,

où g, f et K sont des fonctions continues, et a, b, c, a′, b′, c′ sont des réels avec a + b 6= 0 et
a′ + b′ 6= 0.
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D ans ce mémoire, nous avons étudié une classe d’équations intégro-différentielles fractionnaires de
type Volterra avec une condition a la limite non locale. D’abord, nous avons démontré un résul-

tat d’existence et d’unicité de la solution de ce problème en utilisant le théorème de point fixe. Une
approche numérique proposé basée sur les polynômes de Tchebychev décalés de la première espèce
pour résoudre ce problème. La fonction inconnue est écrite comme une série de Tchebychev avec des
m termes. Notre problème est réduit à un système d’équations algébriques linéaires ou non linéaire sui-
vant la fonction F en utilisant les propriétés des polynômes de Tchebychev et la méthode d’intégration
de Gauss-Tchebychev. Une attention particulière est accordée à l’étude de la convergence. Dans ce cas, la
méthode de Newton est appliquée pour résoudre ce système. Enfin, quatre exemples numériques sont
présentés pour confirmer la fiabilité et l’efficacité de cette approche numérique.

Mots-Clés : Équation intégro-différentielle fractionnaire de type Volterra, Théorème de point fixe,
Méthode de Newton, Méthode de Gauss-Tchebychev, Polynômes de Tchebychev.

I n this memoir, we have studied a class of fractional Volterra integro-differential equations with non-
local boundary condition. First, we have proved a result of existence and uniqueness of the solution

of this problem in a useful fixed point theorem. A proposed numerical approach based on shifted Cheby-
shev polynomials of the first kind to solve this problem. The unknown function is written as a Chebyshev
series with m terms. Our problem is reduced to a system of linear or nonlinear algebraic equations follo-
wing the function F using the properties of Chebyshev polynomials and the gauss-Chebyshev method.
Particular attention is given to the study of convergence. In this case, Newton’s method is applied to
solve this system. Finally, four numerical examples are presented to confirm the reliability and efficiency
of this numerical approach.

Keywords : Fractional Volterra integro-differential equation, Fixed point theorem, Newton’s method,
Gauss-Chebyshev method, Chebyshev polynomials.


	Rappel sur des outils mathématiques
	Fonctions Mathématiques Utiles
	Fonction Gamma
	Fonction Bêta

	Intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville
	Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville
	Dérivées fractionnaires au sens de Caputo
	Théorème du point fixe de Banach
	Méthode de Newton
	Polynômes de Tchebychev de la première espèce
	Méthode d'intégration de Gauss-Tchebychev

	Existence et unicité
	 Position du problème 
	 Problème d'équivalence 
	 Existence et Unicité 

	Étude numérique
	Propriétés du dérivée fractionnaire de Caputo
	Polynômes de Tchebychev décalés T*n(x)
	Évaluation du dérivée fractionnaire de Caputo en utilisant T*n(x)
	Analyse des erreurs
	Méthode collocation de Tchebychev
	Cas linéaire
	Cas non linéaire



