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Introduction

Les problémes de contact, qu’ils impliquent ou non du frottement, entre des corps dé-
formables ou non, jouent un role crucial dans de nombreux domaines, tant industriels que
quotidiens. Par exemple, dans le secteur ferroviaire, le contact entre la roue et le rail, dans
I'industrie automobile, I’étude des caractéristiques d’adhérence entre le pneu et la route
ainsi que les tests de collision, dans le génie civil, ot il est essentiel d’estimer les contraintes
subies par les matériaux constituant les ponts ou les gratte-ciels, dans les mouvements des
plaques tectoniques, et méme dans le domaine de ’aéronautique, ne serait-ce que pour les
propriétés d’absorption des chocs des trains d’atterrissage.

Etant donnée I'importance et la diversité de ces phénomenes, d’importantes études ont
été menées. Ainsi, la littérature sur la mécanique du contact est vaste, couvrant des sujets
allant de la modélisation & ’analyse mathématique et a ’approximation numérique des
problémes de contact. La théorie générale de la mécanique du contact a débuté avec la
monographie de Duvaut et Lions [13], qui a présenté des formulations variationnelles initiales
des problémes et a démontré des résultats d’existence et d’unicité. D’autres références
incontournables incluent de [40], [41], [29] et [27].

La condition de contact sans frottement est souvent adoptée dans plusieurs références
pour simplifier 'analyse de certains modéles. Parallélement, la loi de frottement la plus
couramment utilisée dans la littérature est la loi de Coulomb, énoncée pour la premiere
fois par Amontons en 1699. Cette loi, exprimée sous forme d’inégalités, se caractérise
principalement par sa capacité & décrire le phénomeéne "adhérence-glissement". Diverses
versions dépendantes de la loi de Coulomb ont également été largement employées, a la fois

dans la littérature technique et mathématique, comme cela est expliqué dans [50].
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Outre les phénoménes susmentionnés, il existe d’autres aspects réels d’une grande im-
portance tels que 'endommagement des matériaux, ['usure, la lubrification, ’adhésion entre
les corps, ainsi que les effets mécaniques, physiques et chimiques a différentes échelles.
L’endommagement, en particulier, joue un role crucial en ingénierie car il influe directement
sur la structure des machines. Une littérature abondante est consacrée a ce sujet, avec des
modeéles mathématiques qui prennent en compte 'impact de I’endommagement interne des
matériaux.

Des modeles d’endommagement ont été développés dans [15] a partir du principe de la
puissance virtuelle. L’analyse mathématique de ces problémes, notamment en dimension
un, peut étre trouvée dans [18,19,20]. La fonction d’endommagement /3 varie entre 0 et 1.
Lorsque g =1, il n’y a pas d’endommagement dans le matériau, tandis que lorsque 5 = 0,
le matériau est complétement endommagé. Pour 0 < f < 1, 'endommagement est partiel
(17,22, 25,30, 32, 36,45, 53].

L’usure est un probléeme majeur dans le domaine des matériaux. Lorsque deux corps
entrent en contact avec frottement et glissement, les surfaces en contact subissent une usure,
la surface la plus rigide s’usant de maniére plus significative que 'autre surface. Les par-
ticules perdues des surfaces en contact forment alors une fine couche entre les deux corps.
Des expériences ont montré que cette couche ainsi formée pouvait avoir un effet bénéfique
sur les phénomeénes de contact en améliorant le glissement. Il peut méme se produire un
enfoncement de 1'un des corps dans l'autre, entrainant I’apparition d’aspérités.

La modélisation de 'usure devrait évidemment prendre en compte de nombreux parameétres,
tels que les propriétés et la rugosité des corps via les lois de constitution, la température, les
vitesses des corps, ainsi que de nombreux autres parametres. Les premiéres modélisations
incluant des lois de frottement et d’usure prenant en compte la thermodynamique peuvent
étre trouvées dans [2,27, 31,43, 46,49, 51, 52], ainsi que dans [15].

Les matériaux piézoélectriques, découverts au début du siécle par les époux Curie, sont
des diélectriques particuliers capables de convertir I’énergie de déformation élastique en
énergie électrique, et inversement. La piézoélectricité se manifeste par la capacité de certains

matériaux a se polariser lorsqu’ils sont soumis & une contrainte mécanique, générant ainsi une
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charge a leur surface proportionnelle a la déformation subie. L’effet piézoélectrique inverse
se produit lorsqu’une déformation est obtenue par 'application d’un champ électrique.

De maniére plus générale, 'effet direct de la piézoélectricité peut étre exploité dans la
fabrication de capteurs (comme les capteurs de pression, par exemple), tandis que I'effet in-
verse permet la réalisation d’actionneurs (tels que les injecteurs & commande piézoélectrique
en automobile ou les nanomanipulateurs).

L’utilisation de la piézoélectricité a connu une expansion remarquable ces derniéres an-
nées et continue de croitre. La capacité de ces matériaux & convertir ’énergie mécanique
en énergie électrique, et vice versa, représente une valeur inestimable pour les transducteurs
acoustiques, 1’échographie médicale, ainsi que pour la haute précision des pompes et des
moteurs.

Les performances élevées des matériaux piézoélectriques ont également ouvert de nou-
velles perspectives en termes de "récupération d’énergie", permettant d’utiliser le mou-
vement ambiant et les vibrations pour produire de l’électricité dans des situations ou
I'utilisation de piles ou d’autres sources d’énergie est impraticable ou non disponible [6, 8,9, 13, 23, 47].

Un phénomeéne distinct sera abordé dans cette thése, portant sur le contact accompagné
d’effets thermiques. En effet, les processus de contact et de friction sont souvent associés
a une production de chaleur, qui peut parfois étre significative. Par exemple, un freinage
soudain d’un véhicule peut engendrer une dissipation énergétique importante sous forme de
chaleur. Cet effet thermique dans les interactions de contact modifie la structure et la rigidité
des surfaces et génére des contraintes thermiques dans les corps en contact. L’influence de
la chaleur sur les propriétés mécaniques des surfaces peut étre partiellement intégrée en
supposant, par exemple, que le coefficient de friction varie avec la température, comme
indiqué dans [43]. Les modeéles thermodynamiques requiérent généralement quatre éléments

une condition de génération de chaleur, une condition de transfert thermique entre le
corps et son support, une relation constitutive et I’équation de 1’énergie. Ces modéles ont
fait ’objet de développements récents dans [16, 22, 31, 48, 55]. Les problématiques de contact
dynamique avec endommagement ont été analysées par Andrews, Kuttler, et Shillor [3] dans

un cadre unidimensionnel pour des corps thermo-viscoélastiques. L’existence d’une solution
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pour un probléme thermo-élastique avec frottement a été démontrée pour la premiére fois
par Figueredo et Trabucho [21].

L’objet de cette these est de proposer une contribution & I’étude mathématique de
quelques problémes de contact entre un corps déformable et une fondation. Sous I’hypothese
des petites déformations, nous étudions des processus quasi-statiques et dynamiques pour
des matériaux élasto-viscoplastiques, thermo-viscoélastique et électro-viscoélastique. Les
conditions aux limites sont du type compliance normale sans adhésion. Les lois de frotte-
ment utilisés sont des versions de la loi de Coulomb sans adhésion. Les conditions électriques
sont introduites dans les cas ou la fondation est conductrice, pour lesquels nous couplons &
la fois 'endommagement du matériau et I'usure ou 'endommagement et 'effet thermique.
Notre étude des phénomeénes de contact comprend les étapes suivantes : la modélisation
mathématique, 'analyse variationnelle incluant des résultats d’existence et d’unicité de la
solution faible . Ce manuscrit comporte deux parties, et est congu comme suit.

Dans la premiere partie, nous introduisons des notions générales pour une bonne com-
préhension des problémes traités dans la suite. Nous commencons par la description des lois
de comportement des différents matériaux, ainsi que les conditions aux limites. Nous rap-
pelons ensuite ’analyse fonctionnelle et les espaces des fonctions & valeurs vectorielles, nous
passons en revu quelques résultats fondamentaux d’analyse concernant les équations, les
inéquations variationnelles et les inéquations hémi-variationnelles elliptique ou parabolique
. En complément, nous présentons les lemmes de Gronwall et le théoréme de point fixe de
Banach.

La deuxiéme partie contient les chapitres 3 a 6 et représente la partie principale de

cette theése. Elle est consacrée a la modélisation et a ’analyse des problémes de contact

avec ou sans frottement.

Dans le troisiéeme chapitre, nous nous intéressons a 1’étude d’un modele mathématique
de contact sans frottement entre un orps des matériaux élasto-viscoplastique et une base
déformable dans un processus quasi-statique. Le contact est modélisé par une compli-
ance normale, la loi de comportement est élasto-viscoplastique avec variable interne d’état
qui décrit 'endommagement du matériau causé par les déformations élastiques. Nous ex-

posons les formulations mathématique et variationnelle du probléme. On établit aussi les
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résultats principaux concernant l’existence et 'unicité de la solution faible. La démonstra-
tion est basée sur des arguments des équations non linéaires avec opérateurs monotones,
d’inéquations paraboliques et des arguments de point fixe.

Au quatriéme chapitre porte sur I’étude mathématique d’un probléme de contact avec
frottement pour des matériaux élasto-viscoplastique dans un processus dynamique. Le con-
tact étant avec une base déformable et mobile, il est modélisé par réponse normale instan-
tanée impliquant I'usure. La loi de comportement est élasto-viscoplastique avec variable
interne d’état qui décrit 'endommagement du matériau causé par les déformations plas-
tiques. Pour ce probléme ,aprés avoir établi la formulation variationnelle et aprés avoir posé
les hypothéses nécessaires , un résultat d’existence et d’unicité de la solution faible a été
établi . Les démonstrations sont basées sur les inéquations variationnelles paraboliques de
premier et deuxiéme types et des arguments de point fixe.

Le chapitre 5 aborde une analyse variationnelle d’un probléme dynamique décrivant le
contact avec frottement entre un corps thermo-viscoélastique et une fondation déformable.
Le contact est modélisé avec une compliance normale et frottement. Le matériau est thermo-
viscoélastique avec une longue mémoire et endommagement. Ce qui est nouveau ici, ¢’est que
la température a la surface de contact entre le corps et la fondation est prise en compte. Un
résultat d’existence et d’unicité de la solution faible a été prouvé . La démonstration est basé
sur des arguments de résultats classiques pour les inégalités variationnelles paraboliques du
premier et du second type, sur une équation d’évolution du premier ordre et des arguments
de point fixe. Ce travail est sanctionné par une publication [08].

Dans le quatriéme et dernier probléme de cette partie , Nous abordons un probléme
de contact avec frottement pour des matériaux électro-viscoélastiques dans un processus
dynamique. La nouveauté du modeéle réside dans le choix d’une loi de frottement sous-
différentielle des surfaces de contact. Le probléme se formule comme un systéme formé
par une inéquation hémi-variationnelle hyperbolique par rapport au champ de déplacement,
une inéquation hémi-variationnelle elliptique par rapport au champ potentiel électrique. Des
résultats d’existence et d’unicité de la solution ont été considérés en utilisant la théorie des

inéquations hémi-variationnelles, et des arguments de point fixe.
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Notations
Q) un domaine borné dans R4(d = 1,2, 3), on
Q la cloture de €.
r la bordure de €2 présumée réguliére.
I, (i=1,3) un segment mesurable du bord T.
mes 'y la mesure unidimensionnelle de Lebesgue de I';.
v le vecteur normal externe unitaire a I'.
V,,V, les composantes normale et tangentielle d’un vecteur v.
C (ﬁ) 'ensemble des fonctions continues sur
o (ﬁ) I’ensemble des fonctions dont les dérizées
jusqu’a l'ordre k£ € N* sont dans C' (Q) .
> (@) N C* ().
5 (ﬁ) I’ensemble des fonctions infiniment différentiables & support compact sur 2.
() I’espace des fonctions mesurables sur €2
tel que [, [v|" dz < 400, p € [1,+00]
I’espace des fonctions mesurables sur €2
L= (@) tel que meis%}‘:() sup |v(z)] < +oo, p € [1,+0o0|
MCQ wEQ\M
-l 2o la norme sur L? (), p € [1,400]
D) I’ensemble des fonctions réelles infiniment différentiables &
support compact inclus dans €2
D’ (ﬁ) I’espace des distributions sur 2
si H est un espace de Hilbert réel et d € N*, on utilise les notations suivantes
H lespace {x = (x;) /z; € H}
Hdxd lespace {x = (24;) /xij = x;j € H}
() le produits calaire de H
.1 la norme de H
H' Iespace dual de H
(S P le produit dualité entre H' x H
Vi la fonction indicatrice de k C H
2K I’ensemble de toutes les parties de k



Notations

Pour une fonctions f, on note

dom f le domaine de f.

supp f le support de f.

f , f les dérivés premiére et seconde de f par rapport au temps.
o f la dérivée partielle de f par rapport a laitme composante ;.
Vf le gradient de f.

e(f) la partie symétrique du gradient de f qui vaut (Vf + V7 f)
Div f la divergence de f

of le sousdifférentiel (classique)de f.

Si X et Y sont deux espaces de Hilbert réels, on note par
L(X,Y) Tespace des applications linéaires et continues de X dans Y.

|.|£(X ,, lamnorme de L(X,)Y).
On dresse mainte nant le reste de la liste des notations et les conventions utilisées le long

de cette
these.

a le champ des vitesses.
i le le champ des accélérations.
u:Qx[0,7] — R? le champ des déplacements.
o:Qx[0,T] =Sy le champ du tenseur des contraintes.
B:02x[0,T] = R le champ d’endommagement.
0:Qx[0,T)] - Ry le champ de température.
D:Qx[0,T] —R? le champ des déplacements électriques.
0:Qx[0,T] = R le champ potentiel électrique.
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Chapitre 1

Modélisation des problémes de
contact et préliminaires sur ’analyse

fonctionnelle

Ce chapitre est dédié¢ a 'introduction et & la formulation des problémes mécaniques qui
seront abordés par la suite, ainsi qu’a un rappel des notions principales de la mécanique
des milieux continus et de ’analyse fonctionnelle nécessaire pour la compréhension de cette
these. Dans ce chapitre nous présentons le cadre physique des problémes étudiés, puis nous
discutons des lois de comportement des divers matériaux, telles que la loi constitutive élasto-
viscoplastique non linéaire avec endommagement, la loi thermo-élasto-viscoplastique avec
mémoire longue et endommagement, ainsi que la loi électro-viscoélastique. Nous évoquons
ensuite les différents types de conditions aux limites, avec ou sans frottement. Pour conclure,
nous introduisons un rappel bref mais essentiel concernant les espaces fonctionnels & valeurs
vectorielles, les inéquations variationnelles, quasi-variationnelles et hémivariationnelles, ainsi

que le théoréme du point fixe..



1.1. Modélisation des problémes élasto-viscoplastique et thermo-viscoélastique

1.1 Modélisation des problémes élasto-viscoplastique

et thermo-viscoélastique

1.1.1 Cadre physique.

Nous considérons le cadre physique général que nous décrivons dans ce qui suit. Un corps
déformable occupe, dans la configuration de référence, un domaine borné Q C R? (d = 2, 3)
frontiere réguliere 02 = I' | supposé étre Lipschitz. On note v = (v;) le vecteur normal
unitaire extérieur et par x =(z;) € Q = Q U T le vecteur position. Ici et ci-dessous,
les indices i, j, k,l cours de 1 & d ; un index qui suit une virgule indique un dérivé avec
par rapport a la composante correspondante de la variable spatiale x et a la somme une
convention sur les indices répétés est adoptée. On note Sy I’espace des tenseurs symétriques
du second ordre sur R? ou, de maniére équivalente, I'espace des matrices symétriques d’ordre
d. Nous rappelons que les produits internes canoniques et les normes correspondantes sur

R “et Sy sont donnés par

1
uv = wyv;, |v[=v)?2 Yu=(u),v=_(y)cR
1
oT = 047y, |7 =(T.7)2 Vo =(0y), T =(1i) € Sa,
respectivement.

Nous supposons également que la frontiére est composée de trois parties mesurables
'y, Ty et ', tel que mesI’y > 0. Le corps est encastré sur I'; dans une structure fixe, et des
tractions de surface de densité f; dépendant du temps agissent sur I's. Le corps est, ou peut
arriver, en contact sur I's avec un obstacle, dit fondation. A chaque instant I's est divisé
en deux parties : une partie ou le corps et la fondation sont en contact et 'autre partie
ou ils sont séparés. La frontiére de la partie contact est une frontiére libre, déterminée par
la solution du probléme. Nous supposons que dans la configuration de référence, il peut y
avoir un interstice, noté go, entre I's et la fondation, qui est mesuré le long de la normale
extérieure v. Nous nous intéressons aux modeles mathématiques qui décrivent 1’évolution
de I'état mécanique du corps pendant U'intervalle de temps [0, 7], avec T" > 0. A cet effet,
on note 0 = o (x,t) = (0;; (z,t)) le champ de contraintes et par u = u (x,t) = (u; (z,1)) le

champ de déplacement o, ici et ci-dessous, ¢t désigne la variable temps.
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1.1. Modélisation des problémes élasto-viscoplastique et thermo-viscoélastique

Les fonctions u : 2% [0,7] — R? et o : Qx [0,T] — S, jouera le role des inconnues
du probléme de contact. De temps en temps, nous supprimons la dépendance explicite de
diverses quantités a la variable spatiale x, ou a la fois & x et a t ; c’est-a-dire que lorsque cela
convient, nous écrivons o (t) et u(t), ou méme o et u. Nous utiliserons ce cadre physique
dans les chapitres 3, 4 et 5 de la these.

Avant la description des modeéles mathématiques associées au cadre physique présenté
cidessus, nous devons décrire la condition aux limites sur I'3. Celles-ci se divisent naturelle-
ment entre les conditions dans la direction normale et celles dans les directions tangentielles.
Pour les décrire nous utilisons les indices v et 7 pour représenter la composante normale
et la partie tangentielle des vecteurs et tenseurs. Par exemple, les déplacements normal et

tangentiel sont donnés par

u, = uv, u, = u— u,v. (1.1.1)

Nous utilisons des notations similaires pour les composantes normale et tangente du champ

de vitesse u sur la frontiére, définie par

1, = uv, i, =0u-— . (1.1.2)
On note par 0, et o, les composantes normales et tangentielles du champ de contraintes o
sur la frontiére, ¢’est-a-dire

o, = (ov).v, o, =0V —0,V. (1.1.3)

La composante o, représente la contrainte tangentielle ou la force de frottement sur la
surface de contact I's. Evidemment, nous avons les relations d’orthogonalité v,.v = 0,

o,.v =0 et, de plus, la formule de décomposition suivante est vraie

(ov).v = (o,v+0,). (Vv +V,)=0,V,+0,.V,, (1.1.4)

Cette formule est utilisée dans les chapitres suivants de cette thése, afin d’en dériver la

formulation variationnelle de différents problémes de contact.
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1.1. Modélisation des problémes élasto-viscoplastique et thermo-viscoélastique

1.1.2 Equations de mouvement et d’équilibre.

L’équation du mouvement qui régit ’évolution de I’état mécanique du corps est décrite par

I’équation du mouvement de Cauchy

Dive = pii—fy dans € x (0,7, (1.1.5)

ol p: 2 — R, est la densité de masse et fy est la densité des forces appliquées, telles

7 est 'opérateur de divergence,

que la gravité ou les forces électromagnétiques. Ici ”Div
c’est-a-dire
Dive = (Uij,j)

80’1']'
Ox; *

et, rappelons-le, 0;;; = Le processus d’évolution défini par (1.1.5) s’appelle processus
dynamique. Dans certaines situations, cette équation peut encore se simplifier. Par exemple,
dans le

cas ou le champ des vitesses u1 varie tres lentement par rapport au temps, le terme pii
peut étre

négligé. Dans ce cas, le processus s’appelle quasistatique et I’équation (1.1.5) s’appelle
I’équation

d’équilibre et devient

Dive + f =0 dans Q x (0,7, (1.1.6)

Les processus modélisés par 1’équation du mouvement (1.1.5) sont appelés processus dy-
namiques. Les processus modélisés par I’équation d’équilibre (1.1.6) sont dits quasistatiques,
Enfin parmi bien d’autres axiomes ou principes de base de la mécanique des milieux

continus, nous citons également la loi de conservation de I’énergie qui est donnée par
0 — div (K,V0) — g = () dans Q x (0,7, (1.1.7)

ol # est le champ de température, K. = (k;;) représente le tenseur de la conductivité
thermique, avec div (K.V0) = (k;;0,); et q(t) est la densité de la source volumique de la

chaleur.
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1.1. Modélisation des problémes élasto-viscoplastique et thermo-viscoélastique

Toutes ces équations citées antérieurement restent insuffsantes a elles seules pour décrire
les mouvements des milieux continus, elles doivent étre complétées par d’autres relations qui

dépendent de comportement du matériau lui méme,ou bien lesdites lois de comportement.

1.1.3 Lois de comportement

Comme nous 'avons noté dans la sous-section précédente, les équations (1.1.1) - (1.1.7) ne
constituent pas une description complete de ’évolution d’un corps continu. Pour obtenir un
modele complet, valable pour un matériau donné, il faut ajouter la loi de comportement du
matériau. Bien qu’elles doivent satisfaire certains axiomes de base et principes d’invariance,
les lois de comportement proviennent principalement de I’expérience. sans parler du sujet des
dommages qui est extrémement important dans l'ingénierie de conception. Nous dévelop-
pons dans cette thése trois lois de comportement des différentes catégories de matériaux,
telles que ; matériau élasto-viscoplastique avec endommagement ,thermo-viscoélastique avec

mémoire longue et endommagement, et électro-viscoélastique.

Lois de comportement élasto-viscoplastique avec endommagement

Une loi de constitutive la plus courante d’un matériau élasto-viscoplastique avec endom-

magement est donné par

o(t) = As(a(t)) + Fe(u(t), 5(t)) + /0 G(o (s) — As=((s)),e(u(s))) ds ; (1.1.8)

ou u désigne le champ de déplacement, o, £(u) le tenseur des contraintes, £(u) est le
tenseur de déformation linéarisé. En outre A est 'opérateur de viscosité, F est 'opérateurs
d’élasticité et dépendant d’endommagement [ et G est une fonction constitutive non linéaire
qui décrit le comportement viscoplastique du matériau. L’évolution du champ d’endommagement

est décrite par

B —EAB + 9oy (8) 3 S(e(w),0); (1.1.9)

ou

Y ={ecH(Q)/0<£<1  pp. dans Q}, (1.1.10)
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1.1. Modélisation des problémes élasto-viscoplastique et thermo-viscoélastique

est 'ensemble des fonctions d’endommagement admissibles .

k est une constante strictement positive, qui représente le coefficient de diffusion mi-
crofissuré, dy est le sous-différentiel de la fonction indicatrice ¢y et S est une fonction
constitutive donnée, dépendant aussi d’endommagement f.

Lorsque G = 0 la loi de constitutive (1.1.8) se réduit a la loi de constitutive viscoélastique
donnée par

o(t) = As(a(t)) + Fe(u(t), 5). (1.1.11)

On cite également parmi les lois élasto-viscoplastiques avec endommagement, une autre loi

de comportement du systéme provoquée par les déformations plastiques. est donné par

t
o(t) = Ae(a(t)) + Fe(u(t)) +/ G(o (s) — As((s)),e(u(s)), B(s)) ds ; (1.1.12)
0
L’endommagement [ est décrit par
B = kAB + Doy (8) 5 S(o — A=(t), =(w), B), (1.2.13)
ou Y défini par (1.1.10).
Loi de comportement thermo-viscoélastique avec mémoire longue et endom-
magement

La loi de comportement d’un matériau thermo-viscoélastique avec mémoire longue et en-

dommagement donné par

o (t) = Ae(a(t)) + Fe(u(t)) + /0 M(t — s,e(u(s)), 3(s), 0(s))ds (1.1.14)

ol u est le champ de déplacement, o et £(u) sont respectivement la contrainte et le
tenseur de déformation linéarisé. Ici A et F sont des opérateurs décrivant respective-
ment les propriétés purement visqueuses et élastiques du matériau. M est une fonction
de comportement non linéaire générale qui dépend de la variable d’état interne 3 décrivant
I’endommagement du matériau et de la température ¢. L’évolution de I’endommagement

dans le matériau est décrite par I'inclusion suivante

B — EAB 4 0oy () 2 S(e(u), 5, 0), (1.1.15)
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1.1. Modélisation des problémes élasto-viscoplastique et thermo-viscoélastique

ol Y est ensemble des fonctions admissibles d’endommagement défini par (1.1.10).
Lorsque A = 0, la loi de comportement (1.1.14) se réduit a la loi de comportement

thermoviscoélastique & mémoire longue et endommagement donné par

o (t) = /Mt—ss u(s)). 4(s), 0(s))ds.

Lorsque M = 0 la loi de comportement (1.1.14) se réduit a la loi de comportement vis-

coélastique de Kelvin-Voigt donnée par

o(t) = Az(a(t)) + Fe(u(t)).

Enfin, pour achever la formulation mathématique décrivant 1’évolution du corps, il est
nécessaire de spécifier les conditions aux frontieéres sur I's. Celles-ci concernent les condi-
tions de contact ainsi que les lois de friction ou sans friction, que nous détaillerons dans le

paragraphe suivant.

1.1.4 Conditions aux limites de contact et lois de frottement

La représentation d’un phénomeéne de contact est définie par les hypothéses considérées
dans son explication. Ces hypothéses peuvent modifier soit la forme et la structure du
systéme d’équations différentielles partielles, soit les conditions aux frontiéres du modeéle
mathématique associé. Les conditions aux frontiéres sur la surface de contact sont spécifiées
a la fois dans la direction normale et dans le plan tangent, et sont appelées conditions de
frottement. 1l est important de noter que la frontiére I' est segmentée en trois parties
disjointes et mesurables I';,I'set T'3 telles que mes(I'y) > 0. Dans cette section, nous

énoncons les conditions aux frontiéres pour chacune des trois parties.

Conditions limites de déplacement et de traction.

Le corps est encastré dans une situation fixe sur la partie I'y, le champ des

déplacements u est par conséquent nul

u=0 sur I'; x (0,7).

15



1.1. Modélisation des problémes élasto-viscoplastique et thermo-viscoélastique

Ce qui représente la condition aux limites de déplacement. Les tractions connues de densité

fy affectent la partie I's, et donc,

ov =1y sur Ty x (0,7).

est aux limites de traction.

Conditions de contact

Contact bilatéral Le contact est bilatéral, c’est-a-dire que le contact est maintenu pen-
dant le mouvement et qu’il n’y a pas de séparation entre le corps et une fondation rigide. La

composante normale du champ de déplacement sur la surface de contact s’annule et ainsi :

u, = 0.

Contact unilatéral Cette condition modélise le contact avec une fondation rigide. Puisque
la fondation est considérée rigide, elle ne subira donc pas de déformation. Le corps ne pourra

pas donc y pénétrer. Cette propriété se traduit par la relation mathématique
u, < 0. (1.1.16)

Aux points de I's tel que u, < 0,le corps déformable quitte la base rigide et les contraintes

normales y sont alors nulles. Par conséquent nous obtenons:
u, <0=0,=0. (1.1.17)

Aux points de I's tel que u,, = 0, le contact est maintenu et la base rigide exerce une réaction

normale orientée vers 2 et donc, nous pouvons écrire
u,=0=o0,<0. (1.1.18)

Les conditions de contact d’écrit par (1.1.16), (1.1.17) et (1.1.18), s’appellent conditions de

contact unilatéral.
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Contact avec compliance nomale La fondation est supposée déformable. Dans ce cas

la contrainte normale o, satisfait
—0y, = pu(uy)-

Cette condition est appelée « compliance nomale ». Ou p, est une fonction positive donnée,

telle que

py(u,) =0 siu, <0

Ce cas montre que lors de la pénétration, la fondation réagit au corps déformé, et alors
u, >0=o0, <0.
Lorsqu’il y a séparation, la contrainte normale s’annule, donc

u <0=0,=0.

Lois des frottements.

a) contact sans frottement La condition de contact est dite sans frottement dans la

quelle la partie tangentielle de la contrainte (la force de frottement) est nulle, ¢’est-a-dire

o, =0 sur T's x (0,7).

b) Contact bilatéral avec frottement modélisé par sous-différentielle. Au chapitre

6, nous utilisons la condition au limite de Contact donnée par

u, (t) = 07

sur I's x (0,7), (1.1.19)
o () € )y (8 (1)) "

ou j, est une fonction donnée et le symbole 0j, désigne le sous-différentiel de Clarke
de j, par rapport a la derniére variable. Notez que la dépendance explicite de la fonction
J- par rapport a la variable de temps rend le modéle plus général et permet de décrire des
situations ou la condition de frottement dépend de la température, qui joue le role d’un

paramétre.
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c) Contact avec compliance nomale sans frottement Nous supposons que le contact
avec compliance normale et d’autre part, le glissement est parfait (sans frottement). Ceci

se traduit par la relation :

—0y = pu(ul/)7 sur I's x (O,T) . (1120)

o, =0

C’est ce que nous utilisons dans le troisieme chapitre de cette thése.

d) Loi de Coulomb Dans le cas ou la force de frottement o, ne disparait pas sur le
contact surface, le contact est frictionnel. Le contact frictionnel est généralement modélisé
avec la loi Coulomb du frottement sec ou ses variantes. La version statique de cette loi,
couramment utilisée dans les problémes de contact frottant décrivant 1’équilibre des corps

élastiques, est formulée comme suit :

‘O-T| SFbJ
O’T:Fb% si 0, #0

Ici, 01, est la vitesse de tangentiel ou glissement et Fj représente la limite de frottement.

sur I's x (0,7). (1.1.21)

Sur une surface non homogene, F, dépend explicitement de la position x sur la surface

Fb = Fb (X)

e) Loi de Coulomb dépendant de la vitesse de glissement avec compliance nomale
Nous supposons que la composante normale du contrainte et imposée sur la surface de

contact. Donc, Ce choix dans (1.1.21)
By =Fy(0,) = —poy,

ou p > 0 est le coefficient de frottement. Conduit a la version classique de la loi de Coulomb

dépendant de la vitesse de glissement avec contrainte normale imposée est donnée par :
—0, = pu(uu)a
o] < pup,(u,) et sur I's x (0,7). (1.1.22)
Or = _Npu<uu)ﬁ sl 1.17' 7é 0
Nous utilisons ces conditions aux limites pour étudier le probléeme du contact avec compli-

ance normale et frottement, dans le cinquiéme chapitre de la thése.

18
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Contact avec frottement et usure (Loi d’Archard) Dans le cas ou le contact se fait
avec une base déformable et mobile, il est modélisé par une réponse normale instantanée
impliquant 'usure. L’évolution de I'usure de la surface de contact est décrite par une version

de la loi d’Archard, ou la fonction d’usure w : I'3 x [0, 7] — R, est définie par :
w=—kyo, |t — v, (1.1.23)

ou k,, est le coefficient d’usure, v* est la vitesse transverse de la base et |01, — v*| représente
la vitesse de glissement relative entre la surface de contact et la base. Nous supposons
également que, a 1’échelle temporelle du processus quasi-statique, la surface se réorganise
de maniére a ce que le glissement soit constant, et pour des raisons de simplification, nous
supposons qu’il est constant et positif. Nous utilisons donc la version suivante de la loi
d’Archard :

w=—k,v'o,, (1.1.24)

ou v* = cst. Une fois le probléme mécanique résolu, 'usure w peut étre obtenue par
'intégration de 1’équation (1.1.24). Cependant, nous pouvons également représenter les
effets de I'usure comme un recul de I's. Etant donné que la condition u, = 0 signifie que
le corps dans sa configuration de référence est en contact avec la base, nous imposons la
condition

u, = —w sur I3 (1.1.25)

L’utilisation de la loi simplifiée (1.1.24) pour I’évolution de I'usure évite certaines difficultés

mathématiques dans I’étude du probléme de contact. Nous pouvons maintenant éliminer la

fonction inconnue w du probléme. Soit ( = k,v* qui est une fonction positive, et posons
1

a, = ¢. D’apres (1.1.25), nous trouvons que %, = —w et donc d’aprés (1.1.24), nous

déduisons que

o, = a,u, (1.1.26)

Ensuite, nous utilisons la loi de Coulomb pour le frottement sec, et étant donné qu’il n’y

a que le contact de glissement, nous obtenons
or[=pli| , or=-A(@ —Vv") A>0, (1.1.27)

ol i > 0 est le coefficient de frottement. Maintenant, w > 0 est nécessaire pour interpréter

w comme une usure de surface ayant un sens. Ainsi, d’apreés (1.1.24) et (1.1.25), nous
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trouvons que 1, < 0 et 0, < 0 sur I';. En conséquence, d’aprés (1.1.26) et (1.1.27), nous

pouvons imposer les conditions de contact avec usure suivantes :

o, = —ali,|, |o;|=—po, et

sur '3 x (0,7). (1.1.28)
or=—=Au,—v*) , A>0

La condition de contact (1.1.28) est utilisée par beaucoup d’auteurs dans cestravaux,
citant par exemple [44], [51], et elle sera introduite un des problémes étudiés dans cette

thése

g) Conditions aux limites thermiques Les conditions d’échange de la chaleur ponctuelle

sur la frontiére I' sont habituellement données par

kije’ﬂ]j = h7(|ﬁ7-|) — ke(e — HR) sur Fg X (O,T) (1129)
0=0 sur 'y UTy x (0,7); (1.1.30)

Ou k;; sont les composantes du tenseur de conductivité thermique, 7; sont les com-
posantes de la normale n, § est la température de la surface ponctuelle, A (.) est la puissance
générée par le frottement sous forme de chaleur, qui dépend de la vitesse tangentielle 0, ,
k. est le coefficient d’échange thermique entre le corps et I'obstacle et Oy est la température

connue de la fondation.
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1.2 Modélisation des problémes de contact piézoélec-

triques

1.2.1 Cadre physique

Pour modéliser les problémes de contact avec les matériaux piézoélectriques, nous nous
basons sur le cadre physique décrit ci-aprés. Nous considérons un corps déformable occupant
un domaine borné¢ Q C R4(d = 2,3), avec une frontiére de Lipschitz I', divisée en trois
parties disjointes et mesurables I';,I's et I's, ainsi qu'une partition de I'y N I'; en deux
parties disjointes et mesurables I', et 'y, telles que mesl'y > 0 et mesl', > 0. Soit T" > 0,
et [0,7] l'intervalle de temps étudié. Le corps est encastré sur I'y, de sorte que le champ
de déplacement y est nul. Des forces surfaciques de densité fo agissent sur I's et des forces
volumiques de densité f, agissent dans 2. De plus, le potentiel électrique est nul sur I,
tandis qu’une charge électrique de densité surfacique ¢, est appliquée sur I'y. Le corps est
en contact avec une fondation sur I's.

Nous nous intéressons aux modeéles mathématiques décrivant 1’évolution de 1’état mé-
canique et électrique du corps piézoélectrique durant l'intervalle [0, 7]. Outre le champ des
contraintes o = o(x,t) et le champ de déplacement u = u(x, t), nous introduisons le champ
de déplacement électrique D = D(x,t) et le potentiel électrique ¢ = ¢(x,t). Les inconnues
du probléme de contact piézoélectrique sont donc u: Qx[0,7] — R o : Qx[0,T] — Sg, ¢
:Ox[0,T] - Ret D:Qx[0,T] — R L’équation d’équilibre pour le champ de contraintes
est donnée par (1.1.5) pour un processus mécanique dynamique et (1.1.6) pour un processus

mécanique statique. L’équation d’équilibre pour le champ de déplacement électrique est
divD (t) = qo (t) dans Q x (0,7, (1.2.1)
si le processus dépend du temps, et
divD = ¢y dans Q, (1.2.2)

ol qg est la densité des charges électriques volumiques et "div" est 'opérateur de diver-

gence, c’est-a-dire divD = (D; ;).
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1.2.2 Lois de comportement

Le champ électrique E est défini par la relation :

E(p) =-Vo=—(p,),

ou p,; = (%3_. Comme pour les corps déformables, nous avons besoin d’une loi de com-
? 7

portement pour décrire le matériau. Une loi de comportement électroélastique générale est

donnée par :

o =Fe(u(t)) —E"Ep(t) dans Q x (0,7), (1.2.3)

ou F est I'opérateur d’élasticité supposé non linéaire, £ = (e;;,) représente le tenseur
piézoélectrique du troisiéme ordre et £ désigne sa transposée. Rappelons que les tenseurs

£ et £T satisfont a 1’égalité
Eov=0E'v VNoe€S;,veR: (1.2.4)

Les composantes du tenseur £ sont données par e, = (ex;;). Nous complétons (1.2.5)

par une équation constitutive du champ de déplacement électrique de la forme :
D = &e(u) + BE (p) dans £, (1.2.5)

ol B = (b;;) est le tenseur de permittivité électrique, généralement b;; € L () et satisfait

aux propriétés de symétrie et d’ellipticité usuelles, c’est-a-dire
bij = bj;
et il existe my > 0 tel que
bij (v) §:€; > my ||€]|22 Pour tout & = (¢;) € R™
Dans le cas linéaire, les lois de comportement s’écrivent comme suit :

oij = Jfuymeu(u(t)) + erijo

D; = eijk€jk(u)—bij90,ja

ou fijr sont les composantes du tenseur d’élasticité F.
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Une loi de comportement électro-viscoélastique générale est donnée par :
a(t) = A(t,e(a(t)) + Fe(u(t)) —E"Ep(t) dans Qx (0,7), (1.2.6)

ol A est I'opérateur de viscosité, supposé non linéaire, F est 'opérateur d’élasticité, et £
représente la transposée du tenseur piézoélectrique €. L’équation (1.2.6) est complétée par
la relation constitutive linéaire (1.2.5) pour le champ de déplacement électrique.

Il est a noter que l'opérateur A peut dépendre explicitement du temps, notamment
lorsque les propriétés de viscosité du matériau sont influencées par le champ de température,
qui joue le role de parameétre, c’est-a-dire que son évolution dans le temps est préalablement
définie. L’équation (1.2.6) montre que les propriétés mécaniques du matériau sont décrites
par une relation constitutive viscoélastique non linéaire prenant en compte la dépendance
du champ de contraintes vis-a-vis du champ électrique. Cette approche a déja été utilisée,
voir par exemple [38] et les références citées.

Dans le cas ou £ = 0, I’équation (1.2.6) se simplifie pour devenir la loi de comportement

purement viscoélastique :
o(t) = A(t,e(a(t))) + Fe(u(t)) dans Q x (0,7). (1.2.7)

Ces lois de comportement seront utilisées dans le chapitre 6 de cette theése.

1.2.3 Conditions aux limites électriques

Passons maintenant aux conditions aux limites sur I'y, 'y, ', et I',. Comme le corps pié-
zoélectrique est fixé sur 'y, nous imposons la condition aux limites de déplacement. En
outre, il y a une condition aux limites de traction sur I's. Puisque le potentiel électrique est

nul sur I', pendant le processus, nous imposons la condition aux limites :
=0 sur [, x (0,7), (1.2.8)
De plus, une charge électrique de densité surfacique ¢, est donnée sur I';, donc :
Dv=g¢g surl}x(0,7). (1.2.9)

Pour les problémes de contact électrique sur I's, nous introduisons les lois électriques

suivantes

D.v € he(uy — 90)dje (¢ — @) sur Ty x (0,T), (1.2.10)
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ou h. et j. sont des fonctions a valeur réelle. En l’absence de contact (u, < go), il n'y
a pas de charges électriques libres sur la surface et la composante normale du champ de

déplacement électrique est nulle :
u, <go=Dwv=0 sur I's x (0,7). (1.2.11)

Lorsqu’il y a contact (u, > ¢o), la composante normale du champ de déplacement

électrique dépend de la différence de potentiel entre la fondation et la surface du corps
u, > go = Dw =k (¢ —¢,) sur I'sx (0,7, (1.2.12)

ou p. est une fonction prescrite a valeur réelle et k. est le coefficient de conductivité élec-
trique. Un choix possible de la fonction p. est p. (r) = r. Nous combinons ces conditions
pour obtenir :

u, > go = D.v = keljp 1 o0)Pe (p— ) sur I's x (0,7) (1.2.13)

ol I[p 400 est la fonction indicatrice de I'intervalle [0, 4+-00), définie par :

Cette condition (1.2.13) décrit un contact électrique parfait, similaire a la condition de
contact Signorini bien connue, voir [24,47] pour plus de détails.

Enfin, nous notons que dans I’étude des problémes de contact dynamique avec des matéri-
aux électro-viscoélastiques, nous supposons que les charges électriques ne dépendent pas de
pénétration. Par conséquent, au lieu de la condition (1.2.10) nous utiliserons la condition
limite

D.v e dj. (¢ —¢,) sur I's x (0,7). (1.3.14)
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1.3. Formulation mathématique des problémes de contact

1.3 Formulation mathématique des problémes de con-

tact

Notre objectif, dans le troisieme chapitre, est I’étude du probléme quasistatique avec com-
pliance normale et endommagement, le probléeme de contact avec usure feront 1’objet du
quatriéme chapitre, le probléeme dynamique avec compliance normale avec mémoire longue,
Enfin, le probléme de contact bilatéral avec la loi de frottement sous-différentielle. L’étude
variationnelle de ces probléemes se fera dans le cadre physique des problémes mécaniques.
Sous ces hypothéses, en notant par ug, 3, le déplacement initial et 'endommagement initial
respectivement, nous arrivons a formuler les différents problémes de la maniére suivante.

Probléme P;: (Matériau élasto-viscoplastique, compliance normale avec endommage-
ment)

Trouver u, o, et 3 tels que
o(t) = As(a(t)) + Fe(u(t), 5(t)) +/0 G(o(s) — Ae(u(s)),e(u(s))) ds dans Q x (0,7),
B—EkAB+ 0oy (B) 3 S(c(u),3) dans Qx (0,7),

Diveo 4 fy =0 dans ©Q x (0,7,

u=0 sur I'yx(0,7),
ov =1, sur Iyx(0,7),
-0, =p,(u,), 0,=0 surl3x(0,7),
ap

8_1/:() sur I'x (0,7),

u(0) = uy, B(0) = f,, dans Q.
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Probléme P;: (Matériau élasto-viscoplastique, frottement avec usure et
endommagemen )

Trouver u, o et 3 tels que

o(t) = Ae(a(t)) + Fe(u(t)) +/O G(o(s) — Ae(ua(s)),e(u(s)), S (s)) ds dans Q2 x (0,7,

B—kAB+ 0oy (B) 2 S(o — Ae(u(s)),e(u),B) dans Q x (0,7,

Divo + fy = pit dans Q x (0,7),

u=0 sur I'yx(0,7),

ov =1, sur Tyx(0,7),

o, =—a|u,|, |o| = —uo,

sur I's x (0,7,
oy = <A — V), A>0

g—f_o sur I'x (0,7),

u(0) = up, u(0) = vy, 5(0) = B,, dans Q.

Probléme P;: (Matériau thermo-viscoélastique, compliance normale avec mémoire
longue)

Trouver u, o, 3 et 6 tels que
o(t) = Ae(u(t)) + Fe(u(t)) +/0 M(t — s,e(u(s)), 5(s),0(s)) ds dans Q x (0,7),

B—kAB+dpy(B) 3 S(e(n),5,0) dans Q x (0,7),

Div o + fy = pii dans Q x (0,7),
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u=0 sur I'yx(0,7),
ov =1, sur T9x(0,7),

—0y, =Dpv\Wy), o, |< v(Uy ),
pulu) . | | hpou,) sur I's x (0,7,
Or = _:upl/(uu)ﬁ_ﬁ if u, 7£ 0

0 — div(K.V0) = () + ¢ dans Q x (0,7,
kije,ﬂ”]j = hT(’ 1:17- |) — ke(ﬁ — QR) sur F3 X (O,T),
0 = 0 sur IhuTly x (O,T),

0
8—520 sur I'x (0,7),
u(o) = Uy, 1:1(0) = Vo, /6(0> — 60, 9(0) == 6)() dans €.
Probléme P;: (Matériau élasto-viscoplastique, contact bilatéral avec la loi de frottement

sous-différentielle)

Trouver u, o, ¢ et D tels que

o(t) = A(t,e(a(t))) + Fe(u(t)) —E*Ep(t) dans Q x (0,7,
D (t) = €e(u(t)) + BEp (t) dans Q x (0,7),

Div o (t) 4+ fo (t) =1 (t) dans Q x (0,7),

divD (t) = qo (t) dans Q x (0,7),

u=0 sur I';x(0,7),

ov =1, sur Tyx(0,7),
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u, (t) =0,

sur 'z x (0,7,
—o, (t) € dj, (t, 0, (1))

D (t).v €0j. (¢ (t) — ) sur I's x (0,7),

@ (t)=0sur 'y x (0,7),

D) v=q(t) sur Tyx(0,T),

u(0) = ug, 0(0) = wy dans Q.

1.4 Préliminaires mathématiques

Dans cette section, nous présentons les résultats fondamentaux qui seront nécessaires pour
les parties ultérieures de la monographie. Nous commengons par un apergu des espaces
fonctionnels de type Sobolev et Bochner ainsi que de leurs propriétés, particulierement
pertinents dans le contexte de la mécanique du contact. Nous avons également consulté les
références [41] et [51] lors de la rédaction de cette section. Pour plus de détails sur les espaces
de Sobolev et les espaces de distributions, nous renvoyons par exemple a [1], [7], [12], [26] et

[40].

1.4.1 Espaces fonctionnels et leurs propriétés

Soit © un ouvert de R? Considérons z = (z1,7s........ ,Tq) un élément de R? et a =

(1, g ,org) € N un multi-indice tel que o] = 327 ;. Nous posons

1=1

dlelu

b u(x)zé?alxl..ﬂadxd .

ol u est une fonction suffisamment réguliere définie sur 2.
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Espaces de Sobolev

Avant d’introduire ces espaces, nous restreignons la classe des domaines en imposant des
hypothéses supplémentaires concernant leurs frontiéres.

On dit que le domaine 2 C R™ a une frontiére continue Lipschitzienne 0 s’il existe des
nombres réels «, 5 > 0 telles que la frontieére puisse étre décrite localement comme étant
le graphe d’une fonction Lipschitzienne a : K, (a) — Ryou K,_; (a) est un cube de
dimension (n — 1).

Remarque 1.4.1 Parfois, une plus grande régularité de la limite sera nécessaire. On dit
que Q est d'une classe C™ si les fonctions a décrivant 02 appartiennent a C™ (Fn_l (a)).

Le fait que € ait la frontiére Lipschitzienne permet de définir le vecteur normal unitaire
extérieur v en presque tous les points de la frontiére. Tout au long de cette thése, nous
traiterons uniquement de domaines ayant au moins des frontiére lipschitziennes.

Soit f € LP(R),p € [1,+00c]. Une fonction intégrable g, € L'(f2) satisfaisant I'identité
intégrale :

/ fD%pdz = (—1)! / gapdx Ny € C5° (Q) (1.4.1)
Q 0

sera appelée la a-éme dérivée généralisée de f. Si une telle g. existe, alors il est unique et
on utilise la notation D®f au lieu de g,.

L’espace de Sobolev W*P(Q) k € N* p € [1,+00] est défini comme un sous-espace de
LP(§2) de fonctions dont toutes les dérivées généralisées jusqu’a l'ordre k appartiennent a
LP(Q2):

WhEP(Q) = {v eLP(Q) \ D*v €LP(Q V]a| < k}.

Les espaces W*?(Q) sont munis les normes suivantes :

1

p

HuHWk,p(Q) = Z /’Dau‘p sipe[l,+o0]. (1.4.2)
| <k @

HuHka(Q) = Z HDau||L+OO(Q) Sip = +o00. (1.4.3)
|| <k

L’espace de Sobolev WH?(Q),k € N*,p € [1,+0o0] est complet par rapport a (1.4.2)
lorsque p € [1,4+o00] et (1.4.3) si p = +o0.
Soit k € N*,p € [1, +oo[. Alors

Wk Q) = 0= (@),
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Théoréme 1.4.1. ( théoréme de trace) Soit p € [1,+oc]. Alors il existe une application
linéaire unique, 7 : WP(Q) — LP(99) telle que

a) yu = u sur JS2 pour tout u eC*® (ﬁ) :

b) e > 0 tel que

[ulloogy < cllullpipg Yue WH(Q).

L’application linéaire continue, introduite dans le théoréme précédent, est appelée ap-
plication de trace.

Soit k € N*, p € [1,400]. Nous définissons ’espace de Sobolev

WP (Q) = Cg ().

On constate aisément que W,"(Q) est fermé dans Wi?(Q) et donc complet. Lorsque
k = 1, la caractérisation simple suivante de W(f P(Q) s’applique

Théoréme 1.4.2. [40] Soit p € [1,+o00]. Alors
Wy (Q) = {ue W(Q) | yu=0 sur 9Q} .

Une attention particuliére sera accordée au cas ou p = 2. Dans ce cas, les espaces de

Sobolev W*2(Q) et Wi?(Q) sont des espaces de Hilbert avec le produit scalaire.
(u,v) = Z D*uD%vdx
Q lal<k

Pour simplifier les notations, nous utiliserons les symboles H*(Q2) et HY(Q) au lieu de
Wh2(Q) et Wi?(Q) , respectivement. La norme dans H*(Q) sera notée |- 7 () au lieu de
[uflyyrz@q)- Cette notation sera également étendue au cas k = 0, c’est-a-dire que |[.[| yoq)et
(1, V) o (oydésignent respectivement la norme et le produit scalaire dans L3(9).

Théorémes d’injection et injections compactes

Definition 1.4.1 (Injection continue, Injection compact )

Soit (X, ||.|lx), (Y. ]-]ly-) deux espaces vectoriels normés. On dit que X est continiment
injecté dans Y, et I'on écrira X — Y si X est un sous-espace vectoriel de Y et I'injection

canonique 7 : X — Y est continue de X & Y, c’est-a-dire

dc > 0 tel que [Jully <c|lully VYuelX.
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On dit que X est injecté dans Y avec injection compacte, et 'on écrira X — ompacte Y,
si X est un sous-espace vectoriel de Y et si I'injection canonique j est compact, (C’est a
dire : de toute suite bornée (u,), de X on peut extraire une sous-suite convergente dans
dans Y) .

Théoréme 1.4.3. Soit k € N*,p € [1, +oo[. Alors:

k, p(Q

(Q

— Wk,p(Q
- Wk P (0

|
S

7 (Q), oﬁqi*:

— L —% Sik<%;
oy (Q), pour tout g € [1,¢*[ sik < >
— L1(Q)

SN

D=

k,p

|
=

(0
( ), sik>%;

)
)
) , pour tout ¢ € [1,+o0[ sik = >

)

Un théoréme similaire peut étre formulé pour l'application trace v : W'?(Q) — LP (09)
introduite dans le Théoréme 1.4.1. De ce théoréme, il s'ensuit que WhP(Q) — L (99).
Cependant, ce résultat peut étre précisé comme suit

Théoréme 1.4.4. Soit p € [1, +oo[. Alors la propriété suivante est vérifiée:

— LT (09), ougt="L sil<p<m
- Wh(Q) ey (092), pour tout g € [1,¢*] sil<p<n;
oy (092), pour tout g € [1,+o0[ sip>n.
L’injection compacte de 1'espace H'(Q2) dans L?(2) est connue sous le nom de théoréme de

Rellich.

1.4.2 Espaces de fonctions a valeurs vectorielles

Tous les résultats ci-dessus peuvent étre étendus aux fonctions a valeurs vectorielles. Si
X () est un espace de fonctions réelles v : 2 — R, alors 'espace des fonctions a valeurs
vectorielles v = (vy,...,v,,) dont toutes les composantes appartiennent & X (2) sera noté
X (£2; R™)dans la suite. Si 7 est une fonction matricielle de taille (n x m), dont les éléments

appartiennent a X (2), alors nous utilisons la notation 7 € X(;R"*™). La norme de
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v eX(Q;R™) et 7 € X(Q;R"™™), respectivement, est définie de maniére usuelle
( m
IVlx@zm =D lillxg » v =)
i=1
m

(1.4.4)

\

Nous introduisons ensuite quelques espaces de fonctions définis dans un intervalle de
temps (0,7),T > 0, prenant des valeurs dans un espace de Banach réel X. Ces espaces sont
appelés espaces de Bochner. Des détails peuvent étre trouvés dans [33]. On note la norme

dans X par ||.||y, Pespace dual de X par X' et appariement de dualité entre X et X' par

(., )x-

Normes équivalentes dans les espaces de Sobolev

Soit X un espace vectoriel normé, et soient ||.||, et ||.||, deux normes dans X. Ces normes

sont dites équivalentes s’il existe des nombres positifs C et C5 tels que
G lull, < [[ull, < Ca Jull, pour tout u €X |

Dans ce qui suit, nous nous limitons aux normes équivalentes dans H'({2) uniquement.
En plus de la norme donnée par (1.4.2) avec k = 1, p = 2, nous pouvons introduire d’autres
normes équivalentes. Nous commencons par

Théoréme 1.4.5 (Inégalité généralisée de Poincaré-Friedrichs) Soit I' C 0f2 tel que sa
mesure de Lebesgue de dimension d — 1 (abrégée en mes,_1I") soit positive. Alors il existe
une constante C' > 0 telle que 1'inégalité suivante :

1
2

ul|, < e /Z |D‘”‘u|dm—|—/u2ds (1.4.5)
r

€ a<1

est vérifiée pour tout u € H*(9).
Soit I' C 092, avec mesy_1I" > 0 et

V={veH' (Q) [v=0suwT}.
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Alors, de (1.4.5), il s’ensuit que

2

I, < e / S |Dulda (1.4.6)
Q

|a|=1
est valable pour tout u €V, c’est-a-dire que le membre de droite de (1.4.6) est la norme
équivalente & ||u||, dans V.
Si ' = 09, alors (1.4.6) est connue sous le nom de I'inégalité de Poincaré-Friedrichs.
Passons maintenant aux espaces de Sobolev & valeurs vectorielles H* (Q; Rd), avec n =
2,3. Par le symbole ¢ (u) € L? (Q, ]RdXd), nous désignons le tenseur de déformation linéarisé,
correspondant au champ de déplacement u € H' (Q;Rd). Les composantes de la matrice

¢ (u) sont données par

a”(u)_§(6xl+8_x])’ Z,]—l,...,d.

Il est facile de voir que ’application

w— ( /Q (e (W) ey () + 02) dx)é (1.4.7)

définit la norme dans H* (€2; R?). Un résultat non trivial indique que (1.4.7) est une norme
équivalente & la norme classique de H'! (Q; Rd). Cela découle de

Théoréme 1.4.6 (la deuxiéme inégalité de Korn) : Il existe une constante ¢ > 0 telle
que

/ (gij (W) ey (u) +u?) dx > c|ul|, VueH'(%RY).
Q

Notons .

lall], = (/Q ey (1) 25 () da:)2 ueH (R (1.4.8)
alors quel||ul||, définit une semi-norme dans H' (€;R?) seulement, car [[|u]||, = 0 si et
seulement si u est de la forme u(z) = ax + b, avec a, b € R,

De maniére analogue a l'inégalité de Poincaré-Friedrichs, (1.4.8) définit la norme sur un
sous-espace correctement défini de H' (Q; R?) qui est équivalente a ||.||,. En effet, c’est une
conséquence directe de

Théoréme 1.4.7. (la premiére inégalité de Korn) Soit I' C 012 tel que mesy_1I" > 0 et

V={veH' (QRY) |v=0surT}.
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Alors il existe une constante positive ¢ > 0 telle que
/ gij (u) g5 (0)dr > c||lul], Yu eV. (1.4.9)
Q

L’espace C*([0,7]; X)
Soit k € N. Par C*([0,7];X) on note '’ensemble de toutes les fonctions continues
u : [0,7] — X dont les dérivées (fortes) jusqu’a l'ordre k sont continues dans [0,7] et

appartiennent & X. L’espace C*([0,T]; X) est complet par rapport & la norme

k
ooy = 3 g I Ol 1410

ott u®” est la i-itme dérivée de u. Si k = 0 on utilise la convention suivante C°([0,77]; X) =
C([0,77]; X).

L’espace LP(0,7;X),1<p <400

Soit p € [1,+00]. L’ensemble de toutes les fonctions mesurables u : [0,7] — X pour

lesquelles

T
/ |lu(t)|% dt < +oo (au sens de Lebesgue)
0

est noté LP(0,7T; X). Cet espace est équipé aux normes

1
T »
T P—— ( IR dt) . (1.4.11)

L’espace L>(0,T; X) est constitué de toutes les fonctions mesurables u : [0,7] — X, qui

sont essentiellement bornées, c’est-a-dire le nombre

lallpeorxy = _inf - sup Ju(t)]|x, (1.4.12)
mes M0 te(0,1)\M

est fini (cf. la définition de 'espace L™ (€2). Nous dotons I’espace L>(0,7T; X') avec la norme
I~y -

Nous introduisons quelques propriétés fondamentales des espaces LP(0,T; X)

Théoréme 1.4.8. Il vérifie :

(i) L’espace LP(0,T; X) est complet par rapport a la norme (1.4.11) si p € [1,+o0| et
(1.4.12) lorsque p = oo.

(i) Soit X un espace de Hilbert avec un produit scalaire (.,.)x. Alors L?(0,T; X)
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est aussi un espace de Hilbert équipé du produit scalaire

(W, V) p20:7) = /0 (), v (1) xdt.

Théoréme 1.4.9. Soit X un espace de Banach réflexif et séparable. Alors il vérifie :
(i) Soit p € [1, +o0[. Alors 'espace LP(0,T; X) est réflexif et séparable.

De plus, son espace dual est
(LP(0,T; X)) = L90,T; X ),

11
ou+ o= 1.
(ii) Soit p = 1. Alors l'espace L'(0,T; X) est séparable et son espace dual est

(L}(0,T; X)) = L>(0,T; X').

Le théoreme 1.4.9 a la conséquence importante suivante :

Théoréme 1.4.10. Soit X un espace de Banach réflexif et séparable. Alors les expres-
sions suivantes sont satisfait

(i) Soient p € [1,+00] et (u,,) une suite bornée dans L?(0,7; X'). Alors

il existe une sous-suite (u,, ) C (u,) faiblement convergente dans L?(0,T; X), ¢’est-a-dire

qu’il existe u € LP(0,7; X) et

T
/ (up, (t),v xdt—>/ t))xdt. Vv € L0,T;X)
0

Sl 1
ou 5 + a = 1

(ii) Soit p = oo et (u,) une suite bornée dans L>°(0,7; X). Alors il existe une sous-
séquence (u,,) C (u,) convergente faiblement étoile dans L>(0,7; X), c’est-a-dire qu'il

existe u € L>(0,7; X) et

T
/ (llnk ( ) , W th — / th Yw € Ll(O,T, X/)
0

Dans la suite nous dévorerons la convergence faible dans LP(0,7; X),p € [1,4o00], par le
symbole —. et la convergence faiblement étoile dans L>(0,7; X) par —.

Les espaces W' (0,T; X) et WHP(0,T;V, H)

De la méme maniére qu’en (1.4.1), nous pouvons définir la dérivée généralisée dans

les espaces de Bochner. Soit Y un autre espace de Banach. Soit u € LP(0,T; X), avec
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p € [1,+00]. Une fonction intégrable v e L'(0,T;Y) est appelée la i-éme dérivée généralisée

de u si elle vérifie

/OTu(t) e (t)dt = (—1)° /OTV(t)g)(t) dt. Yo € C(0,T) (1.4.13)

ot ¢ est la i-éme dérivée de . La i-éme dérivée généralisée de u sera A nouveau notée
ul®,

Soit p € [1,+0o0]. Par WhF(0,T; X) on note le sous-espace de L¥(0,7T; X) contenant
des fonctions dont les dérivées premiéres généralisées appartiennent aussi a L¥(0,T; X),

c’est a dire.,
WH(0,T;X) = {ue L”(0,T; X) | we L(0,T; X)} .

Si p = 2 on utilise la notation H'(0,7; X) au lieu de W'2(0,T; X). L’espace WH¥(0,T; X)

est doté de la norme

||u||W17P(O,T;X) = ||u||LP(0,T;X) + ||i1||LP(0,T;X) :

Alors WHP(0,T; X)) est 1’espace de Banach.
Afin de définir WY (0, T;V, H), nous avons d’abord introduit ce que I'on appelle les
triplets d’évolution

”V g H g V,”,

dans lequel V' est un espace de Banach réel séparable et réflexif, H un espace de Hilbert
réel séparable et V' I'espace dual de V. Par |||, et |.|; nous désignons les normes dans V'
et H, respectivement. L’appariement de dualité entre V' et V' est noté (.,.)y et le produit
scalaire dans H par (.,.)y. Nous supposons que Iespace V' est continiiment et densément
injecté dans H. Par conséquent, en identifiant H et H’, 'injection H C V' a également un
sens et elle est continue et dense.

La caractérisation suivante des dérivées généralisées est valable dans le cas des triplets
d’évolution.

Proposition 1.4.1. Soient p, g € [1,+oc] et u € L¥(0,T; V). Les propositions suivantes
sont équivalentes:

(i) il existe la dérivée généralisée u™ € L9(0,T;V");
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(ii) il existe une fonction w € L(0,7; V") telle que

/OT (u(t),v),; 9 (t)dt = (-1 /0T<W (), Vivixv (t)dt. Vv e V,p e CF(0,T) et w=u".

Soit p € (1, +00). L’espace WLF(0,T;V, H) est défini comme un sous-espace de L¥'(0, 77 V)

comme suit :
W0, TV, H) = {ue L(0,T;V) | a e LI0,T; V') };
ou zla + % = 1. On équipe WF(0,T;V, H) de la norme suivante

lallweorvm = 10llr oz + 110 oo - (1.4.14)

Rappelons quelques résultats importants de I'espace W (0, TV, H).

L’espace WHF(0,T;V, H) est complet avec la norme (1.4.12).

Remarque 1.4.2. Supposons de plus que V est un espace de Hilbert et p = 2. Alors
Wh2(0,T;V, H) équipé de la norme (1.4.12) (et du produit scalaire correspondant) est
un espace de Hilbert. Dans ce cas, nous utiliserons la notation plus simple suivante :

Wh2(0,T;V,H) = W (V) dans ce qui suit.

WhP(0,T;V, H) — C((0,T]; H).

Injections compactes

Nous énongons ensuite un résultat important d’injection compacte dans les espaces de
Bochner voir [33] :

Proposition 1.4.2. Soit p,q € (1,+00). Soient X, Z des espaces de Banach réflexifs

et séparables réels et Y un espace de Banach réel. Supposer que
X =Y —>Z

Alors
{ueL”(0,T;X) | 0e L)0,T;2)} —.L"(0,T;Y).

Soit 2 C R? un domaine borné avec une frontiére Lipschitzienne 9. Soit V' un espace
de Hilbert réel tel que V — H' (). Alors, la variante suivante du résultat de compacité

est vérifiée :
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Proposition 1.4.6. [35]
Soit {u,} une suite bornée dans L?(0,T; V)N L*>°(0,T; L' (Q)). Si u, (t) — u(t) dans
LY(Q) p.p. dans (0,7T), alors il existe une sous-suite {u,, } de {u,} telle que u,, — u

fortement dans L2(0,T; L*(9)).

1.4.3 Espaces Sobolev en mécanique de contact.

Dans I’étude des problémes de contact, nous utilisons fréquemment des espaces fonction-

nels de type Sobolev associés aux opérateurs de déformation et de divergence. Pour les

présenter, nous commencons par la notation suivante. Tout d’abord, nous désignons par

R? (d = 2,3) Pespace linéaire réel de dimension d. Le symbole S, représente I'espace des

tenseurs symétriques du second ordre sur R? ou, de maniére équivalente, I’espace des matri-
s , . . .

ces symétriques d’ordre d. Les produits scalaires canoniques et les normes correspondantes

sur R¢ et S, sont

uv = uv;, HVH]Rd = (V-V>% Vu= (ul) V.= (Ul) € R

1
o = oy, lolls, = (000 Yo =(0).7= (ry)) € Su

Ensuite, soit € un ouvert borné de R? . De maniére générale, les déplacements seront

recherchés dans ’espace H* (Q; 1 Rd) ou ses sous-espaces. Nous introduisons les espaces
H=L QR ={v=(~v) |veL*(Q),1<i<d}, (1.4.15)

H={r=(ry) /7= 15 €l?(Q)/i,j=1,d }=L*(Q;5) (1.4.16)

qui sont des espaces de Hilbert avec les produits scalaires canoniques

(u,v)H:/u.v dx:/uivi dov <0‘,T>H:/O':Td:t:/0ij7'ij dx.
Q Q Q Q

Les normes associées seront notées respectivement |.||; et ||.||,,. Soit
H (RY) ={v=(v) |vie H (Q),1<i<d},

Pour une fonction v € H* (Q; Rd) on écrit toujours v pour la trace de v vers I'. Pour le

déplacement on utilise I’espace V' défini par

V= {V e H! (Q;]Rd) | v=20p.p. sur I'y } , (1.4.17)
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C’est un véritable espace Hilbert avec le produit scalaire canonique donné par

(u,v)y = (e(u),e(v))y = / g (u).e(v) dx (1.4.18)

Q
oue: H! (Q; Rd) — H est I'opérateur de déformation défini par

e(u) = (g5 (n), &ij(u)= % (wij + i) -

La quantité e (u) est le tenseur de déformation linéarisé (ou petit) associé au déplacement
u. Notez que la complétude de 'espace V' découle de 'hypothese mes (I'1) > 0 qui permet
I'utilisation de l'inégalité de Korn, pour plus de détails. La norme associée sur V' est notée

.1l Ainsi, I’égalité (1.4.18) implique que
lully = lle @y, VueV, (1.4.19)

ce qui montre en particulier que 'opérateur de déformation € : V' — H est un opérateur
continu. De plus, rappelons que 'opérateur trace est un opérateur linéaire continu de V' de
valeurs dans L? (I'; R?).

En outre, d’aprés le théoréme des traces de Sobolev, il existe une constante Cy > 0 qui

dépend uniquement de €2, I'; et I's telle que
|V|L2(F3)d <Cylvl, VveV (1.4.20)

Pour le champ de contraintes, outre l'espace H défini par (1.4.16), nous utiliserons

I’espace
Hy={r€H |/ DivreH, }
d

a 0_. .

ou Divr = (0, ;) = tJ

u Divr = (0, §) ;8%

espace de Hilbert doté du produit scalaire

représente 'opérateur de divergence. L’espace H; est un

<0-7 T>'H1 - <0-, T>’H + <D1V o, Div T>H’

et la norme associée ||.[,, . Notons enfin que I'opérateur de divergence Div : H; — H est
un opérateur linéaire continu.
Si o est une fonction réguliére, par exemple o €C* (Q; Sd), alors la formule de Green

suivante s’applique :

/0'.5 (v) da:—l—/Diva.vda::/o-u.vda, vv eH' (Q;RY). (1.4.21)
0 Q r
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Une preuve de cette formule est basée sur un argument de densité standard. Premiére-
ment, il résulte de la formule classique de Green-Gauss que (1.4.21) est valable pour tout
v eC*® (ﬁ; Rd), alors la densité de I’espace C'* (ﬁ; Rd) dans H*! (Q; Rd) garantit que I’égalité
dans (1.4.21) est valable pour tout v € H* ({;R?).

L’effet piézoélectrique introduit des considérations supplémentaires concernant le champ
de déplacement électrique D et le champ potentiel électrique ¢, définis dans les espaces
suivants :

Définition des Espaces :

1.
W={eeH" (Q) /p=0 sur I} (1.4.22)
2.

W={D=(D;) / D;eL*(Q), div DeL*(Q)} (1.4.23)
ou div D = (%—?j). W et VW sont des espaces de Hilbert réels munis des produits scalaires
suivants :

(¢ O = [ Vevodr (1.4.24)
Q

(D, E),, = / D.Edx + / divD. div Edz (1.4.25)
Q Q

On note par |.|;;; et |.|,, les normes associées aux espaces W et W respectivement. En

outre, si D €W est une fonction réguliére, la formule suivante de Green est vérifiée :
(D, Vo)y + (div D, $);2q) = /D.ngda Vo € H (). (1.4.26)
r

Etant donné que la partie I', a été supposée de mesure non nulle, 'inégalité de Friedrichs-

Poincaré est vérifiée comme suit :
Vol = C rlolng VoeW, (1.5.27)
ou C  est une constante dépendant uniquement de €2 et I',. Il en résulte que les normes

{11y €t ||y sont équivalentes sur W, et donc (W, |.[y;,) est un espace de Hilbert réel. De
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plus, d’apres le théoréeme de trace de Sobolev, il existe une constante ay > 0, dépendant

uniquement de 2, I', et I's telle que
9l 2ry) < a0y Vo €W (1.4.28)

Pour plus de détails sur les résultats de ce paragraphe, nous renvoyons par exemple aux

références [5).
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Chapitre 2

Inéquations variationnelles,
équations d’évolution et Inéquations

hémivariationnelles

2.1 Eléments d’analyse non linéaire

Dans cette section, nous allons introduire quelques concepts clés de ’analyse non linéaire
qui seront essentiels pour le développement de ce travail. Plus précisément, nous dis-
cuterons des résultats concernant. Les opérateurs bornés, les opérateurs monotones et
pseudomonotones, les fonctions convexes et inférieurement semi-continues, la différentia-
bilité et la sous-différentiabilité, et le sous-gradient au sens de Clarke.

Définition 2.1.1. Soit X un espace de Hilbert muni du produit scalaire (.,.)x et de la
norme |.|, et soit A : X — X un opérateur.

a) L'opérateur A est dit monotone si
(Au—-Av,u—v)x >0 Yu,ve X

b) L’opérateur A est strictement monotone si

(Au—Av,u—v)x >0 Yu,ve X

c) I opérateur A est dit fortement monotone s’il existe m > 0 tel que
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(Au— Av,u—v)x >mlu—v|> Vu,veX

d) L’opérateur A est de Lipschitz s'il existe M > 0 tel que

|Au — Av|y < |u—-v| Yu,ve X

Dans I’étude des équations d’évolution non linéaires, nous considérons les opérateurs
définis sur un espace normé avec des valeurs dans son dual. En notant par < .,. >x/xx
pour le produit de dualité entre X’ et X, une extension de la Définition 2.1.1 pour ce cas
est la suivante.

Définition 2.1.2. Soit X un espace normé et soit X’ son dual. Un opérateur A : X —
X' est appelé borné si A prend des ensembles bornés de X dans des ensembles bornés de
X'

a) L’opérateur A : X — X’ est dit monotone si

< Au—Av,u—v >xix>0 Vu,v € X

b) L’opérateur A : X — X’ est dit hémicontinu si 'application t — < A (u + tv) ,w >x/xx
est continu sur [0, 1] pour tout u,v,w € X.

c) L'opérateur A : X — X' est appelé pseudomonotone, s’il est borné et si u, — u
faiblement dans X et limsup < Au,,u, — u >xxx< 0 implique < Au,u — v >xyx<
liminf < Au,,u, — v >x/yx pour tout v € X.

En utilisant la définition précédente, on a le résultat suivant :

Proposition 2.1.1 . Tout opérateur de Lipschitz est hemcontinu.

Théoréme 2.1.1 [25] Soit X un espace de Banach et A: X — X' .

(i) Si Popérateur A est un opérateur borné, hémicontinu et monotone, alors A est
pseudomonotone.

(ii) Si A est pseudomonotone, alors A est semi-continu.

2.2 Eléments d’analyse non réguliére

Soit X un espace de Banach et X’ son dual. De plus, soit Y un autre espace de Banach.

43



2.2. Eléments d’analyse non réguliére

Nous commencons par rappeler quelques définitions classiques du calcul différentiel. Soit
F' une application de X dans Y. La dérivée directionnelle unilatérale de F' en un point u

et une direction v est définie par

F (u:v) = lim F(u+tv)— F(u)

t—0t t

en supposant que la limite ci-dessus (en Y') existe. La fonction F' est dite Gateaux différen-
tiable en un point u s’il existe DF(u) € £L(X,Y) et DF(u)v est égal & F' (u;v) pour tout

v € X. Si en plus ) ~
P ()~ F (w) - DF(u) (i — )y

i—u [ —ullx

=0,

alors F' est dite Fréchet différentiable en u. Si l'application u — DF'(u) est continue en
u, on dit que F' est contintiment différentiable en u.

Enfin, nous introduisons le concept de différentiabilité stricte : F' est dite strictement
différentiable en wu s’il existe un élément de L£(X,Y’), noté D F(u), tel que pour chaque

ve X, ona

P+ tv) - F (@)

a—u t
t—0t

= D,F(u)(v).

2.2.1 Eléments d’analyse convexes

Le but de cette partie est d’introduire quelques résultats fondamentaux de ’analyse convexe.

Un sous-ensemble K de X est dit convexe si
Aut (1 =N veK VuveK et le]0,1]

Soit R la droite réelle étendue, c’est-a-dire R = R U {400} et ¢ : X — R une fonctionnelle
propre dans X, c’est-a-dire ¢ # +o00 dans X. Une fonctionnelle ¢ : X — R est dite convexe

dans K ssi :
eAu+ (1 =N)v) < Ap(u) + (1 = N)p(v) Vu,ve K, Ae]0,1],

Si I'inégalité stricte est vraie pour tout u # v alors ¢ est dit strictement convexe dans K.

L’ensemble

Desr(p) ={ue X / ¢(u) < +oo}
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est appelé le domaine effectif de .
La fonction ¢ : X — R définie sur un espace métrique X est dite semi-continu inférieur

(s.ci.) enug € X, si u, — uy dans X implique

v(ug) < liminf p(u,)).

C’est (s.c.i.) sur X si c’est (s.c.i.) a chaque uy € X.
Définition 2.2.1. [4],[45]. Un élément w € X’ est dit étre un sous-gradient d’une

fonctionnelle convexe ¢ en un point u dans lequel p(u) est fini ssi
o(v) —p(u) > (w,v—-—u), VvelX (2.2.1)

L’ensemble de tous les sous-gradients de ¢ en u est appelé le sous-différentiel de ¢ en u et
sera noté dp (u), dans ce qui suit. Si ¢ (u) = +00 nous définissons dp (u) = 0.
Définition 2.2.2.[4] Le cone normal N (u) d’un sous-ensemble convexe non vide K au

point u € K est défini par
Ng(uw)={we X'/ (w,v—u), <0 VveK}. (2.2.2)

Un exemple important de fonctionnelle convexe est la fonction dite indicatrice I du sous-

ensemble convexe K défini par :

0 siue K

400 autre part.

Il est facile de voir que si u € K alors le sous-différentiel de la fonction indicatrice I et le

cone normal de ’ensemble K en u coincident, c’est-a-dire
8[}((11) = NK<U).

Enfin on rappelle le résultat concernant ’additivité des sous-différentielles :
Proposition 2.2.1. Supposons que ¢, : H — |—00, +00] et ¢, : H — |—00, +00| sont
convexes et semi-continues inférieures dans X, et qu’il existe un point ug € D.rr(¢p;) N

D.¢(ps) oU ; est continu. Alors

9 (o1 + ¢5) (0) = iy (1) + I, (u) Vue X .
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2.2.2 Eléments d’analyse non convexes

Dans cette sous-section, nous rappelons les définitions et propriétés de base du sous-différentiel
généralisé au sens de Clarke, voir [9, 10,11, 36|, par exemple.Nous discutons également de
certaines classes de fonctions qui sont importantes dans ’étude des inégalités variationnelles-
hémivariationnelles.

Définition 2.2.3.[10, 38] et [42] . Soit X un espace de Banach. Une fonction ¢ : X — R
est dite localement Lipschitz, si pour tout © € X, il existe U, un voisinage de x et une

constante L, > 0 tels que

o) =) < Lolly—zlly  Vy,z €U (2.2.4)

La constante L, dans I'inégalité précédente est appelée constante de Lipschitz de ¢ pres de
x.
Proposition 2.2.2.[54]: Soit X un espace de Banach et ¢ : X — RU {400} un propre,
convexe et s.c.i. fonction. Alors ¢ est localement Lipschitz a U'intérieur de D.s(yp).
Définition 2.2.4. [39] (Dérivé directionnel généralisé) Soit ¢ : X — R une fonction
localement Lipschitz. La dérivée directionnelle généralisée (Clarke) de ¢ en z € X dans la

direction v € X, notée par ©° (x,v), est défini par

A —
A (2,v) = lim sup ply+Av) —ply)
Y—T )]0 )\

(2.2.5)

Le sous-différentiel au sens de Clarke (ou, de maniére équivalente, le gradient généralisé) de

@ en x, noté oh (x), est un sous-ensemble de I’espace dual X’ donné par

Tp(r) = {CE€ X' | ¢ (2,9) 2 ((,V)yny ¥V EX) (2.2.6)

Une fonction localement de Lipschitz ¢ est dite réguliére (au sens de Clarke) en x € X si

pour tout v € X la dérivée directionnelle unilatérale

/ . T+ AWV)—ov(x
(p(x;v):g%so( )\) p(z)

(2.2.7)

existe et ©° (z;v) = ¢ (2;V).

Proposition 2.2.3 [39]. Soient X et Y des espaces de Banach, ¢ : Y — R localement
Lipschitz et T : X — Y donné par Tx = Az +ypourz € X, o0t A€ L(X,Y)etyeY
sont fixés. Alors la fonction ¢ définie par ¢ (x) = ¢ (T'x) est localement Lipschitz et
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(a) @ (z;v) <Y°(Tz,Av) ¥V z,v €X.

(b) O¢ (z) € A*W° (Tx) VYV a,veX.
ou A* € L(Y*, X*) désigne l'opérateur adjoint & A. De plus, si ¢ (ou —v) est régulier,

alors ¢ (ou —y) est régulier et dans (a) et (b) on a des égalités. Ces égalités sont également

vraies si au lieu de la condition de régularité, nous supposons que A est surjective.

2.3 Inéquations variationnelles et équations d’évolution

Dans cette section , nous passons en revue quelques résultats standards d’existence et
d’unicité pour des inéquations variationnelles paraboliques. Ces résultats seront néces saires
dans ce qui suit et pour plus de détail [14], et Un résultat récent d’existence pour les in-

équations hémivariationnelles voir [37] et [39)].

2.3.1 Inéquations variationnelles paraboliques d’évolution

Dans la suite, V' et H désignent les espaces de Hilbert réels, tel que
VcHCcCV,

un triplet de Gelfand, algébriquement et topologiquement.

Nous rappelons maintenant un résultat qui concerne 'existence et 1'unicité des inéqua-
tions variationnelles paraboliques de second ordre, De nombreuses déclarations abstraites
ont pu étre trouvées dans la littérature, en fonction des difiérentes hypothéses sur les opéra-
teurs et les données (voir par exempl[14]). On considére alors les hypothéses suivantes :

lopérateur A : V — V' satisfait
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( ) . o, .
(a) L’accroissement linéaire

30, > 0,05 >0, Vv €V, |Av|yr < Cy|vl|y + Cs;

(b) L’hemicontinuité

Vu,v,we V: (A(u+tv),w)y ., — (Au,w),r,, quand t — 0;

(c) La forte monotonie (2.3.1)
Ima > 0: (Avy — Ava, vi — Vo) > malvi — val¥;

(d) si u,, — u faiblement dans L?(0,T;V),

alors Au,, — Au faiblement étoile dans L?(0,T; V") et

lim inf [ (Awa (1), w,(£) At > [y (Au(t), u(t))yr . dt.

\ n—+oo

j: V — R est convexe semi-continue inférieurement. (2.3.2)

Il existe une suite de fonction convexe de classe C', (j,): V — R telles que

(a) d; >0, dy >0: VneN, VeV \j;( )\V,<dlyvyv+d2

(b) Vv € L*(0,T;V) fo Jn(v(t))dt — fo (t))dt quand n — +o0; (23.3)
2.3.
(c) pour toute suite (v,) et v dans L?*(0,T; V) telle que v, = v
faiblement dans L*(0,7; V), alors: lim inf [ gnva@)dt > [ j(v(t))dt.
\ n—-00
Ot j, (v)dénote la dérivée au sens de Fréchet de j, en v.
vgeV (234)

Théoréme 2.3.1. On suppose que les hypotheéses (2.3.1)-(2.3.4) ont lieu et h €
L2(0,T;V"). Alors il existe un unique v €C (0, T; H) N L*(0,T; V)N W12(0,T; V") tel que

V() w—=v(t)yy + (AV (), W =V )y +5(W) = (V)
> (h(t),w—=v () VWeVet ppte(0,T)
v (0) = vq

On applique ce théoréme pour la résolution du problémes P? et P? dans les chapitres 4

et 5 respectivement.
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2.4 Inéquations hémivariationnelles

Dans cette section, nous allons fournir des résultats d’existence et d’unicité de solutions aux
inégalités hémivariationnelles. A cette fin, nous introduisons la notation suivante.

Soit 2 C R? un sous-ensemble ouvert borné de R? avec une frontiére de Lipschitz 9Q = T’
et soit I'3 une partie mesurable de 92 De plus, soit V' un sous-espace fermé de H' (Q, R?)
,s € NH = L*(Q,R%) et Z = H°(,R®) avec § € (%, 1) fixe . En notant par i :
V' — Z Tlinclusion de V dans Z et par v : Z — L*(T'3,R®) et 7 : H (Q,R*) —
H'Y2(T3,R*) C L?(I's,R?®) les opérateurs de trace, nous obtenons Jv =v (iv) Pour tout
v €V . Pour simplifier, dans ce qui suit nous omettons I'inclusion i et nous écrivons v =vyv.
De la théorie des espaces de Sobolev nous savons que V C Z C H C Z' C V' avec tous
les injections compacts. On note cyz la constante de I'inclusion de V' dans Z. 1l résulte du
théoréme 2.22, dans [38]. que 'opérateur trace vy : Z — L? (I's, R*) est linéaire et continue.
On note par ||7|| la norme de la trace dans £ (Z,(I's,R?)) et par v* : L? (I's,R¥) — Z'
Iopérateur adjoint a ~.

De plus, étant donné un intervalle de temps (0,7"), on note X3 =I's x (0,7 .

2.4.1 Inéquations hémivariationnelles elliptiques

Soit A : V. — V' un opérateur, j : '3 x R® — R une fonctionnelle prescrite et f € V.

Nous considérons le probléme de trouver un élément u tel que.

ucV, (Au,v),. —|—/ P’ (vusyv)da > (f, V)i Vv EV. (2.4.1)

T's

Dans ’étude de (2.4.1) nous supposons les hypothéses suivantes :

( a) A est pseudomonotone et Il existe une constante a4 > 0 tell eque
(AV, V) > aalv]y Vv eV

b) A est fortement monotone, c’est-a-dire

(2.4.2)
J: I3 xR — R
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( (a) j(.,&) est mesurable sur ¥ pour tout £ € R® et
il existe e € L? (T'3,R®*) / tel que j (., e(.)) € L' (T3).
(b) j (z,.) est localement Lipschitz sur R® pour p.p.xz € T's.
(c) Il existe ¢, ¢ > 0 tel que
107 (2, )|z < €0+ [€]

(d) au moins une des fonctions j (x,.) ou — j(x,.) est réguliére sur R* pour p.p.x € I's.

gs Pour tout £ € R® p.p.x € I's.

(e) 1l existe ¢ > 0 tel que

(€1 = Co) - (€1 = &2) = — 2 [[€1 — &
(f) 11 existe ¢3 > 0 tel que

7Oz, & —€) <7 (14 €]

2. Pour tout ¢; € 9j (z,&;),(;, & €R%,i=1,2 p.p. (z,1) € Ts.

rs) Pour tout £ € R®* p.p.x € I's.

(2.4.3)
Nous donnons par la suite un résultat d’existence et d’unicité pour le probleme (2.4.1).
Théoréme 2.4.1 [37] . Nous supposons que les hypothéses (2.4.2)-(2.4.3) sont satisfaites,

si Phypothese de petitesse my > Gc2, |||

est vérifiée, alors le probléme (2.4.1) a une unique solution u €V satisfait
lull < C @ +[fl)- (2.4.4)
De plus, si u; ui 'unique solution correspondant a f = f;,i = 1,2, il existe ¢ > 0 tel que

|u1—u2|v SC(|f1_f2|V’>‘ (2.4.5)

2.4.2 Inéquations hémivariationnelles dépendantes du temps.

dans cette section, nous étudions les inéquations hémivariationnelles dépendantes du temps,
c’est-a-dire les versions du probléme (2.4.1) dans lesquelles A, j et f dépendent du temps.
Cependant, dans ce qui suit, nous sautons cette étude et passons directement & inéquations
hémivariationnelles paraboliques. Pour présenter un résultat d’ existence et d’ unicité de

solutions pour de telles inégalités. Nous considérons le probléme de trouver un élément
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z€ L*(0,T;V) avec z € W (V) tel que

Z (1), V)yrey +(AGER), V) + Jp, 302 (8) 5yv)da
> (fiV)yiwy YWveVet ppte(0,7)

(2.4.6)

2 (0) = 29,%(0) = hy (2.4.7)

Les hypotheses sur les données du probléme (2.4.6)-(2.4.7) sont les suivantes

L’opérateur A : (0,7) x V — V' satisfait les propriétés suivantes

(a) A(.,v) est mesurable sur (0,7") Pour tout v € V;
(b) A(t,.) est pseudomonotone Pour p.pt € (0,7);
(c) Tl existes ag € L*(0,T),ap > 0 et a; > 0 tel que
A (t, V)|l <ao(t)+a ||v], PourtoutveV, ppte(0,T).
(d) Il existe avq > 0 tel que
(A(t,.v),V)yy = aal|v]]} Pour tout veV, ppte(0,T).
(e) 11 existe m4 > 0 tel que

(A(t,v1) — A(t, Vo) ,vi — Vo) iy > mallvi = vol[;, Vvi,va €V ppte(0,T).
(2.4.8)

j:Xe x R* — R est une fonction tel que

(a) 7(.,.,&) est mesurable sur X¢ pour tout & € R¥ et j (.,.,0) € L' (Z¢)
(b) j(x,t,.) est localement Lipschitz sur R® pour p.p. (z,t) € ¥¢.

(c) 11 existe ¢, ¢ > 0 tel que
107 (2,1, €)ls < T + 71 [[€]

(d) au moins une des fonctions j (x,t,.) ou — j(x,t,.) est réguliére sur R® pour p.p. (z,t) € X¢.

gs Pour tout € € R® p.p.(z,t) € X¢.

(e) Il existe ¢ > 0 tel que
(C1—Co) - (€1 — &) = — 2216 — &l[z. Pour tout ¢; € Iy (2,1,€,) ;. & € R*i = 1,2 p.p. (,1)
(f) 1 existe ¢3 > 0 tel que

30 (@, t,& =€) <es(1+[l¢]

gs) Pour tout £ € R° p.p. (z,1) € X¢.

(2.4.9)
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2.5. Compléments divers

(a)fGV’,ZOEV, ZoEH.

(b) ma > e, ||7|°, ot ¢, désigne la constante du injection i : V — Z.
(2.4.10)

Rappelons d’abord quelques propriétés de la fonctionnelle J : (0,T) x L*(I's;R®) — R

donnée par
J(t,v) = / j(x,t;v (z))da pour tout t € (0,T) et pour v €L? (I's; R®) (2.4.11)
I's

Lemme 2.4.1 Si j : ¥ x R®* — R satisfait ’hypothése (2.4.9) et que la fonctionnelle J est
donnée par (2.4.11), alors

e

(a) J (t,.) est bien défini et localement Lipschitz pour tout t € (0,7);

(b) j Il existe ¢; > 0 tel que

V| L2 rgrey < C1 <1 + |V‘L2(F3;RS)> pour tout v € L?(['3;R®),v* € 9J (t,v) et p.p.t € (0,7T);
(c) au moins une des fonctions J (¢,.) ou — J (¢,.) est réguliere sur L? (I's; R®) pour p.p.t € (0,7T).
(d) nous avons (Vi — V3, Vi — V2)a(p, pey = — C2 Vi — VQ]iz(FB;Rs)

pour tout vi € 9J (¢t,v;),v; € L? (T5;R%) ;i = 1,2 et p.p.t € (0,T);

(e) Il existe ¢3 > 0 tel que

JO(t,v;—v) <3 <1 + |V|L2 Fg.RS)> pour tout v € L? (T'3;R*) et p.p.t € (0,T);

(f) JOt,viw) = [, 5%, t, v (2);w(2))da pour tout ¢ € (0,T),et pour.v,w € L? (I'3; R®);
(g) 0(J o) (t,v) =~*0dJ(t,yv) pour tout t € (0,T) et pour.v € L?(I'3;R?),

ou par 7* : (Fg; Rs) — V"’ nous désignons 'opérateur adjoint de v,donné par

\ fr (r)da pour tout v € V, pour.z € L*(I'3;R¥).

Du théoréme 5.23 de [39], des propositions 9 et 15 de [54] on déduit le résultat d’existence
et d’unicité suivant.

Théoréme.2.4.2 . Si les hypothéeses (2.4.8),(2.4.9) et (2.4.10) sont vérifiées, alors le

probléme (2.4.6)-(2.4.7) a une solution unique .

2.5 Compléments divers

Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de nom-

breux problemes de majoration, en particulier pour établir 'unicité de la solution. Par

52



2.5. Compléments divers

ailleurs, nous citons certains théorémes utilisés dans cette these tels qu’une version du
théoréme de représentation de Riesz-Fréchet et le théoreme de point fixe de Banach. Pour
avoir plus de détails sur les rappels figurant dans cette section, nous proposons au lecteur
de consulter par exemple les ouvrages suivants [27] et [39].

**Lemmes de Gronwall

Lemme 2.5.1.[45],[53] Soient m, n € C(0,7; IR) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour
tout ¢ € [0, et soit a > 0. Si ¢ € C(0,T; IR) est une fonction telle que

p(t) < a+/0 m(s)ds +/0 n(s)e(s)ds VYt e [0,T]

alors
o(t) < (a—i—/o m(s)ds) exp(/0 n(s)ds) Vtel0,T]

Pour le cas particulier m = 0, ce lemme devient:

Corollaire 2.5.1. Soit n € C(0,7;IR) telle que n(t) > 0 pour tout ¢ € [0,7] et soit
a>0.SipeC(0,T;IR) est une fonction telle que

o(t) < a—{—/o n(s)p(s)ds Yt e[0,T]

alors
o(t) < aexp(/o n(s)ds) Vte|0,T]

Lemme 2.5.2. Soient m, n € C(0,7;1R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout
€ [0,T] et soit @ > 0. Si ¢ € C(0,T; IR) est une fonction telle que

1 t
5 ) < a —|—/ m(s ds—l—/ n(s)*(s)ds VYVt €0,T]
0
alors

| o(t) |< (a+/0 m(s)ds) exp(/o n(s)ds) Vtel0,T]

2.5.1 Enoncés de certains théorémes

Nous considérons maintenant quelques théorémes importants qui seront utilisés le long de

cette thése.
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2.5. Compléments divers

Soit X un espace de Hilbert réel muni de son produit scalaire (.,.)x et de la norme
associée
|.]lx - On note aussi par X’ I'espace dual X et par (.,.)/,  la dualité entre X et X'.
Théoréme 2.5.1.(de représentation de Riesz-Frechet). Etant donné n € X', il existe
f € X unique tel que
V) rex = (f,¥) WV € X (2.5.1)

on a de plus

1l = 171 x -

Ce théoreme montre que toute forme linéaire continue sur X peut représenter de maniére
unique a ’aide du produit scalaire. L’aplication 7 — f est un isomorphisme isométrique
qui permet d’identifier X et son dual X’.

Théoréme 2.5.2 ( Schauder ). Soit X un espace de Banach, K étant un sous ensemble
non vide, convexe et compact de X et soit F': K — K une application continue. Alors F’
admet un point fixe.

Dans le théoréme de Schauder on ne sait pas que la fonction F' est Lipschitzienne, nous
donnera alors I’existence d’une solution mais pas nécessairement 1'unicité qu’on va voir dans
les théorémes suivants.

Théoréme de point fixe de Banach

Théoréme 2.5.3 [54](Théoréme du point fixe de Banach) Soit K un sous-ensemble
fermé non vide d'un espace de Banach (X, ||.|). Supposons que A : K — K soit une

contraction, c’est-a-dire qu’il existe une constante « € [0, 1) telle que
[Au—Av]y <alu—v|y, VuveK.

Alors il existe un unique u € K tel que Au=u .
Nous avons également besoin d’une version du théoréeme du point fixe de Banach que
nous rappelons dans ce qui suit. Pour cela, pour un opérateur A, on définit ses puissances

de maniére inductive par la formule

A" =A (Am_l) pour m > 2.
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2.5. Compléments divers

Théoréme 2.5.4 [54]. Supposons que K est un sous-ensemble fermé non vide d’un
espace de Banach X et A : K — K. Supposons également que A" : K — K est une
contraction pour un entier positif m. Alors A a un unique point fixe.

Démonstration. D’apreés le théoréeme 2.5.3, I'application A™ a un unique point fixe

uec K. De

on obtient

A™ (Au) = A (A™u) = Au

Ainsi Au €K est aussi un point fixe de A”™. Puisque A™ a un point fixe unique, on doit

avoir

A(u)=u

c’est-a-dire que u est un point fixe de A. L’unicité d’un point fixe de A s’ensuit facilement
de celui de A™.

Lemme 2.5.3. [24]. Soit X un espace de Banach et 1 < p < co. Soit A : L?(0,T; X) —
L?(0,T; X) un opérateur tel que

1(Amy) (1) = (Amp) ()1 < C/O Iy () =72 ()% ds

pour tout 7,,n, € L*(0,T; X), p.p. t € (0,T), avec une constante C. Alors A a un point fixe
unique dans L%(0,T; X), "est-a-dire, il existe un unique n* € L*(0,T; X) tel que An* = n*.
Théoréme 2.5.5 [45] ( Cauchy-Lipschitz ). Soit (X, ||.||y) un espace de Banach réel et
soit F'(t,.) : X — X un opérateur défini sur (0,7") qui satisfait :
(a) Il existe Ly > 0 tel que

[1F(tz) = Ft,y)lx < Lrllz—ylx VYr,y€ X, pp. t€(0,T);
(b) Il existe 1 < p < oo tel que

t— F(t,x) € LP(0,T; X) Vo e X.
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2.5. Compléments divers

Alors, pour tout zy € X, il existe une fonction unique x € W?(0,T; X) telle que

(t) = F(t,z(t)) p.pte(0,T),
x(0) = xo.
Bien qu’une suite de Cauchy ne soit pas nécessairement convergente, elle converge si elle
a une sous-suite convergente, comme le montre le résultat suivant.
Proposition 2.5.1.[39] Si une suite de Cauchy {z,} dans un espace normé contient une

sous-suite {x,;} telle que x,; — = quand kK — 400 , alors

lim =z, ==.
n—---4o0o

De plus, nous rappelons le critére de convergence suivant dans les espaces normés.
Proposition 2.5.2.[39] Si chaque sous-suite d’une suite {z,} dans un espace normé

contient une sous-suite convergente vers z, alors

lim =z, ==
n—-+o0o
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Partie 11

Analyse des problémes de contact
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Chapitre 3

Probléme élasto-viscoplastique avec
compliance normale et

endommagement

On étudie un probléme de contact sans friction impliquant des matériaux élasto-viscoplastiques
et une base déformable dans un cadre quasi-statique. Le contact est représenté par une com-
pliance normale, et le comportement du matériau est décrit par une loi élasto-viscoplastique
avec une variable d’état interne qui caractérise les dommages causés par les déformations
élastiques. Pour ce probleme, le candidat démontre ’existence et 1'unicité d’une solution
faible. La preuve repose sur des arguments tirés des équations non linéaires avec des opéra-

teurs monotones, des inéquations paraboliques et des principes de point fixe..
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3.1. Formulation mécanique du probléme et hypothéses

3.1 Formulation mécanique du probléme et hypothéses

Probléme P! Trouver u, o et 3 tel que

u(t)) + Fe(u(t), (1))

/g Ae(ti(s)), 2(u(s))) ds dans Q x (0,T)
Bk A B+ 0oy (8) 3 S(e(w),B) dans 9 x (0,T)
Divo+f, =0 dans Q x (0,T);
w=0 sur Ty x (0,7);
ov="_y sur T'y x (0,7);

-0, =p,(0,), 0, =0 sur I's x (0,7); 3.1.6
0
a—f =0 sur I'x (0,7); 3.1.7

U(O) = anB(()) — ﬁo, dans Q

Ici, (3.1.1) représente la loi de comportement élasto-viscoplastique avec endommagement.
L’équation (3.1.2) correspond a Iinclusion utilisée pour décrire I’évolution du champ d’endommagement.
L’équation (3.1.3) est I’équation du mouvement. Les équations (3.1.4) et (3.1.5) expriment
les conditions de déplacement et de traction. La premiére égalité dans (3.1.6) représente la
condition de compliance normale (voir [52]), tandis que la deuxiéme relation dans (3.1.6)
indique I'absence de friction, c’est-a-dire que la contrainte tangentielle est nulle sur la sur-
face de contact pendant le processus. L’équation (3.1.7) définit une condition aux limites de
Neumann homogene, ot gu est le dérivé normal de 5. Dans (3.1.8), ug et [, représentent
respectivement le déplacement initial et 'endommagement initial du matériau. Pour simpli-
fier les notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des diverses fonctions
par rapport aux variables z € QUT et t € [0, 7.

Dans 1'é¢tude du probléme P!, les hypothéses suivantes sont considérées.
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3.1. Formulation mécanique du probléme et hypothéses

L’opérateur de viscosité A : Q x S? — S¢ satisfait

(a) 11 existe une constante L4 > 0 tel que
| A(z,61) — A(z,62) | < Laler —ea|  Ver,e2€ 8 ppzel
(b) 11 existe m4 > 0 telque
(.A(Zb,él)—A(ZL’,€2)7<81—62)) ZTTLA|€1—€2|2 \V/El,ég ESd PpPTE Q.
(¢c) x — A(x,e) est Lebesgue mesurable sur 2

(d) L’application © — A (z,0) appartient & H.
(3.1.9)

L’opérateur d’élasticité F: Q x S¢ x R — S¢ satisfait

(a) 11 existe une constante Lz > 0 tel que

| F(@,e1,81) = F (2,82, 08,) | < Lr(ler — el + |81 — Bal)

Ve, e0 € ST VB, B, €R  ppax €l

(b) x — F (z,¢,03) est Lebesgue mesurable sur Q. Ve € 5% et V3 € R.

(¢) L’application x — F (x,0,0) appartient a H.
(3.1.10)

L’opérateur plasticité G : Q x S x §¢ —  S§9 satisfait

(a) Il existe une constante Lg > 0 tel que
| G (z,01,61) =G (2,02,€2) | < Lg(Jon — 02| + |e1 — &2)
Voi,09,61,60 € S ppx € Q.
1,02,€1,€2 pb-P (3.1.11)
(b) L’application x — G (x,0,¢) est mesurable sur ).
Pour tout o,¢ € S

(¢) Lapplication z — G (x,0,0) appartienta H.
La fonction source d’endommagement S : € x S9 x R — R satisfait

(a) Il existe une constante Ls > 0 tel que
| S(xaglaﬁl) - S($,€2,62) | < Ls (’51 - 52’ + |61 - 62‘)
Ver,ea € S%et By,5, ER ppx €.
b b€ Rpp (3.1.12)
(b) Pour tout € € S? et 8 € R,
x —> S (z,e,0) est Lebesgue mesurable sur Q.

(¢) L’application x — S (z,0,0) appartient a L? (Q).
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3.1. Formulation mécanique du probléme et hypothéses

La fonction de contact normale p, : T'3s x R — R, satisfait

(a) Il existe une constante L, > 0 tel que

| py (2,71) —po (2,72) | < Ly, |ri — 1| Vri,re € S%p.p.axeQ.

(b) Pour tout e € S?et B € R, (3.1.13)
x — p, (x,r) est Lebesgue mesurable sur I's pour tout r € R.

(¢) py (z,7) =0 pour tout r < 0 p.p.x € I's.

nous supposons que les forces volumiques fj et les tractions surfaciques f; ont la régularité
f,cC(0,T;H) , feC (o,T; 12 (rg)d> (3.1.14)
Le champ de déplacement initial satisfat
w eV (3.1.15)
Le champ d’endommagement initial satisfait
By €Y (3.1.16)
On définit la forme bilinéaire a : H'(Q) x H'(Q) — R par
a(&, ¢) = k/QVQ“ - Vdz. (3.1.17)
On considere la fonction f : [0,7] — V définie par
(£(t),v)y = /ﬂ £ (f) vz + / £,(t).vda, (3.1.18)
Iy
Notons que 'hypothése (3.1.14) implique que I'intégral (3.1.18) est bien défini,ainsi que
feC0,T;V). (3.1.19)
Ensuite, nous définissons la fonction j: V x V — R par

j(a,v) = /F py(w,)v,da, (3.1.20)
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3.2. Formulation variationnelle

3.2 Formulation variationnelle

En utilisant des arguments standards basés sur la formule de Green, on obtient

(Divo,v)g + (o (t),e(V))n = / ov.vda,

T's
Ensuite, nous décomposons l'intégrale de bord sur I'1,I's et o,v, et, puisque v = 0 a.e.
sur I'y, ov = fo sur I'y, et

ov.v =0,v, +0,.v, onls

on en déduit que

/a.e(v)dx:/fo.vdx—i-/ fz.vda—i-/ O'VVydCL-I—/ 0rVy, (3.2.1)
Q Q I'a I's I's

Nous utilisons maintenant (3.2.1), (3.1.6) et (3.1.18) obtenir

(0020 = (1) = [ plu)vida, (32.2)

T's

On compensation (3.1.20) dans (3.2.2), on obtient
(o(t),e(v))+ij(a,v)=(f,v)y, (3.2.3)
D’autre part
B—kAB+ dpy(8) 3 S(e(u),8) dans Qx (0,7);
il existe donc h € dpy () tel que
B—kAB+h=5((),5),
sachant que I’élément h satisfait

(h, & = B(t)) 2y < oy (§) — Oy (B) pour tout £ € Y

donc

(h,& = B(t))r2() < 0 pour tout £ € Y

Alors pour tout £ € Y on a

(B —kAB+ h,& — B(1) 120y = (S(e(n),B), € — B(t)) 120
& (B—kABE = B(t)) 12 + (B & — B(t)) 12y = (S(e(1),B), & — B(t)) 12(0),
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3.2. Formulation variationnelle

il vient que
(B —kAB,E = B(1)12(@) = (S(e(w),5),€ = B(t))12(), pour tout & € Y
Mais
(B — kAB,E — B)) 12 = (B,€ — BE)) 120y — k(AB, & — B(t))12(), pour tout € € Y
ou
(A3 (1) o= [ A3 (0= A0)
On integre par partie [, A5 (t) (£ — (t))dx on obtient

(AB(t),& = B(t)) L) = ﬁ(i At))dr — /QVB () V(¢ — B(t))dz

mais d’apres la condition de Neumann (3.1.7) g—ﬁ = %% = 0 et la notation (3.1.17),

implique que
(B (t) = kAB,E = B(1) 2@y = (B (£) ;€ = B(1)) 120y — a(B (1) , € — B(1)),
Finalement

(B(t), €= BB 2@y —a(B (), £ = BE) > (S(e(u),B),€ — B1)) 12y,
pour tout ¢ € Y, forallé eV (3.2.4)

A partir de (3.2.1), (3.2.8), (3.2.3) et (3.2.4), on obtient la formulation variationnelle du

probléme mécanique P!.
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3.3. Existence et unicité de la solution

Probléme PV'! Trouver le champ de déplacement u : [0, 7] — V, le champ du tenseur

des contraintes o : [0,7] — H, et lechamp d’endommagement 3 : [0,T] — H'(Q) tels que

o(t) = As(a(t)) + Fe(u(t), 5(¢))

/ Glo () — A=(i(1)). (u (s)))ds

dans € x (0,7)
(0(t),e(v))n + j(u(t), v) = (£(¢), v)v

pour tout v € V,p.p.t € (0,7) (3.2.5)
B(t) €Y, (B(t),&—B1)r@ +a(B(),€ — B(1)
> (S(e(u(?)),8(1),€ — B(t))12@

pour tout £ € Y, p.p. t € (0,T) (3.2.6)
u(0) =uo, S(0) = . (3.2.7)

3.3 Existence et unicité de la solution

Dans I’é¢tude du probléme PV nous avons le résultat suivant.
Théoréme 3.3.1 On suppose que les hypothése (3.1.9)-(3.1.16) sont satisfaites. Alors

il existe une solution uniquef {u, o, 3} du probléeme PV, ayant la régularité suivante:
ue CY0,T;V), (3.3.1)
Be Wh0,T; L*()) N L*(0, T; H(Q)), (3.3.2)

Le triplet (u, o, 5) vérifiant (3.1.1) et (3.2.5)—(3.2.7) est appelé solution faible du prob-

léme de compliance normale P! Ou vérifie

o€ C([0,T];H,), (3.3.3)

En effet, il résulte de (3.2.5) que Divo + fy = 0 pour tout ¢ € [0, 7] et, par conséquent, le

régularité (3.3.1) de u, combinée avec (3.1.9)-(3.1.15), et la régularité de f; dans (3.1.14),
implique (3.3.3).

La démonstration du théoréme 3.3.1 s’effectue en plusieurs phases. Elle repose sur les

résultats des équations non linéaires dépendant du temps, le théoréme du point fixe et les
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3.3. Existence et unicité de la solution

résultats d’existence et d’unicité des équations paraboliques (voir [52]). Nous supposons par
la suite que (3.1.9) sont satisfaits.
Soit n € C'(0,7; V') donnée. Dans premiére étape on construit le probléme suivant

Probléme Pan.Trouver le champ de déplacement u, : [0,7] — V tel que

(At (1), e(v))n + (n(t),v) = (£(t), v)y Vv €V, p.p.t e (0,T), (3.3.4)
u,(0) = uy, (3.3.5)

Nous avons le résultat suivant pour le probléme.
Lemme 3.3.1 Il existe une unique solution du probléme PV;]l, et qui satisfait la régularité

(3.3.1).
Démonstration. On définit opérateur A: V — V' par
(Au, v)yxy = (Ae(u),e(v))y, pout tout u,veV (3.3.6)
il résulte de (3.3.6) et (3.1.9)(a) que
|Au — Av]y < Laju—v|y, pout tout u,v eV (3.3.7)

ce qui montre que A : V — V est Lipschitz continu,et ainsi de semicontinuous. Maintenant,

par (3.3.6) et (3.1.9) (b), nous trouvons
(Au—Av,u—v)y > malu—vl|¥, pout tout u,v € V. (3.3.8)

Alors A : V — V est un opérateur fortement monotone sur V. Par conséquent, A est
inversible et son inverse A~! est également fortement monotone et Lipschitz sur V. De
plus, en utilisant le théoréme de représentation de Riesz, on peut définir un élément f, €
C(0,7;V) par

(fo @), v) = (f (). v)v = (n(t) & (V))n
Il en résulte maintenant de résultat classique ( voir [7]), qu’il existe une fonction unique

v, € C(0,7;V) qui satisfait :

Av, (t) = f,(t) p.p. t€(0,T). (3.3.9)
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3.3. Existence et unicité de la solution

Soit u, : [0,7] — V' défini par
¢
() = / vy (s)ds +up Yt € (0,7, (3.3.10)
0

I1 résulte de (3.3.6) et (3.3.9)-(3.3.10) que u,, est une solution de le probléme variationnelle
Pan et il a la régularité exprimé dans (3.3.1). Ceci conclut la preuve de la partie de

I’existence du lemme 3.3.1 L’unicité de la solution découle de 1'unicité de la solution du
probléme (3.3.9).

A la deuxiéme étape, soit € L2(0,7;L*(Q)). On considére alors pour le champ
d’endommagement le probléme variationnel suivant :

Probléme PV,! Trouver (3,(t) € Y tel que

(39(75)75 — Bo(t)) 20 + a(By(t),§ — By(t))
> (0(t),€ — Bo(t)) L2 () (3.3.11)

pour tout £ € K p.p. t € (0,7), et

B6(0) = By (3.3.12)

Lemme 3.3.2. 1l existe une solution unique 3, du probléme PV} qui satisfait (3.3.2).

De plus, si 3; est la solution du probleme PV} correspondant a § = 0; € L*(0,T; L*(Q))
pour ¢ = 1,2 alors

t

1B1(t) = By(B)|120) < C/ 01(s) = 02(5)[ L2 ds- (3.3.13)

0
Démonstration. L’application d’inclusion de (H' (Q),| .|p1 (o)) dans (L*(Q),] .|12@)
est continue et son image est dense. En notant (H'(Q))" l'espace dual de H'(Q) et en
identifiant le dual de L?*(f) avec lui-méme, nous pouvons exprimer le triplet de Gelfand

suivant :

H'(Q) C L*(Q) C (H'(Q)".

Nous employons la notation (., .)( i)y xu (o) Pour indiquer le produit de dualité entre

H'(Q) et (H'(Q))". Ainsi, nous avons :

Yu e L*(Q),Vv e H' (Q).

(V) ey ey = (W V)20 »
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3.3. Existence et unicité de la solution

Il est connu que I’ensemble des endommagements admissibles Y est un sous-ensemble non
vide, fermé et convexe dans H' (Q2). Par conséquent, le champ d’endommagement initial
By € Y, comme mentionné dans (3.3.12). En utilisant maintenant la définition (3.1.17) de

la forme bilinéaire a (., .), pour tout &, ¢ € H' (), on a :

a(§ ) =al(p$),

et
a (&, ¢) <KV u|Vela < cllmolelae)

donc, a est continue et symétrique. Ainsi, pour tout ¢ € H! (), nous avons
a(p,¢) = IVl alors a(p, @) + (k+1) o2 > k (IVel + 1))

et d’ou

a (o, <,0)+co|go|L2 >cl|g0|H1(Q) avec co=k+1letc =k

Nous constatons que toutes les conditions du théoréme 2.28 dans la référence [52] sont
satisfaites. Alors

By € W' (0,7 ; L* (I'y)) N L* (0, T ;Y).

D’autre part, il résulte maintenant de (3.3.11) que

(Bl(ﬂ - Bz(t),ﬁl( t) — Bo(t )) Q) T a(By(t) — Ba(t), B1(t) — Ba(t))
< (01(8) = 62(0), B1(t) — Bo(D)) 2y, P-ps€(0,T).

En intégrant cette inégalité sur [0,¢] avec les conditions initiales 5,(0) = (5(0) = S, en

utilisant I'inégalité a(5,(s) — B5(s), 51(s) — B5(s)) > 0, on obtient

1
5 181 (6) = B2 (2o / 61 (5) — 02 ()] gy 181 (5) — Ba ()] ey s,

Utilisant D'inégalité ab < 3 (a® + b*), nous obtenons

00 52 Oy < [ 1006) =026y + [ 116) = 5 0y

En appliquant maintenant le lemme de Gronwall a I'inégalité précédente, nous déduisons

(3.3.13), ce qui achéve la démonstration du lemme 3.3.2.
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3.3. Existence et unicité de la solution

Dans la troisiéme étape on utilise le champ de déplacement u,, trouvé dans le lemme 3.3.1
et ainsi '’endommagement /3, obtenu dans le lemme 3.3.2 et avant d’établir le probléme de
Cauchy pour le champ des contraintes.

Probléme PV,j: Trouver le champ de contrainte o, : [0, 7] — H tel que

mlt) = Feliay(0.550) + [ Go (s) el (s))ds (3.3.14)

On a le réultat suivant..

Lemme 3.3.3 Il existe une solution unique du probléme Pang qui satisfait o,y €
C(0,T;H) . En outre, o;,u; et 3; représentent les solutions de problemes PV, 4., PV,
et PVjp,, respectivement, pour tout (n;,6;) € C(0,T;V x L?(R2)),7 = 1,2, alors il existe
C > 0 tel que

1(0) = 020y < € (Juse) = w0t + 15,00 = O+ [ Jua(s) ~ wa(s)s ) (3315

Démonstration. Ici et par tout dans la suite C' désigne une constante positive qui
change d’une place a 'autre. Nous considérons l'opérateur W, : C' (0,T;H) — C (0,T;H)
défini par t

W (1) = Feluy (1) o) + [ Gl (5), el (5))s (3.3.16)

pour tout o € C(0,T;H) et t € [0,T]. Soient 01,09 € C(0,T;H) on a

Vg0 (t) Zfe(un(t),ﬁe(t))Jr/o G(o1(s),e(uy (s)))ds

Vg0 (1) Zfe(un(t%ﬁe(t))Jr/o G(oa (s),e(uy (s)))ds

En utilisant 'hypothése (3.1.11) sur 'opérateur G on obtient pour tout ¢t € [0, 7]

¢
(W001 (1) — W,002 () |3, < Lg/ |01 (s) — 02(s)[5,ds
0

De cette inégalité, il découle que, pour m suffisamment grand, Wy est un opérateur con-
tractant dans ’espace de Banach C'(0,7’; H). Donc, il existe un unique 0,9 € C(0,7;H) tel
que W,90,9 = 0p9. De plus, 0,9 est I'unique solution du probléme Pang.

En utilisant (3.3.14), la régularité de u,, la régularité de 3, et les propriétés des opéra-

teurs F et G, nous pouvons voir que 0,9 € C(0,T’; H). Considérons maintenant (1, 601) , (1,,02) €
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3.3. Existence et unicité de la solution

C(0,T;V x L*(Q)). Pour i = 1,2, on note u,, = u;, 0,9, = 0; €t B, = f3;. Nous avons

m@ZRM@%W+AﬂM$wme

et en utilisant les propriétés (3.1.10) et (3.1.11) de F et G, nous trouvons

o1(t) = o)z, < C (Iul(t) —w ()5 + [81(t) — Ba(t) |22
t t
+ [ |o1(s) — oa(s)[3,ds +/ luy(s) — UQ(S)‘%/dS) : (3.3.17)
0 0
A partir de cette inégalité et de l'inégalité de Gronwall, nous en déduisons ’estimation
(3.3.15), ce qui acheéve la démonstration du lemme 3.3.3.
En conclusion, en raison des résultats précédents et de 'utilisation des propriétés des

opérateurs

F,G, S et jpourte [0,T], nous examinons l'opérateur

A(n,0) (t) = (A" (n,0) (t),A*(n,0) (t)) € V x L* () (3.3.18)

défini par

Al (n,0) (t) = (f(ff (un(t)),ﬁe(t)H/o G(ome (s),e(uy (s)))ds, (e (V)) +J(ay,v) Vvev
(3.3.19)

A% (1,0) (8) = S(e (uy(t)) , By(1)) (3.3.20)

Ici, pour chaque (n,0) € C(0,T;V x L*(Q)), uy,, By et 0,9 désignent respectivement le
champ des déplacements, le champ d’endommagement et le champ des contraintes obtenus
dans les lemmes 3.3.1, 3.3.2 et 3.3.3. Voici le résultat obtenu :

Lemme 3.3.4 L’opérateur A admet un point fixe unique (n*,6*) € C'(0,T;V x L*(Q)).

Démonstration. Soient (n,0;), (n,,02) € C(0,T;V x L?(2)). Nous écrivons pour
i=1,2. u, =0, =043, = F; En utilisant (3.1.10) et (3.1.11), on obtient

A (01, 01) = A (2, 02) 5 < C(Illl(t)—m(t)I?erlﬁl(t)—ﬁz(t)liz(g)

[ o) = oats)s + [ hunts) - wa(o) s

69



3.3. Existence et unicité de la solution

De (3.3.15) on trouve
A (11,01) — A (g, 02) 7 < C <|111(75) —wy ()5 + 181 (t) — Bo ()72
+/Ot lui(s) — u2(s)|%,ds)
Par des arguments similaires et de (3.3.20) et (3.1.12) on déduit que
A2 (13.60) — A (1262 By < € ([ma(8) — 0O} + 183(8) — Bo(0) e
Par conséquent
A (n1,01) = A (02, 02) [y 2y < C <|111(t) — ()| + |B1(t) — Ba(t) T2
[ luals) — st s (3:321)
De plus, de (3.3.4) on obtient
(Ae (v1) — Az (va) ;e (Vi) =€ (V2))y + (1 — 12, Vi = Va)y = 0
Nous utilisons I’hypothése (3.1.9) et la condition (1.4.19)-(1.4.20) pour trouver
Vi (t) = v2 () [ < Clny () —na (1) |7 (3.3.22)

De l'inégalité et estimations précédente (3.3.21), (3.3.22)et (3.3.13) il s’ensuit que main-

tenant

t
A (1, 01) = A (03, 02) [} 1) < Ct/O [ (11,01) (5) = (112, 02) (8) [V 12y B (3.3.23)

Ainsi
|A (11, 61) — A (3, 02) |%/><L2(Q) < C[(1,01) (5) = (19, 02) (5) |2C(0,T;V><L2(Q))

En utilisant 'inégalité (3.3.23) avec (1, 61) et (14, 02) remplacés par A (1, 601) et A (ny,02),

respectivement, on obtient
t
A (71,01) = A (09,02) [ o) < 02/0 A (71,601) () = A (12, 02) (5) [§ s L2 () 0
t
<0 [ 10000 6) = (012:00) () Brpressns

02
= 5752’ (11,01) — (12, 02) ‘%’(0,T;V><L2(Q))
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3.3. Existence et unicité de la solution

En réitérant m fois linégalité précédente, on obtien

C"T"

[A™ (1, 01) () — A" (12, 62) () |%/><L2(Q) < | (71,01) — (12, 02) ‘?}(0,T;V><L2(Q))

On voit que pour n assez grand A" est une contraction sur I’espace de Banach C (0, T;V x L? (R2)),
alors admet un point fixe.

Maintenant nous avons tous les moyens pour démontrer le théoréme 3.3.1.

Démonstration du théoréme 3.3.1.

Existence. Considérons (n*,0*) € C(0,T;V x L?(2)) le point fixe de A, défini par

(3.3.18)-(3.3.20). Nous utilisons les notations suivantes

(@) w = up (b) B,=0p (3.3.24)
0. = As (0. (1)) + 0pror (3.3.25)
Nous montrons que (u,, 3,) est une solution unique durobléme variationnelle PV et satisfait

la régularité (3.3.1)-(3.3.2). En effet, nous écrivons (3.3.14) pour n = n*,0 = 0" en utilisant
(3.3.24)-(3.3.25) on obtient

= As(i () + Fe(u.(1), 5.(1)
/ G(0. (s) — Ac(.(s)), e(us(s))) ds (3.3.26)

et nous considérons (3.3.4) avec 7 = n* et en utilisont (3.3.24)(a) pour trouver

que
(Ae(.(t), (V)3 + (0" (), V) = (f (), W€ [0, T] (3.3.27)

et nous écrivons (3.3.11) avec § = 0" et en utilisant (3.3.24)(b) pour obtenir

/8*

m

vo(B).c=8.) ,  —a(B.(t),C—B.)

L2(Q)
> (0°(1),C~ B VCEY pp. t€0,T] (3.3.28)

Les égalités A (n*,0%) = n* et A% (n*,0") = 6* combinés avec (3.3.19)-(3.3.20),(3.3.24) et
(3.3.25) montrent que

(n*(1), Fe(u,(t)), B.(t),e(v))y
/ G0 () — Ac(i(s)), 2(ua(s))) ds + j (s, v) (3.3.29)
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3.3. Existence et unicité de la solution

07 (t) = S (e(u.(t)), B.(1))) (3.3.30)

Nous substituons maintenant (3.3.29) en (3.3.27) et utilisant (3.3.26) pour obtenir
(04 (t),e(v)y +i(a,v) =(f(t),v), VveV Vte[0,T] (3.3.31)
Et nous en substituons (3.3.30) a (3.3.28)

B.(0) € ¥ pwtoutt€ 0.7] (B.().C=5.) , —a(B.().C~5)
> (S (). 0) ¢~ B VEEY (3.3.32)

Les relations (3.3.31) et (3.3.32) permettent de conclure que (u., 3, ) satisfait (3.2.5)-(3.2.6).
Ensuite, (3.2.7) et la régularité (3.3.1)-(3.3.2) suivent des lemmes 3.3.1 et 3.3.2 puisque
u, satisfait (3.3.1) et de (3.3.26) trouvons que

7. € C(0,T;H) (3.3.33)
Nous choisissos v € D (Q)” dans (3.3.31), en utilisant (3.1.18) pour obtenir que
Divo, (t) = —fo(t) Vte0,T]

Ou D () = {u= (u;) /u; € D(Q)} et D(Q) est Pespace de fonctions réelles infiniment

différentiables avec un support compact en €2 , on utilise (3.1.14) et (3.3.33) pour trouver
O € C(O,T; H1)

Enfin, nous déduisons que la solution faible {u.,o.,3,} du probléme de contact élasto-
viscoplastique (3.1.1)-(3.1.8) ayant la régularité ((3.3.1))-((3.3.2)), en ce qui termine la
preuve de partie d’existence du Théoréeme 3.1.1. L’unicité de la solution est une conséquence

de 'unicité de point fixe de 'opérateure A qui est défini par (3.3.18)-(3.1.20).
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Chapitre 4

Probléme dynamique d’un matériau
élasto-viscoplastique avec frottement

et usure

Le deuxiéme chapitre de la these se concentre sur I’étude mathématique d’un probleme
de contact avec frottement pour des matériaux élasto-viscoplastiques soumis a des proces-
sus dynamiques incluant ’endommagement. Le contact bilatéral avec frottement implique
une base rigide et mobile avec une usure des surfaces de contact. Le probléme est for-
mulé comme un systéme d’inégalités variationnelles paraboliques pour les déplacements et
I’endommagement. Nous démontrons 'existence et 1'unicité de la solution faible en util-
isant des inégalités variationnelles paraboliques de premier et deuxiéme types ainsi que des

arguments basés sur les points fixes.

4.1 Probléme mécanique et hypothéses

Nous nous situons dans le cadre physique tel qu’introduit dans le premier chapitre de cette
thése. Considérons un corps élasto-viscoplastique en contact avec une base rigide. Par
conséquent, la formulation mécanique du probléme de contact avec frottement et usure en

élasto-viscoplasticité avec une variable interne est la suivante :
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4.1. Probléme mécanique et hypothéses

Probléme P2. Trouver u, o et 3 tels que

)) + Fe(u(t))

/ G(o Az(u(s)),e(u(s)), 8 (s)) ds dans Qx (0,7); (4.1.1)
B—kAB+0py(B) 3 S(0 — As(ia(s)),e(u),8) dans Qx (0,T);  (4.1.2)
Divo + £ — pii dans Q x (0,7): (4.13)
u=0 sur ) x (0,7); (4.1.4)
ov =1f, sur Ty x (0,T); (4.1.5)

U;T_:__O;’?i ’_‘(:*')_’ _:‘ :0 sur Ty x (0,T); (4.1.6)
g—f —0 sur T x (0,T); (4.1.7)
(0) = o, (0) = vo, B(0) = B,, dans . (4.1.8)

Ici, les équations (4.1.1) représentent la loi de comportement d’un matériau élasto-
viscoplastique avec endommagement, tandis que (4.1.2) décrit I’évolution du champ d’endommagement,
régulée par la fonction source d’endommagement S, Jp,- correspond au sous-différentiel
de la fonction indicatrice de I’ensemble des fonctions d’endommagement admissibles Y.
L’équation (4.1.3) modélise le mouvement physique. Les relations (4.1.4)-(4.1.5) énoncent
les conditions de déplacement-traction, tandis que (4.1.6) introduit les conditions de con-
tact avec frottement et usure, comme décrites dans [42]. La condition (4.1.7) exprime les
conditions aux limites de Neumann, ot g—f représente la dérivée normale de 5. Enfin, (4.1.8)
précise les conditions initiales : uy pour le déplacement initial, vy pour la vitesse initiale et
B, pour 'endommagement initial.

Dans I’étude du probléme (4.1.1)-(4.1.8), il est également requis d’introduire certaines
hypothéses supplémentaires sur les données. L’opérateur de viscosité A : Q x §¢ — 59

est en accord avec (3.1.9).
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4.1. Probléme mécanique et hypothéses

L’opérateur d’élasticité F : Q x S¢ — S? satisfait aux conditions suivantes :
( (a) 1l existe une constante Lz = 0 telle que pour tout e1,e, € S? et
presque partout z € Q: | F(x,e1) — F (z,82) | < Lg |e1 — &

(b) La fonction x — F (x,€) est mesurable selon Lebesgue sur €.

| (c) L’application © — F (z,0) est dans 'espace H.
(4.1.10)

L’opérateur plasticité G : Q x % x ¢ x R — S¢ satisfait aux conditions suivantes :
( (a) Il existe une constante Lg > 0 telle que

| G(z,01,61,81) =G (2,02,62,05) | < Lg(lor — oaf + |e1 — €2 + |8, = Bal)
Voi,09,61,60 € STet 31,8, ER p.px € Q.

(b) La fonction x — G (z,0,¢,a) est mesurable selon Lebesgue sur €.

Pour tout o,e € S?et f €ER ,

| (c) L’application  — G (2,0,0,0) appartienta .

(4.1.11)
La fonction source d’endommagement S: ©Q x S% x S x R — R satisfait
( (a) Il existe une constante Lgs > 0 tel que
| S(z,01,61,81) — S (,02,82,85) | < Ly (lor — o2 + [e1 — €| + |81 — Ba)
x)Vo,,09,61,60 € S%et 5,8, ER p.px € Q.
(z) Vo1, 09,61, B1. By p-p (4.1.12)
(b) Pour tout o, € Set B € R,
r — S (z,0,¢e,a) est Lebesgue mesurable sur €.
| (c) L’application # — S (,0,0,0) est dans I'espace L* ().
La densité volumique satisfait
p € L™ (T3), il existe p*telle que p (x) > p* p.p.xz € Q. (4.1.13)

Nous supposons également que les forces volumiques et surfaciques satisfont les condi-

tions de régularité suivantes :
fo€ L2(0,T ;H), foe L? (o,T L2 (rz)d) . (4.1.14)
Les fonctions « et p vérifient les propriétés suivantes :
a € L*([T3),a(x)>a" >0 p.p.sur s (4.1.15)

p € L*(Ts),u>0 p.psurls. (4.1.16)
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4.1. Probléme mécanique et hypothéses

Les champs initiaux des déplacements, des vitesses et de 'endommagement satisfont :
u eV, vopeVv, 60 ey (4117)

Nous définissons la forme bilinéaire a : H' () x H' () — R par

a(¢, @) = k:/QVQ.Vgoda:. (4.1.18)

Nous allons utiliser un produit scalaire modifié sur 'espace de Hilbert H = L2 ()¢,
défini par :
(W) = (pu,v)y,  Vu,v €H, (4.1.19)

et soit |||z la norme associée, c’est-a-dire :
1
V|| = (pu,v)} Vv eH. (4.1.20)

En utilisant 'hypothese (4.1.13) il vient que |||z et |-|z sont des normes équivalentes
sur H. De plus 'inclusion de (V,|-|v) dans (H, ||-||x) est continue et dense. Nous notons
par V' 'espace dual deV. En identifiant H avec son propre dual nous obtenonsle triplet de
Gelfand V' C H C V’. Nous utilisons la notation (., .)y «y pour la dualité entre V' et V et

rappelons que

(0, v)yrxy = ((u,v))y; VYueH, Vv evV. (4.1.21)

Ensuite, on note par f : [0,7] — V' la fonction définie par

(f@),V)yrgy = /Qfo (t).v dz +/r fa(t). vda YveV.itel0T]. (4.1.22)

Puis, la fonction de frottement j : V' x V' — R est définie par

J (u, V):/a|uu|(p|v7—v*|+vy)da , Vu,ve V. (4.1.23)
I's

De (4.1.14), on remarque que U'intégration (4.1.22) est bien définie et inpliquent

ferL*0,T;V. (4.1.24)
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4.2. Formulation variationnelle

4.2 Formulation variationnelle

En suite, nous allons dériver la formulation variationnelle pour le probléeme P2. De la

troisieme égalité dans le probléme (4.1.1)-(4.1.8), on a
(pta(t),v)g + (Divo(t),v)y = (fo(t),v) Vv eV (4.2.1)
L’application de la formule de Green (1.4.21) nous permet de réécrire (4.2.1) comme suit

(pii(t), v)g + (o(t),e(vV)) = (fo (), v)y + /Fm/.v da , (4.2.2)

ou
/UVVdCL = /oydeH—/al/vda—i-/oyvda,
T 1N I's I's
= fov da +/ (o,vy, +0,.v,) da
Iy I3

en raison de v = 0 sur I'; et ov = f5 sur I'y. En prenant v comme v — 01 dans (4.2.1), a

partir de la condition aux limites de I's, on a
—/ (o () v+ 0r (1) (v — 1) da
T's
. / oy () (Vo—it, (1) da— [ 0. (). (vi—it, (£)) da
I's

_ /F o ] (vi—ti, (1) da—/F oo (1) . (Vo—v) da+/F oo (1) . (1 (£) —v*) da
< /F aliy|(v,—1, () da+ A o ()] ([v-—v"|) da — A o= ()] (|47 (t) =v*|) da

- / o [i| (vo—tiy (8)) da+ / gt | (v, —v*] — [ity () —v*]) da

s

- / & [i,| (e [vo—v*| +v,) da— / o liv| (] (£) —v*] + 1, (8)) da
T's

I's

D’apres (4.1.21), (4.1.22) et (4.1.23) nous obtenons

(G(t), v —a(t)) vy + (a(t),e((v —1(t))))n
+j(a(t),v) —j(u(t),alt))
> (f(t),v—n(t))yxy pour tout veV, pp.te(0,T) (4.2.3)
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4.3. Existence et 'unicité de la solution

De (4.1.1),(4.1.7),(4.1.8),(4.2.3), et (3.2.4), on obtient la formulation variationnelle du prob-
léme mécanique P2

Probléme PV? Trouvrer le champ de déplacement u : [0,7 ] — V, le champ de
contrainte o : [ 0,7 | — Hj,et le champ d’endommagement 3 : [ 0,7 ] — H'(Q) tels

que:
o(t) = As(a(t))+Fe(u / G(o (0(s)),e(u(s)), B (s))ds in Qx(0,7), (4.2.4)
(500w = )y + ({0 (v = 60+ 0¥ = a0 80)

> (£(t),v —u(t))yxy pour tout veV, pp.t € (0,7),
Bt) ey, (B(t),€ = B(t)r2e +alB(t),§ — B(1)) (4.2.6)

> (S(0 — Ae(u(t)),e(a(t)),5(t)), € — 5(t)) 12 pour tout £ €Y, p.p. ¢ € (0,T),
u(0) = ug, u(0) = vo, 5(0) = By (4.2.7)

4.3 Existence et 'unicité de la solution

Notre résultat principal est le théoréme 4.3.1
Théoréme 4.3.1. Nous supposons que les hypotheses (3.1.9) et (4.1.9)-(4.1.16) sont
satisfaites, si I'hypothése de petitesse il existe une constante ag qui est dépend uniquement

sur Q,I'1, 5 et A tels que

&l ey (Itlioeqrg +1) < a0, (43.1)

Alors, il existe une solution unique {u, o, 5} du probléme PV,. De plus, la solution satisfait

u € Wh(0,T;V)nC (0, T ; H)ynW2(0,7 ;V'). (4.3.2)
o € L*(0,T;H), Divo € L*(0,T;V") (4.3.3)
B e wWh(0,T;L*(Q)NL*0,T;Y). (4.3.4)

Sous les hypothéses (3.1.9) et (4.1.9)-(4.1.16), nous concluons que le probléme (4.1.1)-
(4.1.8) posséde une solution faible unique avec la régularité spécifice dans (4.3.2)-(4.3.4).

La démonstration de ce théoréme sera menée en plusieurs étapes, en s’appuyant sur des
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4.3. Existence et 'unicité de la solution

arguments d’inégalités paraboliques de premier et de second types, ainsi que sur le théoréeme
du point fixe.

Dans un premier temps, nous considérons le probléme auxiliaire suivant pour le champ
de déplacement.

Probléme PV . Etant donné (1, g) € L*(0,T;V’ x V), Trouver le champ de déplace-

ment u,, : [0,7] — V tels que

(T (1), v — 1y (t))v’x\/ + (A (e (g (1)) & (Vv — g (t)))H +7(g(t),v)

(4.3.5)
=7 (g (@) iyg) = (F (1) =0 (1) ;v =g (1)1, Vv EV pp,t € [0,77] et
;4 (0) = up, 0, (0) = vo. (4.3.6)
Nous définissons f, (t) € V' p.p. t € (0,T") par
(g (), W)y = (F () =0 (8), W)y VW EV. (4.3.7)
De (4.1.24) on déduit que
f,€L*(0,T; V). (4.3.8)

En utilisant le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet, nous définissons 'opérateur
A:V — V' par
(Av, W)y = (A(e (V) e (W), Vv, weV. (4.3.9)

Nous prenons 1,, = v,, et considérons 'inégalité variationnelle suivante
Probléme PV . Etant donné (1, g) € L*(0,T;V’ x V), Trouver le champ de vitesse
Vg 0 [0, 7] — V tels que

(Vg (1), v = Vg (t))v/xv + (Avyg (8) , v — vy <t>)v/><v +7(g@),v) =7 (g(t), V)
> (f (t) -7 <t> y V.= Vg (t)>vl><v ; VveV p.p,t € [O,T] et

(4.3.10)
Vg (0) = vo. (4.3.11)
Dans I’é¢tude du probleme PVV%]Q nous avons le résultat suivant.
Lemme 4.3.1.11 existe une solution unique du probléeme PVV?W satisfaisant
Ve €C(0,T ; HYNL*(0,T;V) et v,, € L*> (0,7 ; V). (4.3.12)

79



4.3. Existence et 'unicité de la solution

Démonstration. D’aprés la définition (4.3.9) de Popérateur A, les hypothéses (3.1.9)
et (1.4.19) nous pouvons vérier que A est fortement monotone et Lipschitz continu sur V'

avec my = my et Ly = L 4. On note la fonction de frottement

i) =3 (g.v) = [ alal(ulv, = '] +v)da. VeV (43.13)
I's

En utilisant les définitions (4.3.9) et (4.3.13) et I'inégalité (4.3.10) nous voyons que Vv,

satisfait 'inégalité

(Vg (), Vv — Vg (t))vfxv + (Avng (t), v —vy (t))v/xv + Jg (V) = Jg (Vg (1))

(4.3.14)
>(ft)=n),v ="y (t)yiyy, YWVEV pp. tc[0,T], et

Vg (0) = vo. (4.3.15)

En utilisant le théoréme 2.3.1, nous avons L’opérateur A : V' — V"’ est fortement monotone
et de Lipschitz, alors nous pouvons vérifier que A satisfait les conditions (2.3.1)(a)-(c), et
en appliquant le théoréme de Lebesgue on déduit la condition (2.3.1)(d).

La fonctionnelle j, est continue et convexe, en utilisant injection continue de V' dans

L2 <F3)d7 et
VA€ [0,1]: [Avi+ (1= AN)ve — v < Avy = V| + (1 = A)|ve — V[

Pour approximer la fonctionnelle j,, nous utilisons la suite des fonctonnelles jg,, : V' — R

définie par

jgn(v):/a|g,,| (u\/|v7—v*]2—|—e—”—|—v,,) da , VWweV,VneN.
s

Nous vérifions que la dérivée au sens de Fréchet de j,, est donnée par

—v* h;)

\/|VT—U| +e

Nous constatons que jg, est contintiment différentiable ( de classe C'). Des calculs al-

+h,|da , YheV. (4.3.16)

(i (V) 1) = / 19,

gébriques directs montrent que pour tout a > 0,b > 0 tel que a + b = 1, et pour tous

r,y € Retn e N*

.\/(a:z: +by) e <avalte 4 byt +e (4.3.17)

80



4.3. Existence et 'unicité de la solution

Alors jg, est convexe pour tout n € N*. En utilisant (4.3.16) il s’ensuit que

. —v", he)
)(J;n(V),h)V,XV = / |9v| \/| e +hy, ||da , YheV.
vV, — U e "
Jh
s/ 9] —V L | da
\/|VT—U]+6”
< — v| [h|

ol Wlimiry [ 10 dat lal ey [ l9ul 1] da
\/|V —v*? e T

En utilisant maintenant 1'inégalité

v — "]

\/IVT—v*!2+e—“

<1VneN"

Conduit a

IN

)(j;n (v), h)vfxv |O"Loo(r3) ‘N‘Loo(rg,)/F |gv| 7| da + |O‘|L<><>(1“3)/F |9v| || da
3 3

IA

|a|L°°(F3) (|M|Loo(r3) + 1) |9|L2(r3)d |h|L2(F3)

< Coao|glparye |hly
Alors
3C >0, VW €V, [y, (V)| < Clglrawyy,

alors (2.3.3)(a) est satisfait. D’apres la définition de j, on a

lim jgn(v) = jg(v)

n—-+o0o

et comme j,, est continue sur V, en appliquant le théoreme de Lebesgue, on déduit la

propriété (2.3.3)(b). Finalement (2.3.3)(c) est une conséquence du fait que

Jgn(V) = Jg(v)

Nous concluons que j, et ( jg, ) satisfont les hypotheéses (2.3.2) et (2.3.3). Rappelons
enfin que f, € L*(0,T;V’) et voeV (voir (4.1.17) et (4.1.24). Du théoréme 2.3.1, nous
concluons que le probleme PV, admet une solution unique v,, € C(0,T; H)NL?*(0,T;V)N
Wh2(0,T;V").
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Soit (n,9) € L*(0,T;V’ x V) donné. On considére l'opérateur ¥, : L*(0,T;V) —
L?(0,T;V) défini par

W,g(t) = vy, (t) pour tout g € L*(0,T;V). (4.3.18)
Lemme 4.3.2. L’opérateur U, a un point fixe unique g, € L*(0,T; V).
Démonstration. Soient g1, gs € L*(0,T;V), on dénote v,,, = v; , i = 1,2. De (4.3.18)
nous avons
P81 (t) — Unga ()] < [va(s) — va(s)fi (4.3.19)
De plus, de (4.3.13)-(4.3.14), on obtient que
(Vi = V2, vi = va)yrxy + (Avi — Avy, vi — Va)yiy
< j(glv V2) - j(gh Vl) + j(927 Vl) - j(927 V2)7 (4320)

D’autre part pour tout vi,ve € V',

J(9.v) — j(g.vs) = / & lgu] (V1 — v*] +v1,) da — / & |g,] (1t [Vay — v*| + va,) da
F3 F3

= / a |gu’ (M |V1,T - U*| — M |V2,T - U*| + Vi — V2,1/) da
T's

IN

/ & 1] (4 [V1r — Vo] + [V1 — Vo) da

T's

< |04‘Loo(r3) W|L<><>(r3) |gV‘L2(F3) Vi — v277‘L2(F3)

+ ‘OélLoo(]_"3) |gu|L2(p3) |V1,u - V2,V|L2(1"3)

IA

|t poo (g 190 L2 <|N|Loo(r3) + 1) Vi = Va| 2y (4.3.21)
En utilisant (1.4.20) U'inégalité (4.3.21) peut étre transformée comme suit
3(9:v1) = 3(9:¥2) < C ol gy (Il ey +1) loly Iva = valy
De méme, nous avons
3(91:%2) =91, v2) 4 (92:v2) = (92 ¥2) < O3 |l oy (1l iy + 1) lon = g2l Vi = vl

(4.3.22)
En branchant (4.3.22) dans (4.3.20), on obtient

(V1 = Vo, vi = Va)yrxy + (Avy — Avy, vi — Vo) iy (4.3.23)

<3 |O‘|Loo(r3) <|U|Loo(r3) + 1) |91 — G2|y [vi = valy, pp. £ €(0,T)
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En intégrant (4.3.23) sur (0,t), compte tenu que vy (0) = v5 (0) = vq et utilisant (3.1.9)

nous déduisons que

mA/ vy (s) — vo (8|3 ds
< Blalymqey (Whry +1) [ 1061 =02 Ol 1 (5) = v ()l ds ppt € 0.7)

En utilisant Inégalité de Holder, on obtient que

t
[ i = v ds
0
C§|Q‘L°O(F )(|H|L<X>(F )+1> ! 2 % ! 2 %
< Seeglimaat) (g ) - w©fas) ([ e -v@ka) e eon
0 0

ce qui implique

[ 6w

S (C |0¢‘Loo(r3)(|:u|L°°(I‘3)+1 ) / |gl )‘Vds P-P. te (O7T)

Alors

2

ma

2
Uy 91 (t)_\IJHQZ(t”i?(O,T;V) < 91 (8) — g2 (3)|L2(0,T;v) p.pt €(0,7)

nous choisissons ap = ‘z# dans (4.3.1), Popérateur ¥, est une contraction dans ’espace de
0
Banach L? (0,7 V), et il résulte du théoréme du point fixe de Banach que l'opérateur U, a
un point fixe unique g, € L*(0,7;V).
Dans la suite soit g, le point fixe obtenu dans le lemme 4.3.2. Soit v, € L*(0,T;V")
une fonction définie par
Vi = Vg, (4.3.24)
Nous avons ¥, g, = v,, et
vV, = Gn- (4.3.25)
Nous prenons g = g, dans (4.3.14) et nous utilisons (4.3.15) et (4.3.25), pour voir que v,
satisfait
(Vo (1), v = Vo (0))yrey + (AVy (1), V= vy (8))yry + 5 (Vy (1), V) = 5 (v (), vy (1))
>(f&)=n®),v—=vy )iy, YWEV ppte[0,T].et
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v, (0) = vo.

Soit u,, : [0,7] — V une fonction définie par

t
u, =uy + / v, (s)ds. p.p. t € (0,7T) (4.3.26)
0

On voit que u,, vérifie le probléme variationnel suivant

Probléme PV, .Trouver u, € V tels que

(it (), v = 0y ()1 + (A (e (1 (2 ))) e(v =1y (1)))y + 7 (0 (1), v) = j (W, (1) , 1, ()

+ (), v =", )y = (F@),v—100,()) )y, YWVEV pp,tel0,T].et
(4.3.27)

u, (0) = ug, 1, (0) = vy.

Nous avons le résultat suivant :

Lemme 4.3.3 : Le probleme PVU%7 admet une solution unique satisfaisant (4.3.2).

Démonstration : La démonstration découle directement du lemme 4.3.1, du lemme
4.3.2, et de la relation (4.3.26).

A la troisiéme étape, nous fixons § € L*(0,T; L? (Q)) et considérons le probléme varia-
tionnel suivant pour le champ d’endommagement.

Probléme PV} :Trouver le champ d’endommagement 3, : [0,7] — H() tel que
By(t) € Y and

(59(75)75 — Bo(t))r2(q) + a(By(t),§ — By(t))
> (0(t),€ — Bp(t))r2(), pour touté € Kp.p.t € (0,T),e

B4 (0) = By. (4.3.29)

(4.3.28)

Dans ’étude du probléeme de PV , nous avons le résultat suivant.

Lemme 4.3.4. Il existe une solution unique du probleme PV} , ayant la régularité
By € WH?(0,T ; L* (T)) N L* (0,7 ;Y). (4.3.30)

De plus, si 3; est la solution du probléme PVj correspond 6 = 0; € L?(0,T ; L?(Q)) pour
1 = 1,2 alors

t
181 (1) = Ba (8) 720 < C/O 101 (5) — 02 () [72(q ds. (4.3.31)
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Démonstration

Démonstration du lemme 4.3.4, en utilisant les mémes argument du lemme 3.3.2. du
troisieme chapitre.

Dans la prochaine étape, nous utilisons u, et 3, obtenus respectivement dans les lemmes
4.3.3 et 4.3.4 pour construire le probléme de Cauchy suivant pour le champ de contrainte.

Probléme PV, : Trouver 0,4 € H tel que

onalt) = Fe(u, (£)) + / G0y (), (uy()). By () ds pp t € (0.7) (4.3.32)

Dans I’é¢tude du probleme PVnzﬁ nous avons le résultat suivant
Lemme 4.3.5. Le probléme PVn2,9 a une solution unique qui satisfait 0,9 € L* (0,7 ; H).
En outre, o;,u;, et [, représentent les solutions des problémes PV29, PV2 et PV} respec-

tivement, pour (n; 0;) € L*>(0,T ; V' x L*(Q)), i = 1;2, alors il existe C' > 0 tel que

01 (£) — 72 (D2, < (ws (£) — s (D24 / s (5) — ug ()2 dit / 181 (5) — By () 2agey 45.)

(4.3.33)
Démonstration du lemme 4.3.5.
Soit I, : L? (0,7 ;H) — L*(0,T ;’H) 'opérateur proposée par
¢
My0000) = Felu,(6)+ | Gloma ().l (), 5) s, (4.3.34)
0

Soit o; € L*(0,T ;H),i=1,2 et t € (0; T).nous utilisons (4.1.11) et (4.3.34) et I'inégaliteé

de Holder, on trouve
t
001 (1) = a0 (O < 25 [ s (5) = ra (9 s
0

En utilisant I'opérateur II, y une autre fois, on obtien

}Hn(,al( ,7002 |H<L4T2// oy (s —02()|Hds

On fait une itération sur cette derniére inégalité m fois pour trouver

‘Hneal( n902 |H L2me// / oy (s —02()\Hds

L’intégration sur l'intervalle de temps (0,7, il s’ensuit que

9 L2me 5
Ty — %U2|L2(0,T P T o1 (8) = 02(8) 12007 31) -
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Comme
L2me
lim g
m—+0o0 m!

=0

L’opérateur I, est une contraction dans l'espace de Banach L?(0,T ;H), et selon le
théoréme du point fixe de Banach, I'opérateur II, o posséde un unique point fixe 0,4 €
L?(0,T ;H). De plus, cette solution est unique pour le probléme PVn?ﬂ. En utilisant
(4.3.32), la régularité de u,, celle defy, et les propriétés des opérateursF et G, on obtient
que 0,9 € L*(0,T ;H). Considérons maintenant (1, 01), (n,,02) € L*(0,T ; V' x L*(Q)),

et notons pour i = 1;2,: u,, = w;, 0y, 0, = 04, By, = ;- Nous avons alors

ou(t) = l/gaz (ui(s)). B; (s)) ds pp ¢ € (0,7)

et en utilisant les propriétés (4.1.10) et (4.1.11) de F et G, nous trouver

71 (0) = 02 (O < ClJus (1)~ wa 0} + /ﬁm ) = 02 (5)3 s

/ lu; (s) — s ( ]Vds—i—/ 181 (s )’LZ(Q) ds

En utilisant Pargement de Gronwall dans 'inégalité précédente nous déduisons (4.3.33), ce

(4.3.35)

qui compléte la démonstration.

Finalement, comme une conséquence de ces résultats établis précedemment et en utilisant
les propriétés des opérateurs F , G et la fonction S, pour ¢t € [0,7], nous considérons
I’opérateur

A:L?(0,T V' x L*(Q)) — L*(0,T ; V' x L* ()

donné par

A(n.0) (t) = (A (n,0) (1), A* (n.0) (t)) €V’ x L*(Q) (4.3.36)

ou

(N (1,00, Wy = (Felm(0), £(v))
b ([ Gl ().l 5o, <(v) (4331)

H

A*(,0) (t) = S (0,0 (1)), (uy (1)), B (1)) - (4.3.38)
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Ici, pour tout (n,0) € L?(0,T ; V' x L*(Q)), w,, By et 0,4 représentent le champ de dé-
placement, le champ d’endommagement et le champ de contrainte qui sont obtenues dans
les lemmes 4.3.3, 4.3.4 et 4.3.5 respectivement, on a le résultat suivant

Lemme 4.3.6. L’opérateur A admet un point fixe unique (n*,8*) € L? (0,7 ; V' x L*(Q))
tel que A(n*,0%) = (n*,6%).

Démonstration. Soient (1,,60),(ny,02) € L*(0,T ;V' x L?*(Q)). Pour simplicité,
nous utilisons les notation w,, = w0, = w,i, = i,0,,s = o0; et B, = [;pour
i = 1,2.Application (4.3.36)-(4.3.38), (4.1.9) et hypotheses (4.1.10)-(4.1.12), on obtient

que

[A(ny,61) (1) — A(n,, 02) <t>’%//><L2(Q)

< C(luy (£) —ua (D[, + / [y (s) = uz (s[5 ds + B, () = By (1) 720 + /0 181 (5) = Ba (8)[72(qy ds
’ (4.3.39)

En outre, en prenant la substitution n = 7,,n7 = 1, dans (4.3.25), on obtient

(\.’1 — ".’27V1 — V2>V’><V + (AVl — AVQ,Vl — V2)V’><V
< j(vi,va) = (vi,vi) + 7 (va, vi) — J (Va, va) + (0 — 02, VI — Va) iy

On intégre cette inégalité par rapport au temps, en utilisant la condition initiale v;(0) =

v2(0) = vo, les conditions (4.1.9), (3.1.9) et (4.3.22) et on choisit ap = 4 on trouve
0

t
mA/ |vy —vgﬁ/ds
0

t t
2
<C§ ’a’Loo(rg) (|M‘Loo(r3) + 1) / Vi — valy ds +/ (11 = Moy VI — Va)yryy ds
0 0
Et donc

t t
2
<mA -3 ’O"Loo(rs) (‘M‘Lw(rg) + 1)) /0 Vi — Vol ds < /0 In1 = Nalys [vi — vl ds

en utilisant I'inégalité 2ab < (a® + b?) on obtient
t 5 t 9
/ |vi — Vol ds < C’/ 1n1 — 1aly ds (4.3.40)
0 0

t
D’autre part, étant donné que u; = up + / v; (s)ds et u; (0) = uy (0) = up, On a
0

t
lu; — ) < / Vi — vao|} ds (4.3.41)
0
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Et
|u1 - 112’%/ > 07

t ps
/ / luy (1) —uy (r)|2 drds > 0.
0 Jo
¢

lu; — uQ|%/ —I—/ lu; — u2|%/ds <
0

c/ (v (5, = v (5)al% + s () — o (9)3) ds + / t [t ) = s 0Of s,

Alors

¢
lu; — u2|%/ +/ luy; — u2|%/ds <

o[ e s+ [ ()= wa @+ [ ) - w01 ) s ).

par l'inégalité de Gronwall, et en utilisant (4.3.40) nous avons
2 ' 2 ' 2
[y (£) = ws (1) +/ g (1) — ws (D) ds < 0/ In1 — 1ol ds. (4.3.42)
0 0
De (4.3.31), il s’ensuit que
|81 (8) — ‘L2 / |8y (¢ )|L2 ds
t
< C/ 16, — 92@2(9) ds. (4.3.43)
0
Les estimations (4.3.39),(4.3.42)-(4.3.43) nous donnent

[A(n1,01) (£) = Ao, 02) (8)]3x 220

t
< C/o [(11,01) () — (15, 02) (t)|%/’xL2(Q) ds.

En réitérant cette inégalité n fois on arrive a

[A™ (113, 61) (1) = A" (3, 62) (1) 3120
(1)

|(n1,01) () — (12, 02) (t)|§,2(0,T;V’><L2(Q)) :

ce qui implique que pour n su samment grand une puissance A" de A est une contraction
dans I'espace de Banach L? (0,T;V’ x L*(Q)), ce qui conclut la preuve.

Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour prouver le Théoréme 4.3.1.
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Preuve de I’existence pour le Théoréme 4.3.1. Supposons que (n*,0) € L* (0,7 ; V' x L? (Q2))
soit un point fixe de A, tel que défini par (4.3.36)-(4.3.38), et notons

u = up,0=Ac (1) + 0y, (4.3.44)

B = B (4.3.45)

Nous prouvons que le triple (u, o, ) satisfait (4.2.4)-(4.2.7) et (4.3.2)-(4.3.4). En effet,
nous écrivons (4.3.32) pour n = n*, @ = 0" et utilisant (4.3.44) et (4.3.45) pour obtenir que
(4.2.4) est satisfait. Maintenant nous considérons (4.3.27) pour 7 = n* et en utilisant la

premiére égalité dans (4.3.44) pour trouver

(W (), v—1(t))yy + (A @@))) e (v—1(t))),
+j(a(t),v)—ja),a(t)+ 0" @), v—"1,0)y.,
> (f(),v—a(t)yyy, WEV pptel0T]. (4.3.46)

Les égalités A'(n*,0%) = n* et A%(n*,0%) = 6" combinées avec (4.3.37)-(4.3.38), (4.3.44) et
(4.3.45) montrent que

(" Vv = (F2 (w(0) 2 (V) + (fy Gl (5) = A= (2 (), =(u(s)). B (5)) ds,= (v))
(4.3.47)
et

0% (t) = S(o(t) — Aeta(t),e(u(t)),[(t)). (4.3.48)

Nous substituons maintenant (4.3.47) dans (4.3.46) et 'utilisation (4.2.4) pour voir que
(4.2.5) est satisfait. Nous écrivons (4.3.28) pour ¢ = 0" et utilisons (4.3.45) et (4.3.48) pour
trouver que (4.2.6) est satisfait. Ensuite, (4.2.7) et les régularités (4.3.2) et (4.3.4) suivre
Lemmes 4.3.3 et 4.3.4.

La régularité ¢ € L?(0,T ;H) résulte des lemmes 4.3.3, 4.3.5, 'hypothése (3.1.9) et
(4.3.44), en effet 0,9 € L*(0,T ;’H) d’apres (4.3.44)

o=Ac(0) + o,ppr = Ac (1) + 09
En outre,

uecL?(0,7T;V)NnC(0,T;H),
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4.3. Existence et 'unicité de la solution

de ce qui précede et Ae (1) un élément de H, d’aprés ’hypothése (3.1.9) résultats
As (1) € L*(0,T ; H)

Alors
o€ L*0,T ;H).

Nous prenons v = u () + z o z € C5° (2)? dans (4.2.5), on trouve
pui (t) =Divo (t) + fo (t) dans V', p.p. t € (0,T) ,

Ainsi, en utilisant (4.1.13) et (4.1.14), nous obtenons que Divo € L? (0,7 ;V’). Par con-
séquent, la régularité (4.3.3) est vérifiée, ce qui prouve la partie existence du théoréme
4.3.1. Quant a la partie unicité du théoréme 4.3.1, elle découle de 'unicité du point fixe de
l'opérateur A défini par (4.3.36)-(4.3.38), ainsi que de I'unicité des solutions des problémes
PV?, PV, et PVnQ,e-
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Chapitre 5

Probléme dynamique d’un matériau
thermoviscoélastique avec Compliance

normale et endommagement

Nous étudions un probléeme dynamique qui décrit un contact frottement entre un corps
thermo-viscoélastique et une fondation. La loi de comportement thermoviscoélastique inclut
un effet d’endommagement, décrit par une inclusion parabolique avec condition aux limites
de Neumann homogene, ainsi qu’un effet thermique, décrit par une équation d’évolution du
premier ordre. Le contact est modélisé par une condition de compliance normale avec frotte-
ment. Nous présentons une formulation variationnelle du probléme et établissons ’existence
et 'unicité de la solution faible. La démonstration s’appuie sur des inéquations variation-
nelles paraboliques de premier et second type, des équations variationnelles d’évolution du

premier ordre et des arguments de point fixe.

5.1 Probléme mécanique et hypothéses

Ce probléme mécanique, noté P2, représente un systéme d’équations décrivant le comporte-
ment d’un corps thermo-viscoélastique en contact avec une fondation, en prenant en compte
les effets de 'endommagement, de la température et du frottement. Voici une analyse des

différentes composantes de ce probléeme :
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5.1. Probleme mécanique et hypothéses

probléme P2 . cherche u,o, 3 et 0 tels que

o(t) = Ae(u(t)) + Fe(u(t))

+/0 M(t _ 3’5(11(3))76(8)79(8)) ds dans ) x (O,T),

6_]{AB+890Y(6)95(€(H)7679) dans €2 X (O7T)7

Div o + fy = pii dans Q x (0,7,

u=0 sur I'yx(07),
ov =1, sur Tyx(0,7),

—0y =P Uy), o, |< v Uy ),
py(uy) | o7 |< ppu () sur Ty x (0.7).

o, = —upl,(u,,)&i—:' siu, #0
0 — div(K.V6) = (1) + ¢ dans Q x (0,7,
k:ijé?,iyj = hT(| 1:17— |> — k:e(H — HR) sur F3 X (O,T),

=0sur 'y Uy x (0,7),

o8

8_1/_0 sur I'x (0,7),

u(0) = ug, a(0) = vp, B(0) =, 0(0) =0, dans Q.
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(5.1.1)

(5.1.2)

(5.1.3)

(5.1.4)

(5.1.5)

(5.1.6)

(5.1.7)

(5.1.8)

(5.1.9)

(5.1.10)

(5.1.11)

Ici, (5.1.1) représente la loi de comportement thermoviscoélastique, ot o désigne le tenseur
des contraintes, u représente le champ de déplacement, 1 le champ de vitesse, 6 le champ
de température et €(u) est le petit tenseur de déformation. Ici A et F sont des opérateurs

non linéaires décrivant respectivement les propriétés purement visqueuses et élastiques du



5.1. Probleme mécanique et hypothéses

matériau. M est un opérateur non linéaire qui dépend de la fonction d’endommagement
et de la fonction température. (5.1.2) représente I'inclusion utilisée pour décrire I’évolution
de I'endommagement dans le matériau et (5.3.10) est une condition aux limites de Neu-
mann. (5.3.3) représente I’équation du mouvement, puisque le processus est supposé étre
dynamique. (5.3.4)-(5.1.5) sont les conditions de déplacement-traction. L’évolution du
champ de température 0 est régie (voir [14]) par 1’équation de la chaleur, obtenue a par-
tir de la conservation de I’énergie, et définie par I’équation différentielle pour la tempéra-
ture donnée en (5.3.7), ot K = (k;;) représente le tenseur de conductivité thermique,
Div (K.V0) = (k;;0,). et q(t) la densité des sources de chaleur volumiques. La condition
aux limites de température associée sur est décrite par (5.3.8), ou le premier terme du
membre de droite décrit la chaleur généré par frottement, et le deuxiéme terme représente
I’échange thermique entre le corps et la fondation, 6y est la température de la fondation, et
k. est le coefficient d’échange thermique entre le corps et I'obstacle. En (5.3.9) la tempéra-
ture s’annule sur I'y U Ty, (5.3.6) représente une compliance normale générale et la loi de
frottement sec associée ou p est le coefficient de frottement. Dans (5.3.11) ug est le déplace-
ment initial donné, vy est la vitesse initiale donnée, (3, est 'endommagement initial et 6,
est la température initiale. Pour simplifier la notation, nous n’indiquons pas explicitement
le dépendance de diverses fonctions sur les variables x € QUT et ¢ € [0,7]. Afin d’obtenir
une formulation variationnelle du probléme P!, nous avons besoin de notation. Soit E le

sous-espace fermé de Hy (€2) défini par
E={yeH () / y=0 sur 'y Uy},

Puisque T" est de Lipschitz et mes (I'y) > 0, les inégalités de Korn (1.4.9) et de Poincaré
(1.4.6) sont satisfaites sur les espaces V' et E, respectivement. Nous définissons le produit

scalaire de E par
(W.2)p=(Vy, Vz)y . (5.1.12)

Il découle des relations (1.5.11) et (5.1.12) que les normes |[.| 1 q et |.| sont équivalentes.
Le dual de E est noté¢ E’. En identifiant L?(2) avec son propre dual, nous pouvons écrire

E' C L*(Q) C E. Ci-apres, (. ,.) indique le crochet de dualité entre E’ et E, tandis que
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5.1. Probleme mécanique et hypothéses

|| - représente la norme sur £’. De méme,
0 M) pwp=(0.n)2q pour (6,n)¢€ L*(Q)x E (5.1.13)

Dans ’étude du probléme mécanique P2, nous faisons les hypothéses suivantes. Nous
rappelons que les opérateurs nonlinéaires de viscosité A et d’élasticité F sont définis par
(3.1.9) et (4.1.10), respectivement.

L’opérateur M : Q x [0,T] x S¢ x R — S satisfait

( (a) Il existe une constante Ly, > 0 tel que

| M (z,t,e1,B1,61) — M (2,82, 85,02) | < Lg(ler — ea| + |8y — Bl + |61 — b2),
pour tous Vt € [0,T],e1,60 € ST, 31,85, ER 01,05, € R, p.px €.

(b) L’application x — M (z,0,, ) est mesurable sur €.

Pour tout o,e € S%et FER ,

lapplication t — M(x,t, e, 3,60) est continue dans|0, 77,

pour tout ¢ € S4, S €ER, et # € R, p.pz € Q.

| (¢) L’application x — M (z,0,0,0) appartienta H, pour tout t € [0,7].

(5.1.14)
La fonction source d’endommagement S: Q x S¢ x R x R, — R satisfait
( (a) 1l existe une constante Lg > 0 tel que
| S (xuglvﬁluel) - 8(13782,62,02) | < LS (|€1 - 62| + |61 - 52| + |61 - 02|)
our tout €1, € S . 3,,B3, ER et 0;,0, € R, p.p. x € Q.
p 1,€2 B, B2 1,0 € Ry pp (5.1.15)

(b) Pour tout e € S¥, B e Ret 0 € R,

r — S (z,¢,3,0) est Lebesgue mesurable sur €.

| (¢) L’application x — S (z,0,0,0) appartient a L* ().

La fonction tangentielle h, : I's x R, — R, satisfait
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5.1. Probleme mécanique et hypothéses

( (a) Il existe une constante L, > 0 tel que
| (@, ur) = h(z,u2) | < Le(Jur — us)
pour tout uq,us € Ry p.p. z € Q. (5.1.16)
(b) L’application x — h, (z,u) € L? (T'3) ,est Lebesgue mesurable sur I's,

pour tout u € R,

Considérons quelques exemples concrets. . Il s’agit de la simple fonction tangentielle h.
suivante

hy (z,7) = X(z)r, pour tout r € Ry, p.p. x € I'3 (5.1.17)
ou A € L*>(I'3, R, ) représente un coefficient de vitesse pour le gradient de la température.

La fonction de compliance normale p, : I' x R3 — R, satisfait

( (a) Il existe une constante L, > 0 tel que

| v (2, u1) = py (2, u2) | < Ly (Jug — ugl),
pour tout uy, us € R p.p. x € €.

(b) L’application z — p, (x,u) est Lebesgue mesurable sur I's p.p. u € R. (5.1.18)
(¢) py(x,u) =0 Pour tout v < 0 p.p. x € I's.
| (d) L’application + — p, (x,0) € L*(T').
La fonction 7 : V' — L% (Q) a la propriété qu’il existe ici une constante
L, > 0 tel que
| 7 (v1) =7 (v2) |12y < Lr (|lv1 — v2]y), pour tout vy, vy € V. (5.1.19)

La masse volumique p € L™ (I'3), il existe p* > 0 tel que p(x) > p* p.p.x € Q. (5.1.20)

Le coefficient de frottement p satisfait

pwe L (T3),n>0 p.psurls. (5.1.21)

Les forces du corps et la traction de surface ont la régularité

foe L2(0,T ;H), fre L2 <0,T L2 (FQ)d> . (5.1.22)
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5.1. Probleme mécanique et hypothéses

La densité de la source de chaleur satisfait
ge L*(0,T ;L% (),
et pour un certain ¢; > 0, pour tout (¢;) € R%:
K = (kij), kij = kji € L= (), kj(;¢; > (¢
Les conditions aux limites et initiales satisfont

uy € V, vopelv, BOEY,Q()ELZ(Q)
0n € L*(0,T;L*(Ty)) k. € L® (U R,)

Nous définissons la fonction & valeur vectorielle f : [0,7] — V' par

(£(t),V)yrgy = /Qfg (t).v dx —|—/F f(t) . vda VYvev,

et on note que

ferL*o,1;V")

On définit la forme bilinéaire a : H' (Q) x H' () — R par

a(¢,p) :k/QVC.dex.

Ensuite, nous définissons la fonction de frottement j : V' x V — R par

Jj (u, v)—/,up,,(u)|v7]da , Yu,velV.
I's

On définit la fonctionnelle ¢ : V x V — R par

¢ (a, V)—/pl,(u)v,,da , Yu,veV.
I's

(5.1.23)

(5.1.24)

(5.1.25)
(5.1.26)

(5.1.27)

(5.1.28)

(5.1.29)

(5.1.30)

(5.1.31)

On note par @ : [0,7] - E', K : E— E" et R:V — FE’ les fonctionnelles données par

Q) . Mpup = / om0 nda+ [ a(0)nds

Q
or oOn
K R A kornda
T Jzzl/g "0 Ox; %L/rg e
(R(W) . M)prp = / by (Ju. ) nda + / r(w) s |
3
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5.2. Formulation variationnelle

pour tout u €V, 7,7 € E. On utilisera le produit scalaire pondéré suivant ((-,-)) et sa

norme associée |||z sur H = L?(Q).
(V) = (puv)y 5 VI = J(puv)y, Yuv el (5.1.35)
Nous utilisons la notation (.,.)ys«y pour présenter le crochet dual entre V' et V, i.e.,
(0, v)vixy = ((0,v))y; VYueH, Vv evV. (5.1.36)

En vertu de 'hypothése (5.1.20), les normes ||.||,; et |.|, sont équivalentes sur H. Ainsi,
I'injection de correspondance de (V/,|.|;;) dans (H,||.||;;) est & la fois continue et dense.
En notant V' I'espace dual de V, et en identifiant H avec son dual propre, nous pouvons
définir le triplet de Gelfand V' C H C V'. En appliquant des raisonnements standards basés
sur la formule de Green (1.5.2), nous abordons la formulation variationnelle du probléme
dynamique intégrant les phénomeénes de frottement, d’endommagement et d’effet thermique

(5.1.1)-(5.1.11).

5.2 Formulation variationnelle

Etant donné que u, o, 3, et 0 sont des fonctions régulicres satisfaisant les conditions (5.1.1)-
(5.1.11), considérons 'équation (5.1.3) et multiplions-la scalairement par v € V. Ensuite,
intégrons le résultat sur Q et appliquons la formule de Green (1.4.21). Ceci nous permet

d’obtenir :

(W), V)vixy + (0(t),e(V)n = (f (), V)yruy —I—/Qa,,v,, da + /QO’T.VT da (5.2.1)

Puisque v = 0 sur I'; et ov = f5 surl'y, prenons v comme v — 1 dans (5.2.1). Ensuite, nous

utilisons la loi de frottement (5.1.6) pour constater que :
07 (Vo=0r) > ploy|[ur] — ploy|[v-]. (5.2.2)

En effet, aux points de I's ot @1, # 0 on a

u

o (vo—1,) = —up(w,) (vr—1,)

[a,|
> pp () [y — pp () [v4]|
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5.2. Formulation variationnelle

depuis 0,.u, = |0, et 0,.v, < |4,||v,|, aux points de I's ou i, = 0 nous avons

o (Vo—0,) = 0,.v,> — |o,||v,]
> —pp (W) [ve] = pp (w,) [0 — pp () [v7]

depuis |o,| < pp(u,) et [&.| =0 . Nous intégrons (5.2.2) sur I's pour obtenir

A3UT.(vf—ﬁT) daz/ up (0 (] — [v.]) da

I's

d’apres (5.1.30) et (5.1.31) nous obtenons

(U(t), v —u(t))vxv + (o(t), e((v —u(t))))n
o(u(t),v —u(t)) + ju(t),v) —jat),a(t))
> (f(t),v —1(t))yxy pour tout veV, pp.te(0,7) (5.2.3)

On multiplie scalairement I’équation (5.1.7) par n € E (n = 0 sur I'y UT'3) en appliquant la
formule de Green (1.4.26) on obtient

(KVO (1), V)2 + (div(K:VO (1)), 1) 12 () = /FKCVQ (t).vn da

(K98 (). Ve + (00 =7 (6(0) = a(0).m) , = [ K50(0).m da

=

(6 (t),n)LQ(Q) (KO (1), V1) oy — /F K.V0.0n da — /Q (r(0(6) + ¢ (1)) 7 da

d’ou

3
. 20 on B .
(107) g+ 3 | Ko oo [k do = [ ) +a @) ar

On remplace par (5.1.8) on trouve

3
. 00 0On .
(b0 ... £ / ko gy e 47 - / el 1) = K6 = B d

- /Q<r<a<t>>+q<t>>ndx
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5.3. Existence et 'unicité de la solution

Nous utilisons les définitions (5.1.32), (5.1.33) et (5.1.34) de Q (t), K, et R respectivement,

avec (5.1.13) on écrit
() +KO(t)=R(u(t)+Q(t) dans E (5.2.4)

Enfin, soit 5(t) € Y et p.p. t € (0,7). D’aprés I’équation (5.1.2) en utilisant des calcules

similaires & ceux utilisés dans la preuve de (3.2.4 ), on obtient I'inégalité suivante

(B(1), € — B(t))waqey + alB(0).€ — (1)
> <s<s<u<t>>,,5<t>,e<t>>,s—ﬁ<t>>m> pour tout £ €Y, (5.2.5)

Finalement, en combinant (5.1.1), (5.2.3), (5.2.4), (5.2.5) et (5.1.11) nous trouvons PV
la formulation variationnelle du Probléme P3.

Probléme PV? Trouvrer le champ de déplacement u : [ 0,7 ] — V, le champ de
contrainte o : [ 0,7 ] — Hj, le champ d’endommagement 3 : [ 0,7 ] — H' () et le
champ de température 6 : [ 0,7 | — E tels que:

/ M(t — s,e(u)s)), B(s),0(s))ds dans Q x (0,7) (5.2.6)
((t), v —a(@)vxy + (o(t), e((v —0(t))))n
o(u(t),v—u(t)) + ju(t),v) — j(u(t), at))
> (f(t),v —1(t))y/xy pour tout v eV, p.p.te€ (0,T) (5.2.7)

Bt)eY, (B),€~ B(t)) 2 + a(B(t), € — B(t))
> (S(e(u(t)),8(t),0(1)),§ — B(t)) L2

pour tout £ € Y, p.p. t € (0,7T) (5.2.8)
() + K6(t) = R(a(t)) + Q(t), p.p. t € (0,T) (5.2.9)
U(O) = Up, Ll(0> = Vp, 6(0) = 60, 9(0) = 90. (5210)

5.3 Existence et ’unicité de la solution

Notre résultat principal est le théoréme 5.3.1.
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5.3. Existence et 'unicité de la solution

Théoréme 5.3.1. Nous supposons que les hypothéses (3.1.9), (4.1.10) et (5.1.14)-(5.1.26)
sont satisfaites, si I’hypothése de petitesse

ma
lulL>(T3) < m

est vérifiée, alors le probléeme PV? a une unique solution {u, o, 3,0} satisfaisant

u € CHO,T;H)nWhH(0,T:V)nW??(0,T ;V’).

o € L*(0,T;H), Divo € L*(0,T;V")

B e WhH(0,T;L*(Q))NL*(0,T;H" (Q)).

9 € C(0,T;L*(Q))NL*0,T;E)NW"(0,T ;E").

Les fonctions u, o, 3 et f qui satisfont les équations (5.2.6)-(5.2.10) sont désignées comme

solution faible du Probléme P3. Nous concluons ainsi que, sous les hypotheses (3.1.9),
(4.1.10) et (5.1.14)-(5.1.26), le probléeme mécanique décrit par les équations (5.1.1)-(5.1.11)
posséde une unique solution faible avec les régularités (5.3.1)-(5.3.4). La démonstration
du théoréme 5.3.1 comprend plusieurs étapes. Tout au long de cette section, nous sup-
poserons que les conditions du théoréme 5.3.1 sont satisfaites. sera une constante positive
générique dépendant de €2, T'1, '3 et p, , basée sur des arguments de résultats d’inéquations
paraboliques, une équation d’évolution du premier ordre et un théoréme du point fixe. Soit

(8,2z) € L*(0,T; V' x V), on considere le probléme variationnel suivant

Probléme PV,

Vsz*®

étant donné (§,z) € L*(0,T;V’ x V), Trouver le champ de vitesse
Vsz 0 [0, 7] — V tels que

(Voz (), v = Vi (£) )y ey + (A€ (Vaz (1)) € (v = Voz (1))
+j(z(t),v) = j(z(t), Ve (1))
> (f()=6t),v—Vs(t)yry, WEV pp,tel0,T].et (5.3.5)
Vs (0) = vo. (5.3.6)

Lemme 5.3.1 Il existe une solution unique du probléme PV}, satisfaisant
Vs, € C(0, T ; HYNL*(0, T ;V)NWH (0, T ;V'). (5.3.7)
Démonstration. Soit A :V — V' I'opérateur défini par

(Au, V) = (A(e (1)) ,e(v))y Vv,weV. (5.3.8)
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5.3. Existence et 'unicité de la solution

De (5.3.8) et (3.1.9)(a) et (1.4.19) nous avons
(AuAv,u— vy = (A @)= AE M), = W) == (v))y
= [ACE) = A - ()
< [ 1AG@) - AC W) < ()sds
< L / (e (v))[ e ds

= Lal(e(w)) = (¢ (V))ly = Lala— V[,
Alors, Il existe Ly = L4 > 0 tel que
|Au—Av|,, < Lglu—v|, Vu,veV. (5.3.9)
De (5.3.9) on voit que A : V — V' est de Lipschitz. En utilisant aussi (5.3.8) on obtient
(Au—Av,u—v)y, . = (Al (0) = A(e(v)) e (u) —(v))y
De (3.1.9)(b), et (1.4.19) on trouve
(Au—Av,u—v),, , >malu—v]} Yu,veV avec ma = my (5.3.10)

Cette inégalité implique que A : V' — V' est un opérateur fortement monotone. On dénote

la fonctionnelle de frottement par

Ja (V) =7 (z, v) = / upy (z,) |ve|da , VveV. (5.3.11)
I's

En utilisant les définitions (5.3.8),(5.3.11) et 'inégalité (5.3.5) nous voyons que vy, satisfait
(5.3.6) et I'inégalité

(‘./52 (t) y V.= Vg (t))V’xV + (AV5Z (t) y V.= Viz (t))V’XV
+Jz (V) = Ja (Vz (1))
> (f) =0V - Vg ()prys WEV ppte0,T]et  (53.12)

Nous appliquons le théoréme 2.3.1 aux problémes (5.3.12) et (5.3.6). L’opérateur A est

fortement monotone et Lipschitz continu sur V', donc A satisfait 'hypotheése (2.3.1). La
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5.3. Existence et 'unicité de la solution

fonctionnelle j, est continue et convexe en utilisant I'inclusion continue de V' dans L?(I'3)%.

Pour approximer la fonction j,, nous utilisons la suite

1
Jan (V) = / 1oy (2,) 1/ |VT|2 + ﬁda , YWweV.neN"
I's

On vérifie que la dérivée de Frechet de j,, est donnée par

(vr, hr)

\/ |VT|2 + %

Alors j!  est de classe C!. Des calculs algébriques directs montrent que pour tout a > 0,0 >

< Jgn (V) h >= / 1py (2,) da , VYheV. (5.3.13)
s

0 tel que a + b =1, et pour tous z,y € R et n € N*

1 1 1
.\/(aaz—l—by)2+— ga\/x2+—+b\/y2+—.
n n n

Alors j,, est convexe pour tout n > 1. En utilisant (5.3.13) il s’ensuit que

y V7'7h’7'
<) syl = | [ ) 2
Fs v +%
v, h,
< /ﬂlpu(zu)! ( - L g
Fs v +%

IA

v-| [hr|
‘:u’LOO(F3 / |pl/ 1/ da Vz € V.

\/ |VT| +

En utilisant maintenant 1'inégalité

En utilisant (1.5.21) et (5.1.18), on obtient ce qui suit

< Jin V) B Syl € Ly lilgeqry, / 2, |, | da
3
< L, WLOO(Pg) |Z|L2(P3) |h|L2(F3)
<

C’est ce qui conduit &

3C >0, Vv €V, (v < Clpt] poory) |2l 20
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5.3. Existence et 'unicité de la solution

Alors I'hypothése (2.3.3)(a) est satisfaite. L’hypothese (2.3.3)(b) peut étre déduite du
théoreme de Lebesgue. Enfin 'hypothése (2.3.3)(c) est une conséquence du fait que j,, (v) >
Jz (V), Vv € V| pour tout n € N*. Nous concluons que j, et (j,,) satisfont les hypotheses
(2.3.2) et (2.3.3). Rappelons enfin que f — 6 € L?(0,T;V’) et vo € V (voir Hypothese
(5.1.25) et (5.1.28)). Du théoréme 2.3.1, nous concluons que le probleme PV,, a une
solution unique vs, € C(0,T; H) N L*(0,T; V) N W20, T; V).

Nous définissons maintenant opérateur ®; : L*(0,7;V) — L*(0,T;V) par

D5z (t) = ug + / Vss () ds, Yz €L*(0,T;V). (5.3.14)

T's
Nous avons le résultat suivant

Lemme 5.3.2. L'opérateur ®; a un point fixe unique zs € L*(0,T; V).
Démonstration. Soient z;,z, € L*(0,T;V), on dénote vs,, = v; pour i = 1;2. Nous
avons

@52y (1) — Pyza ()]} < V1 (s) — v (5)[3 ds. (5.3.15)
I's
De plus, de (5.3.11) et (5.3.12), on obtient que

(V1 = Vo, vi — Va)yruy + (Avy — Avy, v — va)yrxy
< j(z1,vy) — j(z1,vy) + j(Z2,vy) — j(22,vy) p.p- t € (0,T). (5.3.16)
Utilisant (5.3.11),(1.4.20) et les hypothéses (5.1.14) et (5.1.21) nous trouvons
(21, v5) = j(21,vq) + j(22, V1) — j (22, V,)
< [ il (o) = po22)) i = valda
3
< LG§ |H|Loo(r3) |21 — 2Z2[y [V — Valy, - (5.3.17)
Substituons (5.3.17) dans (5.3.16), on obtient

(V1 — Vo, vi — Vo)yruy + (Avy — Avy, Vi — Vo)yiy

< L,C? |1l oo (ry) |21 — 22|y [Vi — Valy,, pp. t€(0,T). (5.3.18)

On integre l'inégalité (5.3.18) par rapport a t, compte tenu que v1(0) = v, (0) = vo pour

trouver que

% |vi(t) — v (t)|%/ + /0 (Avy (s) — Ava (s),v1(8) — v (8))vixvds

t
= LCE Il / 120 (5) — 22 ()l [v1 (5) — va (8)]y ds,
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5.3. Existence et 'unicité de la solution

et utilisant (1.4.20), (3.1.9) et (5.1.21) nous déduisons que

t
mA/ V1 (s) — v (5)[3 ds
0
t
< LGl [ 11 6) = 7 Gy w1 (5) = va 9l ds, e € (0.7,
0
Utilisant I'inégalité ab < a? 4 b?, nous obtenons
! 2 ! 2
[ i@ = <o [ ne - n ok
0 0
ce qui implique que
t
| D521 (1) — Bz ()]} < 0/ |21 (s) — 22 (s)|} ds V¢t € (0, 7).
0

Réitérons cette derniére inégalité n fois pour trouver

crrm
n n 2 2
D521 () — Phz2 (t)ly < ——— [21(s) — 22 (8) 207 -
Comme
cnrm
lim =0.
n—-+00 n!

'opérateur ®% est une contraction dans l'espace de Banach L? (0,7;V), et il résulte du
théoréme du point fixe de Banach que I'opérateur ®s a un unique point fixe z; € L*(0,7; V).

Dans la suite, soit zs; le point fixe obtenu dans le lemme 5.3.2 Puisque vs,, = Us,,, On
a que

t
U5z, = U + / Vig, (s)ds YVt € [0,T7]. (5.3.19)
0
Soit ug, vs € L?(0,T; V") les fonctions définies par
Us = Wszs, V6§ = Vizs- (5320)

On a ‘I)§Z5 = Ugz, et

Us = Zs. (5321)

Nous prenons z = zs; dans (5.3.5) et en utilisant (5.3.21), on voit que uy satisfait le probléme

variationnel suivant.
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5.3. Existence et 'unicité de la solution

Probléme PV Trouver le champ de déplacement g, : [0,7] — V' tels que

(s (), v =15 () ey + (A (e (15 (2))) € (v — 15 (1))
+7 (us (8),v) = j (us (1), 05) + (6 () , v — 115 ()
> (f(t),v—105())yiny, YVEV pp,t€l0,T].et (5.3.22)

Us (0) = Up, 1:15 (0) =V (5323)

Lemme 5.3.3. Le probleme PV{ a une solution unique satisfaisant (5.3.1).

Démonstration. La démonstration est une conséquence directe du lemme

5.3.1, le lemme 5.3.1 et les relations (5.3.19) et (5.3.20).

Soit la fonction € L?(0,T; L*(2)), et on considére le probléeme intermédiaire suivant
pour le champ d’endommagement.

Probléme PV} :Trouver le champ d’endommagement §, : [0,7] — H'(Q) tel que
B,(t) €Y and

(Bu(t),€ = B,(1)) L2(0) + alB,(E), € — B,(t))
> (u(t),€ = B(t)) 2, pour tout § € K p.p.t € (0,7), (5.3.24)

et
B, (0) = Bo. (5.3.25)
Dans I’étude du probléme de PVi’ , nous avons le résultat suivant.
Lemme 5.3.4. Le probleme PV/i3 admet une solution unique satisfaisant (5.3.3).

De plus, si 3,

(2

est la solution du probléme PV, correspond pu = p; € L* (0,71 ; L* (2))

pour ¢ = 1,2 alors

t
1By (t) — By (t)|i2(sz) < C/o 11y (8) — po (3)&2(9) ds. (5.3.26)

Démonstration. Nous utilisons la définition (4.1.29) et le fait que 5, € K dans (5.1.25)
et un résultat classique d’existence et d’unicité sur les inéquations paraboliques données dans
le théoréme 2.28 référence [53)].

Dans la quatrieme étape, nous utilisons le champ de déplacement us obtenu dans le

lemme 5.3.3 et on considére le probléme variationnel suivant
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5.3. Existence et 'unicité de la solution

Probléme PV} Trouver le champ de température 65 : [0,7] — E tel que

05 (t) + K05 (t) = Rus (t) + Q (t) dans E', p.p. t € (0,T), (5.3.27)

05 (0) = 0, (5.3.28)

Dans I’é¢tude du probleme PV;? nous avons le résultat suivant

Lemme 5.3.5. Le probléme PV}’ a une solution unique satisfaisant
;€ C (0,7 ;L*(Q) NL*(0,T ; E)NW"(0,T ; E'). (5.3.29)
De plus, il existe C' > 0 tel que pour tout d1,d, € L? (0,7 ; V') :
01 () — 02 (t)|ig(m < C’/Ot 101 (s) — 85 (s)|5, ds. pour tout t € [0, T). (5.3.30)

Ici, nous avons écrit 05, = 6;, pour ¢ = 1, 2.

Démonstration. Le résultat découle de I’évolution d’équation classique du premier
ordre donné.

Nous allons appliquer le théoréme 2.29 dans la référence [53]. Ici, le Triple de Gelfand
est donnée par

EcCI*(Q) = (L*Q) cE.

On a

3
or Ot

K g = E Y T ;

(KT, T)pivg /k:jaxjaxidx—i—/Fdea

ij=1"9
L’opérateur K est linéaire et coercitive. Par 1'inégalité de Korn, nous avons
)

(KT,7) g > C 7|5 (5.3.31)

Ici et dans ce qui suit, C' > 0 dénote une constante générique qui change d’une place a une

autre. Moyennant (5.1.33) et pour tout 7,w € F on a

3
(KT, wpyp < Z |k7ij|Loo(Q) |7_773’L2(Q) |w7i|L2(Q) + |ke|Loo(r3) ‘T|L2(r3) |W|L2(r3)
ij=1

< ’k|Lw(Q)dXd IVT|g [Vw|g + |k€‘L°°(F3) ’T‘LQ(Fg) |W|L2(F3)
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5.3. Existence et 'unicité de la solution

En utilisant (1.4.2) avec p = 2 et k = 1 on trouve
(K7, Wpyp < Clrlplwlg (5.3.32)
D’un autre coté, d’aprés les définitions de R, (), on déduit que
Rus +Q e L*(0,T; E') (5.3.33)

Les inégalités (5.3.31) et (5.3.32), ainsi que la condition de régularité (5.3.33), avec 6y €
L?(Q), garantissent que toutes les conditions du (théoréme 2.29 dans la référence [53]).

Par conséquent, nous déduisons 'existence d’une fonction unique 05 qui satisfait a la fois

(5.3.27)-(5.3.28) et (5.3.29). De (5.3.27), on déduit que

(B (0) = B 1) 00 1) = 02.0)) , o (00 (1) = B (1)) 60 (1) = 02 (1)) gy
= (Rt (1) — 0 (1)), 01 (t) — 05 (1)) ja(q > P-P- T € (0,T). (5.3.34)

On inteégre 'égalité (5.3.34) par rapport au temps, on utilise les conditions initiales ¢, (0) =
05 (0) = 6y, le fait que K est coercitif et la continuité de Lipschitz de 'opérateur R et on

trouve que
1 2 !
3 100 =020y < Lo [ fin () = ()l 103 (9) = 02 (5) gy
En utilisant I'inégalité 2ab < (a® + b?), on obtient que
2 ! 2 ' 2
020 = 02 Oy < € [ a0 ()=t O s [ 100 = 02 ) ).
En appliquant 'inégalité de Gronwall, on obtient
t
000) = 02 Oy < € [ i () s () s, Do 1€ (0.7). (5335)
0
En utilisant (5.3.21)-(5.3.22), nous obtenons pour p.p. ¢t € (0,7) que

(i — U2, 0 — Oa)yvrxy + (Al — Ay, 0y — 02 vy
< jlag, ) — jlug, i) + j(ug, ) — j(ug, 0,)

+ (01 = 62,01 — U2) gy (5.3.36)

107



5.3. Existence et 'unicité de la solution

On note C, = L,C} Kl poo(ry) € Cap = m““T_C”. On intégre (5.3.36) par rapport au
temps. En utilisant les conditions initiales .; (0) = 02 (0) = vo, Hypotheses (3.1.9),
(5.1.18),(5.1.21) et (1.4.20),(5.1.30),(5.3.17) on obtient que

IN
=
S
|

(=%}
[\
=
=
=
=
<

8

»

+CH/O lui (s) —uz (s)|y [0y (s) — 02 (s)] ds. (5.3.37)

Utiliser 'inégalité
o m aa®  CLb?
B QCM 2m 4

on en déduit que

Co [ 1001 (5) = vz (3)y i (9 = 1 ()

t
m . .
< P2 i) - i) ds
0
2 t
. /0 g (s) — g (s)]2 ds. (5.3.38)

En utilisant I'inégalité ab < C“TGQ + % , on obtient que

/%u@—m@@@

— d
2mAOAu/ [ (s uy ( )|v s

/wm> 2 ()] ds. (5.3.39)

/Ot luy (5) —uy (s)[} ds < /Ot/o |ty (1) — g (r)]3 drds,

(5.3.39) prend la forme

Depuis

[ i ) = 0 s

m/ / |u1 —u2( )|Vd7’d8

— ,ds. 3.4
+2CuCAu/0 161 (5) — 62 ()] ds (5.3.40)
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5.3. Existence et 'unicité de la solution

En appliquant I'inégalité de Gronwall a (5.3.40) on obtient que
! 2
[t ()=t (5
0
t
< C’/ 101 (s) — 92 (8)]y~ ds. pour tout ¢ € [0,T7]. (5.3.41)
0

L’estimation (5.3.30) découle de (5.3.35) et (5.3.41).

Finalement, on considére 'opérateur

X:L2(0,T;V' x L*(Q)) — L* (0, T ; V' x L* (Q))

donné par
S (6.0 (1) = (5 (0,1) (6. X2 (0,12) (1) €V x L2 () (5.3.42)
SEO,p) () = (Fe(us(t),e(v))y
</ M(t — s,2(us(s)). 5, (5) . 05 (s)) ds,a(v))H
+6 (us (1), v) (5.3.43)
et
2% (8, 1) (1)(t) = S (e (w, (1), B, (1), 05 (s)) - (5.3.44)

Pour tout couple (0, 1) € L? (0,7 ; V' x L*(2)), ou ug, §,, et O5 désignent respectivement le
champ de déplacement, le champ d’endommagement et le champ de température obtenus
dans les lemmes 5.3.3, 5.3.4 et 5.3.5, le [emme 5.3.6 respectivement.

Lemme 5.3.6. L’opérateur 3 admet un point fixe unique (8, ) € L? (0,7 ; V' x L*(Q))
tel que X (0, p) = (d, p).

Démonstration. Soient (81, 111), (02, p15) € L? (0, T ; V' x L*(Q)).

Pour simplicité, nous utilisons les notation us, = u;, 05, = W, 8, = f; et 05, = 6;,pour
i = 1,2.Application (5.3.42)-(5.3.44),(1.4.19), (5.1.31) et hypotheses (4.1.10),(5.1.14)-(5.1.15),

on obtient que
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5.3. Existence et 'unicité de la solution

(00, 1) (1) = (02, 12) (Do) < Cllu (8) — w2 (D7 + /Iul(S)—W()ﬁzdS

181 (8) = By () ey / 1B, (s

16, (£) — 0 ()20 + / 6, (s) -

Puisque u; (0) = uz (0) = ug, on a

s (1) — uy (B < / 1y (5) — i ()] ds

(5.3.41) combiné avec (5.3.46) conduit a

De (5.3.26), il résulte que

181 (1) = By (D 3ay + [ 181 (5) = By (5)| 720y ds
0

/ |1y (s )|L2 o) ds.

De (5.3.30), il résulte que
000 = 02 O+ [ 106) = 2 (6) ey s

< c / 61(5) — 82 ()% ds.

Les estimations (5.3.47)-(5.3.49) nous donnent

(01, ) (1) — X(02, po) (t)ﬁ/’xLz(Q)

< C/ (1, 411) (8) — (02, o) (S)|%/'><L2(Q) ds.

Réitérer cette inégalité n fois conduit a

3701, pg) (£) — X7 (02, o) (t)ﬁ//x/:?(m

cr)”
N IC R AR Y —

<

110

)’L2 ds

02 (s) |L(2§Q§45))

(5.3.46)

(5.3.47)

(5.3.48)

(5.3.49)



5.3. Existence et 'unicité de la solution

Ainsi, pour n suffisamment grand, " est une contraction sur 'espace de Banach L? (0, T; V' x L*(Q)),
alors admet un point fixe unique.

Passons maintenant a la démonstration du théoréme 5.3.1

Démonstration du théoréme 5.3.1

Existence.

Soit (6%, u*) € L?(0,T ; V' x L*(2)) le point fixe de ¥ défini par (5.3.42)-(5.3.44) et on

note par

u = Ug* ,fl = 1.15*,6 = 6#*70 = 05* (5350)
ot) = u(t)) + Fe(u(?))
/ Mt — s,e(u(s)), B(s),0(s)) ds. (5.3.51)

On montre que le quadruplet (u, o, 3, 6) satisfait (5.2.6)-(5.2.10) et (5.3.1)-(5.3.4). Ensuite
on applique (5.3.22) avec § = 6%, (5.3.50), les égalités B! (6", u*) = 6" et B (6", u*) = p*
combiné avec (5.3.43)-(5.3.44) et conclure que (5.2.7) est satisfait. Ensuite, nous appliquons
(5.3.24) avec u = p* et utilisons (5.3.44) et (5.3.50) pour conclure que (5.2.8) est satisfait.
On écrit (5.3.27) avec § = 6" puis on utilise (5.3.50) pour obtenir (5.2.9). Nous conclure que
(u,0,p,0) satisfait (5.2.6)-(5.2.9). Ensuite, (5.2.10) et les régularités (5.3.1),(5.3.3),(5.3.4)
découlent des lemmes 5.3.3, 5.3.4 et 5.3.5. La régularité o € L?(0,T;H) est une con-
séquence des lemmes 5.3.3, 5.3.4 et 5.3.5, et de 'hypothése (3.2.9), (5.3.51) et des hy-
pothéses sur F et M. Enfin (5.2.7) implique que

pi=Divo + fo dans V' p.pte (0,7),

et il résulte donc des hypotheses (5.1.20) et (5.1.22) que Divo € L (0,7;V). On en déduit
que la régularité (5.3.2) est vraie, ce qui conclut la preuve de la partie existence du théoréme
5.3.1. La partie d’unicité est une conséquence du point fixe de 'opérateur > défini par

(5.3.42)-(5.3.44) et de la résolvabilité unique des problemes PV, PV} et PV.
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Chapitre 6

Analyse d’un probléme dynamique de
contact avec des conditions aux

limites sous-différentielles

Dans ce chapitre, nous présentons I’étude mathématique d’un probléme de contact avec
frottement pour des matériaux électro-viscoélastiques dans un processus dynamique. Le
contact est modélisé avec une condition bilatérale et est associé a une loi de frottement
sous-différentielle des surfaces de contact. Le probléme est formulé comme un systéme
comprenant une inéquation hémivariationnelle hyperbolique pour le champ de déplacement
et une inéquation hémivariationnelle elliptique pour le champ potentiel électrique. Des
résultats d’existence et d’unicité de la solution ont été établis en utilisant la théorie des

inéquations hémivariationnelles ainsi que des arguments de point fixe.

6.1 Cadre physique et formulation classique

Nous reprenons le cadre physique des problémes électriques décrit dans le premier chapitre.
On considére que le contact sur I'3 est modélisé par les conditions de contact bilatéral avec
frottement sous-différentielle (1.1.19), ainsi que la condition aux limites sous-différentielle
électrique (1.2.10). Cependant, sur I', et 'y, nous imposons les conditions électriques clas-

siques (1.2.8) et (1.2.9). Ce probléme mécanique
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6.1. Cadre physique et formulation classique

probléme P°. Trouver u, o,pet D tels que

o(t) = A(t,e(a(t))) + Fe(u(t)) —E*Ep(t) dans Q x (0,7), (6.1.1)

D (t) = Ee(u(t)) + BEp (t) dans Q x (0,7), (6.1.2)

Diveo(t)+1f(t) =1(t) dansQx (0,7, (6.1.3)

divD (t) = qo (t) dans Q x (0,7, (6.1.4)

u=0 sur I'yx(0,7), (6.1.5)

ov =f, sur Ty x(0,7), (6.1.6)

u () =0, @) e Ty % (0.7, (6.1.7)
—0o, (t) € 0jr (1,0, (1)) (b)

D (t).v €0j. (¢ (t) — ) sur I's x (0,7), (6.1.8)

¢ (t)=0sur I'y x (0,7), (6.1.9)

D({t)v=q(t) sur I'yx(0,7), (6.1.10)

u(0) = ug, 0(0) = wp dans Q. (6.1.11)

Les équations (6.1.1) et (6.1.2) décrivent les principes de comportement pour les matériaux
électro-viscoélastiques. Dans ces équations, o représente le tenseur des contraintes, u est
le champ de déplacement, 1 est le champ de vitesse, F est 'opérateur d’élasticité, £ est le
tenseur piézoélectrique du troisiéme ordre avec sa transposée £*, B est le tenseur de permit-
tivité électrique, et E () est le champ électrique, c’est-a-dire E (p) = =V, si € = (e1),

alors les composantes du tenseur £* sont données e, = ey;;. La relation (6.1.7)(a) désigne
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6.1. Cadre physique et formulation classique

la condition de contact bilatéral et signifie que le corps est toujours en contact avec la fon-
dation. L’inclusion (6.1.7)(b) est la condition de frottement sous-différentielle qui généralise
la loi de Coulomb du frottement sec. En particulier, en prenant j. (§) = F}||§]|ga (00 Fy
est la borne de friction ), On obtient la loi de Coulomb classique (voir [39]).

Dans I'é¢tude du probléme mécanique P° , nous faisons les hypothéses suivantes.

L’opérateur de viscosité A: @ x S? — 8¢ satisfait

p

(a) Tl existes ag € L? (Q), a0 > 0 et a; > 0 tel que
| A(x,t,e) |gqa < ao(x,t)+ar ||g|lga Pour tout e € S p.p (z,t) € Q.
(b) 1l existe m4 > 0 tel que
(A(z,t,61) — A(x,t,69), (61 — €2)) > maler — ealaa Ven,e2€ 84 ppa Q.
(¢) (z,t) — A(x,t,e) est mesurable sur ) Pour tout ¢ € S,
(d) e — A(xz,t,.€) est continue sur S¢ Pour p.p (z,t) € Q.
(e) A(x,t,0) =0 Pour p.p (z,t) € Q.

\

(6.1.12)

L’opérateur d’élasticité F : Q x S¢ — S¢ satisfait

a) Il existe L > 0 tel que
(a) q
| F(x,t,e1) — F(z,t,22) |ga < Lg |e1 — €2|ga  Pour tout € € 5S¢, p.p z € Q.

(b) pour tout € € S% x — F(x,¢) est Lebesgue mesurable sur (.

(6.1.13)
Le tenseur piézoélectrique £ : Q x S¢ — R satisfait
a) € (x,e) =e(x) pour tout € € S¢, p.pz € Q.
(a) € (z,e) =e(z) p p.p (6.1.14)
(b) e (x) = (eyx (7)) avec e;jp € L®(€2).

Le tenseur de permittivité électrique B: € x R — R? satisfait
(a) B(x,¢) =b(z) ¢ pour tout € R?, ppz €.
(b) B (x) = (bi; (x)) avec bij = bj; € L= ().

(c) Il existe une constante my, > 0 tel que

(

b) by (x) £, > my ||£||Rd Pour tout &€ = (§;) € R%

(6.1.15)

\
En partant des hypothéses (6.1.14) et (6.1.15), nous concluons que 'opérateur piézoélec-
trique £ (et de méme, 'opérateur de permittivité électrique B) est linéaire, avec des com-

posantes mesurables et bornées notées e;;;, (et respectivement b;;). De plus, B est symétrique
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6.1. Cadre physique et formulation classique

et défini positif. Il est également important de rappeler que l'opérateur transposé £* est

défini par £&* = (e;?‘jk) ou ef; = ey;j, et 'égalité suivante est vérifiée :

Eow=0fv VYoeS;,veR.

Le potentiel de frottement j. : Y3 x (0,7) x R — R satisfait

(a) Il existe co,, c1, > 0 tel que

104, (2,1, €)||ga < cor + c17 ||€]||ge Pour tout &€ € R? p.p. (z,t) € X3
(b) Il existe ¢z, > 0 tel que

(Cr—Co) (&1 — &) = — o, ||€; — &l[2a Pour tout (; € 9y (w,t,74) & € R,
i=1,2 p.p.(z,t) € 3s.
(c) Il existe cor > 0 tel que
32 (x,t, & —€) < c3, (14 ||€]|ga) Pour tout € € R? p.p. (z,t) € I3
(d) (x,t) — j, (x,t, &) est mesurable sur X3 pour tout & € R? et j, (x,t,0) € L (X3).
(e) j, (z,t,.) est localement Lipschitz sur R¢ pour p.p. (z,t) € ¥s.

(6.1.16)
La fonction de potentiel électrique j. : I's x R — R satisfait

( (a) | Oje (x,7)] < cpe+cre|r| Vr € R p.p.x €.
(b) II existe une constante m, > 0 tel que
(¢ = Co) (11— 12) > = me|ry —o|* Pour tout ¢; € dje (x,t,7) ,
ri € Ryi=1,2pp.(z,t) € Ls. (6.1.17)
(c) © — jo (z,7) est mesurable sur 33 pour tout r € R et
il existe e3 € L?(['3) tel que jo (z,e3(.)) € L' (T'3).
(d) je (x,.) est localement Lipschitz sur R pour p.p.z € I's.

\

nous supposons que les forces volumiques fj et les tractions surfaciques f; ont la régularité
foe L*(0,T;H) , f£€L*(0,T;L* (I';RY) (6.1.18)
Les densités d’électricité charge et charge électrique gratuite de surface ont la régularité

@€ L?(0,T;L*(Q) ., q€L?(0,T;L%(I)). (6.1.19)
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6.2. Formulation variationnelle

et, enfin, les données initiales ont la régularité
u eV, vogeVv, ©o € L™ (Fg) . (6120)

On définit les applications f : (0,7) — V' et ¢ : [0,7] — W, respectivement, pour tout
u,veV,peWette|0,T], par

(£(t), v)vixy = (fo () ,v) g + (f2 (1) 7V)LQ(FQ;R(J) pour v €V et p.p.t € (0,7). (6.1.21)

(Q(t)a@b)vv’xw:/ﬂ(_lo(t)@/)d$—/ g (t) pda  pour yeW et p.p.t € (0,7).  (6.1.22)

Ty

Ensuite, nous présentons la formulation variationnelle du probléme PS.

6.2 Formulation variationnelle

On Supposons que {u, o, p, D} soient des fonctions suffisamment lisses qui résolvent (6.1.1)-
(6.1.11). Nous utilisons I’équation du mouvement (6.1.3) et la formule de Green (1.4.21)
pour trouver que

(6(0),V)vonr + (0 (8) 2 (V) = (fo (1), ¥), + / o (t) v.vda, (6.2.1)

T

Ensuite, nous décomposons l'intégrale de bord sur I'y,I's et o, v, et, puisque v = 0 p.p. sur
'y, ov = fy sur I'y, et

ov.v =0,V, +0,.v, onl's

on en déduit que
(W (@), v)vexv+(o(t),e(v))n = (fo(t),v)g+(f2(?) ,V)Lz(F%Rd)Jr/ (0, (t) vy + 0. (t) v;)da
T
’ (6.2.2)
D’autre part, de la définition de la sous-différentielle de Clarke combinée avec (6.1.7 )(a) ,

on a

—0r (t) V< ]7(') (ta Uy (t) ;V‘r> , sur 237

ce qui implique que

[ v o vdaz- [ R 0):iv.)da (62.3)

s
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6.2. Formulation variationnelle

Nous combinons maintenant (6.2.1)-(6.2.3) pour voir que

(W(t),V)yexy + (o (t),e(V))n + / 32 (t, 0, (t);v,)da

T's

> (F(t),V)ypery .YV EV ppte(0,7T). (6.2.4)

ou la fonction f : (0,7) —V* est donné par( 6.1.21).
De méme, pour ¢ € W et t € (0,7, d’apres (6.1.4) et la formule de Green (1.4.26) on

en déduit que

(D), VY)g + /Q qQo(t)dx = D (t) .vida

I's
et ensuite, par (6.1.10) on obtient

~(D(®). Ve + [ D(O)wida = (4(0). 0oy (6.2.5)

ou la fonction ¢: (0,7") =W’ est donné par (6.1.22).
De la définition du sous-différentiel de Clarke et (6.1.8) on a

D (t) v < 52 (¢ (t) — g 1) sur s,

ce qui implique que

D (t) wpda < / 32 (6 (8) = ps ) da. (6.2.6)

Fg FB

On combine maintenant (6.2.5) et (6.2.6) pour obtenir

(D). V) + | 3 ) o) da= (@(1). Wby VEW ppt € (0.T).

- (6.2.7)
pour tous ¥ € W, p.p.t € (0,7). Nous remplagons maintenant (6.1.2) dans (6.1.7), util-
isons l'égalité F (@) = —Vp et les conditions initiales (6.1.11) pour dériver la formulation
variationnelle suivante du probléme P en termes de champ de déplacement et potentiel

électrique
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6.3. Existence et 'unicité de la solution

probléme PV Trouvrer le champ de déplacement u : [ 0,7 ] — V et un potentiel
électrique ¢ : [ 0,7 | — W tels que:
o(t) = A(te(u(t)) + Fe(u(t)) — E Ep (1)

(i(8), V)vrev + (1), (V) + / 52 (8, 1ir (1)1 v,) da

> (£(t).v)vy pour tout v € V. pp. £ € (0.T). (6.2.8)
(BY(0). V6), ~ (Ectalt). Vol + [ (200 - i) da

> (q(t),¥)wraw pour tout ¥ € W, pp. £ € (0,T), (6.2.9)
u(0) = g, w(0) = wp. (6.2.10)

6.3 Existence et 'unicité de la solution

Notez que, contrairement aux formulations variationnelles des problémes de contact fric-
tionnel étudiés précédemment, le probléme P représente un systéme d’inégalités hémivari-
ationnelles. Une des caractéristiques principales de ce systéme réside dans le couplage entre
les inconnues u et ¢, qui apparait dans les termes contenant le tenseur de piézoélectricité
E.

Afin d’énoncer le résultat principal d’existence et d’unicité de cette section, nous avons

besoin des espaces Z = H° (Q,Rd) et Z, = H°(Q) avec un § € (%,1) fixe. Alors les
plongements V' dans Z et W dans Z; sont compacts. Par cyyz et ¢z, nous désignons les
constantes des plongements V' — Z et W — Z; respectivement.

Onnotey : Z — L? (I';R?) Popérateur trace sur Z, par ||7|| sa norme dans £ (Z; L? (T; R?))
et par v* : L? (T;RY) — Z lopérateur adjoint a . Par v, : Z — L?(I') on note
'opérateur trace sur Z; et par 7% : L? (I') — Z; 'opérateur adjoint & .

Dans ’étude du probléme PV® nous avons le résultat suivant.

Théoréme 6.3.1 Nous supposons que les hypothéses (6.1.12)- (6.1.19) et (6.1.20) sont

satisfaites, si I’hypothése de petitesse

soit j, (x,t,.) et jo (z,t,.) sont réguliers
Jr(,t,.) et je(,,.) g (63.1)
ou—j. (z,t,.) et — jo(z,t,.) sont réguliers pour p.p. (z,t) € X3,
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6.3. Existence et 'unicité de la solution

et, en plus,

ma > ey | et my > mechg, Il (6.3.2)
est vérifiée, alors le probléme PV a une solution unique satisfaisant
u ¢ W0, 7;V)nC*(0,T;H), iie L*(0,T;V).
o € L*(0,T;H), Divo € L*(0,T;V")
o € L*(0,T;W).
€ L*(0,T;H),divD e L*(0,T ; L* (Q)) .
La démonstration du théoréme 6.3.1 se fait en plusieurs étapes. Elle est basée sur ’étude
de deux problémes intermédiaires combinés & argument du point fixe.
Etape 1. Soit n € L*(0,T;V’) fixés. Dans cette premiére étape, nous prouvons le

bien-fondé du probléme évolutif intermédiaire suivant.

probléme. Pan : Trouvrer le champ de déplacement u,, : [ 0,7 ] — V' tels que:

(i, (£), V)vry + (A (L (0 (1)), (V)2 + [ry 57 (L e (1) 5 v7) da

(6.3.7)
> (£(t), v)vixv — (n(t),V))yryy pour tout veV, pp.te(0,7T),

u,(0) = uy, 1,(0) = wy. (6.3.8)

Lemme 6.3.1. Il existe une solution unique u, du probléme PVli7 ,et qui satisfait
u, € L*(0,T;V) avec 0, € W (V).

Démonstration. Nous définissons 'opérateu A : (0,7) x V' — V' par
(A(t,u), V) = (Ate(n)),e(v)y Yu,veV, te(0,T), (6.3.10)
La fonction j : 5 x R? — R par
j(z,t,8) =jr (2, 1,€,) V(x,t)eXs, €€ R (6.3.11)
et le fonctionnel f, € L? (0,T; V"), par

(£, (t),v) = (£(t), v)vixv — (n(t) ,e(v)));, pour tout veV, pp.te(0,7). (6.3.12)
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6.3. Existence et 'unicité de la solution

Premiérement, sous les hypothéses (6.1.12) de A et I'inégalité de Holder , nous avons
(A V] = A (fE W)= ()] = \ [ (Atte @) e )geds
< [ 1A @) lgell )l
< [ ) +anle @) = (st

0
< V2 (Jlas (O] 2@y + e lhully ) [1v1ly
Cela donne

|A (t,0)]], < V2 <||a0 Ol 2y + @1 ||u||V> pour tout u €V et implique la borne de A.

On montre que A est monotone et continu. A cette fin, nous utilisons (6.1.13)(a) pour voir

que

(Aup — Aug, g — W)y, = (A(fe(w)) = At e (u2)) € (u1) — & (1))
= /Q (A(te(ur)) — At e(u2)),e (1) — e (w))gadz

v

t
mA/ lle (1) — & (wy)] |40 dz
0

> mA||u1—u1H%, pour tout v € V, p.p. t € (0,7).

ce qui montre que A est monotone. Ensuite, soit u, — u dans V ce qui implique que
e(u,) — e(u) dans L?(Q;5%). D’apres le théoreme Convergence inversée dominée de
Lebesgue(voir, [39]), il existe une sous-suite (u,,) et une fonction g € L?(Q) telles que
e (up,) (z) — e(u)(z) in S% pour p.p.z € Q, as ny — +o0, et ||e (uy,)||ga < g (x) pour

p.p. © € Qet k € N. Puisque A (x,t,.) est continu sur S?, on a
Az t,e(u,,) (1)) — Az, t e (u)(z)) dans S pour p.p. z € I's,
et, par conséquent,
A (2, ¢, (0,,) (2) — Az, t,e (u) (2))|[32 — 0 pour p.p. x € Ty, as ny — +oo,
Par hypothése (6.1.12)(a), on obtient

1A (2,1, ¢ (uy,) (2)) = Az, b, (0) ()] [
< (1A (, 1,2 () (2)) ] g + 1A (2, 1, (0) (@) 5)°
< (ao (x) + a1 || (wy,) (@)|ga + ao (x) + ax || () ()| 5)”
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6.3. Existence et 'unicité de la solution

Utilisant I'inégalité 2ab < a? + b%, nous obtenons

1A (2,2 (wy,) () = Az, t, e (w) (2))][g
< 2 ((ao () + a1 [[e (wn,) (2)l[50)* + (a0 () + a1 [ () ()] 54))
< O (af () +ai (¢ (2) + [[e (w) (@)[[ss)) bt € (0,T).

2

Ainsi, par le théoréme de convergence dominé de Lebesgue (voir, [12]) on obtient
1A (e (un,)) = Ale ())][3, = /Q 14 (¢ (wn,)) = A (e (w))[[§a dz — 0, cand 7y, — +o0.
D’autre part, par 'inégalité de Holder, nous avons
(A= Au¥) iy = [ (A (0,)) = A ()52 (v)) da

< [lA (e (uny)) = Ae ()l [le (V) pour tout v € V.
= [[Aw,, — Aully, < [[A(e (un,)) = A(e ()l

On en déduit que Au,, — Au dans V’. Ensuite, la proposition 2.5.1 implique que Au,, —
Au dans V'’ | ce qui montre que A est continu. Il s’ensuit que 'opérateur A est borné,
monotone et hémicontinu. De théoréme 2.1.1(i), on déduit que A est pseudomonotone. La

coercitivité de A découle immédiatement de (6.1.12)(b), c’est-a-dire
(A, )y, = /Q (A(e(u));e(v))ds > mA/Q le (w)l[ga do = ma[ulf5, .

Nous prenons @y = v/2 ||ag (Ol 2g 01 = V2ay,my = my, a4 = myet A(t,.) est pseudomonotone
pour p.p. t € (0,7). Et donc, Vopérateur A satisfait les hypothéses (2.4.8).
Considérons maintenant la fonction j identifiant en (6.3.11).Nous vérifions ’hypothése

(2.2.9) avec s = d. A cette fin, nous observons que
J(@,1.€) = j- (2.t,N€) V(x,1) €5, £ ER
ou l'opérateur N, € L*™ (E; L (Rd, ]Rd)) est donnée par
N.£=¢ VEER
On rappelle que l'opérateur adjoint N* € L*° (E; L (Rd, Rd)) est donné par

Nig=¢ VEER
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6.3. Existence et 'unicité de la solution

Par I’hypotheése (6.1.16) sur j,, il est clair que j(.,.,€) est mesurable sur X3 pour tous
g€cR et j(.,., &) est localement Lipschitz sur R? pour p.p. (t,z) € ¥3. De plus, on a
j(.,.,0) € L' (3¢) . ce qui implique (2.4.9)(a)-(b). De la proposition 2.2.3, on obtient

jo (:U’ t? £7 Q) S ]E <x7 t? €’T7 QT) ) aj (x7t7 5) g N:a.]T (:C’ t? £’T) = [ajT (:C’ t? £T)]T
Véo € Ripp. (t,z)€Xs

En utilisant (6.1.16)(c), nous obtenons

3@ t6,-8) < 57t 6, =€) < s (14 [1€]pa) < esr (14 [€]la)

VéE € Ripp. (tz)€ s
De plus, en utilisant (6.1.16)(a) on trouve

10) (z,t,E)[ga < 1104 (2, ,€,)||g < cor + c1r [|€]|pa
VE € Ripp. (z,t) € Xs.

Notez que de (6.3.1) nous déduisons que soit j (z,t,.) ou —j (x,t,) est régulier, pour p.p. = €
Y¢. Nous prenons ¢y = ¢y, ¢; = ¢+, Co = Cor, €3 = C3,. Et donc, la fonction j satisfait les
hypothéses (2.4.9).

Nous concluons que A et j satisfont les conditions (2.4.8) et (2.4.9). Enfin nous rappelons
que f, € L*(0,T; V") I'aide du théoreme 2.4.2, nous concluons que le probléme PVlﬁ7 a une

solution unique

u, € L*(0,T;V) avect, € W (V)

Comme u, € L*(0,7;V) et 01, € W (V), on obtient u, € W2 (0,7 ;V) c C (0,7 ;V).
Comme u, € L*(0,7 ;V), i, € L*(0,T; V") et que le plongement W (V) C C(0,T; H) est
continu, on obtient que 1, € C(0,7’; H). Donc u,, a la régularité exprimée en (6.3.3).

EtapeZ

Nous utilisons maintenant la solution u,, obtenue dans le Lemme 6.3.1 pour construire
le probléeme auxiliaire suivant pour le champ de potentiel électrique.

Probléme Pg,,- Trouver un champ de potentiel électrique ¢, : [0,T] — W tel que

(BV o, (1), V), — (E=(uy(t)), Vi) + / (2 (i, (t) — 903 9)) da

s

> (q(t),¥)wxw pour tout » € W, p.p. t € (0,7). (6.3.13)
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Nous obtenons le résultat suivant concernant I’existence et 'unicité.
Lemme 6.3.2 Il existe une solution unique pour le probléme P%Sn qui satisfait la régu-
larité (6.3.5). De plus, si ¢, et ¢, sont deux solutions de (6.3.13) correspondant respec-

tivement & n,,m, € L?(0,T; V"), alors il existe une constante C' > 0 telle que

H%h - S0772”{/[/ <C Hum - unsz' (6.3.14)

Démonstration.
Soit z € V fixé et considérons les formes bilinéaires B(.,.) : W x W — Ret e(.,.) :

W x W — R Défini par
B(p,¢) = (BVp, V), e(z,v¢)=(E(z), Vi), pour tout ¢, € WetzeV.

Nous avons la situation d’inégalité hémivariationnelle suivante.

Probléme F,. Trouver ¢, € W tel que

b (¢g: %) +/ 32 (0y — po; ¥) da > e (z,) + (q,v)wpewr tout ¢ € W

I's

Pour résoudre le probléme P, nous définissons 'opérateur B:W — W' et la fonctionnelle

Gz € W' par égalités

(E%JP) W =B (¢7¢)7 (Z]vmw)W’xW =€ (z>¢) + (Q7 w)W'XW pour tout QO,w e W

W' x

Il résulte du théoréme 2.4.1, qu’il existe un élément unique ¢, € W tel que

(Bews),, o+ [ 3o = 050)da 2 (@ )y pur tout v € W
wixw - Jp,

et, clairement, ¢, est I'unique solution du probléme P, . De plus, pour tout z;, zo € V et

Yy, 15 € W, en utilisant I'inégalité

IN

e(z1 — 22,9, — 1y)

< cllz = 2zally [y = Yol

(azl - azla ¢1 - ¢2)W’><W

A

Nous avons

162 = @i llw < cllzn = 2ol
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6.3. Existence et 'unicité de la solution

Par conséquent, a partir de (2.4.5), on obtient

1 — wally < cllzn — 22|y, (6.3.15)

ou ¢ > 0 et ¢, est I'unique solution au probléme P, correspondant a z; pour ¢ = 1, 2.
Etape3
Pour n € L? (0,7; V) on utilise la solution u,, du Probléeme PVUG. Premiérement, a partir
de [’étape 2, il s’ensuit que le probleme Pgn a une solution unique. De plus, si u;, uy
représentent les solutions du probléme PVW6 et ,, ©, représentent les solutions du probléme
P%Sn’ respectivement, correspondant & 1,1, € L?(0,7;V) , alors ( 6.3.15) montre qu'il

existe ¢ > 0 tel que
o1 = eally < cflur = walfy,

Etape 4.

Enfin en conséquence de ces résultats et en utilisant les propriétés de I'opérateur F et
de I'opérateur &€, pour t € [0, 7], on considére 'opérateur A : L*(0,T; V") — L?(0,T;V")
défini par 1’ égalité

(An(t), v)vixy = (F(e (uy(t) . (€ (v)y + (E°Vip, (1), (£ (v)),, ¥V V. ppte (0.T).

(6.3.16)
Ici, pour tout n € L*(0,T; V"), u, et ¢, représentent le champ de déplacement et le champ
¢électrique potentiel obtenus respectivement dans les lemmes 6.3.1 et 6.3.3, Nous avons les
résultats suivants.

Lemme 6.3.3 L’opérateur A admet un point fixe unique n* € L*(0,T;V’) tel que
A(n) =n".

Démonstration. Soient 7, n, € L?(0,T; V"), nous utilisons les notations u, = u; et

¢, = ¢; pour i =1,2. En utilisant (1.4.19), (6.1.13) , (6.1.14) et (6.3.16) pour obtenir

A () (8) = A (my) D)5 < |F(e (wit) — Fle (ua(t))]F, + 1€ Vs () — £y ()3,
< c(lwm(t) —wa()y + o1 — eali) - (6.3.17)

Nous substituons (6.3.13)-(6.3.14) dans (6.2.17) nous obtenons

|(A7yy (1) = (Any) (1) < C/Ot [11(s) = 112(s) [ ds pour p.p t € (0, 7). (6.3.18)
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6.3. Existence et 'unicité de la solution

Par la suite, on en déduit que
2
’(A2771) (t) - (A27l2) (t>|V/ = |A A771)( ) A(Anz) (t)ﬁ/'

/ (Amy) () — (A) (s)[2 ds

<{A(cl|mwwwmm@d0ds
s<ﬂ(/ﬁmm—nww;m)(zla

= C% / Iny (1) |V,d7‘ pour p.pt € (0,7).

IN

IN

En réitérant m fois 'inégalité (6.3.18) on obtient

A" ()= (W) O < Tty [ i) =m()fdr pour pp ¢ 0.7).

qui conduit &

T
APy — A oo = /|M%M<><N%»mm

Cme 1
< / , </ |1,(7) |v/d7">d

C’me
= m Im(r) — (T)‘LQ(U,T;V’) :
Puisque

a
lim — =0 pour tout a > 0,
m—+oo !

L’opérateur A™ est une contraction dans l'espace de Banach L? (0,7;V’). En appliquant
le théoréme du point fixe de Banach, nous concluons que 'opérateur A posséde un unique
point fixe n* € L? (0, T; V).

A présent, nous disposons de tous les éléments nécessaires pour démontrer le Théoréme
6.3.1, qui établit I'existence et 'unicité de la solution faible du probléme mécanique PS.

Démonstration.

L’existence. Soit n* € L? (0, T; V") le point fixe de 'opérateur A défini par (6.3.29) et

nous notons

W, = Wy, @, = O (6.3.19)
o.(t) = A(t,e(w(t))) + Fe(u.(t)) — E Ep, (t) (6.3.20)
D.(t) = Ee(u.(t))+BEp, (). (6.3.21)
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Nous démontrons que (u,, o, ¢,,D,) satisfait (6.2.8)-(6.2.10) et les régularités (6.3.3)-
(6.3.6). En effet, nous écrivons (6.3.6) pour n = n* et nous utilisons (6.3.19) pour obtenir

(ﬁ*(t)a V)V’XV + ('A (ta 6<ﬁ*(t)))’ 5<V))H + (77* (t) 7V))V’><V + fr3 ]7(—) (ta u*T (t) ;VT) da

(6.3.22)
> (£(t),v)yixy pour tout v €V, p.p.t € (0,7),

L’égalité A (n*) = n* combineés avec (6.3.16), montrent que

(" (1), V)visy = (F(e (wlt), (€ (v))y + (E"Vip, (1), (€ (V))y, YV EV, ppt e (0,T).
(6.3.23)

Maintenant en substituant (6.3.23) dans (6.3.22) pour obteenir

(W (8), V)visy + (At e(04(2))), 6(v))ae + (Fle (a(t)) , (€ (V) + (€7 Vi, (1), (€ (V)
+ Jr, 37t (8) 5v7) da > (£(2), V)viy pour tout v €V, p.p. t € (0,7T),

(6.3.24)
En utilisant dans (6.3.13) , par (6.3.19) nous avons
(BV@.(t), Vi) g — (Ee(us(t), Vi) y +/F (Je (s (t) = ¢o39)) da
> (q(t),¥)wxw pour tout ¥ € W, p3.p. te (0,7). (6.3.25)

Les relations (6.3.24) et (6.3.25) premettes-nous de conclure maintenant que (u., ¢, ) sat-
isfait (6.2.8)-(6.2.9). Ensuite, les conditions initiales dans (6.2.10) et la régularité (6.3.3)-
(6.3.5) résultent des lemmes 6.3.1 et 6.3.2. Depuis u, et ¢, satisfont (6.3.3) et (6.3.5),il
resulte de (6.3.20) que

0.€L*(0,T;H) (6.3.26)

On choisit v =w € D (Q,R?) dans (6.2.8) ou w est un élément arbitraire de I’espace

D (Q, ]Rd). puisque w disparait sur I' il s’ensuit que
/ G2 (t, 0, () ;w,)da =0
I's
et, par conséquent, on obtient que
(T (t), w)vrsy + (04 () s e(W))p > (£(), w)y«v pour tout w € D (Q,R?).
On emplace maintenant w par —w dans I'négalité précédente pour voir que

(W (t), )iy + (04 (t) ,e(w)) = (£(2), w)yr<v pour tout w € D (Q,R?).
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6.3. Existence et 'unicité de la solution

et, en utilisant la définition (6.1.21) de f on en déduit
(i (t),w) vy + (04 (t) . e(w)) = (fo,w)n pour tout w € D (Q,R?). (6.3.27)

L’équation (6.3.27) combinée a la définition des opérateurs de divergence et de déformation

avec (1.4.21)et (5.1.36) implique que
(0. (t),w) g — (Divo, (t) ,w)g = (fo,w)n pour tout w € D (Q,Rd) : (6.3.28)

Alors

Divo, (£) + £ (t) = i, (¢)

Aossi, par (6.1.18) et i, € L? (0,7 ; V') nous avons
Dive, (t) € L*(0,T ; V")
Soit t1,ty € [0,T]. Par (6.1.14),(6.1.15),(1.4.28) et (6.3.21) on en déduit que
ID. (1) = D (L2)| g < C (s (1) = s (B2) [y + [0 (1) —wa (B2)]) -

La régularité de u, et ¢, donnée par (6.3.3) et (6.3.5) implique

D, € L*(0,T ; H) (6.3.29)
On choisit ¢ € D (Q2) C W dans (6.3.25) et en utilisant (6.1.22) on trouve

divD, () = qo (t)
Aossi, par (6.1.18) nous avons

divD, € L* (0,7 ; L* (Q)) .

Enfin, nous déduisons que la solution faible (u,, o, ¢,,D.) du probléme de contact
piezoelectrique P%, possédant la régularité (6.3.3)-(6.3.6), termine la démonstration de la
partie d’existence du Théoreme 6.3.1.

L’unicité

L’unicité de la solution est une conséquence de 'unicité de point fixe de I'opérateur A

qui est défini par (6.3.16).
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Conclusion

Conclusion

Les problémes présentés dans ce manuscrit suivis par ses formulations variationnelles et
complétés a la fin par les résultats d’existences et d’unicités, nous conduisent & quelques
conclusions que nous pourrons structurer de la facon suivante :

Les phénomeénes issus de la mécanique de contact sont nombreux et variés, surtout qu’on
prend en considération des différents phénomeénes sous-jacents qui rejoignent le contact avec
frottement : l'endommagement, 1'usure, les effets électriques et thermiques, parmi bien
d’autre.

L’analyse mathématique des modeéles élaborés dans ce travail, allant de la formulation
mathématique & 'existence et 1'unicité, passant par la formulation variationnelle, dont nous
impliquons des compétences variées de 1’analyse fonctionnelle.

Bien que des résultats mathématiques importants ont été obtenu, il reste d’achever ce

travail par une étude numérique qui expérimente ces modeles mathématiques considérés.
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Abstract: The purpose of this thesis is the mathematical study of some boundary value
problems of a friction and frictionless contact in a dynamic or a quasistatic process. We
combine at the same time various phenomena mechanical, physical and underlying such as:
damage, wear and thermal effect. We consider laws of nonlinear behavior for different
materials: elasto-viscoplastic, thermo- viscoelastic and electro-viscoelastic. The results we
obtain concern the existence and uniqueness of weak solutions. The thesis is divided into
two parts. The first part concerns some preliminary results on functional analysis and partial
differential equations necessary to carry out the continuation of this thesis. The second part
is devoted to the modeling and the mathematical study of the contact problems considered.

Keywords: elasto-viscoplastic, electro-viscoelastic, thermo- viscoelastic, Coulomb friction,
damage, wear, variational inequality, Hemivariational inequality, weak solution, fixed point.

Résumé: L'objet de cette these est I'étude mathématique de quelques problémes aux limites
de contact avec et sans frottement dans un processus dynamique ou quasistatique. Nous
couplons a la fois des phénomenes mécanique, physique et sous-jacent tels que :
I'endommagement, I'usure et I'effet thermique. On considére des lois de comportement non
linéaire pour des différents matériaux élastoviscoplastiques, thermo- viscoélastiques et
électro-viscoélastiques. Les résultats obtenus concernent I’existence et I'unicité des
solutions faibles. La thése comporte deux parties. La premiére partie rappelle quelques
résultats préliminaires d’analyse fonctionnelle et d’équations aux dérivées partielles
nécessaires pour réaliser la suite de cette thése. La deuxieme partie est consacrée a la
modélisation et a I'étude mathématique des problémes de contact considérés.

Mots-clés: élasto-viscoplastique, électro-viscoélastique, thermo- viscoélastique, frottement
de Coulomb, endommagement, usure, inéquation variationnelle, inéquation
Hemivariationnelle, solution faible, point fixe.
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