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Introduction

Les phénomènes vibratoires et les équations d'ondes jouent un rôle crucial dans de nombreux

domaines de la science et de l'ingénierie, allant de l'acoustique à la mécanique des structures en

passant par les télécommunications. Dans ce contexte, l'étude de la stabilité des systèmes vibratoires

revêt une importance fondamentale pour garantir leur comportement prédictible et �able. Ce travail

est consacré au problème de stabilisation de l'équation d'onde , en particulier lorsque l'amortissement

interne présente des caractéristiques linéaires ou non linéaires.

Plus précisément, on intéresse à l'étude de la stabilisation de l'équation des ondes sous la forme

suivante : 
wtt −∆w + F (x,wt) = 0, dans x ∈ Ω et t > 0,

w = 0, pour x ∈ ∂Ω et t > 0,

w(x, 0) = w0(x) et wt(x, 0) = w1(x) , dans x ∈ Ω

(WE)

où Ω est un domaine borné de Rn, w0 et w1 sont la position et la vitesse initiale de la membrane.

L'amortissement et représenté par une fonction F (x,wt) dépendent de la position x et la vitesse wt

et satisfaisant

F (x,wt)wt ≥ 0 pour p.p. x ∈ Ω et t > 0.

On dé�nie l'énergie de la solution de (WE) par

E(t) =
1

2

∫ π

0
w2
t (t, x) + |∇w|2 (t, x)dx (1)

et la solution est dite stable lorsque

E(t) −→ 0, si t −→ +∞.

Sans amortissement, i.e. F ≡ 0, l'énergie est conservé en temps, i.e.

E(t) = E(0), ∀t ≥ 0.

Si un amortissement est introduit, i.e. F (x,wt) ̸= 0, l'énergie est décroissant avec un taux dé-

pendent du choix de la forme de la fonction F. Par exemple, si F est linéaire, l'énergie décroit

exponentiellement, i.e.,

E(t) ≤ Ce−βt, ∀t > 0,

1



où C et β sont des constantes positives avec C qui dépend des données initiales. Ce mémoire rasseble

di�érente méthode de démonstration de ce résultat qui sont dispersées sur plusieurs références

[1, 2, 4].

Le premier chapitre de ce travail est consacré aux préliminaires mathématiques indispensables à

la compréhension des concepts et des méthodes utilisés. Nous introduisons des espaces fonctionnels

tels que les espaces de Sobolev et les espaces de Lebesgue, qui serviront de bases pour notre analyse.

De plus, nous explorons l'équation d'onde linéaire sans amortissement, établissant l'existence et

l'unicité de la solution, ainsi que la conservation d'énergie.

Le deuxième chapitre se penche sur l'étude de l'équation d'onde avec un amortissement interne

linéaire. Nous abordons di�érentes techniques pour démontrer la stabilité du système, comprenant

des méthodes d'intégrales d'énergie, les séries de Fourier, en passant aussi par des approches basées

sur le lemme de Gronwall et une technique d'itération.

Dans le troisième chapitre, on traite un exemple d'amortissement non linéaire interne de l'équa-

tion d'onde qui est un problème plus di�cile à traiter.

En conclusion, ce mémoire o�re une analyse de la stabilisation de l'équation d'onde, mettant en

lumière di�érentes techniques de preuve pour démontrer la décroissance de l'énergie et assurer la

stabilité du système.

En�n, nous clôturons ce travail avec une bibliographie, répertoriant les sources et références

utilisée dans ce travail.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on introduit quelques espaces fonctionnels et quelques inégalités qui seront

utilisé dans ce mémoire. Ensuite, on s'intéresse à l'équation des ondes avec amortissement linéaires

et non linéaires.

1.1 Espaces fonctionnelles

Dans la suite Ω est un ouvert de Rn.

1.1.1 Espace des fonctions continues :

• C (Ω) est l'ensemble des fonctions continues dé�nies sur Ω à valeurs dans R.Pour tout m ∈ N

on note Cm (Ω) l'ensemble des fonctions dé�nies sur Ω à valeurs dans R, telles que pour tout α ∈ Nn

tel que |α| =
n∑

i=1

αi ≤ m la dérivée Dαφ existe et est continue sur Ω.

• C∞ (Ω) est l'ensemble des fonctions w : Ω −→ R qui sont indé�niment dérivables.

• D (Ω) est l'ensemble des fonctions de C∞ (Ω) à support compact dans Ω.

1.1.2 Espaces de Lebesgue Lp (Ω) : 1 ≤ p ≤ +∞

• Pour 1 ≤ p < +∞; on dé�nit l'espace des classes des fonctions Lp(Ω) comme suite :

Lp (Ω) =

{
w : Ω −→ R;w mesurable et

∫
Ω
|w|p dx < +∞

}
.

On munit cet espace vectoriel de la norme :

w 7→ ∥w∥Lp(Ω) =

(∫
Ω
|w (x)|p dx

) 1
p

.

Lp (Ω) est un espace de Banach.

• Pour p = ∞, on dé�nit l'espace des classes de fonctions L∞(Ω) comme suite :

L∞ (Ω) = {w : ∃C > 0, telle que w est mesurable et |w(x)| < C} .

Cet espace vectoriel est complet pour la norme :

∥w∥L∞(Ω) := sup ess w(x)
x∈Ω

= Inf {C > 0, |w(x)| ≤ C p.p. x sur Ω} ,
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i.e., L∞(Ω) est une espace de Banach.

• Pour p = 2, l'espace L2 (Ω) muni du produit scalaire :

(w · v) =
∫
Ω
wvdx, ∀w, v ∈ L2 (Ω) .

est un espace de Hilbert.

1.1.3 Espaces de Sobolev

On rappel que l'espace de Sobolev H1(Ω) est dé�nie par :

H1(Ω) =

{
w ∈ L2(Ω)

∣∣∣∣ ∂w∂xi ∈ L2(Ω), i = 1, · · · , n
}
,

où la dérivée est prise au sens du distributions. L'espace H1(Ω) est muni de la norme

w 7→ ∥w∥H1
0 (Ω) :=

(∫
Ω
|w (x)|2 + |∇w (x)|2 dx

) 1
2

où ∇w dénote le vecteur gradient de w. Un sous-espace particulier de H1(Ω) est l'espace

H1
0 (Ω) := D (Ω) =

{
w ∈ H1(Ω) | u = 0 on ∂Ω

}
i.e. l'adhérence de D (Ω) dans l'espace H1(Ω).

On a besoins aussi de l'espace H2(Ω) dé�nie par

H2(Ω) :=

{
w ∈ L2(Ω)

∣∣∣∣ ∂w∂xi , ∂2w

∂xi∂xj
∈ L2(Ω), i = 1, · · · , n

}
.

Un autre résultat important est le suivant :

Théorème 1.1 (Sobolev injections) Si Ω est un ouvert borné régulier de classe C1, alors

H1(Ω) ⊂ L2∗(Ω), où 2∗ = 2n/ (n− 2) si n > 2.

H1(Ω) ⊂ Lq(Ω), où q ∈ [2,+∞) si n = 2.

H1(Ω) ⊂ C(Ω), si n = 1.

où "⊂" désigne une injection continue.

1.1.4 Espaces avec temps

Soit X un espace de Banach, ]0, T [ un intervalle de R,

Dé�nition 1.1 a) On désigne par Lp (0, T ;X) (1 ≤ p < +∞) l'espace des (de classes) fonctions

t → f(t) de ]0, T [ → X telle que : i) f est mesurable pour dt

ii) ∥f∥Lp(0,T ;X) =
(∫ T

0 ∥f(t)∥pX dt
)1/p

< +∞
(1.1)
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b) On désigne par L∞ (0, T ;X) l'espace des (de classes) fonctions t → f(t) de ]0, T [ → X telle que :
i) f est mesurable pour dt

ii) f est bornée presque partout sur ]0, T [ et on pose :

∥f∥L∞(0,T ;X) = inf
∥f(t)∥X≤M p. p.

(M) < +∞
(1.2)

Ces espaces sont des espaces de Banach.

1.2 Équation d'onde linéaire

1.2.1 Existence et unicité de la solution

On considère l'équation des ondes

wtt −∆w = f(x, t), pour x ∈ Ω et t > 0 (1.3)

avec les condition initiales :

w(x, 0) = w0(x), wt(x, 0) = w1(x), pour x ∈ Ω, (1.4)

et les conditions aux bord homogène de Dirichlet :

w(x, t) = 0, pour x ∈ ∂Ω et t > 0. (1.5)

Théorème 1.2 ([7]) Sous les hypothèses

w0(x) ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), w1(x) ∈ H1

0 (Ω) et f ∈ L2
(
0, T ;L2(Ω)

)
, (1.6)

le problème (1.3)�(1.5) a une solution unique qui satisfait

w ∈ C([0, T ];H1
0 (Ω)), wt ∈ C([0, T ];L2(Ω).

De plus si

w0 ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), w1 ∈ H1

0 (Ω) et ft ∈ L2
(
0, T ;L2(Ω)

)
alors, la solution du problème (2.1) satisfait :

w ∈ C
(
[0, T ], H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)
)

et wt ∈ C
(
[0, T ];H1

0 (Ω)
)
.
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1.2.2 Conservation d'énergie par la méthode des intégrales d'énergie

On considère à présent l'équation d'onde homogène avec f(x, t) = 0
wtt −∆w = 0, pour x ∈ Ω et t > 0,

w (x, t) = 0, pour x ∈ ∂Ω et t > 0,

w(x, 0) = w0 (x) , wt (x, 0) = w1 (x) , pour x ∈ Ω,

(W.Eq)

et on dé�nit l'énergie de la solution par

E(t) =
1

2

∫
Ω

w2
t (x, t) + |∇wx (x, t)|2 dx.

Théorème 1.3 L'énergie de la solution de problème (W.Eq) est constante.

Démonstration. On multiple (W.Eq) par wt et on intègre sur Ω, on obtient :∫
Ω

wttwt − (∆w)wtdx = 0.

Comme ∫
Ω

wttwtdx =
1

2

d

dt

∫
Ω

w2
t (x, t)dx

∫
Ω

(∆w)wtdx =

∫
Ω

div(∇wwt)−∇wx · ∇wtdx =

∫
Ω

div(∇wwt)dx− 1

2

d

dt

∫
Ω

|∇wx|2 dx.

Alors, ∫
Ω

wttwt − (∆w)wtdx =
1

2

d

dt

∫
Ω

w2
t + |∇wx|2 dx−

∫
Ω

div(∇wwt)dx = 0.

Par le théorème de divergence∫
Ω

div(∇wwt)(x, t)dx =

∫
∂Ω

∇ (wwt) · ν(s, t)ds = 0

a cause du conditions aux limites. Finalement

E′(t) =
1

2

d

dt

∫
Ω

w2
t (x, t) + w2

x (x, t) dx = 0.

Ce ci démontre la conservation d'énergie.
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1.2.3 Solution par séparation de variable

On peut aussi utiliser la méthode de séparation des variables. Si Ω = ]0, 1[ . On cherche des

solutions particulières de

wtt − wxx = 0, x ∈ [0, 1] , t > 0,

sous la forme

w(x, t) = X(x)T (t).

Donc, 
X(x)T ′′(t)−X ′′(x)T (t) = 0,

w(0, t) = X(0)T (t) = 0,

w(1, t) = X(1)T (t) = 0.

(1.7)

On divise la première équation par X(x)T (t) et comme x et t sont deux variables indépendants,

alors il existe une constante λ :

T ′′(t)

T (t)
=

X ′′(x)

X(x)
= −λ, λ ∈ R∗

+.

On doit supposer λ positive pour avoir des solutions bornées. Premièrement, L'équation de X est X ′′ + λX = 0,

X(0) = 0 et X(1) = 0

dont la solution est

X(x) = A cos(
√
λx) +B sin(

√
λx).

Les conditions aux bord implique que

X(0) = A = 0 and X(1) = B sin(
√
λ) = 0.

On obtient :

B ̸= 0 et sin(
√
λ) = 0 =⇒ λn = (nπ)2.

Donc

Xn(x) = B sin (nπx) .

D'autre part, la fonction T (t) satisfait :

T ′′(t) + λT (t) = 0, t > 0.

La solution T correspondant à cette valeur de λ est de la forme :

T (t) = α cos(
√
λt) + β sin(

√
λt),
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i.e.,

Tn(t) = αn cos(nπt) + βn sin(nπt).

On obtient :

wn (x, t) = Tn(t)Xn(x) = [αn cos(nπt) + βn sin(nπt)] sin (nπx) .

Alors, la solution du problème est donnée par :

w (x, t) =
∞∑
n=1

wn (x, t) =
∞∑
n=1

[αn cos(nπt) + βn sin(nπt)] sin (nπx) .

Par les conditions initiales, on trouve :

w (x, 0) =

∞∑
n=1

αn sin (nπx) = w0 (x) et wt(x, 0) =

∞∑
n=1

nπβn sin (nπx) = w1(x).

Donc, les coe�cients αn et βn sont donnés par orthogonalité on trouve :

αn = 2

1∫
0

w0 (x) sin (nπx) dx et βn =
2

nπ

1∫
0

w1(x) sin (nπx) dx.

1.2.4 Conservation d'énergie par les séries de Fourier

Théorème 1.4 On a :

E(t) =
1

4

∞∑
n=1

(nπγn)
2 = cste, ∀t ≥ 0,

où γn =
√

α2
n + β2

n.

Démonstration. On pose :

En(t) =
1

2

1∫
0

(wn)
2
t (x, t) + (wn)

2
x (x, t) dx. (1.8)

Alors, on va calculer :

(wn)t = [−αnnπ sin (nπt) + βnnπ cos(nπt)] sin (nπx) , (1.9)

et

(wn)x = [αn cos(nπt) + βn sin(nπt)]nπ cos (nπx) . (1.10)
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En remplaçant (1.9) et (1.10) dans (1.8) :

1

2

1∫
0

[
(wn)

2
t (x, t) + (wn)

2
x (x, t)

]
dx =

1

2

1∫
0

[
(nπ)2 [−αn sin (nπt) + βn cos(nπt)]

2 sin2 (nπx)

+ [αn cos(nπt) + βn sin(nπt)]
2 (nπ)2 cos2 (nπx)

]
,

=
1

2
(nπ)2

(
α2
n + β2

n

) 1∫
0

sin2 (nπx) cos2(nπt) + sin2 (nπt) cos2(nπx)dx,

=
1

2
(nπ)2

(
α2
n + β2

n

)cos2(nπt) 1∫
0

sin2 (nπx) dx+ sin2 (nπt)

1∫
0

cos2(nπx)dx

 .

Comme

sin2 (nπx) =
1

2
− 1

2
cos (2nπx) , et cos2(nπx) =

1

2
+

1

2
cos (2nπx) ,

de sorte que
1∫

0

sin2 (nπx) dx =
1

2
et

1∫
0

cos2(nπx) =
1

2
.

Rappelons que sin2(x) + cos2(x) = 1, alors

En(t) = (nπ)2
α2
n + β2

n

4

[
cos2(nπt) + sin2 (nπt)

]
= (nπ)2

α2
n + β2

n

4
.

Finalement, on obtient :

En(t) = (nπ)2
α2
n + β2

n

4
.

Alors, l'énergie totale de chaque mode est constante.

On utilise la solution de la série in�nie dérivée pour calculer

E(t) =
1

2

1∫
0

( ∞∑
n=1

wn

)2

t

+

( ∞∑
n=1

wn

)2

x

dx,

=
1

2

∞∑
n=1

∞∑
m=1

1∫
0

(wn)t (wm)t + (wn)x (wm)x dx.

On peut écrire wn(x, t) sous la forme :

wn(x, t) = γn sin (nπx) sin (nπt+Ψn) ,

où

γn =

√
α2
n + β2

n et Ψn = arctan

(
αn

βn

)
,

Alors, on a

(wn)t = γnnπ sin (nπx) cos (nπt+Ψn) et (wn)x = γnnπ cos (nπx) sin (nπt+Ψn) .
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Alors

E(t) =
1

2

∞∑
n=1

∞∑
m=1

γnγmnmπ2 cos (nπt+Ψn) cos (mπt+Ψn)×
1∫

0

sin (nπx) sin (mπx) dx

+
1

2

∞∑
n=1

∞∑
m=1

γnγmnmπ2 sin (nπt+Ψn) sin (mπt+Ψn)×
1∫

0

cos (nπx) cos (mπx) dx.

De la relation d'orthogonalité, donne :

E(t) =
1

2

∞∑
n=1

(γnnπ)
2 cos (nπt+Ψn)

2 ×
1∫

0

sin (nπx)2 dx

+
1

2

∞∑
n=1

(γnnπ)
2 sin (nπt+Ψn)

2 ×
1∫

0

cos (nπx)2 dx.

Donc

E(t) =
1

4

∞∑
n=1

(γnnπ)
2
[
cos (nπt+Ψn)

2 + sin (nπt+Ψn)
2
]
.

Finalement, on obtient :

E(t) =
1

4

∞∑
n=1

(γnnπ)
2 ,

qui est constante pour tout t.

1.3 Quelques inégalités utiles

Inégalité de Young

Supposons que 1 ≤ p ≤ ∞, on désigne par p′ l'exposant conjugué de p, i.e. : 1
p+

1
p′ = 1. Rappelons

l'inégalité de Young

ab ≤ 1

p
ap +

1

p′
bp

′
, ∀a ≥ 0,∀b ≥ 0. (1.11)

Remarque 1.1 Pour p = p′ = 2, l'inégalité précédente s'écrit sous la forme :

ab ≤ 1

2
a2 +

1

2
b2.

Pour ε > 0, on a aussi

ab ≤ 1

2ε
a2 +

ε

2
b2.

Inégalité de Poincaré

Soit p, tel que 1 ≤ p < ∞ et Ω est bornée. Alors il existe une constante C > 0 (dépendant

uniquement de Ω et p) telle que :

∥w∥Lp(Ω) ≤ C
∥∥w′∥∥

Lp(Ω)
, (1.12)
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pour tout w ∈ H1
0 (Ω) .

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient w ∈ L2(Ω), v ∈ L2(Ω), alors wv ∈ L1(Ω), et on a∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

w(x)v(x)ds

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

|w(x)|2 ds

 1
2
∫

Ω

|v(x)|2 ds

 1
2

. (1.13)

Lemme de Gronwall

Lemme 1.1 Supposons qu'une fonction continue de I = [0, T ] sur R+, véri�é :

Ψ(x) ≤ C1(x) +

t∫
0

C2(s)Ψ(s)ds,

pour tout t ∈ I, où C2 est une fonction continue de I dans R+ et C1 une fonction continue croissante

de I dans R. Alors, on a l'inégalité

Ψ(x) ≤ C1(x) +

t∫
0

exp

 t∫
s

C2(r)dr

C1(s)C2(s)ds,

pour tout t ∈ [0, T ] .

Remarque 1.2 Si C1 est une constante, l'inégalité de Gronwall peut se simpli�er et on écrit :

Ψ(x) ≤ C1 exp

 t∫
0

C2(s)ds

 .
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Chapitre 2

Équation d'onde avec amortissement

linéaire

Dans ce chapitre on étudie la stabilisation de l'équation des ondes avec un terme d'amortissement

c'est-à-dire la vitesse de mouvement est retardé par une force d'amortissement proportionnelles à

la vitesse de la corde. On obtient l'équation des ondes avec termes d'amortissement suivante :

wtt − wxx + α(x)wt = 0, dans Ω.

où α(x) est le coe�cient d'amortissement et Ω un domaine bornée de Rn.

2.1 Existence et l'unicité

On considère le problème suivante :
wtt + α(x)wt − wxx = 0, dans Ω,

w|∂Ω = 0, dans ∂Ω,

w(x, 0) = w0(x), wt(x, 0) = w1(x), dans Ω,

(2.1)

α ∈ L∞(Ω) satisfait

α(x) ≥ a > 0, p.p x ∈ Ω.

Théorème 2.1 Sous les donnes initiale suivante :

w0 ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) et w1 ∈ H1

0 (Ω),

Alors, il existe une solution unique w de problème (2.1) qui satisfait :

w ∈ C
(
[0, T ], H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)
)

et w1 ∈ C
(
[0, T ];H1

0 (Ω)
)
.

Démonstration. Voir ([7]).
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2.2 Stabilité par la méthode des intégrales d'énergies

Dans cette section on s'intéresse à l'étude pour décroissant exponentielle par méthode énergie.

On prend

Ω = ]0, L[ , où L > 0.

Théorème 2.2 Soit w(x, t) la solution de l'équation du problème (2.1) avec condition initial (w0, w1),

alors il existe K,β > 0, tel que :∫
Ω

(wt
2 + w2

xdx

 1
2

≤ Ke
−βt

∫
Ω

∣∣w0
x

∣∣2 + (w1
)2

dx. (2.2)

Démonstration. On multiple l'équation de problème (2.1) par wt et intègre par parties sur Ω :∫
Ω

wttwt − (wxx)wt + α(x)w2
t dx = 0.

En utilisant les argument du théorème 1.3, On obtient

E′(t) =
1

2

d

dt

∫
Ω

w2
t + |wx|2 dx+

∫
Ω

α(x)w2
t dx = 0. (2.3)

De la même manière, on multiple l'équation du problème (2.1) par λw et intègre par parties sur Ω∫
Ω

λwttw + α(x)λwtw − λwxxwdx = 0.

Comme : ∫
Ω
λwttwdx = λ

d

dt

∫
Ω
wtwdx−

∫
Ω
w2
t dx,∫

Ω
α(x)λwtwdx =

1

2

d

dt

∫
Ω
α(x)λw2dx,

−
∫
Ω
wxxwdx =

∫
Ω
− (wxw)x + w2

xdx,

alors

λ
d

dt

∫
Ω
wtwdx−

∫
Ω
w2
t dx+

1

2

d

dt

∫
Ω
α(x)w2dx+

∫
Ω
w2
xdx−

∫
Ω
(wxw)x dx = 0 (2.4)

et ∫
Ω

(wxw)xdx = wx(x, t)w(x, t)]
L
0 = wx(L, t)w(L, t)− wx(0, t)w(0, t).

Par les conditions de bord homogène de Dirichlet∫
Ω

(wxw)xdx = 0.
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En additionnant (2.3) et (2.4), on obtient :

1

2

d

dt

∫
Ω

w2
t + w2

x + 2λwtw + λα(x)w2dx+

∫
Ω

α(x)w2
t + λw2

x − λw2
t dx = 0. (2.5)

On pose :
d

dt
P (t) =

1

2

d

dt

∫
Ω

w2
t + w2

x + 2λwtw + λα(x)w2dx, (2.6)

et

Q =

∫
Ω

α(x)w2
t + λw2

x − λw2
t dx.

Alors, on écrit l'équation (2.5) simplement comme :

d

dt
P +Q = 0. (2.7)

Par l'inégalité de Poincaré (1.12), il existe une constante C1 telle que :∫
Ω
w2dx ≤ C1

∫
Ω
w2
xdx. (2.8)

Soit C2 est une constante telle que :

ess sup
x∈Ω

α(x) ≤ C2. (2.9)

On utilise l'inégalité de Young (1.11) de (2.6), on obtient :

P (t) ≤ 1

2

∫
Ω

w2
t + w2

x + λ
(
w2
t + C1w

2
x

)
+ λC2C1w

2
xdx,

≤
∫
Ω

1

2
w2
t +

1

2
w2
x +

1

2
λw2

t +
1

2
λ (C2C1 + C1)w

2
xdx.

On choisit 0 < λ ≤ min(12 ,
1

2(C1+C1C2)
), alors :

P (t) ≤
∫
Ω

1

2
w2
t +

1

2
w2
x +

1

2
w2
t dx+

∫
Ω

1

2 (C1 + C1C2)
(C2C1 + C1)w

2
xdx.

Par une simpli�cation on trouve :

P (t) ≤ 1

2

∫
Ω

w2
t + w2

x + w2
t + w2

xdx.

Finalement, on obtient :

P (t) ≤
∫
Ω

w2
t + w2

xdx. (2.10)

D'autre part, on applique l'inégalité de Young (1.11), on obtient :

2wtw ≥ −w2
t − w2.

14



On utilise aussi l'inégalité de Poincaré (1.12), on trouve :

P (t) ≥ 1

2

∫
Ω

w2
t + w2

x + λ
[
−w2

t − C1w
2
x

]
− λα(x)C1w

2
xdx,

≥ 1

2

∫
Ω

(1− λ)w2
t + w2

x − λ (C2C1 + C1)w
2
xdx.

On choisit 0 < λ ≤ min(12 ,
1

2(C1+C1C2)
), donc :

P (t) ≥ 1

2

∫
Ω

(
1− 1

2

)
w2
t +

(
1− 1

2 (C1 + C1C2)
(C2C1 + C1)

)
w2
xdx.

Finalement,on obtient :

P (t) ≥ 1

4

∫
Ω

w2
t + w2

xdx. (2.11)

Par les inégalités (2.10) et (2.11), on trouve :

1

2
E(t) ≤ P (t) ≤ 2E(t). (2.12)

D'autre part, on a :

Q(t) =

∫
Ω

α(x)w2
t + λw2

x − λw2
t dx =

∫
Ω

(α(x)− λ)w2
t + λw2

xdx.

Pour

α(x) ⩾ a > 0 p.p. sur Ω, α ∈ L∞(Ω).

On choisit 0 < λ ≤ min
(
1
2a,

1
2C1

)
de sorte que :

Q(t) ≥
∫
Ω

(
a− 1

2
a

)
w2
t + λw2

xdx ≥
∫
Ω

1

2
aw2

t + λw2
xdx.

Par simpli�cation, on trouve :

Q(t) ≥ min

{
1

2
a, λ

}∫
Ω

w2
t + w2

xdx ≥ C3

∫
Ω

w2
t + w2

xdx ≥ C3P (t). (2.13)

où C3 = min(12a, λ). Des équations précédents (2.7) et (2.13), on trouve :

d

dt
P +Q ≥ d

dt
P + C3P (t) = 0.

Alors, la résolution de cette inéquation di�érentielle linéaire donne :

P (t) ≤ P (0)e−C3t.

Par l'inégalité (2.12), on trouve �nalement :∫
Ω

w2
t + w2

xdx ≤ 4P (t) ≤ 4P (0)e−C3t ≤ 4e−C3t

∫
Ω

(
w0
x

)2
+
(
w1
)2

dx

et le théorème est démontré.
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2.3 Stabilité par les séries de Fourier

On considère le cas

α(x) = γ > 0

où γ est une constate tel que

0 < γ <
π

L
.

On est intéressé par le problème suivant :
wtt + 2γwt − wxx = 0, pour (x, t) ∈ (0, L)× (0,∞),

w(t, 0) = wx(t, L) = 0, pour t ∈ (0,∞),

w(x, 0) = 0, wt(x, 0) = w1(x), pour x ∈ (0, L),

(2.14)

avec les conditions initiales

w0 ∈ H1(0, L) et w1 ∈ L2(0, L).

Pour n ∈ {0, 1, 2, 3, .....}, on note :

Xn(x) =

√
2

L
sin
(√

λnx
)

où λn =
(nπ
L

)2
.

Les coe�cient de Fourier sont dé�nie par

a0n =

L∫
0

w0(x)Xn(x)dx et a1n =

L∫
0

w1(x)Xn(x)dx,

et on a

an(t) = exp (−γt)

[
a0n cos

(√
(c2λn − γ2t)

)
+ a1n

1√
(c2λn − γ2t)

sin
(√

(c2λn − γ2t)
)]

.

Alors, on le théorème suivant :

Théorème 2.3 La solution de l'équation de problème (2.14), est donnée par :

w(x, t) =

∞∑
n=0

an(t)Xn(x)dx.

De plus w(t, ·) ∈ L2(0, L), pour t > 0, avec

L∫
0

w2(t, x)dx =

∞∑
n=0

a2n(t).

L'énergie satisfait l'estimation

E(t) ≤ 3e−2γtE(0).
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Démonstration. On utilise la méthode de séparation des variables, donc :

w(x, t) = X(x)T (t).

Comme

wt = X(x)T ′(t), wtt = X(x)T ′′(t) et wxx = X ′′(x)T (t).

Alors :

X(x)T ′′(t) + 2γX(x)T ′(t) = X ′′(x)T (t). (2.15)

On divise (2.15) sur X(x)T (t) :

X(x)T ′′(t)

X(x)T (t)
+ 2γ

X(x)T ′(t)

X(x)T (t)
=

X ′′(x)T (t)

X(x)T (t)
.

On trouve
T ′′(t)

T (t)
+ 2γ

T ′(t)

T (t)
=

X ′′(x)

X(x)
(2.16)

où x et t sont deux variables indépendants. La relation (2.16) implique, qu'il existe une constante λ

T ′′

T
+ 2γ

T ′

T
=

X ′′

X
= −λ.

où λ > 0. On a donc  T ′′ + 2γT ′ + λT = 0,

X ′′ + λX = 0.
(2.17)

qui sont des équations de 2éme ordre, on a d'abord : X ′′ + λX = 0,

X(0) = 0 et X(L) = 0.

dont la solution

X(x) = A cos(
√
λx) +B sin(

√
λx),

et la conditions initiales implique

X(0) = A = 0 et X(L) = B sin(
√
λL) = 0.

La dernière équation donne
√
λL = nπ, si B ̸= 0, i.e.,

λn =
(nπ
L

)2
.

Donc

X(x) = B sin
(x
L
nπ
)
, pour n = 1, 2, · · · .

La solution s'écrit sous la forme :

Xn(x) = B sin
(x
L
nπ
)
.
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On va choisi B tel que
L∫

0

X2
n(x)dx = 1, n = 1, 2, · · · .

Rappelons que sin2 x = 1
2(1− cos 2x), donc

B2

L∫
0

sin2
(x
L

(
nπ +

π

2

))
dx =

B2

2

L∫
0

1− cos 2
(x
L
nπ
)
dx,

=
B2

2
L− L

2nπ
sin
(
2nπ

x

L

)]L
0

= 1.

Comme
L

2nπ + π
sin
(
2nπ

x

L

)]L
0

= 0,

alors
B2

2
L = 1 =⇒ B =

√
2

L
.

Finalement, on obtient :

Xn(x) =

√
2

L
sin
(
nπ

x

L

)
.

On suite, on résout :

T ′′ + 2γT ′ + λnT = 0, n = 1, 2, ... (2.18)

qui a comme équation caractéristique :

r2 + 2γr + λ = 0. (2.19)

On a

∆ = 4(γ2 − λn).

Comme on a supposé γ2 <
(
π
L

)2 ≤ (nπL )2 = λn, pour n ≥ 1, alors ∆ < 0. La solution de (2.18) s'est

écrit comme :

T (t) = Ae

(
−γ−i

√
γ2−λn

)
t
+Be

(
−γ+i

√
γ2−λn

)
t
,

= e−γt

[
Ae−i

√
γ2−λnt +Bei

√
γ2−λn t

]
.

Alors, on a

T (t) = e−γt
[
(A+B) cos

(√
λn − γ2t

)
+ i (A−B) sin

(√
λn − γ2t

)]
.

On pose :

A+B = α, et i (A−B) = β.
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Alors, la solution écrit sous la forme :

Tn(t) = e−γt
[
αn cos

(√
λn − γ2t

)
+ βn sin

(√
λn − γ2t

)]
. (2.20)

D'après les conditions initiales, on a :

Tn(0) = αn = 0 et T ′
n(0) = βn

√
λn − γ2 − γαn.

On obtient :

βn = T ′
n(0)/

√
λn − γ2.

La dérivée T ′
n est

T ′
n(t) = βne

−γt
[√

λn − γ2 cos
(√

λn − γ2t
)
− γ sin

(√
λn − γ2t

)]
.

Alors :

Tn(t) = an(t) := T ′
n(0)

e−γt√
λn − γ2

sin
(√

λn − γ2t
)
.

Finalement, la solution générale du problème (2.14) s'écrit comme :

w(x, t) =
∞∑
n=1

Xn(t)Tn(t) =

√
2

L
e−γt

∞∑
n=1

βn sin
(√

λn − γ2t
)
sin
(√

λnx
)
.

Les dérivées sont données par

wt(x, t) =

√
2

L
e−γt

∞∑
n=1

βn

[
−γ sin

(√
λn − γ2t

)
+
√

λn − γ2 cos
(√

λn − γ2t
)]

sin
(√

λnx
)
,

wx(x, t) =

√
2

L
e−γt

∞∑
n=1

√
λnβn sin

(√
λn − γ2t

)
cos
(√

λnx
)
.

Par l'identité de Parseval

L∫
0

w2
x(x, t)dx =

2

L
e−2γt

L∫
0

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

√
λnβn sin

(√
λn − γ2t

)
cos
(√

λnx
)∣∣∣∣∣

2

dx.

Par la propriété d'orthogonalité

L∫
0

cos
(√

λnx
)
cos
(√

λmx
)
dx =

 0 if n ̸= m

L/2 if n = m

alors
L∫

0

w2
x(x, t)dx =

2

L
e−2γt

∞∑
n=1

∣∣∣√λnβn sin
(√

λn − γ2t
)∣∣∣2 L∫

0

cos2
(√

λnx
)
dx,

i.e.,
L∫

0

w2
x(x, t)dx ≤ e−2γt

∞∑
n=1

λnβ
2
n, (2.21)
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D'après les conditions initiales

wx(x, 0) = 0 et wt(x, 0) =

√
2

L

∞∑
n=1

βn

√
λn − γ2 sin

(√
λnx

)
.

De même, on a
L∫

0

w2
t (x, 0)dx =

2

L

∞∑
n=1

β2
n(λn − γ2)

L∫
0

sin2
(√

λnx
)
dx.

En particulier, on a
L∫

0

w2
t (x, 0)dx =

∞∑
n=1

β2
n(λn − γ2) ≥

∞∑
n=1

λnβ
2
n. (2.22)

On aussi

L∫
0

w2
t (x, t)dx =

2

L
e−2γt

L∫
0

∞∑
n=1

β2
n

∣∣∣−γ sin
(√

λn − γ2t
)
+
√
λn − γ2 cos

(√
λn − γ2t

)∣∣∣2 sin2 (√λnx
)
dx

= e−2γt
∞∑
n=1

β2
n

∣∣∣−γ sin
(√

λn − γ2t
)
+
√

λn − γ2 cos
(√

λn − γ2t
)∣∣∣2 .

Comme∣∣∣−γ sin
(√

λn − γ2t
)
+
√

λn − γ2 cos
(√

λn − γ2t
)∣∣∣2

≤ 2
∣∣∣−γ sin

(√
λn − γ2t

)∣∣∣2 + 2
∣∣∣√λn − γ2 cos

(√
λn − γ2t

)∣∣∣2
≤ 2

(
γ2 + λn − γ2

)
= λn,

on obtient
L∫

0

w2
t (x, t)dx ≤ 2e−2γt

∞∑
n=1

λnβ
2
n. (2.23)

La combinaison de (2.21), (2.23) et (2.22) donne

L∫
0

w2
t (x, t) + w2

x(x, t)dx ≤ 2e−2γt
∞∑
n=1

λnβ
2
n + e−2γt

∞∑
n=1

λnβ
2
n ≤ 3e−2γt

L∫
0

w2
t (x, 0)dx,

i.e.,

E(t) ≤ 3e−2γtE(0).

2.4 Stabilité par une technique d'itération

Dans cette section on prend

Ω ⊂ Rn et 2γ = α(x) ≥ a > 0 p.p. on Ω.
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ou a est une constante. On a l'équation suivant :
wtt + α(x)wt − wxx = 0, dans Ω,

w|∂Ω = 0, sur ∂Ω,

w(x, 0) = w0(x), wt(x, 0) = w1(x), dans Ω,

(2.24)

avec les conditions initiales est :

w0(x) ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), et w1(x) ∈ H1

0 (Ω).

On a besoin d'un résultat de contrôlabilité qui a�rme qu'il existe un fonction (contrôle) f0 qui

satisfait 

ytt − yxx = f0, pour x ∈ Ω et t > 0,

y|∂Ω = 0, pour t > 0,

y(x, 0) = 0, yt(x, 0) = 0, pour x ∈ Ω,

y(x, T ) = w(x, T ) et yt(x, T ) = wt(x, T ) pour x ∈ Ω,

(2.25)

voir Chen [2]. On le résultat de croissance suivant.

Théorème 2.4 Soit T > 0, alors il existe β > 1, tel que :∫
Ω

w2
x(x, t) + w2

t (x, t)dx ≤ e−
ln β
T

t

∫
Ω

(
w0
x(x)

)2
+
(
w1(x)

)2
dx,

où t ≥ (n+ 1)T, pour un certain n ∈ N.

Démonstration. On multiple l'équation (2.24) par yt solution de (2.25) et on intégre par par-

tie,comme :

−ytwxx = −(ytwx)x + ytxwx.

Alors :

T∫
0

∫
Ω

yt (wtt + α(x)wt − wxx) dxdt =

T∫
0

∫
Ω

ytwtt − ytwxx + α(x)ytwtdxdt,

=

T∫
0

∫
Ω

ytwtt − (ytwx)x + ytxwx + α(x)ytwtdxdt

Par les conditions aux bords homogène de Dirichlet

T∫
0

∫
Ω

(ytwx)xdxdt = 0.

On obtient :

T∫
0

∫
Ω

yt (wtt + α(x)wt − wxx) dxdt =

T∫
0

∫
Ω

ytwtt + ytxwx + α(x)ytwtdxdt. (2.26)
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On multiple l'équation (2.25) par wt et on intègre par partie

T∫
0

∫
Ω

wt (ytt − yxx − f0) dxdt =

T∫
0

∫
Ω

wtytt − wtyxx − f0wtdxdt,

=

T∫
0

∫
Ω

wtytt − (wtyx)x + wtxyx − f0wtdxdt.

Par les conditions de bord homogène de Dirichlet

T∫
0

∫
Ω

(wtyx)xdxdt = 0

On obtient :
T∫
0

∫
Ω

wt (ytt − yxx − f0) dxdt =

T∫
0

∫
Ω

wtytt + wtxyx − f0wtdxdt. (2.27)

On additionnant (2.26) et (2.27), on :

W =

T∫
0

∫
Ω

ytwtt + wtytt + (wxyx)t − f0wt + α(x)ytwtdxdt

On obtient :

W =

T∫
0

∫
Ω

(ytwt)t + (wxyx)t + [α(x)yt − f0]wtdxdt,

=

T∫
0

∫
Ω

(ytwt + wxyx)t dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

[α(x)yt − f0]wtdxdt.

En intégrant sur [0, T ] ,on a :∫
Ω

w2
t (x, T ) + w2

x(x, T )dx =

∫ T

0

∫
Ω

[f0 − α(x)yt]wtdxdt.

puisque :

yt(x, T ) = wt (x, T ) et yt(x, 0) = yx(x, 0) = 0.

On applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz (1.13) dans le deuxième terme, on obtient :

∫ T

0

∫
Ω

[f0 − α(x)yt]wtdxdt ≤

∫ T

0

∫
Ω

[f0 − α(x)yt]
2 dxdt

 1
2
∫ T

0

∫
Ω

w2
t dxdt

 1
2

.

On déduit que :

∫ T

0

∫
Ω

w2
t dxdt ≥


∫
Ω

w2
t (x, T ) + w2

x(x, T )dx


2

∫ T

0

∫
Ω

[f0 − α(x)yt]
2 dxdt

. (2.28)
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D'après [2], il existe une constante K1 tel que :∫ T

0

∫
Ω

[f0 − α(x)yt]
2 dxdt ≤ K1

∫
Ω

w2
t (x, T ) + w2

x(x, T )dx. (2.29)

Par l'équation de problème (2.24) on trouve :∫
Ω

w2
t (x, 0) + w2

x(x, 0)dx−
∫
Ω

w2
t (x, T ) + w2

x(x, T )dx =

∫ T

0

∫
Ω

α(x)w2
t dxdt (2.30)

et comme :

α(x) ≥ a > 0 p.p. on Ω. (2.31)

alors ∫ T

0

∫
Ω

α(x)w2
t dxdt ≥ a

∫ T

0

∫
Ω

w2
t dxdt. (2.32)

De (2.28), (2.29) et (2.32), on déduit que :

a

∫ T

0

∫
Ω

w2
t dxdt ≥

a

K1

∫
Ω

w2
t (x, T ) + w2

x(x, T )dx,

Alors, de (2.30) on a

a

K1

∫
Ω

w2
t (x, T ) + w2

x(x, T )dx ≤
∫
Ω

w2
t (x, 0) + w2

x(x, 0)dx−
∫
Ω

w2
t (x, T ) + w2

x(x, T )dx.

On posant K = a
K1

, on obtient :

(K + 1)

∫
Ω

w2
t (x, T ) + w2

x(x, T )dx ≤
∫
Ω

w2
t (x, 0) + w2

x(x, 0)dx.

i.e :

∥wx(x, T )∥2 + ∥wt(x, T )∥2 ≤
1

K + 1

(
∥wx(x, 0)∥2 + ∥wt(x, 0)∥2

)
.

Pour t = (n+ 1)T, on a

∥wx(x, (n+ 1)T )∥2 + ∥wt(x, (n+ 1)T )∥2 ≤ 1

K + 1

(
∥wx(x, nT )∥2 +

∥∥wt(x, nT )
2
∥∥)

≤ 1

K + 1

1

K + 1

(
∥wx(x, (n− 1)T )∥2 + ∥wt(x, (n− 1)T )∥2

)
...

≤ 1

(K + 1)n+1

(
∥wx(x, 0)∥2 + ∥wt(x, 0)∥2

)
.

Notons β = 1 +K, on obtient

∥wx(x, (n+ 1)T )∥2 + ∥wt(x, (n+ 1)T )∥2 ≤ e−
ln β
T

t
(
∥wx(x, 0)∥2 + ∥wt(x, 0)∥2

)
.
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2.5 Stabilité par un lemme de Gronwall

Dans cette section on suppose que

Ω ⊂ Rn et γ > 0 est une constante.

On considère l'équation des ondes amortie :
wtt + 2γwt −∆w = f, p.p. dans Ω× R∗

+,

w = 0, p.p. dans ∂Ω× R∗
+,

w(x, 0) = w0(x) et wt(x, 0) = w1(x), p.p. dans x ∈ Ω.

(2.33)

On suppose que f satisfait

∃T1 tel que f(x, t) = 0 pour t ≥ T1.

Théorème 2.5 Il existe C > 0, tel que la solution du problème (2.33)∫
Ω
w2
t (x, t) + w2

x(x, t)dx ≤ Ce−2γt.

Démonstration. On pose v = e2γtw. Si on suppose que w est régulière, v est également solution

d'une équation des ondes. En e�et, si on multiple (2.33) par γe2γt on trouve :

2γe2γtwtt + 4γe2γtwt − 2γe2γtwxx = 2γe2γtf,

On a

vt = e2γtwt + 2γe2γtw, vtt = e2γtwtt + 2γe2γtwt + 4γ2e2γtw, et ∆v = e2γt∆w

On déduit que v satisfait le problème suivante :
vtt − γ∆v = γe2γtf, dans Ω× R∗

+.

v = 0, sur ∂Ω× R∗
+.

v(x, 0) = v0 et vt = v1 dans Ω,

(2.34)

avec

v0 = w0, et v1 = 2γw1.

Maintenant, on multiple (2.34) par vt, et on intègre par partie on obtient

1

2

d

dt

∫
v2t + 2γ |∇v|2 dx = 2γ

∫
e2γtf vtdx.

On intègre sur (0, t) et Ω

1

2

d

dt

t∫
0

∫
Ω
v2t dtdx+

1

2

d

dt

t∫
0

∫
Ω
2γ |∇v|2 dtdx = 2γ

∫ t

0

∫
Ω

e2γtfvtdtdx. (2.35)
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D'après l'inégalité de Cauchy Schwarz (1.13), on obtient :

∫ t

0

∫
Ω

2γe2γtfvtdtdx ≤

∫ t

0

∫
Ω

(
2γf(x, s)e2γt

)2
dxds

 1
2
∫ t

0

∫
Ω

v2t (x, s)dsdx

 1
2

.

D'après l'inégalité de Young (1.11), on trouve :

∫ t

0

∫
Ω

(
2γf(x, s)e2γt

)2
dxds

 1
2
∫ t

0

∫
Ω

v2t (x, s)dsdx

 1
2

≤ 1

2

∫ t

0

∫
Ω

(
2γf(x, s)e2γt

)2
dxds+

1

2

∫ t

0

∫
Ω

v2t (x, s)dsdx.

Ensuite on intègre (2.35) entre 0 et t, on obtient :

1

2

∫
Ω
v2t (x, t)− v2t (x, 0)dx+

1

2

∫
Ω
2γ |∇v(x, t)|2 − 2γ |∇v(x, 0)|2 dx

≤ 1

2

∫ t

0

∫
Ω

(
2γf(x, s)e2γt

)2
dxds+

1

2

∫ t

0

∫
Ω

v2t (x, s)dsdx.

Ensuite

1

2

∫
Ω
v2t (x, t) + 2γ |∇v(x, t)|2 dx ≤ 1

2

∫
Ω
v2t (x, 0) + 2γ |∇v(x, 0)|2 dx

+
1

2

∫ t

0

∫
Ω

(
2γf (x, s)e2γt

)2
dxds+

1

2

∫ t

0

∫
Ω

v2t (x, s) + 2γv2x(x, t)dsdx.

D'après le lemme de Gronwall, on trouve :∫
Ω
v2t (x, t) + 2γ |∇v(x, t)|2 dx

≤ C

∫
Ω

∣∣v1(x)∣∣2 + 2γ
∣∣∇v0(x)

∣∣2 dx+

∫ t

0

∫
Ω

(
2γf (x, s)e2γt

)2
dx

 1
2

ds.

Comme f est nul pour t ≥ T1 grand, le second membre est borné uniformément en temps∫
Ω
v2t (x, t) + 2γv2x(x, t)dx ≤ C.

On déduit que v et vt sont bornées dans L2(Ω), d'où on déduit que les normes L2(Ω) de w et wt

décroissent exponentiellement.
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Chapitre 3

Une équation d'onde avec un

amortissement non-linéaire

Dans cette section, on étudier la stabilité exponentiellement de le problème suivante avec un

terme F (x,wt) non linéaire. On prend

Ω = ]0, L[ , où L > 0

et on s'intéresse à l'étude de l'équation :

wtt − wxx+F (x,wt) = 0, (3.1)

On écrit F (x,wt) se la forme :

F (x,wt) = γ1 (wt) + γ2w
3
t , γ1,γ2 > 0.

Plus précisément, on considère le problème
wtt − wxx + γ1wt + γ2w

3
t = 0, x ∈ ]0, L[ ,

w(0, t) = w(L, t) = 0,

w(x, 0) = w0(x), wt(x, 0) = w1(x), x ∈ ]0, L[ .

(3.2)

On a le résultat d'existence suivant :

Théorème 3.1 Avec les conditions initiales

w0 ∈ H2(0, L) ∩H1
0 (0, L) et w1 ∈ H1

0 (0, L)

il existe une solution unique w du problème (3.1) qui satisfait :

w ∈ L∞ (0, T ;H2(0, L) ∩H1
0 (0, L)

)
, wt ∈ L∞(0, T ;H1

0 (0, L)) et wtt ∈ L∞(0, T ;L2(0, L)).

Démonstration. Voir [7, 2].

On va démonter le théorème suivant :
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Théorème 3.2 Soit w est une solution de l'équation (3.2) et γ2 petit, Alors, il existe des constantes

K1,K2,K3, α > 0, qui sont indépendants de w0 et w1, tel que :

∥wx(·, t)∥2 + ∥wt(·, t)∥2 ≤ K1

e−αt
(∥∥w0

x

∥∥2 + ∥∥w1
∥∥2)+ t∫

0

∫ L

0
eα(τ−t)w6

t dxdτ

 , (3.3)

∥wx(·, t)∥2 + ∥wt(·, t)∥2 ≤ K3

{
e−αt

(∥∥w0
x

∥∥2 + ∥∥w1
∥∥2)+ 1− e−αt

α

(∥∥w0
x

∥∥2 + ∥∥w1
∥∥2)2} .(3.4)

Démonstration. On utilise la méthode des intégrales d'énergies. En multiple (3.2) par wt+λw.

En e�et, la multiplication de (3.2) par wt donne

1

2

d

dt

∫ L

0
w2
t + w2

xdx+

∫ L

0
γ1w

2
t dx+

∫ L

0
γ2w

4
t dx = 0. (3.5)

Donc
1

2

d

dt

∫ L

0
w2
t + w2

xdx = −
∫ L

0
γ1w

2
t dx−

∫ L

0
γ2w

4
t dx ≤ 0. (3.6)

Ce qui veut dire en particulier que l'énergie est décroissante.

Ensuite, on multiple (3.2) par w,on trouve :∫ L

0
wttwdx =

d

dt

∫ L

0
wtwdx−

∫ L

0
w2
t dx,∫ L

0
γ1wtwdx =

1

2

d

dt

∫ L

0
γ1w

2dx,∫ L

0
γ2 (wt)

3wdx =

∫ L

0
γ2 (wt)

3wdx,∫ L

0
−wxxwdx =

∫ L

0
wxwdx−

∫ L

0
w2
xdx,

Alors :
d

dt

∫ L

0
wtw − w2

t +
γ1
2
w2dx+

∫ L

0
γ2w

3
tw + wxw − w2

xdx = 0. (3.7)

De (3.5) et (3.7), la multiplication par wt + λw donne :

1

2

d

dt

∫ L

0
w2
t + w2

x + λ
(
2wtw + w2

)
dx+

∫ L

0
γ1w

2
t + γ2w

4
t + λ

(
w2
x − w2

t + γ2w
3
tw
)
dx = 0. (3.8)

On pose :

P :=
1

2

∫ L

0
w2
t + w2

x + λ
(
2wtw + w2

)
dx,

Q :=

∫ L

0
γ1w

2
t + γ2w

4
t + λ

(
w2
x − w2

t + γ2w
3
tw
)
dxdx.

Alors, on écrit ce qui précèdent (3.8) simplement comme :

d

dt
P +Q = 0. (3.9)
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Par l'inégalité de Poincaré (1.12), il existe une constante K telle que :∫ L

0
w2dx ≤ K

∫ L

0
w2
xdx. (3.10)

On applique l'inégalité de Young (1.11), on trouve :

P (t) ≤ 1

2

∫ L

0
w2
t + w2

x + λ

(
1

ε
w2
t + εw2 + w2

)
dx,

≤ 1

2

∫ L

0

(
1 +

λ

ε

)
w2
t + w2

x + λ(ε+ 1)w2dx.

On utilise l'inégalité de Poincaré (3.10), on obtient :

P (t) ≤ 1

2

∫ L

0

(
1 +

λ

ε

)
w2
t + w2

x + λK(ε+ 1)w2
xdx.

On choisie ε = 1
2 et 0 < λ ≤ min

(
1
3 ,

1
9K

)
de sorte que

P (t) ≤ 1

2

∫ L

0

(
1 +

2

3

)
w2
t + w2

x +
1

9K
K(

1

2
+ 1)w2

xdx ≤ 1

2

∫ L

0

5

3
w2
t + w2

x +
1

6
w2
xdx.

Alors, par une simpli�cation, on obtient :

P (t) ≤ 1

2

∫ L

0

5

3
w2
t +

7

3
w2
xdx ≤ 5

6

∫ L

0
w2
x + w2

t dx.

D'autre part, on utilise l'inégalité de Young (1.11), on trouve :

2wtw ≥ −1

ε
w2
t − εw2.

Pour ε = 1
2 , on obtient :

P (t) ≥ 1

2

∫ L

0
w2
t + w2

x − 2λw2
t +

1

2
λw2dx,

Aussi, on applique l'inégalité de Poincaré (3.10) ,on trouve :

P (t) ≥ 1

2

∫ L

0
(1− 2λ)w2

t + w2
x −

1

2
λKw2

xdx,

≥ 1

2

∫ L

0

(
1− 2

3

)
w2
t +

(
1− 1

18

)
w2
xdx,

≥ 1

2

∫ L

0

1

3
w2
t +

17

18
w2
xdx.

Par une simpli�cation, on obtient :

P (t) ≥
∫ L

0

1

6
w2
t +

17

36
w2
xdx ≥ 1

6

∫ L

0
w2
t + w2

xdx,

Donc :
1

6

∫ L

0
w2
t + w2

xdx ≤ P (t) ≤ 5

6

∫ L

0
w2
x + w2

t dx, (3.11)
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C'est à dire :

1

6

(
∥wx(·, t)∥2 + ∥wt(·, t)∥2

)
≤ P (t) ≤ 5

6

(
∥wx(·, t)∥2 + ∥wt(·, t)∥2

)
. (3.12)

On applique l'inégalité de Young dans (1.11) de :∫ L

0
w3
twdx ≤ 1

2

∫ L

0
w6
t dx+

1

2

∫ L

0
w2dx (3.13)

et rappelons qu'on a

wt ∈ L6(0, L) car on a wt ∈ H1
0 (0, L) ⊆ C([0, L]) ⊆ L6(0, L).

Donc :

Q(t) ≥
∫ L

0
γ1w

2
t + γ2w

4
t + λw2

x − λw2
t −

λγ2
2

w6
t dx− λγ2

2
w2dx,

≥
∫ L

0
γ1w

2
t + γ2w

4
t + λw2

x − λw2
t −

λγ2
2

w6
t dx− λγ2

2
Kw2

xdx.

Alors, on choisit 0 < γ2 <
2
K , et 0 < λ < γ1, on trouve :

Q(t) ≥
∫ L

0
(γ1 − λ)w2

t +

(
λ− λγ2

2
K

)
w2
x −

λγ2
2

w6
t dx,

≥ min

{
γ1 − λ, λ− λγ2

2
K

}∫ L

0
w2
t + w2

xdx− λγ2
2

∫ L

0
w6
t dx.

On pose δ = min
{
γ1 − λ, λ− λγ2

2 K
}
,

Q(t) ≥ δ

∫ L

0
w2
t + w2

xdx− λγ2
2

∫ L

0
w6
t dx. (3.14)

Rappelons que de (3.11), on a : ∫ L

0
w2
t + w2

xdx ≥ 6

5
P (t).

Alors

Q(t) ≥ δ
6

5
P (t)− λγ2

2

∫ L

0
w6
t dx.

De (3.10) et (3.14) :
d

dt
P +Q ≥ d

dt
P + δ

6

5
P − λγ2

2

∫ L

0
w6
t dx = 0. (3.15)

Alors
d

dt
P + αP − λγ2

2

∫ L

0
w6
t dx ≤ 0.

Où α = δ 6
5 . On multiple l'équation (3.15) par eαt :

d

dt

(
eαtP

)
= eαt

d

dt
P + αeαtP ≤ λγ2

2
eαt
∫ L

0
w6
t dx.
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On intégre sur (0, t)
t∫

0

d

dτ
(eατP ) dτ ≤ λγ2

2

t∫
0

eατ
∫ L

0
w6
t dxdτ.

Donc :

eαtP (t)− P (0) ≤ λγ2
2

t∫
0

eατ
∫ L

0
w6
t dxdτ,

et

P (t) ≤ P (0)e−αt +
λγ2
2

t∫
0

eα(τ−t)

∫ L

0
w6
t dxdτ.

On a
1

6

(
∥wx(·, t)∥2 + ∥wt(·, t)∥2

)
≤ P (t),

Par (3.12) et par les conditions initiales, on obtient :

P (0) ≤ 5

6

(
∥wx(·, 0)∥2 + ∥wt(·, 0)∥2

)
.

De sorte que :

1

6

(
∥wx(·, t)∥2 + ∥wt(·, t)∥2

)
≤ P (t) ≤ 5

6
e−αt

(
∥wx(·, 0)∥2 + ∥wt(·, 0)∥2

)
+

λγ2
2

t∫
0

∫ L

0
eα(τ−t)w6

t dxdτ.

Alors :

∥wx(·, t)∥2 + ∥wt(·, t)∥2 ≤ 5e−αt
(
∥wx(·, 0)∥2 + ∥wt(·, 0)∥2

)
+ 3λγ2

t∫
0

∫ L

0
eα(τ−t)w6

t dxdτ.

Si on pose K1 = max (5, 3λγ2), on obtient :

∥wx(·, t)∥2 + ∥wt(·, t)∥2 ≤ K1

e−αt
(
∥w(·, 0)∥2 + ∥wt(·, 0)∥2

)
+

t∫
0

∫ L

0
eα(τ−t)w6

t dxdτ

 .

Finalement :

∥wx(·, t)∥2 + ∥wt(·, t)∥2 ≤ K1

e−αt
(∥∥w0

∥∥2 + ∥∥w1
∥∥2)+ t∫

0

∫ L

0
eα(τ−t)w6

t dxdτ

 .

Pour établir (3.10), on commence par appliquer l'inégalité de Young (1.11) pour 1
P = 3

4 et 1
P ′ = 1

4

et ε = 1, on trouve ∫ L

0
(wt)

3wdx ≤ 3

4

∫ L

0
w4
t dx+

1

4

∫ L

0
w4dx, (3.16)

De la même manière, on trouve

d

dt
P +Q ≥ d

dt
P + δ

6

5
P − λγ2

4

∫ L

0
w4dx = 0.
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Posons α = δ 6
5 , alors :

d

dt
P + αP − λγ2

4

∫ L

0
w4dx ≤ 0. (3.17)

On multiple l'équation (3.17) par eαt :

d

dt

(
eαtP

)
= eαt

d

dt
P + αeαtP ≤ λγ2

4
eαt
∫ L

0
w4dx.

On intègre sur (0, t)
t∫

0

d

dτ
(eατP ) dτ ≤ λγ2

4

t∫
0

eατ
∫ L

0
w4dxdτ.

Donc :

eαtP (t) ≤ P (0) +
λγ2
4

t∫
0

eατ
∫ L

0
w4dxdτ,

et

P (t) ≤ e−αtP (0) +
λγ2
4

t∫
0

eα(τ−t)

∫ L

0
w4dxdτ.

On a
1

6

(
∥wx(·, t)∥2 + ∥wt(·, t)∥2

)
≤ P (t).

Par (3.12) et les conditions initiales, on trouve :

P (0) ≤ 5

6

(
∥wx(·, 0)∥2 + ∥wt(·, 0)∥2

)
.

Alors :

1

6

(
∥wx(·, t)∥2 + ∥wt(·, t)∥2

)
≤ 5

6
e−αt

(∥∥w0
x

∥∥2 + ∥∥w1
∥∥2)+ λγ2

4

t∫
0

eα(τ−t)

∫ L

0
w4dxdτ. (3.18)

Si on pose K2 = max
(
5, 32λγ2

)
, on trouve :

∥wx(·, t)∥2 + ∥wt(·, t)∥2 ≤ K2

e−αt
(∥∥w0

x

∥∥2 + ∥∥w1
∥∥2)+ t∫

0

eα(τ−t)

∫ L

0
w4dxdτ

 . (3.19)

Rappelons qu'on a H1
0 (Ω) ↪→ L4(Ω) par l'injection de Sobolev, et il existe une constante C telle

que : (∫ L

0
w4dx

) 1
4

≤ C

(∫ L

0
w2
xdx

) 1
2

.

Alors, l'énergie ∫ L

0
w4dx ≤ C4

(∫ L

0
w2
xdx

)2

≤ C4

(∫ L

0
w2
t + w2

xdx

)2

(3.20)

Comme l'énergie est décroissante, on obtient :∫ L

0
w4(·, t)dx ≤ C4

(∫ L

0

(
w1
)2

+
(
w0
x

)2
dx

)2

. (3.21)
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Par la relation (3.21), on obtient :

∥wx(·, t)∥2 + ∥wt(·, t)∥2

≤ K3

e−αt
(∥∥w0

x

∥∥2 + ∥∥w1
∥∥2)+ C4

(∥∥w0
x

∥∥2 + ∥∥w1
∥∥2)2 e−αt

t∫
0

eατdτ


≤ K3

{
e−αt

(∥∥w0
x

∥∥2 + ∥∥w1
∥∥2)+ C4

(∥∥w0
x

∥∥2 + ∥∥w1
∥∥2)2 1

α

(
eαt − 1

)
e−αt

}
.

Finalement, on trouve :

∥wx(·, t)∥2 + ∥wt(·, t)∥2 ≤ K3

{
e−αt

(∥∥w0
x

∥∥2 + ∥∥w1
∥∥2)+ 1− e−αt

α

(∥∥w0
x

∥∥2 + ∥∥w1
∥∥2)2} .

On a le théorème si on prend

K = max (K1,K2,K3) .
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  :ملخـــص

  
. خطي غير أو خطي ،تخميد داخليبواسطة  مهتز خيط استقرار بدراسة قمنا العمل، هذا في

 وطريقة فورييه، سلاسل الطاقة، تكاملات مثل: عدة طرق استخدمنا الاستقرار، لنبرهن
  .يةتكرار وتقنية ،Gronwalتوطئة  على تعتمد

   .يالأس التخامد ،الطاقة قديراتت ،دةالمخم الموجة معادلة :المفتاحية الكلمات
 
  
 
  

Abstract: 
 

In this work, we study the stabilization of a vibrating string a 
linear or a nonlinear internal damping. To show the stability, we 
use several techniques such as the energy integrals, Fourier 
series, a method based on Gronwal's lemma, and an iteration 
technique.  
Keywords:  Damped wave equation, energy estimates, 
exponential stability. 
 
 
 
 

Résumé: 
Dans ce travail, nous étudions la stabilisation d'une corde 
vibrante par un amortissement interne linéaire ou non linéaire. 
Pour montrer la stabilité, nous utilisons plusieurs techniques 
telles que les intégrales d'énergie, les séries de Fourier, une 
méthode basée sur le lemme de Gronwal et une technique 
d'itération. 

Mots clés : équation d'onde amortie, estimations d'énergie, 
stabilité exponentielle.  
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