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Introduction

Les phénomeénes vibratoires et les équations d’ondes jouent un réle crucial dans de nombreux
domaines de la science et de l'ingénierie, allant de I'acoustique & la mécanique des structures en
passant par les télécommunications. Dans ce contexte, ’étude de la stabilité des systémes vibratoires
revét une importance fondamentale pour garantir leur comportement prédictible et fiable. Ce travail
est consacré au probléme de stabilisation de I’équation d’onde , en particulier lorsque 'amortissement
interne présente des caractéristiques linéaires ou non linéaires.

Plus précisément, on intéresse a ’étude de la stabilisation de I’équation des ondes sous la forme

sulvante :
wy — Aw + F(x,w) =0, dans z € Qett >0,

w=0, pour x € 0 et t >0, (WE)
w(z,0) = w'(z) et wy(z,0) = wl(x) , dans z€Q
ot ) est un domaine borné de R, w® et w' sont la position et la vitesse initiale de la membrane.
L’amortissement et représenté par une fonction F'(x,w;) dépendent de la position x et la vitesse wy

et satisfaisant

F(z,wy)wy > 0 pour p.p. z € Q et t > 0.

On définie ’énergie de la solution de (WE) par

E(t) = ;/Oﬂ w?(t, ) + |Vw|* (¢, z)dx (1)

et la solution est dite stable lorsque
E(t) — 0, si t — 4o0.
Sans amortissement, i.e. F' = 0, ’énergie est conservé en temps, i.e.
E(t) = E(0),vt > 0.

Si un amortissement est introduit, i.e. F(z,w;) # 0, l'énergie est décroissant avec un taux dé-
pendent du choix de la forme de la fonction F. Par exemple, si F' est linéaire, I’énergie décroit

exponentiellement, i.e.,

E(t) <Ce P, vt>o0,



ou C' et B sont des constantes positives avec C' qui dépend des données initiales. Ce mémoire rasseble
différente méthode de démonstration de ce résultat qui sont dispersées sur plusieurs références
[1, 2, 4].

Le premier chapitre de ce travail est consacré aux préliminaires mathématiques indispensables &
la compréhension des concepts et des méthodes utilisés. Nous introduisons des espaces fonctionnels
tels que les espaces de Sobolev et les espaces de Lebesgue, qui serviront de bases pour notre analyse.
De plus, nous explorons ’équation d’onde linéaire sans amortissement, établissant 1’existence et
I'unicité de la solution, ainsi que la conservation d’énergie.

Le deuxiéme chapitre se penche sur I’étude de 1’équation d’onde avec un amortissement interne
linéaire. Nous abordons différentes techniques pour démontrer la stabilité du systéme, comprenant
des méthodes d’intégrales d’énergie, les séries de Fourier, en passant aussi par des approches basées
sur le lemme de Gronwall et une technique d’itération.

Dans le troisiéme chapitre, on traite un exemple d’amortissement non linéaire interne de I’équa-
tion d’onde qui est un probléme plus difficile & traiter.

En conclusion, ce mémoire offre une analyse de la stabilisation de I’équation d’onde, mettant en
lumiére différentes techniques de preuve pour démontrer la décroissance de I'énergie et assurer la
stabilité du systéme.

Enfin, nous cloturons ce travail avec une bibliographie, répertoriant les sources et références

utilisée dans ce travail.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, on introduit quelques espaces fonctionnels et quelques inégalités qui seront
utilisé dans ce mémoire. Ensuite, on s’intéresse & I’équation des ondes avec amortissement linéaires

et non linéaires.

1.1 Espaces fonctionnelles

Dans la suite Q est un ouvert de R".

1.1.1 Espace des fonctions continues :

o (' () est I'ensemble des fonctions continues définies sur €2 & valeurs dans R.Pour tout m € N

on note C"™ () 'ensemble des fonctions définies sur € & valeurs dans R, telles que pour tout a € N
n

tel que |a] = Z a; < m la dérivée D%p existe et est continue sur (2.
i=1
e U™ (Q) est I'ensemble des fonctions w : @ — R qui sont indéfiniment dérivables.

e D (Q) est 'ensemble des fonctions de C* (€2) a support compact dans €.

1.1.2 Espaces de Lebesgue L7 (Q2) : 1 <p < 400
e Pour 1 < p < 4o00; on définit l’espace des classes des fonctions LP(2) comme suite :
LP(Q) = {w : 0 — R;w mesurable et/Q |w|P dz < Jroo} :
On munit cet espace vectoriel de la norme :

RS
wes wley = ([ lo@Pds)”.

LP () est un espace de Banach.

e Pour p = 0o, on définit 'espace des classes de fonctions L>°(€2) comme suite :
L>(Q) = {w:3C > 0, telle que w est mesurable et |w(z)| < C}.
Cet espace vectoriel est complet pour la norme :

[wll oo () = supess w(z) = Inf{C >0, |w(z)|<C p.p.xsurQ},
€N



i.e., L>(2) est une espace de Banach.

e Pour p = 2, 'espace L? (£2) muni du produit scalaire :
(w-v) = /wvdx, Yw,v € L* (Q).
Q

est un espace de Hilbert.

1.1.3 Espaces de Sobolev

On rappel que I'espace de Sobolev H'(Q) est définie par :

ow

HY(Q) = {w € L*(Q) o

eLQ(Q),z'zl,-u,n},

otl la dérivée est prise au sens du distributions. L'espace H'(f) est muni de la norme

1
2
W [ollgyey = ([ 0@ + 70 (@) )
ott Vw dénote le vecteur gradient de w. Un sous-espace particulier de H'(Q) est 'espace
Hi(Q):=D(Q)={we H(Q)| u=0 on o}

i.e. 'adhérence de D () dans 'espace H'().
On a besoins aussi de l'espace H2(Q2) définie par

ow  0*w
8131' ’ 85818‘%‘]

H?*(Q) := {wELz(Q)‘ ELZ(Q),izl,---,n}.

Un autre résultat important est le suivant :
Théoréme 1.1 (Sobolev injections) Si Q est un ouvert borné régulier de classe C', alors

HY Q) ¢ L¥(Q), ou 2*=2n/(n—2) sin>2.
HY Q) c L), ou q€[2 +o0) sin=2.

HY Q) c C(Q), si n=1.

ot "C" désigne une injection continue.

1.1.4 Espaces avec temps

Soit X un espace de Banach, |0,T[ un intervalle de R,

Définition 1.1 a) On désigne par LP (0,T;X) (1 < p < 4+00) l'espace des (de classes) fonctions
t— f(t) de ]0,T] — X telle que :

i) f est mesurable pour dt

.. 1/p
”) ”fHLP((lT;X) = <f(;F Hf(t)Hg( dt) < 400



b) On désigne par L (0,T; X) Uespace des (de classes) fonctions t — f(t) de ]0,T[ — X telle que :

i) f est mesurable pour dt

i1) f est bornée presque partout sur |0,T[ et on pose : (1.2)
I leoriy = Bt (M) < oo
Ces espaces sont des espaces de Banach.
1.2 Equation d’onde linéaire
1.2.1 Existence et unicité de la solution
On considére ’équation des ondes
wy — Aw = f(x,1), pour x € Qett >0 (1.3)
avec les condition initiales :
w(z,0) = w(z), wi(z,0)=w'(z), pour z€Q, (1.4)
et les conditions aux bord homogéne de Dirichlet :
w(z,t) =0, pourz e INett>0. (1.5)
Théoréme 1.2 ([7]) Sous les hypothéses
w'(z) € H*(Q) N Hy(Q), w'(z) € Hy(Q) et fe L?(0,T;L*(Q)), (1.6)

le probleme (1.3)-(1.5) a une solution unique qui satisfait
w € C([0,T]; Hy (), wy € C([0,T]; L*(€).

De plus si
w’ € H* Q) NHH(Q), w' e HJ(Q) et fr € L?(0,T; L*(Q))

alors, la solution du probleme (2.1) satisfait :

we C([0,T],H*(Q) N Hy(Q) et wy e C([0,T]; Hy(2)).



1.2.2 Conservation d’énergie par la méthode des intégrales d’énergie

On considére a présent I’équation d’onde homogene avec f(x,t) =0

wy — Aw =0, pour z € Q et t >0,
w(z,t) =0, pour z € 0N et t > 0, (W.Eq)
w(z,0) =w’ (z), wy(z,0)=w'(x), pourxcQ,

et on définit I’énergie de la solution par

1
Bt) = 2/w$ (2,1) + [Vaop (2,1)|* da.
Q

Théoréme 1.3 L’énergie de la solution de probléeme (W.Eq) est constante.

Démonstration. On multiple (W.Eq) par wy et on intégre sur €2, on obtient :

/wttwt — (Aw) wydx = 0.

Q
Comme
/wttwtdx = th/wt (z,t)dx
Q
/(Aw) widr = /le (Vwwy) — Vwy - Vwde = /diV(Vfwwt €T — 2dt/|wa| dx.
Q Q Q
Alors,
1d 9 2 )
wywy — (Aw) wedr = Sa | v + |Vwg|* dx — [ div(Vww;)dz = 0.
Q Q Q

Par le théoréme de divergence

/diV(wat)(x,t)dx = /V (wwy) - v(s,t)ds =0
oN

Q

a cause du conditions aux limites. Finalement

E'(t) = ;jt/wf(az t) 4+ w? (x,t) dx = 0.
Q

Ce ci démontre la conservation d’énergie. m



1.2.3 Solution par séparation de variable

On peut aussi utiliser la méthode de séparation des variables. Si Q = ]0,1[. On cherche des
solutions particuliéres de

wtt—wm:O, $€[O,1],t>0,

sous la forme
w(z,t) = X(x)T(t).
Donc,
X(x)T"(t) — X" (z)T(t) =0,
w(0,t) = X(0)T(t
T

)=0 (1.7)
(1)T'(t) =0.

X
w(l,t) =X
On divise la premiére équation par X (z)T'(t) et comme z et ¢ sont deux variables indépendants,
alors il existe une constante A :
()  X"(x)
()  X(z)

=-\ AeRL
On doit supposer A positive pour avoir des solutions bornées. Premiérement, I’équation de X est

X"+ 2\X =0,
X(0)=0et X(1) =0

dont la solution est

X(x) = Acos(VAz) + Bsin(VAz).
Les conditions aux bord implique que
X(0)=A=0 and X(1) = Bsin(vV')\) = 0.

On obtient :
B #0 et sin(vVA) = 0=\, = (n7)2.

Donc

X, (z) = Bsin (n7x) .

D’autre part, la fonction T'(¢) satisfait :
T"(t)+ A\T(t) =0, t>0.
La solution T correspondant a cette valeur de A est de la forme :

T(t) = acos(VAt) + Bsin(VAt),



i.e.,

T, (t) = oy, cos(nmt) + B, sin(nt).

On obtient :
wy, (z,t) = T,,(t) X (z) = [y, cos(nmt) + B, sin(nnt)] sin (nmwx) .

Alors, la solution du probléme est donnée par :

t) = Z wy, (z,1) Z ay, cos(nmt) + B, sin(nwt)] sin (n7x) .

n=1
Par les conditions initiales, on trouve :
oo
w(z,0) = Z apsin (nmz) = w’ (z) et wy(x,0) Zmrﬁ sin (nmz) = w' (x).
n=1 n=1

Donc, les coefficients o, et f,, sont donnés par orthogonalité on trouve :

1 1
= Q/wo (x)sin (nmx)dz et S, = 20/11)1(35) sin (nmx) dz.

nm
0

1.2.4 Conservation d’énergie par les séries de Fourier

Théoréme 1.4 On a :
1 o
=1 g (nmy,,) —cste, Vi > 0,

n=1
ot vy, = \/a2 + 2.

Démonstration. On pose :

Bt ;/1 (wn)? (,1) + (wn)? (2, ) da. (1.8)
}
Alors, on va calculer -
(wn), = [—annsin (nt) + B, nm cos(nmt)] sin (nrz) (1.9)
et
(wn), = [an cos(nmt) + B, sin(nrt)] nr cos (nm) (1.10)



En remplacant (1.9) et (1.10) dans (1.8) :

DN | =

1 1
/ [(wn)? (z,t) + (wn)? (z, t)} dx = ;/ [(mr)2 [—a, sin (nat) + B, cos(nat)]? sin? (nrx)
0 0

+ v, cos(nmt) + B, sin(nxt)]* (nm)? cos? (mrac)} ,

1

1

=5 (n)? (a2 +52) /sin2 (nmx) cos®(nmt) + sin? (nrt) cos? (nmx)dz,
0

1 1
= % (nm)? (a2 +52) cos2(n7rt)/ sin? (nmz) do + sin? (n7t) /COS2 (nmx)dx
0 0

Comme

1 1
sin? (nmz) = 5~ 5 cos (2n7mx), et cos®(nmx) = 3 + 5 €08 (2nmzx),

de sorte que
1 1
.2 1 2 1
sin® (nmx) de = 5 et cos”(nmz) = 7
0 0

Rappelons que sin?(z) + cos?(x) = 1, alors

2 2 2 2
En(t) = (mT)Q %ﬁn [COS2(n7rt) + sin? (TL?Tt)] = (TL7T)2 %ﬁn_
Finalement, on obtient :
2 2
En(t) = (nm)? %ﬁn.

Alors, I’énergie totale de chaque mode est constante.

On utilise la solution de la série infinie dérivée pour calculer

E() = ;/1
0

On peut écrire wy(x,t) sous la forme :
wp(z,t) = v, sin (n7rx) sin (nwt + ¥, |
ou

Yo =1/02+ B2 et W, =arctan <Zn> ,

n

Alors, on a

(wp); = ypnosin (nmzx) cos (nmt + W,,) et (wy), = y,nmcos (nmx)sin (nnt + Uy,) .



Alors

1

1 o [e.9]

52 Z Yo Ymnm? cos (nrt + ,,) cos (mt + y,) ¥ /sm nrx)sin (mrz) dx
=1 m=1 0

1
1 o0 o0
+ 3 Z Z YoV sin (nrt + U,,) sin (mrt + ¥y,) x /cos nmx) cos (mmx) dx.
0

n=1m=1

De la relation d’orthogonalité, donne :

N —

1
o0
E(t) = Z nm)? cos (nrt + U,)% x /sm nmwr)
n=1 0

1
1 o0
+§Z Ny VTT) sm (nmt + V) 2 % /cos nmw)
0

n=1

Donc
1
E(t)=-

B

o
Z W) [cos (nmt + ¥,,)? + sin (nart + \IJn)Q} .
n=1
Finalement, on obtient :

1 oo

= 3 2_ Oanm’,

n=1

qui est constante pour tout ¢. m

1.3 Quelques inégalités utiles

Inégalité de Young

Supposons que 1 < p < 0o, on désigne par p’ 'exposant conjugué de p, i.e. : %4—]% = 1. Rappelons
I'inégalité de Young
1 1
ab < fap—i——/bp, VYa > 0,Vb > 0. (1.11)
p p

Remarque 1.1 Pour p = p' = 2, l'inégalité précédente s’écrit sous la forme :

1
ab<2a + b2

Pour e >0, on a aussi
L 5 €9
ab < —a“ 4+ =b”.
— 2 2
Inégalité de Poincaré
Soit p, tel que 1 < p < oo et Q est bornée. Alors il existe une constante C' > 0 (dépendant

uniquement de Q et p) telle que :

lwll oy < Cl[w'[| ey » (1.12)

10



pour tout w € HE ().
Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soient w € L%(Q), v € L*(Q), alors wv € LY(Q), et on a

1

2

/w(x)u(gc)ds < /]w(x)st E /]v(x)\zds | (1.13)
Q Q Q

Lemme de Gronwall

Lemme 1.1 Supposons qu’une fonction continue de I = [0,T] sur R, vérifié :

U(z) < Cy(x) + /C’g(s)\ll(s)ds,
0

pour tout t € I, ot Cy est une fonction continue de I dans R et Cy une fonction continue croissante

de I dans R. Alors, on a l'inégalité
t ¢
U(z) < Ci(x) + /exp /C’g(r)dr C1(s)Ca(s)ds,
0 s

pour tout t € [0,T].

Remarque 1.2 Si Cy est une constante, linégalité de Gronwall peut se simplifier et on écrit :

t

U(z) < Crexp /CQ(S)dS
0

11



CHAPITRE 2

EQUATION D’ONDE AVEC AMORTISSEMENT

LINEAIRE

Dans ce chapitre on étudie la stabilisation de I’équation des ondes avec un terme d’amortissement

c’est-a-dire la vitesse de mouvement est retardé par une force d’amortissement proportionnelles &

la vitesse de la corde. On obtient ’équation des ondes avec termes d’amortissement suivante :

Wy — Wy + a(x)w, = 0, dans €.

ou «(z) est le coefficient d’amortissement et 2 un domaine bornée de R”™.

2.1 Existence et 'unicité

On considére le probléme suivante :

wy + ()W — Wy = 0, dans €,
wlsq =0, dans 0f),

w(z,0) = w'(z), wy(x,0)=w!(z), dans Q,

a € L>(9) satisfait

alr) >a>0, ppxel
Théoréme 2.1 Sous les donnes initiale suivante :
w’ € H*(Q) N HY(Q) et w' € HY(Q),

Alors, il existe une solution unique w de probléme (2.1) qui satisfait :

we C([0,T], H*(Q) N H)(Q) et w'eC([0,T]; HH()).

Démonstration. Voir ([7]). m

12



2.2 Stabilité par la méthode des intégrales d’énergies

Dans cette section on s’intéresse a I’étude pour décroissant exponentielle par méthode énergie.
On prend
Q=10,L[, on L > 0.

Théoréme 2.2 Soit w(x,t) la solution de l’équation du probléme (2.1) avec condition initial (w®, wl),

alors il existe K, (8 > 0, tel que :

1

3
/(wf + wgdaz < Ke_m/ |wg‘2 + (w1)2 dz. (2.2)
Q Q

Démonstration. On multiple l’équation de probléme (2.1) par w; et intégre par parties sur €2 :

/wttwt — (Wyg) wy + a(a:)wtzdx =0.
Q

En utilisant les argument du théoréme 1.3, On obtient

1d
E'(t) = 2dt/w? + |we|? dz + /a(x)wfdx = 0. (2.3)
Q Q

De la méme maniére, on multiple I'équation du probléme (2.1) par Aw et intégre par parties sur €

/)\wttw + a(z) \wyw — AMwgzwdz = 0.

Q
Comme :
d 2
Awvgwdr = A— | wpwdr — | wider,
Q dt Jo Q
/a(fn))\w wdr = Ld a(z) \wide
Q ! 24t /g ’
—/wmwdaz = / — (wpw), + widx,
Q Q
alors
d 2 1d 2 2
A— [ wwdz — [ wide + -— [ a(z)wde+ [ wide — | (wpw),dz =0 (2.4)
et

/(wxw)xdae = wm(x,t)w(x,t)]g = wy (L, t)w(L,t) — wg(0,t)w(0,1).
Q

Par les conditions de bord homogéne de Dirichlet

[tz =0

Q

13



En additionnant (2.3) et (2.4), on obtient :

%% w? + wk + 2 waw + Aa(z)widr + /a(az)wf + Mw? — Mwidr = 0.
Q Q
On pose :
iP(t) = 1d/w2 + w2 + 20 wiw + Aax)wde
dt 2dt) "t ! ’
Q
et

Q= /a(x)wf + w2 —  wide.
Q
Alors, on écrit équation (2.5) simplement comme :

d
—P =0.
dt +Q

Par I'inégalité de Poincaré (1.12), il existe une constante Cy telle que :

/de:c < Cl/w?gdaj.
Q Q

Soit Cy est une constante telle que :
esssup a(z) < Cs.
LISY)

On utilise 'inégalité de Young (1.11) de (2.6), on obtient :

1
P(t) < /wt2 + w2 4+ A (w] + Crw?) + AC2Crwid,
Q

2
Q

2 2

On choisit 0 < A S min(%, m), alors :

1 1 1 1

Pt) < [ Zw? + Zw? + Zw? / 2 10

(t) < /th + 2wx+ 2wtdx+ 2 (Cr 0o (C2Cy + C) widx
Q Q

Par une simplification on trouve :

P(t) < /w? + w2 + w? + wide.

Q

N | —

Finalement, on obtient :

P(t) < /wt2 + widz.
Q
D’autre part, on applique l'inégalité de Young (1.11), on obtient :

Qwpw > —w? — w.
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(2.8)

(2.9)

1 1 1 1
< /wt2 + —w? + S + 5/\ (C20y + Cy) wida.

(2.10)



On utilise aussi l'inégalité de Poincaré (1.12), on trouve :

1
P(t) > 2/wt2 + w2 4+ A [—w} — Cw?] — Aa(z)Crwidz,
Q
1

> 2/(1 — N w? + w2 — X (C20 + C) wida.
Q

On choisit 0 < A < min(3, i ), donc :

___ 1
2 Cl+C]CQ)

1 1 1
P> (1-2 w4+ (1-—— 2dx.
t) > 2/( 2> wy + ( 3(Cr 5 010y (CoCh +Cl)) widz
Q

Finalement,on obtient :

1
P(t) > 4/w§ + wdz. (2.11)
Q
Par les inégalités (2.10) et (2.11), on trouve :
1
§E(t) < P(t) <2E(t). (2.12)

D’autre part, on a :
Qt) = /oz(x)wt2 + Mw? — Mwide = / (a(z) — N wi + Mw?dz.
Q Q

Pour

a(z) Za>0 p.p.sur Q, a€ L*(Q).

On choisit 0 < A < min (% ) de sorte que :

T

1
/ ( - a) w? + \wide > /Qawt2 + Mw2dz.
Q Q

Par simplification, on trouve :

1
Q(t) > min {Qa, )\} /wf + widx > (J'g/wt2 + wide > C3P(t). (2.13)
Q Q

ot C3 = min(3a, \). Des équations précédents (2.7) et (2.13), on trouve :

%P+Q>1P+03P() 0.

Alors, la résolution de cette inéquation différentielle linéaire donne :
P(t) < P(0)e" %5t

Par I'inégalité (2.12), on trouve finalement :

/ w? + w2dr < 4P(t) < 4P(0)e” %3t < 4¢3t
Q

O
—~
S
2

Do
+
g
N
[\
Q.
g

et le théoréme est démontré. m
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2.3 Stabilité par les séries de Fourier

On considére le cas

afz)=7>0
ol v est une constate tel que
0<y< %
On est intéressé par le probléme suivant :
Wyt + 2w — Wae = 0, pour (z,t) € (0,L) x (0, 00),
w(t,0) = wy(t,L) =0, pour ¢ € (0, c0), (2.14)

w(z,0) =0, wi(z,0)=w(), pour x € (0, L),

avec les conditions initiales

w’ e HY(0,L) et w'e L?(0,L).

Pour n € {0,1,2,3,.....}, on note :

Xn(x) = \/gsin (@x) ou Ap = (%)2

Les coefficient de Fourier sont définie par

I L
ag:/wo(z)xn(x)dx et a}bz/wl(:v)Xn(x)d:v,
0 0
et on a

an(t) = exp (—~t) [ag cos (m) + a,lll) sin ( (A — 7275))] .

(A, — 72t
Alors, on le théoréme suivant :

Théoréme 2.3 La solution de [’équation de probléme (2.14), est donnée par :

o0

w(z,t) =Y an(t)Xn(z)da.

n=0

De plus w(t,-) € L*(0, L), pour t > 0, avec
L’énergie satisfait ['estimation
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Démonstration. On utilise la méthode de séparation des variables, donc :
w(x,t) = X(z)T'(t).
Comme
wy = X(2)T'(t), wy = X(@)T"(t) et wee = X"(2)T(t).
Alors :
X(2)T"(t) + 29X (2)T'(t) = X" (2)T(t). (2.15)
On divise (2.15) sur X (z)T(t) :

X@T'(0) , X@T() _ X"@)T0)
X@T0) ~TX@T0 ~ X@T0

On trouve
() t)  X'"(z)
) " 7TH) T X(2)

o x et t sont deux variables indépendants. La relation (2.16) implique, qu’il existe une constante \

(2.16)

ol A > 0. On a donc
T + 29T + \T = 0,

(2.17)
X" 4+ AX =0.

qui sont des équations de 2°™¢ ordre, on a d’abord :

X" +AX =0,
X(0) =0 et X(L) = 0.

dont la solution

X(x) = Acos(VAx) + Bsin(VAz),
et la conditions initiales implique
X(0)=A=0 et X(L)= Bsin(vAL) = 0.
La derniére équation donne VAL = nm, si B # 0, i.e.,
e ()
Donc

X(x)zBsin(%mr), pourn=1,2,---.

La solution s’écrit sous la forme :

Xn(z) = Bsin (%mr) .

17



On va choisi B tel que
L
/Xg(x)dx: 1, n=1,2,---.
0

2

Rappelons que sin“ z = %(1 — cos 2z), donc

L L
BQ
BZ/ sin? (% (mr + g)) dx 2/1 —cos?2 (%mr) dx,
0

0
B2 L
= —L— —sn <2n7r—) =1
2 2nm 0
Comme
L
sin (2n7r>] =0,
2nmw 4+ 0
alors
2 2
—L=1 = B=4/—.
2 L
Finalement, on obtient :
2
Xp(x) = ”Z sin (TL?TZ) .
On suite, on résout :
T+ 29T+ N\, T =0, n=1,2,... (2.18)
qui a comme équation caractéristique :
r2 4 2yr + A= 0. (2.19)
On a
A =4(% = \p).

Comme on a supposé 72 < (%)2 < (%)2 = A\p, pour n > 1, alors A < 0. La solution de (2.18) s’est

écrit comme :
T(t) _ Ae<_7_i\/ 72_>\n)t + B€<_7+i\/ ’YZ_An)t
— e—Vt |:Ae—7/\/ '72_>\nt _|_ Bel\/ 'Y2>\'nt:| .

)

Alors, on a
T(t)=e " [(A + B) cos ( An — ’yQt) +i(A— B)sin ( An — fy?t)} :

On pose :
A+B=aqa, eti(A—B)=0p3.

18



Alors, la solution écrit sous la forme :
Tn(t) = e [an cos ( An — 7215) + (3, sin ( An — 7%)} ) (2.20)
D’aprés les conditions initiales, on a :
T,00)=a,=0 et T.(0) =B,V n— 72— van.

On obtient :
B = Th(0)/v/ Ao — 2.
La dérivée T} est
T.(t) = B,e " [\/ An — 72 cos ( An — 72t> — 7 sin ( An — 7%)} .
Alors :

To(t) = an(t) = T (0)——— sin ( A — 7215) .

V )\n - 72

Finalement, la solution générale du probléme (2.14) s’écrit comme :

= an(t)Tn(t) = \/ze“’t iﬁn sin ( An — 7215) sin (@x) .
n=1 n=1

Les dérivées sont données par

we(z,t) \/7 - ZB [ ~y sin < ';/Qt) + vV An — ¥2 cos ( An — 721%)} sin (@x) ,
wy(x,t) \/7 - Z VAnB,, sin ( 7225) cos (@x) .

Par l'identité de Parseval

L L & 2
/w2(a} t)dx = 6_2%/ Z V An B, sin ( A — 72t> cos (\/)\nx>
0 0 In=
Par la propriété d’orthogonalité
7 0 ifn#
ifn#m
/cos (x/)\nx) cos (\/)\maz) dr =
L/2 ifn=m
0
alors
L ) - , L
/w%(x,t)d:c = 36727’5 Z ‘\//\nﬂn sin ( — 2t )’ /cos (\/ x)
0 n=1 0
i.e.,
L o0
/wi(m,t)d:p <e 2t Z /32, (2.21)
0 n=1
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D’aprés les conditions initiales
we(2,0) =0 et wy(x,0)=4/— ZB VAn—7 s1n(\/ x>
De méme, on a
L 5 & L
/w?(x,())dx =7 21,8%()% — /sm <\/ x)
0 n= 0

En particulier, on a

L o o
Jub@ode =3 500 11 = A8k (2.22)
0 n=1 n=1
On aussi
7 2
/wtz(x,t)dx = 2'Yt/252 —sin ( ’)/215) + VA — Y2 cos ( An — ’y%)’ sin? (@x) dx
0
e 2t ZBQ —~sin ( ’y%) + vV A — Y2 cos ( An — ’yQt) ‘2 .
Comme
‘—vsin ( An — ’th) + VA — Y2 cos ( An — 72t> ‘2
<2 ’—'ysin ( An — 'yQt) ’2 +2 ‘\//\n — 72 cos ( An — 72t> ‘2
< 2(’72+)\n_’72) = An,
on obtient
L o
/wtz(x,t)dx < 2e” Z A 32 (2.23)
0 n=1

La combinaison de (2.21), (2.23) et (2.22) donne

L - - L
/wf(m,t) + w2 (z, t)dr < 2e” 27 Z B2 + e 2 Z A2 < 3627t/w?($, 0)dz,
0 n=1 n=1 0
ie.,
E(t) < 3¢ ' E(0).
]

2.4 Stabilité par une technique d’itération
Dans cette section on prend

QCR" et 2y=a(x)>a>0p.p.on
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ou a est une constante. On a I’équation suivant :
wyt + a(x)wp — wee = 0, dans €,
w|yn =0, sur 02, (2.24)
w(z,0) = w'(z), wi(z,0) =w!(r), dansQ,

avec les conditions initiales est :

wW(z) € H2(Q) N HLQ), et w'(z) e H(Q).

On a besoin d’un résultat de contrdlabilité qui affirme qu'’il existe un fonction (contrdle) fo qui

satisfait
Yit — Yaz = fo, pour z € Qett >0,
=0, our t > 0,
vloa b (2.25)
y(x,0) =0, wy(z,0)=0, pour z € €,
y(z,T) =w(z,T) et y(x,T)=w(z,T) pour x €,

voir Chen [2]|. On le résultat de croissance suivant.

Théoréme 2.4 Soit T > 0, alors il existe § > 1, tel que :

/wi(x,t) + wi(z,t)dr < e_lnTﬁt/ (wg(x))2 + (wl(ar))de,

Q Q

out > (n+1)T, pour un certain n € N.

Démonstration. On multiple ’équation (2.24) par y; solution de (2.25) et on intégre par par-

tie,comme :
—YtWyy = _(ytw;r):v + Ytz Wy -
Alors :
T T
//yt (wy + a(x)wy — wyy) dadt = //ytwtt — YWee + a(x)yywidadt,
00 0 Q
T
= //ytwtt — (YrWa)z + YtzWz + () ypwidadt
0Q

Par les conditions aux bords homogéne de Dirichlet

T
//(yth)xda:dt =0.
0 Q

On obtient :
T

T
//yt Wyt + ()W — Wyy) dadt = //ytwtt + Ytawy + o) yrwedxdt. (2.26)
0 Q 0 Q

21



On multiple ’équation (2.25) par w; et on intégre par partie

T T
//wt (ytt = Yz — fo) dxdt = //’U)tytt — WiYze — fowrdadt,
0 Q 0 Q

= //wtytt - (wtyz):r + Wi Yz — watdl'dt-

Par les conditions de bord homogéne de Dirichlet

T
//(wtygc)zdxdt =0
0 Q

On obtient :

T T
//wt (Yet — Yoo — fo) dadt = //wtytt + Wiz Yz — fowrdzdt.
0 00

On additionnant (2.26) et (2.27), on

W = //ytwtt + weys + (WelYa)r — fowe + a(z)ywidrdt
On obtient :

W = / yrwe ), + (Waye ) + [o(x)ye — fo] wedadt,
Q

S~ o\ﬂ

T
/(ytwt + Wa Yy ), dadt +/ /[oz(x)yt — fol wedxdt.
Q 2
En intégrant sur [0,7] ,on a :

Q/wf(x, T) +w?(x, T)dx = /OTQ/ [fo — a(z)y] wedzdt.

puisque :

ye(x, T) = wy (2, T) et y(x,0) = yz(x,0) = 0.

Oun applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz (1.13) dans le deuxiéme terme, on obtient :

/OTQ/ [fo — a(z)y] wedzdt < /OT! o — a(z)y]? dedt : /()T!wfd:vdt

On déduit que :

/w%(x, T) + w(z, T)dz

T Q
/0 Q/ widadt > /OT / PR
Q
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D’apres 2], il existe une constante K tel que :
T
/0 /[fo — afa)y)? dadt < Kl/wg(ac, T) + w?(z, T)dx. (2.29)
Q Q
Par I’équation de probléme (2.24) on trouve :

/ wi(z,0) + w?(x,0)dr — / wi (2, T) + wi(x, T)dr = /0 ' / oz)widzdt (2.30)

Q Q Q

et comme :

a(x) > a >0 p.p. on Q. (2.31)

T T
/ /oz(:z:)wfdxdt > a/ /w?dzdt. (2.32)
0 0
Q Q

e (2.28), (2.29) et (2.32), on déduit que :

/ /wzdxdt > /w?(w,T) + w?(z, T)dz,

alors

Alors, de (2.30) on a

a

% /wt (z,T) 4+ w2(z, T)dz < /wf(a}, 0) 4 w?(z,0)dx — /wf(x,T) + w2 (z, T)dx.
1
Q

Q Q

On posant K = 3%, on obtient :

(K+1) /wtz(m,T) + w2 (z, T)dz < /wf(m,O) + w?(z,0)dz.
Q Q
le:

1

e, D + e, ) < 7o (I 0 + e, 0)])

Pour t = (n+1)T, on a
lws (2, (n + DT)|* + [[we(z, (n + DT)|* <

< = (lwa(a, (0 = D) + (e, (0 = DT)?)

- (e, n )P + [t n1)?) )

1
< eyt (@Ol + (. 0)).
Notons § = 1 4+ K, on obtient

e, (n+ D) + (e, (0 + DT < e 5 (IIwm(m 0)[1* + [|we(z,0)] )
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2.5 Stabilité par un lemme de Gronwall
Dans cette section on suppose que
QCR"™ et -~ >0 est une constante.

On considére I'équation des ondes amortie :

Wy + 2ywe — Aw = f, p.p. dans 2 x R%,
w =0, p.p. dans 9Q x R*, (2.33)
w(z,0) = w'(z) et wi(x,0)=w!(x), p.p. dans z € Q.

On suppose que f satisfait
3T tel que f(z,t) =0 pourt > T).
Théoréme 2.5 [ existe C' > 0, tel que la solution du probléme (2.33)
/th?(x,t) + w2 (z, t)dz < Ce™ 2",

2

Démonstration. On pose v = e?"'w. Si on suppose que w est réguliére, v est également solution

d’une équation des ondes. En effet, si on multiple (2.33) par ve?"* on trouve :
27627twtt + 47627twt — Z'Ye%’twm = 2’}/627t f,
v = 2wy + 2vetw, vy = 2wy + 2veP M wy + 472w, et Av = e Aw

On déduit que v satisfait le probléme suivante :

vy — YAV = et f, dans 2 x R%.
v =0, sur 90 x R (2.34)
v(z,0) =" et v =0l dans €,
avec
W0 = wO, et o= 27w1.

Maintenant, on multiple (2.34) par v, et on intégre par partie on obtient

1

d
2dt/vt2 + 2y | Vo2 do = 27/627tf vedz.

On integre sur (0,t) et

t

t
1d 1d t
th//ﬂvfdtdx—k th//Qny‘VU‘Q dtdr = 27/0 /ez’ytfvtdtdx. (2.35)
0 0 Q
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D’apreés l'inégalité de Cauchy Schwarz (1.13), on obtient :

1
t t 2 t
//27627tfvtdtdx < //(nyf(m, s)eQVt)deds //v?(m,s)dsdaﬁ
0 Q 0 Q 0 Q
D’apres I'inégalité de Young (1.11), on trouve :
1
t ) ? t
/ / (2vf(z,8)e*")" duds / /vf(m, s)dsdx
0 0
Q Q

1 t 1 t
< / / (2’Yf(x,s)62'yt)2 dxds + / /v?(a:,s)dgdx,
2Jo 2Jo
Q

Q

SIS

SIS

Ensuite on intégre (2.35) entre 0 et ¢, on obtient :
1 1
2/1}?(3:,75) —vZ(x,0)dx + 2/27 IVo(z,t)|* — 2y |Vo(z, 0)|* dz
Q Q

1 t 1 t
< / / (2’Yf(1:, 5)62%)2 dxds + / /Uf(m,s)dsdx.
2Jo 2 /o
Q

Q

Ensuite

1 1
5 [0+ 29[ V(e do < 5 [ 6F,0)+ 29 |Ve(e,0) do
Q Q

t
0
Q

1/t 1
+ 2/ / (2fyf (x, 3)62%)2 dxds + 2/ /vtz(:c, s)+ 2’yvg2ﬁ(ar,t)dsd:c.
0 Q
D’aprés le lemme de Gronwall, on trouve :

/vf(m, t) + 27 |Vo(z, t)|* dz
Q

N|=

t
<C /‘U1($)‘2 + 2y ‘VUO(l’)Fdx—I-/ / (2vf (x,s)e%tfdx ds.
Q 0 Q
Comme f est nul pour ¢ > 717 grand, le second membre est borné uniformément en temps

/vf(w,t) + 2902 (z, t)dx < C.
Q

On déduit que v et v; sont bornées dans L?(£2), d’oti on déduit que les normes L%(Q) de w et wy

décroissent exponentiellement. m
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CHAPITRE 3

UNE EQUATION D’ONDE AVEC UN

AMORTISSEMENT NON-LINEAIRE

Dans cette section, on étudier la stabilité exponentiellement de le probléme suivante avec un

terme F'(x,w;) non linéaire. On prend
Q=10,L[,on L>0
et on s’intéresse a ’étude de ’équation :
Wit — W+ F (2, wy) = 0, (3.1)
On écrit F(x,w;) se la forme :
F(x,w) = 7y (wy) + yqw?, Y1,72 > 0.

Plus précisément, on considére le probléme

wtt—wxw+71wt+fy2w?:07 .%’E]O,L[,
w(0,t) = w(L,t) =0, (3.2)
’LU(ZL’,O):U)O(.I'), wt(x,()) :wl(x), .%‘E]O,L[

On a le résultat d’existence suivant :
Théoréme 3.1 Avec les conditions initiales
w’ € H*(0,L)N HJ(0,L) et w' e H}(0,L)
il existe une solution unique w du probleme (3.1) qui satisfait :
we L*®(0,T; H*(0,L) N Hy(0, L)), wy € L>°(0,T; Hy(0,L)) et wy € L®(0,T;L*(0,L)).

Démonstration. Voir [7, 2|. =

On va démonter le théoréme suivant :
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Théoréme 3.2 Soit w est une solution de l’équation (3.2) et vy petit, Alors, il existe des constantes

K1, Ky, K3, a0 > 0, qui sont indépendants de w° et w', tel que :
t
2 2 —at 02 112 L (r—t),,6
e (oI + ()2 < K Qe ([lul]® + [t ]F) + / / O DuSdndr b (33)
0
0

lwa (D)7 + e 1)F < K { (lfw]l” + [l %) + 1‘@ (llwl]f” + leH2)2}(3.4)

Démonstration. On utilise la méthode des intégrales d’énergies. En multiple (3.2) par w; + Aw.

En effet, la multiplication de (3.2) par w; donne

Ld (", 2 by L
oq [ wi + widx + ywidr + | yowpdr = 0. (3.5)
0 0 0
Donc
1d (", 2 Lo b
Sa [ v +wider =— | ywidr — Yowydzr < 0. (3.6)
0 0 0

Ce qui veut dire en particulier que I’énergie est décroissante.

Ensuite, on multiple (3.2) par w,on trouve :

L d L L
/ wpwdr = / wrwdx —/ wfd:c,
0 dt Jo 0
L 1d L
/0 yiwiwdzr = 2dt/0 ywidz,

L L
/ Yo (we)? wda = / Yo (wy)® wdz,
0 0

L L L
/ —Wegpwdx :/ wWywdx —/ widm,
0 0 0

d L o L
g | W w? + éde:c + / Yowdw + wpw — widr = 0. (3.7)
0 0

Alors :

De (3.5) et (3.7), la multiplication par wy + Aw donne :

L

1d [*
/ wi +wi 4+ A (2ww + w?) dz + / YWy + yowyg + A (w2 — wi + yowiw) dr = 0. (3.8)
0 0

2dt
On pose :

L
P .=

1
3/, wi +wi + A (2ww + w?) dr,
L
Q= / ’ylwf + ’72'11);1 + A (wfc — wtz + ’ygwfw) dzdx.
0

Alors, on écrit ce qui précédent (3.8) simplement comme :

d
ZP+Q=0. (3.9)
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Par 'inégalité de Poincaré (1.12), il existe une constante K telle que :

L L
/ wrdr < K/ wdz. (3.10)
0 0

On applique V'inégalité de Young (1.11), on trouve :

L
P(t) < / wi + w2 —I—)\<6wt+5w —i—w)dx,
0

On utilise 'inégalité de Poincaré (3.10), on obtient :
Lt AN 2 2 2
P(t) < B 14+ — ) wi +w; + AK (e + 1)widz.
0 g

On choisie € = % et 0 < A < min (%, %) de sorte que

1 [ 2 1 1 1 [F5 1
P(t)gz/o (1+3> + w? + o KG+ )wgdeQ/O §w§+w§+6w§dx.

Alors, par une simplification, on obtient :

P(t) < = /52+72d <5/L + w?d

widr wy + widz.
=32, 373 6 Jo !
D’autre part, on utilise 'inégalité de Young (1.11), on trouve :

-1
Qwpw > —wi — ew?.
€

Pour ¢ = %, on obtient :

L
1
P(t) > / w? + w2 — 2 w? + 5>\w2da:,
0

Aussi, on applique 'inégalité de Poincaré (3.10) ,on trouve :

1 1
Pt) > 2/ (1—2A)w§+wg—§Angdzx,
1 [ 1
> - 1— 1—— | w?d
=), < ) (1) e
> ~ [ = —w?dz.

Par une simplification, on obtient :

1o, 17, L PR
P(t) > ; GWi + 3pWa d:c>6 ; wy + wydx,

Donc :

L
/ w? + widr < P(t) < 2/ w? + widr, (3.11)
0

| =
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C’est & dire :
1 5
< (lwa DI + e D17) < P@) < 2 (lwalDIP + e DIP)
On applique 'inégalité de Young dans (1.11) de :

L 1 (L 1 (L
/ wiwdz < / wldr + / wdx
0 2 Jo 2 Jo

et rappelons qu’on a

wy € L5(0, L) car on a w; € HY(0,L) € C([0,L]) € L°(0, L).

Donc :
L 2 4 2 9 M2 ¢ AYy o
Q(t) Z / Y1 Wy + YoWy + )\U/$ — )\'LUt — T’lﬂt dx — T’LU d.%',

0

L
A A
> / Yiw? + Yw) + Aw? — Aw? — %w?dw — %Kw%daﬁ.
0

Alors, on choisit 0 < v < %, et 0 <\ <y, on trouve :
L 2 AYo 2 M2 g
o = [ t-nuts (A=K ) w2 - et
0

2

A L My [
> min{’yl—)\,)\—%[(}/ wt2+wgdx—ﬂ wldz.

0 2 Jo

. A
Onposedzmm{’yl—)\,)\—% },

L )\’Y L
Qt) > 6/ w? + widr — 72 wldz.
0 0

Rappelons que de (3.11), on a :

L

/ w? + wide > §P(t).

0 5)

Alors
L
Q) > 65 P(t) — M2/ widz.
5 2 J,

De (3.10) et (3.14) :

d d 6 My [T
—P >—P+0-P——= dx = 0.
al Te=gl T3 2 Owtxo
Alors
d My, [F

Ol a= 5%. On multiple I’équation (3.15) par e :

d d A L
o7 (eatP) = eataP +ae™pP < ;2eat/0 w?dm.
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(3.13)

(3.14)

(3.15)



On intégre sur (0,1)

t
d Aw/ /LG

— (e P)dr < —= [ 7 dxdr.
O/dT(e )7‘_206 Owtch

Donc :
! L
at A 2 aT 6
e P(t) — P(0) < - /e wydxdr,
0
et
My | L
P(t) < P(0)e™* + % eO‘(T_t)/ wldzdr.
J 0
On a
1
& (lwa G DI + hwr (DI < P(o),

Par (3.12) et par les conditions initiales, on obtient :

P(0) < 2 (el 0) I + lun(- 0) )

De sorte que :

1(ngc(-,t)H2 + Hwt(‘,t)H2> < P(t) <

! e (s O + e, )

S| Ot

AV2
T

Alors :

/

L
/ DS dadr.
0

t
L
B+ o) < 567 (o O + an(e 0)2) + 33, [ [ e Dufaar.
0
0

Si on pose K1 = max (5,3A\v,), on obtient :

t
L
)+ e )7 < K 3 e (o, O + e, 0)2) + / / e Dwdadr
0

Finalement :

t
L
[wa (- )% + lJwe (-, 6] < Ky 6_at<Hw0H2+Hw1H2)+// TS dwdr
0
0

Pour établir (3.10), on commence par appliquer l'inégalité de Young (1.11

L 3 L 1 (L
/ (wy)wdz < / widr + / widz,
0 4 Jo 4 Jo

De la méme maniére, on trouve

et € =1, on trouve

d d 6 A%/L A
—P4+Q>—-P+4+46-P-=2 dx = 0.
al Tz 5+ s J, U
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Posons oo = 6%, alors :
d AYa

L
—P+aP -2 Ydx < 0. 1
7 + A widzr <0 (3.17)

On multiple I’équation (3.17) par e

d t ¢ d t )\72 t/L 4
— (eMP) = e —P + e P < e wdzx.
dt ( ) d 4 0
On integre sur (0,¢)
t p \ t .
aT 72 aT 4
— Pydr < —= dxdT.
/dT( )dr 1 /e /0 widxdr
0 0
Donc :
My [ L
e P(t) < P(0) + 72/60”/ Ydxdr
4 ) 0
et
Ny | L
P(t) < et P(0) + 222 / 7= / Ydzdr
4 ) 0
On a

& (he 01 + - 1)) < o).

Par (3.12) et les conditions initiales, on trouve :

P(0) < Z (e, 0) I + aen (- )1 ) -

Alors :

| =
Ul

t
by L
(hewaC, 17 + e, )17) < e ([l + o' + 272 /eav—w /0 widzdr.  (3.18)
0

Si on pose Ko = max (5, %)\72), on trouve :

()12 + o )2 < Ko § et ([ + [Jot]]) / ) / whdzdr . (3.19)

Rappelons qu'on a H}(Q2) < L*(2) par l'injection de Sobolev, et il existe une constante C' telle

L i L 3
</ w4dx> <C </ widm) .
0 0
L L 2 2
/ whde < C* </ widw)
0 0

L
<ct (/ w? + w;f,dx> (3.20)
0
Comme ’énergie est décroissante, on obtient :

/OL wi(-, t)de < C* </0L (w)? + (wg)de)2_ o)

que :

Alors, I'énergie
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Par la relation (3.21), on obtient :

s (-, 1)1 + [lwe (-, )]

t
—a 2 2 2 —a art
<K3{e (Rl + ) + 0 (ol + ) e [ df}

l —at
@
Finalement, on trouve :

o O+ o < 5 e ([ ')+ 2= (s + ')

«

0
o 2 22
< K3{6 (ol + ot %) + € (e + ')

On a le théoréme si on prend

K = max (Kl,Kg, Kg) .
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Abstract:

In this work, we study the stabilization of a vibrating string a
linear or a nonlinear internal damping. To show the stability, we
use several techniques such as the energy integrals, Fourier
series, a method based on Gronwal's lemma, and an iteration
technique.

Keywords: Damped wave equation, energy estimates,
exponential stability.

Résumeé:
Dans ce travail, nous étudions la stabilisation dune corde
vibrante par un amortissement interne linéaire ou non linéaire.
Pour montrer la stabilité, nous utilisons plusieurs techniques
telles que les intégrales d'énergie, les séries de Fourier, une
méthode basée sur le lemme de Gronwal et une technique
d'itération.

Mots clés : équation d'onde amortie, estimations d'énergie,
stabilité exponentielle.
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